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Resumen de la tesis

La tesis doctoral que aqui se presenta se ocupa, por un lado del analisis de
planificabilidad de sistemas de tiempo real monoprocesador, con planificador
expulsor y basado en prioridades, a partir del modelado de los parametros temporales
mediante distribuciones de posibilidad. Por otro lado, se ocupa de la forma en que se
incorpora el modelado de la incertidumbre en el andlisis de planificabilidad al
proceso de disefio de los sistemas de tiempo real.

La aplicacion del principio de extension de la teoria de la posibilidad para extender
funciones clasicas a pardmetros borrosos estd muy restringida debido al alto coste
computacional que conlleva, pero gracias a los algoritmos de andlisis de
planificabilidad borrosa propuestos en esta tesis se pueden calcular los valores de
posibilidad y de necesidad de que el sistema sea planificable de forma mas eficiente
que la aplicacion del principio de extension y con los mismos resultados, de manera
que su aplicacion en el proceso de disefio de los sistemas se hace viable.

Los algoritmos propuestos estdn basados en aritmética borrosa y en aritmética de
intervalos y permiten calcular la planificabilidad sistemas con prioridades fijas,
plazos menores, iguales o mayores que los periodos, recursos compartidos, retardo
en la activacion de las tareas, servidores aperioddicos y prioridades dindmicas
asignadas segln el algoritmo de planificacion EDF. Mediante dichos algoritmos se
calcula la posibilidad y la necesidad de que el sistema sea planificable cuando los
tiempos de ejecucion, los plazos, los periodos, los retardos en la activacion de las
tareas, los tiempos de bloqueo, o el periodo y la capacidad del servidor aperiddico se
modelan mediante conjuntos borrosos, convexos 0 no convexos.

El modelado de la incertidumbre existente en las primeras fases de disefio es esencial
para tener un modelo realista del sistema. Si no existen datos estadisticos acerca de
los pardmetros temporales de las tareas es mdas apropiada la utilizacion de
distribuciones de posibilidad para modelar la incertidumbre, y ademas la aplicacion
de los algoritmos de céalculo de planificabilidad borrosa propuestos en esta tesis son
mas rapidos que la simulacion del sistema a partir de funciones de densidad de
probabilidad estimadas.

Por ello se ha incorporado el modelado de la incertidumbre mediante distribuciones
de posibilidad en la extension propuesta de la metodologia de disefio de sistemas de
tiempo real, de manera que es posible obtener mas informacién acerca de la
planificabilidad del sistema que si Unicamente se modela y analiza la situacion mas
desfavorable, y permite obtener disefios validos del sistema que serian rechazados si
unicamente se analizara dicho peor caso.
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Lista de los simbolos mas importantes
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Ji

Di
Vij
ru;
L

Is
WC;

WCi;

tiempo de bloqueo de una tarea i
capacidad de un servidor aperiddico
plazo de ejecucion relativo o “deadline” relativo de la tarea i

plazo de ejecucion absoluto (“deadline” absoluto) de la tarea i en su ejecucion
J
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tiempo listo de la tarea i en su ejecucion j

tiempo de utilizacion del recurso de datos compartido por parte de la tarea i
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tiempo de finalizacion de la tarea i en su ejecucion j
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clasico
elemento focal obtenido como a-corte del conjunto borroso A4

limite inferior del a-corte del conjunto borroso A4 de nivel «
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(F,m) cuerpo de evidencia, donde F es el conjunto de elementos focales y m es la
asignacion basica de probabilidad

L4 funcion de pertenencia del conjunto borroso A4
A distribucion de posibilidad asociada al conjunto borroso 4

o/b  notaciébn para conjuntos borrosos discretos, donde « es el grado de

pertenencia de b al conjunto borroso

La notacion decimal empleada en esta tesis es la notacion americana, que emplea el
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Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Analisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

1. Introduccion



Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

1.1. Descripcion del problema

Hoy en dia existen en nuestro entorno multitud de sistemas de tiempo real, en
contextos tan distintos como la regulacion y proteccion ferroviaria, sistemas de
cajeros automaticos, simuladores de vuelo, sistemas de monitorizacion y diagnostico
de instalaciones industriales, etc. Todos estos sistemas se caracterizan porque tienen
que cumplir determinadas restricciones temporales, lo que no es sinébnimo de rapidez
de respuesta. En los ejemplos anteriores hay sistemas muy lentos como los cajeros
automaticos, en comparacion con otros mas rapidos como el sistema de proteccion
automadtica de un tren. Simplemente, cada sistema debe cumplir las restricciones
temporales especificadas para que su funcionamiento sea el esperado.

Cuando un sistema cumple todas sus restricciones temporales se dice que es
planificable. El programa planificador decide qué tarea se debe ejecutar en cada
momento, segin la politica de planificacion escogida. Por ejemplo, un tipo de
planificacion consiste en disefar el orden en que las tareas van a ser despachadas
antes de la ejecucion y posteriormente llevarla a cabo en tiempo real. El problema de
estas planificaciones es que son muy rigidas y requieren un redisefio completo
cuando existe algun cambio, como por ejemplo la incorporacién de una nueva tarea.
Por otro lado, las planificaciones basadas en prioridades permiten que la decision
acerca de qué tarea debe ser ejecutada se tome en tiempo real, de acuerdo con la
prioridad de cada tarea, y son mucho mas flexibles frente a la introduccién de
modificaciones como la adiciébn o eliminacion de tareas. Las mismas tareas
pertenecientes a un sistema de tiempo real pueden ser planificables o no planificables
dependiendo del planificador elegido.

Existe un gran nimero de ecuaciones y algoritmos propuestos en la literatura para
comprobar la planificabilidad de un sistema, supuesto que los pardmetros temporales
de las tareas y la asignaciéon de prioridades se conocen de forma precisa. Sin
embargo, a menudo €sta no es una premisa realista, sobre todo si el sistema esta en
fase de disefio o desarrollo.

Es interesante, desde la fase de disefio de un sistema y durante todo el proceso de
desarrollo, poder comprobar si el disefio es planificable, ya que resultan mucho
menos costosas las rectificaciones en dichas fases iniciales, que las debidas a fallos
detectados durante la fase de pruebas cuando el sistema ya ha sido desarrollado de
forma completa. El inconveniente es que en dichas fases de desarrollo no existe
informacion precisa acerca de los parametros temporales que describen a las tareas
del sistema y hay que introducir incertidumbre en el modelado de los parametros.

Existen distintas alternativas para representar la incertidumbre. La teoria de la
probabilidad es una herramienta idonea para formalizar la incertidumbre cuando la
evidencia se basa en series suficientemente grandes de experimentos aleatorios
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independientes ([Klir, Yuan, 1995]). Sin embargo, cuando el sistema esta en fase de
disefio no suele existir este tipo de informacion.

En 1965 Zadeh ([Zadeh, 1965]) sent6 las bases del desarrollo de la teoria de los
conjuntos borrosos, que mas tarde llevo a la aparicion de la teoria de la posibilidad.
Zadeh introdujo los conjuntos borrosos como conjuntos con limites imprecisos, de
manera que la pertenencia a un conjunto dejé de ser una afirmacién o una negacion
para pasar a ser un grado de pertenencia. La teoria de la posibilidad modela un tipo
diferente de incertidumbre que la modelada por la teoria de la probabilidad. Las
teorias de conjuntos borrosos y de la posibilidad se han ido mostrando como unas de
las mejores herramientas de representacion del conocimiento humano, debido a su
gran riqueza semantica y flexibilidad para expresar conceptos del lenguaje hablado.
Por otro lado, su soporte matematico hace que estas teorias sean uno de los mejores
lazos de union entre las técnicas numéricas de representacion del conocimiento y la
incertidumbre, y las técnicas de representacion del conocimiento humano ([Villar,
1997)).

La teoria de conjuntos borrosos es idonea para formalizar informacién incompleta
expresada en términos de proposiciones borrosas del tipo “el tiempo de ejecucion de
esta tarea es aproximadamente 10”. El experto que esta disefiando el sistema puede
considerar que 10 no es el Unico valor posible, sino que en torno a dicho valor hay
otros que también son posibles, aunque en menor grado, por ejemplo entre 9 y 11.
Asi, se puede modelar el tiempo de ejecucion de dicha tarea mediante un conjunto
borroso en el que 10 tiene el maximo grado de pertenencia a ese conjunto y en torno
a ¢l van decreciendo hasta que en 9 y valores menores, y 11 y valores mayores el
grado de pertenencia se hace cero.

El objetivo principal de esta tesis es la extension del andlisis de planificabilidad de
sistemas de tiempo real basados en prioridades a pardmetros temporales borrosos y el
desarrollo de una metodologia de disefio de este tipo de sistemas con un modelado
adecuado de la incertidumbre mediante conjuntos borrosos, teniendo en cuenta el
tipo de informacion que realmente existe durante la fase de disefio.

1.2. Planteamiento de la tesis

La tesis se centra en la extension de los andlisis clasicos de planificabilidad de
sistemas de tiempo real, con un solo procesador, basados en prioridades y con tareas
expulsables, a parametros temporales borrosos. Como resultado del analisis borroso
de planificabilidad se obtiene un grado en el que el sistema es planificable, en lugar
de una negacién total o una afirmacion total. Esta tesis tiene como objetivo la
aplicacion rigurosa de la teoria de la posibilidad para el tratamiento de la
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incertidumbre, por tanto el grado en el que un sistema es planificable se da en forma
de medidas definidas dentro de dicha teoria: las medidas de posibilidad y necesidad.

La teoria de la posibilidad define, ademas de dichas medidas, la forma de extender
una funciéon de argumentos reales a argumentos borrosos mediante la regla
denominada principio de extension. El inconveniente de aplicar dicho principio al
caso que nos ocupa es el elevado coste computacional que conlleva y que se puede
hacer inviable incluso con un nimero moderado de tareas en estudio. Por ello se
pretende encontrar métodos alternativos mas rapidos pero que produzcan los mismos
resultados que la aplicacion del principio de extension.

En esta tesis se va a probar que, si los algoritmos de planificacion clasicos cumplen
determinadas propiedades, es posible extenderlos utilizando algoritmos basados en
aritmética de intervalos, o basados en aritmética borrosa, de forma eficiente y con los
resultados deseados.

Mediante la metodologia de disefio de sistemas de tiempo real basados en prioridades
que se propone en esta tesis, se puede representar la incertidumbre en el modelo
extrayendo la maxima informacién posible acerca de la planificabilidad del sistema,
lo que permite modificar el disefio para que cumpla las restricciones temporales e
incluso para mejorar sus prestaciones funcionales. Esta metodologia se adapta mejor
al tipo de conocimiento presente en la fase de disefio del sistema que la basada en el
analisis temporal del sistema en el peor caso, y nos permite, no solo detectar
incumplimientos de restricciones, sino también validar disefios que con el simple
analisis del peor caso serian rechazados.

1.3. Organizacion de la exposicion

El punto de partida de la exposicion (capitulo 2) comienza con una breve
introduccion a los sistemas de tiempo real, enfocada sobre todo a aquellos cuya
politica de planificacion se basa en la asignacion de prioridades a las tareas, ya sean
prioridades fijas o prioridades dindmicas que van cambiando a lo largo de la
ejecucion del sistema. Se define el concepto clasico de planificabilidad, que es
extendido en el capitulo 3 a planificabilidad borrosa cuando los parametros
temporales del sistema se modelan como conjuntos borrosos.

En dicho capitulo 3 se propone medir la planificabilidad borrosa del sistema
mediante la posibilidad y la necesidad de que todas las tareas cumplan sus
restricciones temporales, para lo cual es preciso obtener los tiempos de finalizacion
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borrosos de las tareas. Una vez obtenidos, se comparan con las restricciones
temporales correspondientes para determinar la posibilidad y necesidad citadas (en el
anexo B se describen algunos de los indices de ordenacion de fechas basados en la
comparacion de conjuntos borrosos). Para obtener los tiempos de finalizacion
borrosos se siguen dos métodos: la aplicacion del principio de extension de la teoria
de la posibilidad y la combinacién de la informacion incierta a través de sus cuerpos
de evidencia. Para la aplicacion de este segundo método se ha desarrollado un
procedimiento grafico descrito en el anexo A.

Mediante ejemplos muy sencillos y gracias a la representacion grafica propuesta, se
observa que es posible obtener los mismos resultados de planificabilidad borrosa del
principio de extension, aplicando aritmética de intervalos, método que es mucho mas
rapido. Los tiempos borrosos de finalizacion de las tareas que se obtienen mediante
aritmética de intervalos son solo aproximaciones de los obtenidos mediante el
principio de extension, pero ese tipo de aproximaciones proporcionan los mismos
valores de posibilidad y de necesidad de que las tareas respeten sus restricciones
temporales, y por tanto, los mismos valores de planificabilidad borrosa.

Con el fin de generalizar esta conclusion, en el capitulo 4 se establecen las
condiciones que debe cumplir cualquier funcidn, continua o no para que su extension
a pardmetros borrosos mediante aritmética borrosa o mediante aritmética de
intervalos, proporcione este tipo de aproximaciones borrosas.

En el capitulo 5 se comprueba que todos los algoritmos de planificabilidad
analizados para sistemas basados en prioridades fijas cumplen las propiedades
citadas, por lo que es posible extender los algoritmos clasicos a pardmetros borrosos
utilizando, tanto aritmética borrosa, como aritmética de intervalos. Asi pues se
proponen algoritmos de ambos tipos para todos ellos.

Se han encontrado muy pocos estudios en la literatura que aborden el problema de la
extension de los andlisis de planificabilidad a pardmetros borrosos, reducidos solo a
uno o dos parametros, y casi siempre con resultados mas pesimistas que la aplicacion
del principio de extension. Por el contrario, en esta tesis se busca que los resultados
de planificabilidad obtenidos por la aplicacion de los algoritmos propuestos basados
en aritmética de intervalos y en aritmética borrosa coincidan con los que proporciona
el principio de extension.

En el mismo capitulo 5 se presenta, ademas, una comparacion entre los resultados de
planificabilidad que se obtienen modelando los pardmetros como niimeros borrosos
frente a los obtenidos al modelarlos como distribuciones de probabilidad,
concluyendo que se obtienen resultados muy similares, y que el camino de la teoria
de la posibilidad es significativamente mas rapido. Algunas de las transformaciones
propuestas en la literatura entre distribuciones de posibilidad y distribuciones de
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probabilidad aparecen descritas en el anexo C, asi como un estudio comparativo
entre ambos conceptos.

También se extiende en el capitulo 5 el concepto de asignacioén dptima de prioridades
cuando se consideran parametros borrosos, y se establecen las condiciones que deben
cumplirse en las restricciones temporales borrosas para que una determinada
asignacion sea Optima.

Asi como el capitulo 5 se centra en sistemas basados en prioridades fijas, en el
capitulo 6 se estudia la planificabilidad de sistemas planificados mediante el
algoritmo de prioridades dinamicas EDF (“Earliest Deadline First”). En uno de los
casos estudiados en este capitulo se llega a la conclusion de que no se puede extender
el andlisis de planificabilidad a determinados parametros borrosos aplicando los dos
métodos propuestos: aritmética borrosa y aritmética de intervalos, ya que los
resultados difieren de los del principio de extension, por lo que en este caso seria
preciso aplicar el principio de extension para obtener la planificabilidad borrosa del
sistema.

En el capitulo 7 se propone una metodologia de disefio de sistemas de tiempo real
basados en prioridades, en cuya fase de analisis de planificabilidad del sistema se
recopilan los resultados obtenidos en capitulos anteriores. Esta metodologia se aplica
a un caso ejemplo basado en una parte del sistema de proteccion automatica
ferroviario. Mediante dicho ejemplo se muestra las ventajas obtenidas del modelado
adecuado de la incertidumbre frente al analisis cldsico del peor caso.

La representacion propuesta en el anexo A permite calcular de forma grafica la
distribucion de plausibilidad conjunta asociada a un cuerpo de evidencia conjunto y
la distribucion de plausibilidad de una funcién cualquiera que relacione los dos
argumentos de partida. En dicho anexo A se describe la representacion basada en la
teoria de las sombras o “falling shadows” y se muestran las diferencias con la
representacion propuesta en esta tesis, asi como las aportaciones de la representacion
propuesta en el calculo de distribuciones de plausibilidad.

La siguiente figura resume graficamente el contenido de los capitulos de la tesis:
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En este capitulo se describen los elementos que caracterizan a un sistema de tiempo
real y algunas de las politicas de planificacion de tareas basadas en prioridades, asi
como los principales algoritmos de analisis de planificabilidad de los sistemas.

En primer lugar, en el apartado 2.1 se presenta una definicion de sistema de tiempo
real y se describen algunos elementos basicos de este tipo de sistemas como son los
eventos, tareas, los recursos del sistema, el principal de los cuales es el procesador
que es asignado a las tareas segun una politica de planificacion, las restricciones
temporales y la utilizacion del procesador.

Una vez presentado en el apartado 2.2 el modelo del sistema que se va a estudiar, en
el siguiente apartado se describen dos politicas de planificacion de tareas basadas en
prioridades fijas, el algoritmo de planificacion de prioridades mondtonas en
frecuencia, y el algoritmo de prioridades monotonas en plazo, asi como andlisis de
planificabilidad encontrados en la literatura para sistemas con planificacion basada
en prioridades fijas.

Cuando las tareas comparten recursos de datos se deben utilizar protocolos de
sincronizacion para coordinar el acceso a los recursos. En el apartado 2.4 se
describen algunos protocolos de sincronizacion, y como ejemplo se presenta la forma
de calcular los tiempos de bloqueo que sufren las tareas cuando el protocolo utilizado
es PIP. Ademas, se describen diversos andlisis de planificabilidad, unos basados en
la utilizacion total del procesador, y otros en el calculo de los tiempos de finalizacién
de las tareas, teniendo en cuenta tiempos de bloqueo, “release jitter” o retrasos de la
activacion de las tareas, y que los plazos de ejecucion puedan ser menores o mayores
que los periodos.

En el apartado 2.5 se presenta la forma de modelar las sobrecargas causadas por la
manipulacion de colas de tareas y por la interrupcion de reloj, asi como las causadas
por la interrupcion que se utiliza para atender a tareas esporadicas, y como se pueden
tener en cuenta en el andlisis de planificabilidad del sistema. Asi mismo en el
apartado 2.6 se muestran tres posibles formas de implementar las relaciones de
precedencia entre las tareas con prioridades fijas y el andlisis temporal
correspondiente.

Tras el estudio de sistemas con planificaciéon basada en prioridades fijas, en el
apartado 2.7 se describe el algoritmo de planificacion basado en prioridades
dinamicas EDF, asi como el analisis temporal correspondiente.

A continuacién, en los apartados 2.8 y 2.9 se presenta la forma de implementar
sistemas con tareas esporadicas y con tareas aperiddicas y por ultimo, en el apartado
2.10 se hace un breve repaso de los estudios encontrados en la literatura donde se
introduce la incertidumbre en el analisis de planificabilidad de los sistemas de
tiempo real.
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2.1. Introduccion

El comportamiento temporal es importante en todos los sistemas de computacion.
Sin embargo, lo que distingue a los sistemas de tiempo real es la inclusion del
comportamiento temporal en la especificacion del sistema, y por tanto en lo que se
considera correcto en ese sistema. Por ello, los sistemas de tiempo real son aquellos
en los que la correccidon del sistema depende no solo de los resultados logicos de la
computacion, sino también del tiempo en el que se producen dichos resultados
([Klein et al., 1993]).

La planificabilidad es un atributo del sistema de tiempo real que describe su
capacidad para satisfacer sus requisitos temporales, y que se puede comprobar
mediante el analisis temporal. El anélisis temporal de planificabilidad es un conjunto
de técnicas matematicas que permiten analizar un sistema y su software off-line, sin
necesidad de ejecutar dicho sistema ([Grigg, Audsley, 1999b]). Como consecuencia,
se garantizan los requisitos temporales del tiempo de ejecucion en el peor caso y se
dice que el sistema es planificable. Las ventajas que se obtienen de aplicar las
técnicas de analisis temporal son las siguientes:

e (Cdlculo off-line del comportamiento temporal en el peor caso.
e (Calculo off-line de la utilizacion de recursos (como la memoria) en el peor caso.

* Analisis de sensibilidad, variando la arquitectura, la asignacion del software, etc.
sin necesidad de construir el sistema.

* Analisis temporal de alto nivel. Antes de llegar a la fase de codificacion dentro
del proceso de desarrollo del sistema, el analisis temporal puede predecir si se
van a cumplir los requisitos temporales y de utilizacion de recursos. Este andlisis
se puede aplicar en las diversas fases del ciclo de vida del sistema.

* Evidencia analitica que puede servir para apoyar la certificacién del producto.

Este tipo de analisis es de especial importancia en los sistemas criticos de seguridad
donde es necesario demostrar a una autoridad certificadora que se cumplen los
requisitos temporales y de utilizacion de recursos antes de la operacion del sistema.

Se pueden citar algunas herramientas de modelado y analisis de aplicaciones de
tiempo real como MAST ([Gonzdlez Harbour et al., 2002]), desarrollada en la
Universidad de Cantabria, preparada para realizar el analisis de planificabilidad del
sistema basado en prioridades, la herramienta Spat (Single Processor Analysis Tool),
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desarrollada en la universidad de York, que implementa ecuaciones de analisis de
planificabilidad de sistemas con prioridades fijas, el proyecto europeo CARTS
(“Computer Aided Architectural Analysis of Real-Time Systems”), para la
descripcion de arquitecturas software de tiempo real y realizar un anélisis temporal
de las mismas, desarrollado parcialmente en la Universidad Politécnica de Madrid
(DIT) (http://www.tcpsi.es/carts/), o la herramienta HRT-HOOD, para el disefio de
aplicaciones de tiempo real, que también permite realizar un andlisis de
planificabilidad de estos sistemas ([Burns, Wellings, 1989]).

A modo de introduccion en este apartado se definen y describen algunos conceptos
relacionados con los sistemas de tiempo real, como son los eventos, recibidos del
entorno o bien emitidos por el propio sistema, o las tareas asociadas a dichos eventos
que se encargan de realizar las funciones requeridas al sistema. También se describen
los recursos del sistema, de los cuales el principal es la CPU: la forma de asignar este
recurso a las tareas es mediante la planificacion. Ademas, se describen dentro de esta
introduccion las restricciones temporales que caracterizan a un sistema de tiempo
real, y el concepto de utilizacion del procesador, empleado para realizar uno de los
posibles analisis temporales del sistema. Otros analisis se basan en el calculo de los
tiempos de finalizacion de las tareas.

Un sistema de tiempo real tipicamente monitoriza y controla ciertos aspectos de su
entorno. Algunos ejemplos industriales complejos podrian ser las estaciones
espaciales, las fabricas automatizadas, los sistemas de control y comandos, y los
aviones. En general suele haber requisitos temporales asociados a la monitorizacion
y control de cada uno de esos aspectos, requisitos temporales para las ejecuciones
que se deben realizar con el fin de controlar o monitorizar el entorno. Un escenario
tipico se da cuando el sistema de tiempo real esta esperando la llegada de un
estimulo. Cuando éste llega, la computacion puede comenzar, y normalmente el
trabajo debe terminarse en un tiempo limite (denominado “deadline” o plazo de
ejecucion) relativo al instante en el que se produjo el estimulo. Este escenario se
puede repetir periddicamente durante toda ejecucion del sistema.

Se denomina evento a la llegada de un estimulo asociado a un aspecto del entorno.
Como el estimulo puede ocurrir repetidamente, la sucesion de eventos se denomina
secuencia de eventos (una tarea repetida periddicamente seria la respuesta de una
secuencia de eventos periodicos).
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2.1.1. Eventos

El origen de un evento puede ser el entorno, en cuyo caso se denomina evento del
entorno (exdgeno), o bien el propio sistema, siendo entonces un evento interno
(enddgeno). Cuando el paso del tiempo provoca un evento, éste se denomina evento
temporal. Por ejemplo, el control de la temperatura de un reactor puede requerir que
se lea el sensor de temperatura cada 100 ms. Por tanto, después de 100 ms de una
lectura se genera un evento temporal para realizar la siguiente lectura. Si el sistema
detecta una temperatura elevada, se genera una alarma (evento interno); ademas el
operador del sistema puede realizar en cualquier momento una peticion de informe
de estado del sistema (evento externo).

Las llegadas de una secuencia de eventos se caracterizan por su patron de llegadas
y por el modo del sistema durante el que se producen los eventos. Ambos identifican
el momento en el que el evento estara compitiendo por los recursos del sistema.

En muchos sistemas de tiempo real puede ocurrir que las funciones que realiza el
sistema cambien a lo largo del tiempo: cambia el modo del sistema y con ¢l las
funciones suministradas. Un modo es simplemente un conjunto de eventos. Cada
evento pertenece, al menos, a un modo. Por ejemplo, un avién puede tener un
conjunto de eventos para el modo “despegue”, otro para “crucero” y otro para el
modo “evitar colision”.

Para una secuencia de eventos es critico poder caracterizar el patron de ocurrencia
del evento en funcion del tiempo. Normalmente, el patron de llegadas se clasifica
como periddico, irregular, acotado, en rafaga (“bursty”), o no acotado ([Klein et al.,
1993)).

Patron de llegadas periodico

Un patron de llegadas de eventos es periodico cuando, dada una ocurrencia de un
evento en tm; , el siguiente evento ocurre en tm;+t = Atm, donde ¢ es constante y Atm
representa una desviacion aleatoria, normalmente pequefia (por ejemplo 0.01 ¢), de la
llegada periddica. Para eventos periodicos, ¢ es el periodo del evento. De forma
similar, para tareas periodicas (la respuesta asociada a los eventos periddicos), ¢ es el
periodo.
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tmy tmy +1t .
tiempo

Figura 2.1: Tiempo entre llegadas consecutivas

Patron de llegadas irregular

También es posible que ¢ sea diferente para cada llegada pero conocido de antemano.
Cuando ocurre esto, el patron de llegadas se denomina irregular. Un patron de
llegadas irregular se caracteriza por una secuencia de intervalos. Para llegadas
periddicas e irregulares es posible predecir de forma determinista (con una pequefia
tolerancia) cuando llegara el siguiente evento.

En el caso de que Armm=0, se ve en la Figura 2.2 la diferencia entre las llegadas
periddicas y las irregulares

1 1 1

tm, tmy + t tmy + 2t .
tiempo
a)
tm 7 .
tiempo
<> 2 <>
h 13
b)

Figura 2.2: a) llegadas periodicas, b) llegadas irregulares

Patron de llegadas acotado

Si el siguiente evento no se puede dar hasta después de haber transcurrido un
determinado tiempo de la llegada del anterior, el patron de llegadas se dice que es
acotado. Una llegada acotada puede deberse a:
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e Razones fisicas

* Requisitos del sistema
e Restricciones hardware
e Disefo software

En algunos casos hay también un intervalo méximo. La duracion del intervalo
minimo, y a veces del intervalo maximo, es lo que caracteriza a la llegada acotada.

Un ejemplo de entrada acotada es la consola de un operador. La mayoria de los
paneles de interruptores incluyen un circuito que evita, durante un cierto tiempo, la
activacion de un segundo interruptor una vez que un primer interruptor ha sido
activado. Por tanto, la seleccion del interruptor por el operador est4 acotada.

Patron de llegadas en rafaga

Si el siguiente evento se puede producir tan pronto como se desee, pero el nimero de
eventos en un espacio de tiempo esta restringido, entonces se dice que el patron de
llegada de eventos es en rdfaga. Los patrones de llegada en rafaga se caracterizan
por una densidad de eventos, que consta de un intervalo de rafaga (longitud de
tiempo durante la cual se aplica la restriccion en rafaga), y un tamafo de rafaga
(nimero de eventos que pueden producirse durante dicho tiempo).

Por ejemplo, un gestor de transacciones puede estar obligado a procesar hasta 50
transacciones en un espacio de 1 segundo. Esas transacciones llegan segun un patrén
en rafaga porque pueden llegar 50 al mismo tiempo, o pueden llegar dispersas en el
tiempo.

Cuando llegadas consecutivas de eventos pueden estar tan proximas como se desee y
las llegadas no estan acotadas ni son en rafaga, decimos que el evento es no acotado,
porque un nimero no acotado de eventos se pueden producir en cualquier ventana de
tiempo. Cuando los patrones de llegada no acotados se pueden describir
estadisticamente, se pueden caracterizar mediante una funciéon de distribucion de
probabilidad.

2.1.2. Tareas

Al igual que los eventos se pueden clasificar en periddicos y no periddicos, las tareas
que se ejecutan asociadas a dichos eventos se pueden también caracterizar por ser
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periodicas (la llegada del evento asociado a una tarea se produce a intervalos de
tiempos iguales a una contante denominada periodo) o no periddicas.

También se pueden clasificar como expulsables o no expulsables. Se dice que una
tarea es expulsable si otra tarea puede interrumpir su ejecucion en cualquier instante,
para luego continuar en el mismo punto. Se dice que una tarea es no expulsable si
una vez que ha comenzado tiene que ejecutarse hasta el final. El que una tarea sea
expulsable o no, suele venir dado por el entorno de la aplicacion.

Las tareas pueden estar sujetas a restricciones de precedencia. Se dice que una tarea
i precede a una tarea j si la tarea i debe terminar antes de que la tarea j empiece. Las
tareas relacionadas se comunican entre si para sincronizarse y para intercambiar
datos. El grafo de precedencia de un conjunto de tareas es un grafo orientado y
aciclico, que puede ser un arbol, un grafo serie-paralelo o de cualquier otro tipo. En
un sistema estatico se conocen de antemano el conjunto de tareas y el grafo de
precedencia. En sistemas dindmicos pueden llegar de forma dindmica nuevas tareas
interrelacionadas y solo se conoce el grafo de precedencia cuando llega el conjunto
de tareas.

2.1.3. Recursos de un sistema

Para poder ejecutar las tareas que tiene especificadas, un sistema dispone de la CPU,
los recursos de datos, y de otros recursos como son el recurso de dispositivo, o el
recurso de red. Los recursos deben asignarse con una politica de asignacion que
depende del tipo de recurso de que se trate ([Klein et al., 1993]). Asi, por ejemplo la
politica de asignacion de la CPU se denomina planificacion.

CPU: Planificacion de tareas

El procesador o CPU es el recurso compartido mas comun de los sistemas software y
la forma de asignar este recurso es mediante una politica de planificacion.
Normalmente, la politica de planificacion de la CPU la implementa un sistema
operativo. Una politica de planificacion es un conjunto de reglas que determina cual
de las tareas que estan listas sera asignada a la CPU.

Planificacién estatica: Tradicionalmente se han venido aplicando soluciones de
planificacion de tipo estdtico ‘“‘static time-driven scheduling” (como el ejecutivo
ciclico) en los sistemas de tiempo real en aviacion y sistemas criticos de seguridad en
general. Este tipo de planificacion, denominada off-line por Buttazzo ([Buttazzo,
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1997]) consiste en generar la planificacion previamente a la activacion de las tareas,
y guardarla en forma de tabla, para lo cual es necesario tener un conocimiento
completo de antemano acerca del ntimero y las caracteristicas de las tareas. Las
planificaciones estaticas tienen poco coste de ejecucion, pero tienen desventajas
como por ejemplo su escasa flexibilidad, al no poder adaptarse a entornos que
cambian o a entornos que no son totalmente predecibles: al afadir tareas nuevas al
sistema estatico hay que volver a calcular su planificacion. Otras desventajas son su
ineficiencia debido a que el tiempo de CPU ahorrado por una tarea no se reasigna a
ninguna otra, su pesimismo en la estimacion del peor caso, y la falta de visibilidad de
las relaciones de precedencia existentes entre las tareas.

Planificaciéon dindmica: Por otro lado, los algoritmos de planificacion on-line o
dindmicos toman las decisiones de planificacion en tiempo de ejecucion, cada vez
que una nueva tarea entra al sistema, o que la tarea que se estaba ejecutando termina.
Las planificaciones de tipo dindmico suponen un mayor coste de ejecucion pero se
adaptan facilmente a cambios en el entorno.

Un ejemplo de este tipo de planificacion son los algoritmos basados en prioridades.
En una politica de prioridades fijas se utilizan las prioridades como mecanismo para
decidir como asignar la CPU. Las prioridades son fijas en el sentido en que no varian
de una ejecucion a la siguiente. En [Audsley et al., 1993b] y [Bate, 1998] se compara
la planificacion estatica con la basada en prioridades fijas. Se han mostrado las
ventajas que se obtendrian de la aplicacion de este tipo de planificacion en sistemas
de tiempo real como los satélites ([Bailey et al., 1993]) o en aplicaciones de aviacién
([Grigg, Audsley, 1999b], [Grigg, Audsley, 1999a]). En [Gonzalez Harbour et al.,
1994] las tareas periddicas se dividen en subtareas que se ejecutan en serie, donde
cada subtarea tiene su propia prioridad fija.

Una politica de prioridades dinamicas también utiliza prioridades pero mediante
alglin algoritmo que permite cambiar la prioridad de una tarea de una ejecucion a la
siguiente.

Ademas de esta clasificacion de los algoritmos de planificaciéon en estaticos o
dindmicos, y los basados en prioridades (que son dindmicos) en prioridades fijas o
prioridades dinamicas, se pueden clasificar también en garantizados o mejor-esfuerzo
(“best-effort™) y también en si utilizan o no test de aceptacion ([Bernat et al., 1999]).

Garantizado/“best-effort”: Si el algoritmo es de tipo garantizado, se asegura que se
cumplen las restricciones temporales. Se dice que un algoritmo de planificacion
garantiza una nueva tarea si es capaz de encontrar una planificacion para todas las
tareas previamente garantizadas y para la nueva, de manera que todas las tareas
terminen antes de su plazo. Para ello es necesario realizar un andlisis de
planificabilidad off-line. Si el algoritmo es de tipo “best-effort” o mejor esfuerzo no
se tiene garantia alguna sobre el cumplimiento de las restricciones temporales,
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aunque el objetivo de este tipo de algoritmos es el de minimizar el nimero de tareas
que no cumplen sus restricciones.

Test de aceptacion: En este caso, el planificador se basa en rechazar algunas
ejecuciones de las tareas con el fin de no tener una sobrecarga en el nimero de tareas
listas para ejecutar. El test de aceptacion puede ser de tipo garantizado o de tipo
mejor esfuerzo.

Recurso de datos:

Un mecanismo software que es utilizado frecuentemente, pero que raras veces es
reconocido como recurso, es el recurso de datos. Un recurso de datos puede ser tan
pequetio como un bit o un byte y tan grande como una matriz de registros complejos.
Cuando los datos se comparten de manera mutuamente excluyente entre tareas
concurrentes, una tarea puede provocar retardos en otras. La politica de asignacion
del recurso de datos determina el tamaiio del retardo. Algunas politicas de asignacion
de recursos de datos son: FIFA (“first-in-first-attemption”), cola de prioridades,
protocolo basico de herencia de prioridades (PIP), “highest locker” (HL) y “priority
ceiling protocol” (PCP) ([Klein et al., 1993]).

Otros recursos:

Recurso de dispositivo: Otro recurso compartido son los dispositivos de
entrada/salida. Algunos ejemplos serian discos, terminales, convertidores analdgico-
digitales y canales de entrada-salida. Nunca se utiliza este tipo de recurso por dos
usuarios de manera concurrente, por lo que hay que determinar qué tarea usara el
recurso cuando la tarea actual termine.

Recurso de red: Las redes, tanto de area local (LAN), como de area extensa (WAN),
son también recursos compartidos. Los mensajes comparten la red a dos niveles: el
adaptador hardware y el medio. El adaptador hardware es compartido por todos los
mensajes con la misma direccion fisica de red. El medio es compartido por todas las
direcciones de la red.

2.1.4. Restricciones temporales

Tal y como ya se ha descrito, lo que distingue a los sistemas de tiempo real es la
inclusion de requisitos temporales en la especificacion del sistema. Los requisitos



Capitulo 2: Sistemas de tiempo real

19

temporales de una aplicacion incluyen, entre otros, los requisitos computacionales, el
“jitter” y los requisitos impuestos por los recursos compartidos ([Grigg, Audsley,

1999b]).

Requisitos computacionales

Los requisitos temporales de las tareas relacionados con su ejecucion son los plazos
de ejecucion o “deadlines”. Cada tarea puede tener un plazo de ejecucion que debe
cumplir siempre, incluso en el peor caso.

Atendiendo este tipo de restricciones temporales, los sistemas pueden ser estrictos
(“hard”), flexibles (“soft”) o firmes (“firm”). En los sistemas de tiempo real flexibles
las tareas son realizadas lo mas rapido posible pero no estdn obligadas a terminar
antes de un determinado instante. Un requisito de tiempo flexible se caracteriza por
un tiempo medio de respuesta requerido. En cambio, en los sistemas de tiempo real
estrictos las tareas se deben realizar cumpliendo las restricciones temporales.
Tipicamente una tarea de tiempo real estricto se caracteriza por sus restricciones
temporales, restricciones de precedencia y requisitos de recursos. Un requisito de
tiempo firme estd compuesto por dos requisitos, uno flexible y otro estricto. Por
ejemplo, si una tarea periddica se debe completar en media en un periodo, pero es
capaz de tener en un buffer las entradas de cuatro periodos, entonces la tarea tiene un
requisito firme: un tiempo de respuesta medio de un periodo y un requisito estricto
de cuatro periodos ([Klein et al., 1993]).

La clasificacion de las tareas que dan Bernat et al. ([Bernat et al., 1999]) atendiendo
a las restricciones temporales es similar a la anterior, afiadiendo un nuevo tipo de
tarea, las tareas débilmente estrictas. Asi, segiin estos autores los sistemas de tiempo
real (o las tareas) pueden ser estrictos, flexibles, firmes o débilmente estrictos. Para
las tareas estrictas, es imperativo que se respeten todos los plazos mientras que es
admisible que las tareas flexibles no respeten alguno de sus plazos de forma
ocasional. Aunque terminen tarde, la finalizacion de las tareas aporta valor al
sistema. Las tareas firmes también pueden no respetar alguno de sus plazos, pero al
contrario que las tareas flexibles, las finalizaciones tardias no aportan valor alguno al
sistema. El problema es que la palabra “ocasional” (plazos no respetados de forma
ocasional) es tan ambigua que resulta de poca utilidad a la hora de especificar un
sistema. Cuando se especifica de forma precisa en qué manera se pueden dejar de
respetar los plazos, los sistemas (o tareas) se dice que son débilmente estrictos. Un
sistema de tiempo real débilmente estricto es un sistema en el que la distribucion de
plazos que se cumplen y que no se cumplen durante una ventana de tiempo esta
acotada de forma precisa.
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Jitter

Otros requisitos temporales del sistema se deben a la existencia de retardos o “jitter”.
Se pueden distinguir tres tipos:

“Release jitter” o retraso de la activacion: Es el tiempo que una tarea espera desde
que llega el evento asociado hasta que esta lista. Si existe “release jitter” una tarea
puede sufrir un retardo acotado y especificado en pasar al estado de lista ([Audsley et
al., 1993a]). Este retardo se puede producir porque una tarea deba esperar la llegada
de un mensaje antes de poder comenzar. Se puede utilizar para representar un
sistema distribuido como un conjunto de tareas con relaciones de precedencia
[Palencia, 1999]. Cada tarea se asigna de forma estatica a un procesador y las tareas
de cada procesador se analizan con técnicas que tienen en cuenta la existencia de
“release jitter”. Una tarea con restriccion de precedencia en un procesador vera
retrasado su estado de lista esperando que sus predecesores terminen en otros
procesadores (esto es, esperando el mensaje correspondiente). La implementacion de
un planificador también puede producir “release jitter”. Supongamos que las tareas
periddicas y esporadicas de un procesador son planificadas por un planificador que
es invocado por una interrupcion periddica de reloj. Las tareas pueden experimentar
un “release jitter” igual al periodo de reloj (como méaximo) si llegan justo después de
la interrupcién del reloj, ya que entonces deben esperar a la siguiente interrupcion
para que se ejecute el planificador.

“Input jitter”: EI “input jitter” es el intervalo de validez de los datos que van a ser
leidos por las tareas invocadas tras la llegada de un evento.

“Output jitter”: El “output jitter” representa el intervalo de tiempo en que los datos
de una tarea pueden ser emitidos. El instante mas tardio de emision debe estar antes
del plazo de la tarea (si tiene plazo).

Recursos compartidos

Cuando se comparten recursos hace falta un mecanismo que haga de arbitro en los
accesos. Hay dos tipos principales de requisitos temporales para recursos
compartidos que deben cumplirse en general:

= No deben producirse interbloqueos o “deadlocks”. Un conjunto de tareas
esta en estado de interbloqueo cuando cada una de ellas esta utilizando un
recurso y esta también esperando a que otro recurso sea liberado por parte de
otra tarea de ese conjunto.

= FEl tiempo que una tarea debe esperar para poder acceder a un recurso debe
estar acotado
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Mas adelante en este capitulo se proporciona una descripcion detallada de la forma
en que se comparten los recursos.

Otros requisitos temporales

Requisitos asociados a los cambios de modo: El sistema se puede ejecutar en varios
modos, cada uno de los cuales puede tener requisitos temporales diferentes.

Requisitos en las comunicaciones: Cuando se envian datos de un proceso a otro
proceso remoto a través de un medio de comunicacion, el tiempo que dura dicha
comunicacion debe estar acotado.

Principio-a-fin (“end-to-end”): Es el requisito temporal que afecta a una transaccion
de procesos, que puede involucrar a uno o varios procesadores.

Interferencia de multiple criticidad: Las tareas con un nivel de criticidad menor no
deben afectar a las propiedades temporales de las tareas con nivel mayor.

2.1.5. Utilizacion del procesador

Tal y como ya se ha explicado, el andlisis temporal (o andlisis de planificabilidad) es
un conjunto de técnicas matematicas que permiten analizar un sistema y su software
off-line sin necesidad de ejecutar dicho sistema, con el fin de determinar si cumple
sus restricciones temporales. Una de dichas técnicas se basa en el concepto de
utilizacion del procesador, mientras que otras se basan en el calculo de los tiempos
de finalizacion de las tareas.

Dado un conjunto I' de n_far tareas periodicas, se define la utilizacion total del
procesador como la fraccion de tiempo de procesador empleada en la ejecucion de
las tareas ([Liu, Layland, 1973]). Sea p; el tiempo de ejecucion de la tarea i, y #; el
periodo de dicha tarea. Como p;/ #; es la fraccion de tiempo de procesador empleado
en la ejecucion de la tarea 7, la utilizacion total para n_tar tareas viene dada por:

n_tar

Q.1) U= Z’ti

i

La utilizacion total da una medida de la carga computacional en la CPU debido a las
tareas periodicas. Si la utilizacion total es 1, significa que todo el tiempo de la CPU
esta siendo utilizado. Si la utilizacion total es mayor que 1, la CPU no es capaz de
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ejecutar todas las tareas periodicas, y por tanto se tiene certeza de que el sistema no
es planificable. Si se desea un mejor aprovechamiento del tiempo de la CPU,
incrementando la utilizacion total, se puede aumentar los tiempos de ejecucion de las
tareas o disminuir los periodos, aunque existe un limite méximo de utilizacion Uy I,
A) (que puede ser menor o igual que 1) por debajo del cual el conjunto de tareas es
planificable, y por encima del cual deja de ser planificable. Ese limite depende de las
tareas y del algoritmo de planificacion empleado ([Buttazzo, 1997]). Si el limite es
un valor menor que 1 significa que si la utilizacion total supera ese limite y es
también menor que 1, el sistema no es planificable, aunque la CPU no esté todo el
tiempo ejecutando tareas perioddicas; es decir, la CPU estd desocupada durante
ciertos periodos de tiempo, y sin embargo no se pueden garantizar todos los plazos
de las tareas periddicas. Esto es lo que ocurre por ejemplo con el algoritmo de
planificacion basado en prioridades fijas RMS, que se describird mas tarde en este
capitulo.

Sea U I', A) el limite de utilizaciéon de un conjunto de tareas para un algoritmo de
planificacion 4 dado. Cuando la utilizacion U definida en (2.1) verifica que U=U\( T,
A), se dice que el conjunto de tareas utilizan de forma completa el procesador. En
esta situacion las tareas son planificables con dicho algoritmo pero un aumento en el
tiempo de ejecucion de cualquier tarea hard que el sistema sea infactible, es decir, no
planificable. Para un algoritmo A, el menor limite UxA4) de utilizacion del procesador
es el minimo de entre todos los conjuntos de tareas que utilizan de forma completa el
procesador:

Ui(A) = min. U(T, A)

Ui(4) define una caracteristica importante del algoritmo de planificacion porque
permite verificar facilmente la planificabilidad de un conjunto de tareas. Cualquier
conjunto de tareas cuya utilizacion total se encuentra por debajo de ese limite es
planificable mediante el algoritmo A. Por otro lado, si la utilizaciéon total es mayor
que ese limite, no se puede decir nada acerca de la planificabilidad del sistema. Si la
utilizacion total de un conjunto de tareas es mayor que 1, el conjunto de tareas no es
planificable mediante ningun algoritmo. Para ilustrar este resultado, supongamos que
w es el producto de todos los periodos: w = ¢,°t,...t, . S1 U>1, entonces U-w>w , que
se puede escribir como:

n_tar

2 > w

=1 4

El factor (w/t;) representa el nimero de veces que la tarea i se ejecuta en el intervalo
de tiempo w, mientras que (w/#;)p; es el tiempo total de computacion requerido por la
tarea i en el intervalo w. Por tanto, el sumatorio representa la demanda total de
tiempo de computacion por parte de todas las tareas durante w. Si la demanda total
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supera el tiempo de procesador disponible, entonces no existe una planificacion
factible para ese conjunto de tareas ([Buttazzo, 1997]).

2.2. Modelo del sistema

Tal y como ya se dijo en la introduccién, en esta tesis s6lo se va a analizar la
planificabilidad de sistemas con un procesador, basados en prioridades y con tareas
expulsables. En este apartado se presenta el modelo de sistema de tiempo real que se
utilizara en el resto de la exposicion.

Una tarea periodica i quedaria definida por los siguientes parametros:

- ¢ : periodo de la tarea i.
- p;:tiempo de ejecucion de la tarea i.
- d;:plazo de la tarea i.

En la Figura 2.3 aparecen representados dichos parametros basicos.

Figura 2.3: Parametros basicos de una tarea periodica

Teniendo en cuenta las sucesivas ejecuciones de la tarea i, se pueden definir ademas
los siguientes parametros, mostrados en la Figura 2.4:

rij: instante listo o “ready” de la tarea i en su ejecucion j. Al ser una tarea
periddica se tiene que 7;;=(j-1)¢;

- wc;j;: tiempo de finalizacion de la tarea i en su ejecucion ;.

- wc;: peor tiempo de respuesta de la tarea i.



Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

- e;;: tiempo de respuesta de la tarea i en su ejecucion j. Es el tiempo de finalizacion
menos el tiempo listo de esa ejecucion, es decir, e;; = wc;;-(j-1)-t;

d;;: plazo absoluto de la tarea i en su ejecucion j. Es igual al instante listo de la
tarea en esa ejecucion mas el plazo relativo, es decir, d;; = (j-1)t; + d;

Para que un sistema sea planificable todos los tiempos de finalizacion de las tareas
deben estar antes del correspondiente plazo absoluto, esto es, wc;; < d;;. Cuando las
tareas son periodicas es suficiente con comprobar la condicion we;; < d,; para las
ejecuciones que se encuentran dentro de un hiperperiodo, siendo éste el minimo
comun multiplo de los periodos de las tareas.

Tarea 1 71’2:1'1‘1 71’3:2'1‘1 T
0 I 3 wer, 6 wes 9 ) 5 ¢
Wcl,l ’ ’
Tarea 2 - -
ra=1t 723=2°t
d2’1:4 2,2 2 d2,2:8 A2,3 2 T
1\ R\ \ \l/
WC2’1:3 5 W02’2:8 10 W02’3212 15 t
<>

62,2:WC2’2 -1 'tz

Figura 2.4: Otros parametros de las tareas periodicas

2.3. Planificacion basada en prioridades fijas

Los dos algoritmos de planificacion mas conocidos basados en prioridades fijas son
el algoritmo de prioridades monotonas en frecuencia o “Rate Monotonic Scheduling”
(RMS) y el algoritmo de prioridades monotonas en plazo o “Deadline Monotonic
Scheduling” (DMS). El primero asigna las prioridades a las tareas de acuerdo con el
tamafio del periodo, de forma que la tarea con el menor periodo es la mas prioritaria
y la que tiene el periodo mayor es la menos prioritaria. El segundo algoritmo, DMS,
asigna las prioridades de acuerdo con el tamafio del plazo, asi la tarea mas prioritaria
es la que tiene el menor plazo y la menos prioritaria es la de mayor plazo.



Capitulo 2: Sistemas de tiempo real

25

Estos algoritmos se aplicaron a un estudio realizado por la British Space Systems
Ltd, la Universidad de York y por York Software Engineering Ltd para la Agencia
Espacial Europea ([Bailey et al., 1993]). El objetivo era determinar la aplicabilidad
de métodos de planificacion en aplicaciones de abordo situadas en los satélites (cuyo
lenguaje de implantacion suele ser Ada). Se demostr6 que, debido a las
caracteristicas del sistema, una planificacion expulsora y basada en prioridades fijas
era la mas apropiada y que la planificacion basada en prioridades monétonas en
plazo o “Deadline Monotonic Scheduling” (DMS) era mas adecuada que la
planificacion basada en prioridades monoétonas en frecuencia o “Rate Montonic
Scheduling” (RMS). El caso de estudio consistido en el redisefio mediante estas
técnicas, del Sistema de Control de Orbita y de Altitud del satélite Olimpus, lanzado
en 1989. Se mostrd con éxito que es posible y practico usar una solucioén basada en
las tareas en este tipo de sistemas, logrando el mismo nivel de control que con el
ejecutivo ciclico empleado hasta entonces. Tiene algunas desventajas como un
mayor coste de ejecucion o la necesidad de invertir en herramientas de soporte y en
formacion para extraer el maximo partido a estas técnicas. Pero las ventajas
encontradas compensan los problemas citados:

* Estd enfocado al disefio y desarrollo de sistemas, pero posee un fundamento
matematico.

* Este andlisis teoérico de planificabilidad permite reducir el tiempo de prueba.

* Este tipo de planificaciéon es mas flexible y permite incorporar cambios en la
estructura de la aplicacion sin los costes que supone el re-desarrollo del ejecutivo
ciclico.

* La existencia de herramientas de soporte (como por ejemplo HRT-HOOD)
permite que estas técnicas sean aplicadas en desarrollos reales.

Existen grupos de trabajo que estan desarrollando la extension del estandar UML
para permitir el andlisis de planificabilidad de los sistemas de tiempo real ((OMG.,
1999]). De hecho ya existe una propuesta ((OMG, 2001]) a la peticién que realiz6 la
organizacion OMG para la extension de UML al andlisis de planificabilidad y la
inclusion de la representacion explicita del tiempo. Algunos de los métodos que han
servido de entrada a este documento han sido el Rate Monotonic Analysis, el
Deadline Monotonic Analysis y el Earliest Deadline First, aunque el documento no
solo estd preparado para cubrir estos tipos de analisis de planificabilidad, sino
también otras técnicas (UML: www.omg.org).
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2.3.1. Prioridades mondtonas en frecuencia (RMS)

En 1973, Liu y Layland ([Liu, Layland, 1973]) escribieron un articulo sobre
planificacion que planteaba las condiciones matemadticas para el andlisis de
planificabilidad de un conjunto de tareas periddicas, con plazos iguales a los
periodos, expulsables, independientes y planificadas segun el algoritmo ‘“Rate
Monotonic Scheduling” (RMS) o prioridades monotonas en frecuencia. El algoritmo
RMS asigna la prioridad mas alta a la tarea con el periodo mas pequefio, y el resto se
asigna monotonamente de acuerdo al tamano de los periodos.

La Figura 2.5 muestra un sistema de tiempo real formado por tres tareas 4, By C
periddicas cuyos periodos son #4=3, t3 =5 y tc= 15. Los tiempos de ejecucion son
pa=1, pp =2y pc= 3. Los plazos coinciden con los periodos, es decir d4=3, dz =5y
dc= 15, y por tanto, una tarea debe finalizar su ejecucion j antes del instante listo
siguiente r;;+;. El tiempo de finalizacion de la tarea i en la ejecucion n se denomina
wei, y se ha marcado en el grafico con un circulo. El tiempo listo de la tarea i en su
ejecucion n se denomina 7;, y se ha indicado con una flecha.

De acuerdo con el algoritmo RMS, la tarea mas prioritaria es la tarea 4 porque tiene
el menor periodo, mientras que la tarea menos prioritaria es la tarea C. Se puede
observar que durante la segunda ejecucion de B, en el instante 6 la tarea 4 vuelve a
estar lista. Como las tareas son expulsables y la tarea 4 es mads prioritaria, se
interrumpe la tarea B, y hasta que no finaliza la tercera ejecucion de 4 en el instante
7, no se reanuda la ejecucion de B.

Tarea A
RS NS
[ 4
0 I 3 6 9 2 5 ¢
Tarea B
A 1 A A
[ T4 [ & [ 1
0 3 5 8 10 12 15 ¢
Tarea E A
[ 1 [ 1 [}
0 14 15 ¢
O : tiempo de finalizacion wc;, T - tiempo listo Fin

Figura 2.5: Ejemplo de planificacion RMS
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Cuando los plazos coinciden con los periodos, se dice que este algoritmo es 6ptimo
dentro del conjunto de algoritmos de prioridades fijas, en el sentido de que si existe
una asignacion de prioridades fija que es planificable, entonces la asignacion
propuesta por RMS también lo es.

El teorema de Liu y Layland permite comparar la utilizacion total de la CPU de las
tareas periodicas con el limite de planificabilidad para el algoritmo RMS, y dice:

Un conjunto de n tareas periodicas e independientes, planificadas segun el
algoritmo RMS, respetard todos sus plazos si

%+...+% <U, (n) =n [@2% —1)
1

n

Siendo

p; el tiempo de ejecucion de la tarea i
t; el periodo de la tarea i

Uj(n) el menor limite de utilizacidon para n tareas

Notese que este limite decrece con n, y que para valores grandes de n tiende a
UFIn2>0.69. Notese también que la condicion de planificabilidad propuesta por el

teorema es suficiente, pero no necesaria.

Estos autores definieron también el concepto de instante critico: cuando los plazos
son menores o iguales que el periodo, el instante critico es aquel en que todas las
tareas estdn listas simultdneamente, ya que el peor tiempo de respuesta de una tarea
en una ejecucion se da cuando esté lista en el mismo instante que todas las tareas de
prioridad mas alta. En otras palabras, el maximo tiempo de respuesta se da cuando
una tarea encuentra la mayor competencia por la CPU por parte de las tareas de mas
prioridad. Este concepto es valido cuando las tareas no se sincronizan y cuando no se
pueden ejecutar después del final de su periodo. Si existe un instante critico es
posible ignorar todas las ejecuciones sucesivas de las tareas excepto aquellas que se
iniciaron en el instante critico.

El concepto de instante critico es ligeramente diferente en el caso de que las tareas se
puedan ejecutar después del final de su periodo. En este caso, siendo pr; la prioridad
de la tarea i, el peor tiempo de respuesta se da durante un periodo de ocupacion de
nivel pr; que se inici6 en el mismo instante que todas las tareas mas prioritarias (o lo
que es lo mismo, en el instante critico) ([Lehoczky et al., 1991]). Un periodo de
ocupacion de nivel pr; es un intervalo de tiempo durante el cual el procesador esta
ocupado ejecutando tareas de prioridad mayor o igual a pr; ([Lehoczky, 1990]).
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Resumiendo, cuando cada ejecucion de una tarea termina antes del final de su
periodo:

* Los tiempos de respuesta se ven afectados solo por tareas mas prioritarias y por
el tiempo de ejecucion de la propia tarea.

* El mayor tiempo de respuesta es el de la ejecucion que comienza en el instante
critico.

Cuando las tareas se ejecutan pasado el final de sus periodos:

* Los tiempos de respuesta se ven afectados por tareas mas prioritarias y por el
tiempo de ejecucion de la propia tarea.

* El mayor tiempo de respuesta se ve afectado también por ejecuciones previas de
la misma tarea.

* La ejecucion con el mayor tiempo de respuesta puede no ser la que comienza en
el instante critico.

* El peor tiempo de respuesta de la tarea i se da para alguna ejecucion
perteneciente al periodo de ocupacion de nivel pr;

En la Figura 2.6, se muestra un ejemplo de un sistema formado por dos tareas 4 y B
periddicas de periodos t,=10 y #3=15 y prioridades pr,=2 y prg=1. Sus tiempos de
ejecucion son p,~4 y pp=8 y sus plazos son d,=10 y d=16. Por tanto la tarea A4 es
mas prioritaria y la tarea B tiene el plazo mayor que el periodo.

tarea A T
0 I4 lq 14 2? 24 30 ¢
tarea B i i i |
| | | i ! T \L
1 1 1 | [
1 J
0 15 16 28 30 ¢

Periodo de ocupacion de nivel 1

o: tiempo de finalizacion wc;,
T: tiempo listo r;,

Figura 2.6: Tarea con plazo mayor que el periodo

Se observa en la Figura 2.6 que la tarea 4 termina sus ejecuciones antes de su plazo.
La tarea B, en su primera ejecucion (en el grafico la primera ejecucion aparece en
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blanco y la segunda en gris) termina en el instante 16, que es igual al plazo y que esta
mas alla del periodo. En su segunda ejecucion, la tarea B termina en el instante 28,
antes del plazo y antes del periodo, por lo tanto en esta ejecucion termina el periodo
de ocupacion de nivel 1.

La implementacion de RMS en Ada aparece descrita en [Sha, Goodenough, 1989].
En [Shih et al., 1993] se propone un algoritmo RMS modificado capaz de planificar
tareas con su plazo mayor que el periodo, Util en el caso de que el periodo de llegada
de peticiones sea mas rapido que el tiempo en que la tarea debe dar el resultado.
Propone ademas un algoritmo mixto RMS y RMS modificado capaz de tratar con
ambos tipos de tareas: tareas urgentes, con plazos iguales al periodo, y tareas con
plazos retrasados respecto a sus periodos.

2.3.2. Prioridades mondtonas en plazo (DMS)

Cuando los plazos no coinciden con los periodos, otra forma de asignar las
prioridades de las tareas es segun el algoritmo “Deadline Monotonic Scheduling”
(DMS) o prioridades mondtonas en plazo. Segun este algoritmo, la tarea de prioridad
mas alta es aquella que tiene el menor plazo.

Leung y Whitehead ([Leung, Whitehead, 1982]) probaron que el algoritmo DMS es
Optimo para un conjunto de tareas independientes, con prioridades fijas y con plazos
que coinciden o que estan antes del final del periodo. Como ya se ha indicado, esto
significa que si existe una asignacion de prioridades fijas planificable, entonces la
asignacion dada por DMS también lo es.

Tarea A
bt T o f
1] TT] [ ] [ |
o 3 4 8 12 16 20
B S = W = 0 = D
0 SL 5 \L 10 15 20
o: tiempo de finalizacion wc;, 1: tiempo listo r;, 1 plazo d;,

Figura 2.7: Ejemplo de planificacion con DMS
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En el ejemplo de la Figura 2.7 el sistema esta formado por dos tareas 4 y B. Los
periodos son #4 =4 y t3=5. Los plazos son ds =4 y dp=2. Se puede ver que el plazo de
A coincide con su periodo, pero el de B no. De acuerdo con DMS, la tarea B es mas
prioritaria ya que su plazo es menor. Como existe instante critico, el peor tiempo de
respuesta para todas las tareas se da en la primera ejecucion a partir de ese instante.
El tiempo de respuesta de la tarea 4 en su primera ejecucion es e4 =3 y el de B es
ez1=1. Como los plazos son menores o iguales que los periodos, los tiempos de
respuesta en la primera ejecucion a partir del instante critico son los peores tiempos
de respuesta de las tareas, por lo que wc,=wcy1=e41 Y weg=wcp1=ep1. Asi, en el
ejemplo propuesto las tareas respetan sus plazos.

A A A A A A
| | L] Ll Ll
0 4 8 12 16 20
Tarea B
f I il il 1
0 2 3 5 ) 10 15 20
o: tiempo de finalizacion wc;, 1: tiempo listo r;, L2 plazo d;,

Figura 2.8: El mismo ejemplo planificado mediante RMS

Como puede comprobarse en la Figura 2.8, si este mismo sistema se hubiera
planificado mediante el algoritmo RMS, no se habria respetado el plazo de la tarea B,
y el sistema no habria sido planificable.

2.3.3. Analisis temporal de algoritmos con prioridades fijas

Joseph y Pandya ([Joseph, Padya, 1986]) fueron los primeros en usar un algoritmo
similar a (2.2) para calcular el peor tiempo de respuesta cuando los plazos son
menores o iguales que los periodos, que se puede utilizar como condicion necesaria y
suficiente de planificabilidad. Lehoczky ([Lehoczky et al., 1989]) utiliz6 la ecuacion:

9 S k-1
Sik (Si,k—l )= Z p;
1

t

J
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para obtener una condicion necesaria y suficiente de planificabilidad cuando el plazo
coincide con el periodo, evaluando el término de la derecha en los puntos de
planificacion, o instantes listos, de las tareas mas prioritarias. El algoritmo también
fue desarrollado de forma independiente por Audsley ([Audsley et al., 1991]). El

simbolo [ lindica la operacion redondeo hacia arriba.

En el algoritmo (2.2) se calculan los tiempos de finalizacion de las tareas en su
primera ejecucion a partir del instante critico, ya que en esa ejecucion se da el peor
tiempo de respuesta wc; de cada tarea. Las tareas deben ordenarse segun su prioridad
fija, de manera que la tarea 1 sea la mas prioritaria.

CRISP ALG

we, =0

for i=1 to n_tareas do
BASIC ALG:
S0 =in_s,
while (s, <s,,(s,,4)) k=k+1
we; =58,
dado, s, (5;,) = Zl:pj [FM}
J=l

¢

J

2.2) if (we, > d,) tarea i no planificable

end

Existen extensiones, como se vera mas tarde, que tienen en cuenta la presencia de
tiempos de bloqueo en las tareas cuando hay recursos compartidos, “release jitter” o
servidores aperiddicos. Este tipo de andlisis se puede aplicar a sistemas complejos de
tiempo real como el Sistema de Paso de Mensajes ([Klein et al., 1993]), que es un
sistema de un solo procesador que forma parte de un sistema distribuido de paso de
mensajes. El mismo autor presenta un caso de estudio de un Subsistema de
transmision Sonar al que aplica este tipo de analisis.

2.4. Planificacion basada en prioridades fijas, con recursos
de datos compartidos

En este apartado se describen algunos enfoques encontrados en la literatura para la
sincronizacion en el acceso de los sistemas a datos compartidos. Cuando las tareas
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comparten datos se pueden provocar retrasos, no soélo a las tareas que comparten los
recursos sino también a otras tareas, retrasos que hay que tener en cuenta en el
analisis de planificabilidad del sistema.

2.4.1. Tareas que deben sincronizarse para compartir datos
comunes

Un conjunto de acciones que utilizan un recurso se consideran atomicas en ese
recurso cuando debe ser realizadas del comienzo al fin sin liberar dicho recurso. De
la definicion se deduce que dos acciones atdmicas no se pueden realizar
simultdneamente en un solo recurso. Notese que una accion puede ser atdbmica en un
recurso, como un objeto de datos, y simultdneamente utilizar otro recurso como la
CPU de manera no atomica. En ese caso, puede haber expulsion en el uso de la CPU
pero sin violar el uso atomico del objeto de datos. La parte de la tarea que accede al
recurso de datos compartido se denomina seccidn critica.

La comparticion de un recurso de datos cuando su uso debe ser atomico, requiere
elegir los siguientes parametros ([Klein et al., 1993]):

* Una primitiva de sincronizacidn, necesaria para asegurar que una Unica tarea
utiliza el recurso cada vez.

* Una politica de asignacion del recurso, que determina las acciones a realizar
cuando se hace una peticion del recurso estando éste ocupado.

* Una prioridad de ejecucion durante el uso del recurso, utilizada para asignar la
CPU durante la accion atdmica, y que también afecta al tiempo que deben esperar
las demas peticiones en cola.

La eleccidon combinada de una primitiva de sincronizacidon, una politica de
asignacion y una prioridad de ejecucion de la accidon atdmica, se denomina protocolo
de sincronizacion.

Algunas combinaciones de soluciones no son posibles. Por ejemplo, algunos
mecanismos para implementar el uso de recursos compartidos pueden crear colas y
otros no. Una primitiva que utiliza manipulacion de prioridades normalmente no usa
colas e implementa todo el protocolo de sincronizacion en un solo mecanismo.

A continuacidn se citan algunas situaciones de tiempo real, todas ellas de modo
unico. Se puede consultar [Tindell et al., 1992], [Sha et al., 1989] y [Sha et al., 1991]
donde los autores estudian situaciones de tiempo real con mas de un modo.
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Los tiempos de bloqueo de una tarea aparecen en sistemas cuyas tareas deben
sincronizarse para compartir datos comunes, y deben ser tenidos en cuenta en el
analisis de planificabilidad del sistema. Por ejemplo, una tarea de prioridad mas alta
puede tener que esperar a que una de prioridad mas baja termine de utilizar un
recurso compartido (que puede ser una estructura de datos o un dispositivo de
entrada/salida). Esto es lo que se denomina inversion de prioridades. El calculo de
los tiempos de bloqueo depende del protocolo de sincronizacién utilizado. Para
algunas implementaciones hay dos formas de tener en cuenta el bloqueo producido
por la sincronizacion:

* Representar la variacion en las prioridades tal y como ocurriria, sin calcular
retardos por bloqueo.

* Ignorar la variacion en las prioridades y calcular el retardo por bloqueo.

Se pueden distinguir dos casos: que se comparta un unico recurso de datos, o que se
compartan multiples recursos.

Recurso anico

En este caso varias tareas comparten un solo recurso, cada una de ellas haciendo uso
del recurso una sola vez en cada ejecucion. En esta situacion se puede dar una
inversion de prioridades no acotada. La caracteristica de no acotada significa que no
hay un limite de tiempo de bloqueo a priori, antes de conocer el conjunto especifico
de tareas, debido a que puede haber expulsion multiple. La inversion de prioridades
no acotada se considera intolerable ya que compromete la integridad de todo el
sistema y se puede dar cuando una tarea de prioridad alta y otra de prioridad baja
comparten un recurso de uso atdmico, y cuando también hay tareas de prioridad
media que no lo utilizan. Las tareas de prioridad media pueden prolongar el tiempo
en que el recurso esta ocupado por la tarea de prioridad baja ([Klein et al., 1993]).

En la siguiente figura se muestra un ejemplo de inversion de prioridades no acotada.
Se representan tres tareas, donde la tarea 1 es la mas prioritaria y la 3 la menos
prioritaria, y ambas comparten un recurso. En este caso la inversion de prioridades es
no acotada porque la tarea 1 se ve bloqueada, no sélo por la tarea 3 con la que
comparte el recurso, sino también por la tarea 2 que, debido a su prioridad,
interrumpe a la tarea 3 y por tanto retrasa a la tarea 1.
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Tarea 1
Tarea 2
A
Tarea 3 || |
Tarea 3 libera :D
Tarea 3 coge el recurso '
Fecurso Tarea 1 intenta Tarea 1 coge el Tarea 1 libera el

recurso
coger el recurso recurso

Figura 2.9: Inversion de prioridades no acotada

Tres posibles protocolos de sincronizacion son el semaforo FIFO, el protocolo de
mascara de interrupciones y el protocolo bésico de herencia de prioridades.

Semaforo FIFO:
Las principales caracteristicas de este protocolo de sincronizacion son:
* Se utiliza un semaforo para implementar la seccion critica.

* Enel caso de que el recurso esté ocupado, se encola la peticién en una cola “first-
in-first-out” (FIFO).

* La tarea que usa el recurso no ajusta su prioridad de ejecucion en la seccion
critica.

En el caso de utilizar un semaforo FIFO se pueden producir inversiones de
prioridades no acotadas, tal y como se puede ver en la figura anterior. Esta
implementacion es muy comun, especialmente en aplicaciones que no son de tiempo
real.
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Protocolo de mdscara de interrupciones (IMP)

Con este protocolo cada tarea se asegura el uso exclusivo del recurso enmascarando
todas las interrupciones antes de su utilizacion y desenmascarandolas al liberar el
recurso. Cuando se enmascaran las interrupciones ninguna otra tarea puede expulsar
a la tarea que estd usando el recurso y asi se garantiza su uso exclusivo. Ademas, este
protocolo asegura que, como mucho, una tarea puede estar bloqueada el tiempo
correspondiente a la duracion de una seccion critica. Enmascarar las interrupciones
es lo mismo que poner la prioridad de la tarea al nivel de interrupcién hardware
(maxima prioridad).

Este protocolo es sencillo de implementar. Tareas que no comparten un recurso
pueden sufrir también retardos por bloqueo.

Protocolo basico de herencia de prioridades (PIP)

En este protocolo ([Sha et al., 1990]) se utiliza un semaforo para implementar la
seccion critica. Cuando el recurso esta ocupado, la peticion se encola de acuerdo con
su prioridad. Al encolar una peticion, la prioridad de la tarea que estd utilizando el
recurso se eleva temporalmente al valor de la prioridad de la tarea encolada (se dice
que hereda su prioridad). Esta herencia es la que evita que haya expulsion en la
seccion critica por parte de otra tarea, lo que produciria una inversion de prioridades
no acotada. Al liberar el semaforo la tarea que esta al comienzo de la cola accede al
recurso.

Debido al uso de una cola de prioridades, una tarea en una ejecucion puede ser
bloqueada como mucho una vez por cada recurso que utiliza. Al igual que en el
protocolo IMP, tareas que no comparten un recurso pueden sufrir también retardos
por bloqueo. Comparado con el IMP, el PIP mejora el comportamiento medio sin
empeorar el peor caso.

La descripcion de su implementacion en Ada puede encontrarse en [Borger,
Rajkumar, 1989].

Recursos multiples

En este caso, varias tareas comparten varios recursos, haciendo uso de mas de un
recurso en cada ejecucion, por lo que se pueden dar interbloqueos y retardos por
bloqueos multiples, cada uno de los cuales puede tener inversion de prioridades no
acotada. Un conjunto de tareas estd en estado de interbloqueo cuando cada una de
ellas esta utilizando un recurso y estd también esperando a que otro recurso sea
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liberado por parte de otra tarea de ese conjunto. El bloqueo en cadena o bloqueo
multiple es aquel que se produce cada vez que se solicita un nuevo recurso. La
eleccion del protocolo determina la posibilidad de que se dé interbloqueo o bloqueo
en cadena ([Klein et al., 1993]).

Tres de las posibles implementaciones en este caso son las siguientes:
* Protocolo de proteccion de prioridad o prioridad maximal (“highest locker”, HL)
* Protocolo basico de herencia de prioridades (PIP)

* Protocolo de techo de prioridad o “Priority Ceiling” (PCP)

Protocolo de proteccion de prioridad o prioridad maximal (“highest locker”, HL)

Este protocolo realiza una manipulacion de prioridades para implementar las
secciones criticas. Todos los recursos tienen definida una prioridad maxima que es la
mayor prioridad de todas las tareas que pueden utilizar ese recurso. Cuando una tarea
necesita un recurso en tiempo de ejecucion, fija su propia prioridad a un valor mayor
que el de la prioridad maxima del recurso. De esta forma ninguna otra tarea puede
acceder al recurso mientras estd en uso. En este protocolo se evita el interbloqueo
siempre y cuando ninguna tarea se suspenda a si misma mientras estd haciendo uso
de un recurso compartido. EI HLP evita el bloqueo en cadena, y es sencillo de
implementar.

Protocolo basico de herencia de prioridades (PIP)

Este protocolo, que se ha descrito antes, permite el bloqueo en cadena y no evita el
interbloqueo.

Protocolo de techo de prioridad o “Priority Ceiling Protocol” (PCP)

En el protocolo PCP ([Goodenough, Sha, 1988], [Sha et al., 1990]) se utiliza un
semaforo para implementar la seccion critica. Al igual que en el protocolo HL, cada
recurso tiene su propia prioridad méxima (“priority ceiling”). Para ello:

* Se mantiene una variable del sistema operativo con el valor de la mayor prioridad
maxima de todos los semaforos cerrados. Esta variable se denomina el techo
actual del sistema.
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* A no ser que una tarea posea el semaforo que estd fijando el techo actual del
sistema, la tarea solo puede coger un semaforo si su prioridad es mayor que el
techo actual del sistema.

* Siuna tarea no puede coger un semaforo, la tarea que lo tiene hereda la prioridad
de la tarea bloqueada.

Mediante este protocolo, una tarea en una ejecucion no puede ser bloqueada durante
mas de una seccion critica.

En [Baker, 1993] se proponen algunas extensiones del protocolo PCP que tienen en
cuenta, entre otras cosas, el uso de prioridades dindmicas (tal y como hace el
algoritmo EDF, descrito en el apartado 2.7).

2.4.2. Calculo de tiempos de bloqueo con el protocolo PIP

Debido a la existencia de recursos compartidos, las tareas pueden suftrir bloqueos que
dependen de la asignacion de prioridades y del protocolo de sincronizacién utilizado.
En este apartado se va a describir como ejemplo un método para obtener los retardos
por bloqueo de las tareas en el caso de que la asignacion del recurso compartido se
realice seguin el protocolo PIP (protocolo basico de herencia de prioridades), descrito
en el apartado anterior.

Sea b una variable que almacena el valor actual de bloqueo para las tareas de mas
prioridad, ru; el tiempo de utilizacion del recurso por parte de la tarea i, pc, la
prioridad maxima del recurso r, y pr; la prioridad de la tarea i.

Para calcular el tiempo de bloqueo b; de cada tarea i, hay que seguir los siguientes
pasos:
1. Se ordenan las tareas de acuerdo con su prioridad, de forma que la tarea 1
es la mas prioritaria.
2. Inicializacion de b: b=0
3. Comienzo con la tarea menos prioritaria: i =n
4. bi =p

5. Siru;> b, entonces b= ru;
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6. Sii=1, termina el algoritmo. Si pr;.; > pc,, entonces b =0

7. lterar: i =i-1y contintia en el paso 4.

Supongamos que un sistema esta formado por seis tareas periddicas ordenadas de
mayor a menor prioridad y con valores de prioridad pr;=60, pr,=50, pr;=40, pr,=30,
prs=20, pre=10. En la siguiente tabla se presentan los parametros temporales que
describen a las tareas, los periodos #;, los tiempos de ejecucion p;, y los tiempos de
utilizacion del recurso ru;.

pri=60 pr=50 prs=40 pr~30 prs=20 pre=10
t=40 £H=100 =150 t4=350 ts=480 =500
p1=2 p2=20 p3=20 p4=50 ps=34 Pp6=38
ru;=0 ru>=>5 ruz;=20 rug=12 rus =10 rus= 10

Aplicando el algoritmo anterior, se tiene:

b=0, bs=0

Como rus>b, b=rus=10

Como i es distinto de 1 y no se cumple que pr;_;>pc, (20>50), i
bs=b=10

No se cumple que rus > b, (0>10)

Como i es distinto de 1 y no se cumple que pr,.;>pc, (30>50), i =
b4:b:10

Como ruy;>b, b=ru,=12

Como i es distinto de 1 y no se cumple que pr,.;>pc, (40>50), i =
b3:b:12

No se cumple que ru; > b, (0>12)

Como i es distinto de 1 y no se cumple que pr;;>pc, (50>50),i =i-1=2
b2=b:12

No se cumple que ru, > b, (5>12)

Como i es distinto de 1 y se cumple que pr;;>pc, (60>50), b=0y i=i-1=1
b;=b=0

No se cumple que ru; > b, (0>0)

Como i =1, termina el algoritmo.

Il
-
~

Il
(9]

|
T
~

Il
B~

I
~.

1
~

Il
W

Resumiendo, los tiempos de bloqueo que resultan son b,=0, b,=12, b;=12, b;~10,
b5:10 y b6:O

Como se puede comprobar, la tarea 3 y la 5, aunque no utilizan el recurso de datos,
también sufren retardos por bloqueo.
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Con esta informacion y con los plazos de las tareas se pueden obtener los limites de
utilizacion, o bien realizar un andlisis de planificabilidad del sistema aplicando un
algoritmo de andlisis temporal, como se describe en los siguientes apartados.

2.4.3. Limites de utilizacion

Sha, Rajkumar y Lehoczky ([Sha et al., 1990]) afiadieron un término de tiempo de
bloqueo a la desigualdad planteada por Liu y Layland ([Liu, Layland, 1973]) en los
limites de utilizacion de la CPU para la planificacion, que permite tener una
condicion suficiente pero no necesaria para que las tareas sean planificables.

Siendo los plazos iguales a los periodos,

n-o

=  Ellimite de utilizaciénes U (n)=n Eéz% —1) ~In2

= La utilizacion total de las tareas es z&
i=1 t,‘

* Eltérmino de bloqueoes b, , = m%x (Z]
i= t

1

donde b; es el tiempo de bloqueo de cada tarea. La condicion suficiente de
planificabilidad queda como:

Usot + biot —<U(n)

Existe también un limite de utilizacion para el caso en el que los plazos son menores
que los periodos. Para mas detalles constltese [Lehoczky et al., 1991], [Klein et al.,
1993].
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2.4.4. Algoritmo de analisis temporal con bloqueos y plazos
menores que los periodos

Para obtener una condicion necesaria y suficiente de planificabilidad de un sistema
se pueden calcular los peores tiempos de respuesta de las tareas y compararlos con
sus plazos. Este analisis tiene en cuenta la existencia de tiempos de bloqueo debido a
la existencia de recursos de datos compartidos.

Este algoritmo, valido para plazos menores que los periodos, es una extension del
algoritmo (2.2) donde s, se calcula iterativamente como:

i-1
S,
—_ i,k—1
Sik =b +p, +zpj p

J=1 J

y el tiempo de finalizacion wc; de la tarea i es s;; cuando s, = s;41 . Este algoritmo es
aplicable tanto a tareas periodicas como esporadicas (tareas no periodicas con
tiempos entre llegadas acotados).

2.4.5. Algoritmo de analisis temporal con bloqueos, plazos menores
que los periodos y activacion retrasada

Si una tarea i tiene retraso de la activacion o “release jitter” j;, puede que esté lista en
un instante posterior a la llegada del evento correspondiente pero antes de un tiempo
acotado. Esto puede ocurrir en el caso de que el reconocimiento la llegada de una
tarea consuma un tiempo no nulo, o bien porque las tareas esperen la llegada de un
mensaje. En [Audsley et al., 1993a] y [Tindell et al., 1994] se extiende el algoritmo
presentado en (2.2), para el caso de que las tareas tengan “release jitter”. Entonces, el
calculo iterativo de s; se realiza aplicando:

i1 i
S, + 7.
_ ik—1 J
Sik =b tp, +zpj ;
J=1 J

El tiempo de finalizacion de la tarea i se calcula como wc, =s,, + j,, cuando s; ;=s; k-1

Este andlisis es aplicable tanto a tareas peridodicas como esporadicas. Ademads se
puede extender también el andlisis de planificabilidad para tareas esporddicamente
periddicas. Estas son tareas que llegan peridodicamente un nimero de veces, luego se
interrumpen las llegadas, para reaparecer de nuevo mas tarde. Este comportamiento
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aparece en sistemas reales cuando al llegar un evento se inicia una tarea y luego,
durante un intervalo de tiempo corto monitoriza o controla alguna parte del sistema.

2.4.6. Algoritmo de analisis temporal con bloqueos y plazos
mayores que los periodos

El algoritmo que se muestra en (2.3) fue desarrollado por Lehoczky ([Lehoczky,
1990]) y, de forma independiente, también por Tindell ([Tindell, 1992], [Tindell et
al.,, 1994]) y es aplicable tanto a tareas peridodicas como esporadicas. Con este
algoritmo se pueden calcular los peores tiempos de cada tarea considerando
cualquier plazo, es decir, siendo éstos menores, iguales o mayores que el periodo
correspondiente. Ademas, este algoritmo tiene en cuenta la existencia de tiempos de
bloqueo en las tareas, causadas por el acceso de una tarea menos prioritaria a un
recurso compartido.

for i=1 to n_tareas do
s,.,0=b,+2pj ;0 n=l
Jj=1
loop
while (s, #5,,-)
{if (s;4 >t (n —1) +d,) tarea i no planificable
k=k+1}
€n =Sk 1 (” _1)
if (e, >1)
n=n+l; Sk =S D
else
we, :max(el.‘x) EN 4 = =n
Siguiente tarea

end

endloop
(2.3)

end

i-1 s
S,‘,k(si,k—l) = b,. +n g?i +Zp/_ l% ik 1—|
J=1

l

En (2.3) se supone que las tareas se encuentran ordenadas de acuerdo a su prioridad,
de forma que la tarea 1 es la mas prioritaria. El pardmetro » indica la ejecucion de la
tarea i correspondiente al tiempo de respuesta e;, que se estd calculando en cada
momento. Se siguen calculando tiempos de finalizacion de ejecuciones de la tarea
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mientras sus tiempos de respuesta e;, son mayores que el periodo #;, es decir,
mientras dure el periodo de ocupacion.

El peor tiempo de respuesta de la tarea i es el maximo de todos los tiempos de
respuesta de i, calculados dentro del periodo de ocupacion.

En [Tindell et al., 1994], [Burns, Wellings, 1996] se extiende el algoritmo anterior al
caso de que las tareas tengan “release jitter”, de forma que la ecuacion iterativa del
algoritmo de planificabilidad queda:

i-1 Si B +j'
(2.4)5,,(8,4-) =b, +nlp, +zp,~ %
j=1 Jj

Cuando s;4=s;x1 , €l tiempo de respuestaes e, =s,, —, (n —1) +J.

Plazos internos

Es posible que el modelo necesite tener en cuenta los tiempos de cambio de contexto
entre tareas y asignarselos a la tarea que entra en ejecucion, o bien a la tarea que deja
de ser ejecutada. Con tiempos de cambio de contexto realistas (distintos de cero) es
posible que el plazo de la tarea no se encuentre al final del cambio de contexto. Es
mas, puede ocurrir que el plazo, relacionado con el Gltimo evento observable de la
tarea no se encuentre al final de la ejecucion de la misma, sino que exista una serie
de acciones internas después del evento de salida.

En la Figura 2.10 se muestra una representacion de la ejecucion de una tarea (sin
considerar las posibles expulsiones de tareas mas prioritarias). El bloque a es el
cambio de contexto inicial para comenzar la ejecucion de la tarea, el bloque b es el
tiempo de ejecucion de la tarea hasta el Gltimo evento observable, el bloque ¢ es el
conjunto de acciones internas posteriores a dicho evento y el bloque d es el cambio

de contexto al final de la ejecucion de esta tarea. El plazo de la tarea se encuentra al
final del bloque b.

p

d
p

A
a b c | d T

Figura 2.10: Fases de ejecucion de una tarea considerando cambios de contexto
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Sea p? el tiempo de ejecucién requerido antes del plazo interno (bloques a y b) y el
tiempo total p’ de ejecucion de la tarea en un periodo (todos los bloques). Como no
se requiere finalizar el tiempo total de ejecucion dentro del periodo ¢, la ecuacion que
se debe utilizar y extender es la correspondiente a plazos mayores que los periodos
(2.4) La ecuacion iterativa para el calculo de s;; en este caso es:

— t d - t Si,k—l + jj
Sik (Si,k—]) =b, +(n-1) [p; +p; +§ P ;
J=1 j

Y la condicién de planificabilidad es que los tiempos de respuesta estén antes del
plazo interno correspondiente ([Burns, Wellings, 1996]).

2.5. Sobrecargas

Tal y como se ha mostrado en la descripcion de los plazos internos, a menudo hay
que tener en cuenta los tiempos de cambio de contexto y la manipulacion de colas, ya
que no es posible despreciarlos en un modelo realista ([Burns, Wellings, 1996]).
Incluso si el cambio de contexto lo realiza otro procesador en paralelo, habrd un
tiempo asociado que debe ser tenido en cuenta. Cuando se utiliza un “kernel”, si se
desconocen los tiempos de las operaciones normalmente se toman tiempos de
sobrecarga grandes para mayor seguridad. Ademas, el manejador de interrupciones
de reloj debe ocuparse también de la cola de retardo. Si no hay tareas en dicha cola,
la sobrecarga puede ser de s6lo unos pocos microsegundos. Pero si, por ejemplo, hay
20 tareas periodicas con lanzamiento en el mismo instante, la sobrecarga de llevar
todas las tareas de la cola de retardo a la cola de ejecucion puede ser de cientos de
microsegundos.

Los cambios de contexto se pueden tener en cuenta afiadiendo el tiempo asociado al
tiempo de ejecucion de la tarea que causa el cambio de contexto. En la mayoria de
los entornos de ejecucion, el cambio de contexto lo realiza una seccion de codigo no
expulsable que, por tanto, puede producir bloqueos. Por ejemplo, si ocurre una
interrupcion de reloj durante un cambio de contexto, ésta se ve retrasada, y si dicha
interrupcion lanzaba una tarea de prioridad alta, la tarea se ve retrasada igualmente.
Como ya se indico, el tiempo de bloqueo depende del protocolo utilizado. Al
considerar los retardos, el nuevo tiempo de bloqueo es el maximo entre el calculado
para el protocolo en uso y el mayor tiempo de ejecucion no expulsable del “kernel”.
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Para tener en cuenta en el analisis de planificabilidad el retardo por la manipulacién
de la cola que realiza el manejador de interrupciones de reloj, hay que considerar las
sobrecargas causadas por cada tarea periddica. Este retardo se puede modelar
mediante dos parametros: la sobrecarga p de cada interrupcion, supuesto que no se
mueve ninguna tarea de la cola, y el coste p®“ de mover una tarea de la cola de
retardo a la cola de ejecucion. Entonces, la ecuacion iterativa para el céalculo del
tiempo de finalizacidn de las tareas queda como sigue:

_ Si k-1 e Sik-1 la S0kl
Six(Sipm) =0 +p, + z P; +p° | I z p
JOhp(i) t j t A pis tf

donde /Ap(i) es el conjunto de tareas mas prioritarias que i, y pts es el conjunto de
todas las tareas periddicas.

Para tareas esporadicas (lanzadas por una interrupcion), hace falta tener en cuenta el
tiempo de ejecucion del manejador de interrupciones. En la mayor parte de los
sistemas este manejador se ejecuta con una prioridad mds alta que la tarea lanzada,
pudiendo ser de prioridad mas alta que cualquier tarea. Para ello se afiade un término
mas a la ecuacion anterior

— Si,k -1 clk Si,k -1 cola Si,k -1 int Si,k -1
Six(Si40)=b +p, + Z p; tp a | T Z P +z p
JCp (i) Z; t 11 pis I, G sts l,

int

donde sts es el conjunto de tareas esporadicas lanzadas por interrupciones, p™ es el
tiempo de interrupcion (suponiendo que es constante para todas las interrupciones),
pts es el conjunto de tareas periddicas, y hp(i) es el conjunto de tareas mas
prioritarias que i.

2.6. Relaciones de precedencia en tareas con prioridades
fijas

Las relaciones de precedencia se pueden modelar mediante transacciones ([Burns,
Wellings, 1996]) que se implementan a su vez mediante tareas y recursos de datos
compartidos.
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2.6.1. Transacciones

Una transaccion sencilla, y no distribuida, se puede implementar mediante una sola
tarea, pero normalmente las transacciones estdn formadas por una serie de tareas
relacionadas segiin un determinado orden de precedencia. Ademas, las tareas y los
recursos de datos compartidos se pueden encontrar distribuidos en diferentes nodos
del sistema. El mecanismo de transaccion sirve para enlazar las actividades de
entrada y salida, que tienen plazos asociados, reflejando propiedades principio-a-fin.
Ademas al igual que las tareas las transacciones pueden ser perioddicas o esporadicas.

Consideremos por ejemplo una transaccion periddica no distribuida que consta de
tres tareas Ti, T2, T3 'y que el orden de precedencia entre ellas es 11, T2, y T3 que se

representa mediante el operador de precedencia <. Para la ejecucion i-ésima de cada

tarea se tiene:
(2.5) (t1,1) < (12,1) < (13,1) Vi

Por tanto, la i-ésima ejecucion de la tarea t; ha de terminar antes de que comience la
tarea 1, , y lo mismo para las tareas 1, y 13. En las siguientes figuras se muestran tres
formas de implementar esta transaccion. En las tres implementaciones t; es una tarea
periddica, ya que la transaccion es periodica. En la Figura 2.11 las tareas 1, y 13
también son periddicas y tienen el mismo periodo que 1| pero se lanzan con retardo.
El flujo de datos entre tareas se realiza a través de recursos de datos compartidos. El
tiempo de respuesta e; de cada tarea se mide desde que se lanza cada una y los
retardos, u “offsets” se representan como 0, y 03.

v

L2 N ) S — T2 . — . — kX
b > ’IT > ];
\
—1  Tarea periodica
P
o — p» Lanzamiento de tarea esporadica
—  Tarea esporadica —.—.—p  Flujo de datos
S

Figura 2.11: Primera implementacion de la transaccion
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Para que se satisfaga la relacion de precedencia, la planificacion debe asegurar:

e <0 y e+ 0,<03

Y para que se cumpla el plazo d de la transaccion, se debe verificar:
03 te3<d

En la Figura 2.12, 1, y 13 son tareas esporddicas lanzadas por 71 y T
respectivamente. T; envia un evento a 1, como su ultima accion. En este caso el envio
de un evento a la tarea esporadica puede llevar asociado también un flujo de datos
entre ambas.

Ty T T3
S e H Y m——
T
i
v

Figura 2.12: Segunda implementacion de la transaccion

En esta segunda implementacion la relacion (2.5) se satisface por definicion. En este
caso para cumplir el plazo de la transaccion la condicion que se debe cumplir es:

26)e +extes<d

Esta segunda implementacion tiene la ventaja de que el tiempo de respuesta total es
posiblemente menor que el de la primera implementacién. Esto se debe a que o
puede ser mayor que wc;. No solamente el peor tiempo de respuesta puede ser menor
sino también el mejor y el medio, de forma que la respuesta puede llegar a ser muy
rapida. Debido a retardos en la activacion de tareas perioddicas (“release jitter”) puede
ocurrir que ciertas aplicaciones se vuelvan inestables si la salida se obtiene
demasiado pronto. Por tanto una transaccion puede tener asociada tanto un plazo
como un “jitter” de salida méximo, es decir la salida se debe producir dentro del
intervalo [d-jo, d] donde jo, que es una constante, es el “jitter” de salida.
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Supongamos que el tiempo minimo de respuesta de todas las tareas es 0. Entonces la
segunda implementacion tiene como limites del tiempo de respuesta total [0,
eitextes], mientras que la primera implementacion tiene unos limites mas ajustados
[03, 03te3], que pueden ser mas adecuados a los requisitos.

La tercera implementacién (Figura 2.13) combina las mejores caracteristicas de las
dos anteriores obteniendo un tiempo de respuesta total bajo y unos limites de
respuesta mas ajustados. En este caso, 1, es esporadica y 13 es periodica y los limites
de la respuesta son los mismos que en la implementacion 2, [03, 03+es], s6lo que 03
puede tener un valor menor:

et e <03

Las ventajas de esta ultima implementacion aumentan con el nimero de tareas de la
transaccion: solo la primera y la tltima son tareas periodicas.

!
!
v

T1 T2 3
3 " ks " ]
I
i
v

Figura 2.13: Tercera implementacion de la transaccion.

2.6.2. Analisis temporal

Hasta ahora, los métodos de andlisis han permitido calcular los peores tiempos de
respuesta para tareas individuales. Sin embargo, tal y como se ha visto, los requisitos
temporales se refieren a caracteristicas principio-a-fin asociadas a transacciones que
se ejecutan en el sistema. Aunque algunas transacciones estan formadas por una sola
tarea, normalmente no suele ser asi. A continuacion se presenta la forma de verificar
requisitos temporales a nivel de sistema, mediante una serie de ejemplos. Se
supondra que se conocen los peores tiempos de respuesta de las tareas. [Burns,
Wellings, 1996]

Un bucle de control

El ejemplo mas sencillo consiste en una tarea periddica que lee una entrada del
entorno y produce una salida de control. El requisito basico para esta tarea es enviar
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la salida dentro de un tiempo acotado, que es el plazo. En este caso la verificacion
consiste simplemente en comprobar que e < d

Respuesta a un evento mediante una tarea esporadica

También se puede poner un tiempo limite o plazo a la respuesta del sistema a un
evento externo, manifestado como una interrupcion (condicion de lanzamiento de

una tarea esporadica). También en este caso basta con comprobar que e < d.

Respuesta a un evento mediante una tarea periodica.

El evento externo puede ser resultado de un sondeo o “polling” (de forma periddica
se comprueba la llegada de nuevos eventos). En el peor caso, la llegada del evento se
producird justo después del sondeo periddico y la comprobacion se realizard en el
siguiente periodo z. Por tanto hay que verificar que ¢+ e < d.

Cadena de precedencia en el mismo procesador.

En la Figura 2.12 se vio una transaccion formada por tres tareas, las dos ultimas
esporadicas lanzadas por el predecesor correspondiente. Una forma de modelar esta
cadena en un procesador es suponer que las tres se lanzan en el mismo instante, pero
que se ejecutan en el orden correcto porque las tareas predecesoras tienen prioridades
mas altas. Entonces, el tiempo total de respuesta principio-a-fin es igual al tiempo de
respuesta de la tarea esporadica final, con lo que se debe cumplir que e; < d, o lo que
es lo mismo wes < d. Esta ecuacion difiere de la (2.6) presentada anteriormente ya
que aqui el valor de es; (y por tanto de wcs) se mide relativo al comienzo de la
transaccion e incluye a e; y es.

Cadena de precedencia distribuida.

Supongamos que en el ejemplo anterior la comunicacion entre la segunda y la tercera
tarea utiliza un enlace de comunicacion entre procesadores independientes. Cuando
una tarea lanza una tarea esporadica local se considera apropiado incorporar dentro
del tiempo de respuesta de la primera el tiempo asociado al proceso de lanzar la tarea
esporadica. Pero cuando se lanza de forma remota no es asi: la primera tarea envia el
mensaje de activacion pero el software del sistema realiza la transmision por la red y
la activacion de la tarea remota. Suponiendo que m; es el peor tiempo de retardo de
comunicacion cuando la tarea 2 del ejemplo lanza a la tarea 3, la condicion que hay
que verificar es e; + my + e3 < d. El tiempo de respuesta de la tarea 3 se calcula de
acuerdo con la prioridad que tiene en su procesador, mientras que las tareas 1y 2
estan juntas, en otro procesador. Para calcular el tiempo de respuesta de la tarea 3
hard falta tener en cuenta el “release jitter” de dicha tarea. Si se considera que la
tarea 3 se puede lanzar tan cerca de la 1 como se quiera, entonces j3 = e, + my. Se
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puede reducir este valor de “jitter” si se conocen los tiempos minimos de ejecucion y
de comunicacion.

Cadena de precedencia usando offsets.

En la Figura 2.11 se vio otra implementacion de las relaciones de precedencia, y la
comprobacidn a realizar era 03 + e3 < d. Cuando las tareas interactian de forma
asincrona (a través de los recursos de datos compartidos) es preciso conocer la
antigiiedad que tienen los datos cuando el receptor los lee.

Cuando el recurso de datos es remoto hay que tener en cuenta el coste de la
comunicacion en la antigiedad de los datos. Para implementar las relaciones de
precedencia se pueden usar los “offsets” solo si los procesadores estan sincronizados.
Si denominamos A al desfase maximo entre los dos relojes, y se tiene la tarea 3 en
un nodo diferente, igual que antes, entonces el “offset” necesario es 03 > 0y + e + m;
+ A.

En [Gilles, 1993] el autor propone algoritmos de planificaciéon para sistemas
paralelos con restricciones de precedencia entre las tareas, distinguiendo entre
restricciones AND (una tarea no puede comenzar hasta que todas sus predecesoras
han terminado) y restricciones OR (una tarea estd lista para su ejecucion cuando
algunas de sus predecesoras han finalizado).

2.7. Planificacion basada en prioridades dinamicas: EDF

Los algoritmos de planificacion basados en prioridades dinamicas permiten un mayor
aprovechamiento del tiempo de la CPU que los basados en prioridades fijas. En
algunos casos el limite de utilizacion es 1, con lo que es posible utilizar la CPU al
100% respetando todos los plazos. Por otro lado tiene la desventaja de que su
comportamiento es imprevisible en caso de sobrecarga.

2.7.1. Descripcion del algoritmo EDF

El algoritmo Earliest Deadline First (EDF), propuesto por primera vez por Horn
([Horn, 1974]), es un algoritmo de planificacion dinamica expulsor que selecciona
tareas de acuerdo con su plazo absoluto. La tarea con el plazo mas cercano se ejecuta
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con prioridad mas alta. EDF no hace suposicion alguna sobre la periodicidad de las
tareas, por lo que se puede usar para planificar tanto tareas peridodicas como
aperioddicas.

El algoritmo EDF es 6ptimo en el sentido de que si existe una asignacion de
prioridades planificable, el algoritmo EDF es capaz de encontrarla. Ademas el
algoritmo EDF es optimo en el sentido de que minimiza el retraso maximo, o lo que
es lo mismo, maximiza la distancia minima de los tiempos de finalizacion a los
plazos (wc;-d;) para la planificacion de tareas tanto periddicas como aperiddicas, con
lo que no existe la condicioén de que el plazo sea igual al periodo ([Buttazzo, 1997]).

A continuacidon se muestra un ejemplo para ilustrar el algoritmo de planificacion
EDF. En la Figura 2.14 aparece representado el hiperperiodo de dos tareas 4 y B. El
hiperperiodo se define como el minimo comun multiplo de los periodos de las tareas.
Los periodos de las tareas 4 y B son ¢,=5 y tg=7, los tiempos de ejecucion son p4=2y
ps=4y los plazos coinciden con los periodos. Se puede observar, que en el instante
inicial, la tarea A4 es la mas prioritaria y cuando termina, en 2, se ejecuta la tarea B.
Cuando la tarea A4 vuelve a estar lista, en 5, la tarea B aun no ha terminado. El plazo
de la tarea B en ese instante se encuentra en 7 y el de la tarea 4 (en esa segunda
ejecucion) se encuentra en 10. Como el plazo de la tarea B estd antes, esta tarea tiene
prioridad mas alta que la tarea 4 en su segunda ejecucion, por tanto hasta que no
termine la tarea B, no puede comenzar la tarea A.

O SO S N

0 . 5 10 15 20 25 30 35 ¢t

Ly

7 14 21 28 35

Figura 2.14: Ejemplo de planificacion mediante el algoritmo EDF

2.7.2. Analisis temporal del algoritmo EDF

Cuando las tareas son periddicas se pueden encontrar en la literatura diversos test
para determinar si el sistema es planificable. Se pueden distinguir dos situaciones
diferentes: que el plazo sea igual al periodo o que el plazo sea menor que el periodo.

Cuando para todas las tareas periddicas el plazo es igual al periodo, se dice que el
sistema es planificable con EDF si y s6lo si la utilizacion total es menor o igual a 1.



Capitulo 2: Sistemas de tiempo real

51

n_tar

Py
i=1 t,‘
En este caso el limite de utilizacion es 1, por lo que las tareas pueden utilizar el
procesador hasta un 100% y ser planificables.

n_tar

Cuando los plazos no coinciden con los periodos entonces z Pigy es una
i=1 i

condicidon necesaria pero no suficiente. En este caso el andlisis se puede realizar

usando un criterio de demanda del procesador ([Buttazzo, 1997]), que queda

expresado mediante el siguiente teorema:

Si D= {dix | dir = kti+d; , dix < min(bp,h), 1<i<n, k>0}, entonces un conjunto de

tareas periodicas con plazos menores que los periodos es planificable si y solo si

donde b, es el periodo de ocupacion, % es el hiperperiodo y | | es la operacion

redondeo hacia abajo.

2.8. Planificacion con tareas esporadicas

Las tareas no periddicas se pueden subdividir en dos categorias: aperiodicas y
esporadicas ([Audsley, 1990]). Recordemos que las tareas aperiodicas son aquellas
cuya frecuencia de lanzamiento no estd acotada. Debido a esta caracteristica, sus
requisitos temporales son flexibles, ya que si puede haber un numero arbitrario de
estas tareas activas, es imposible garantizar los plazos. Las tareas esporadicas tienen
frecuencias no constantes, pero acotadas. Es posible garantizar sus plazos analizando
el sistema para la frecuencia méxima. Por tanto estas tareas son no periddicas con
requisitos temporales estrictos.

La llegada de tareas esporadicas se puede implementar mediante un manejador de
interrupciones ([Klein et al., 1993]). Se utilizan interrupciones para detectar los
eventos y el servicio a estas tareas se hace a nivel de prioridad hardware, que es mas
alta que el resto de prioridades. No hay una politica determinada para limitar el
tiempo de este tipo de ejecuciones. En este caso las respuestas son rapidas pero se
puede comprometer la planificabilidad de tareas estrictas con prioridad mas baja.
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Ademas, esta implementacion puede ser peligrosa si se exceden los limites de
frecuencia de llegadas.

Otra forma de tratar las tareas esporadicas es mediante el uso de prioridades
software ([Klein et al., 1993]). En este caso se utilizan también interrupciones para
detectar los eventos, pero el servicio a las tareas aperiddicas se realiza
principalmente a nivel de prioridades software (una pequefia parte del tiempo es para
el manejador de interrupciones cuya prioridad es hardware y el resto es para la tarea
aperiodica que tiene una prioridad software menor). Para el caso en el que se ejecuta
la respuesta a un solo nivel de prioridad, la asignacion 6ptima es la correspondiente a
prioridades monotonas en plazo. Se pueden usar las prioridades software cuando el
manejador de interrupciones resulta inapropiado debido a los tiempos de respuesta.
Al igual que con el manejador de interrupciones, esta implementacion puede resultar
peligrosa si se exceden los limites de frecuencia de llegadas.

También se puede detectar la llegada de eventos esporadicos mediante sondeo o
“polling”. En este caso el servicio a tareas esporadicas se realiza a nivel de prioridad
software y el sondeo limita la frecuencia de las llegadas. Este método es necesario
cuando la llegada de eventos no produce interrupciones. Los tiempos de respuesta
dependen del periodo de sondeo, lo que a su vez afecta a la sobrecarga. El sondeo
reduce el ancho de banda de procesamiento, ya que si no hay una tarea esporadica
activa cuando se ejecuta el proceso de sondeo se desperdicia el tiempo de
procesamiento asociado al mismo. Ademas, si llega una tarea esporadica cuando se
ha acabado el tiempo de procesamiento del sondeo o llega demasiado tarde para ser
atendida por el sondeo, entonces esta tarea debe esperar al siguiente periodo de
sondeo ([Klein et al., 1993], [Audsley, 1990]).

Algoritmos que preservan el ancho de banda y que se han propuesto para usar
conjuntamente con RMS son el servidor aplazable o “deferrable server” y el servidor
esporadico o “sporadic server” ([Lehoczky et al., 1987], [Sprunt et al., 1989]). Como
se vera en el siguiente apartado, estos algoritmos también se utilizan para atender a
tareas aperiodicas flexibles.

En [Audsley et al., 1993a] los autores proponen un analisis de planificabilidad
(necesario y suficiente) para sistemas con tareas periddicas y esporadicas
planificadas segin un planificador de prioridades fijas y expulsor. Este analisis tiene
en cuenta el problema del “release jitter”, los tiempos de bloqueo que aparecen
cuando las tareas comparten recursos de datos, y también la posibilidad de que los
plazos sean menores que los periodos. Las tareas esporadicas tienen un periodo
variable pero acotado, y en el andlisis de planificabilidad se estudia el peor caso que
es el limite inferior del periodo de la tarea esporadica. En principio los autores
consideran solo la planificacién de tareas en un unico procesador, pero las técnicas
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propuestas se pueden aplicar también a sistemas distribuidos con asignacidn estatica
de tareas. Extraen como resultado del analisis la conclusion de que no es necesaria la
utilizacion de servidores aperiodicos, y el andlisis a realizar es el descrito en (2.2).
Los autores aplicaron este analisis a un caso de estudio de un sistema de aviacion
planteado por Locke ([Locke et al., 1991]). En [Tindell et al., 1994] el andlisis se
extiende al caso de tener plazos mayores que los periodos.

2.9. Planificacion con tareas aperiodicas

Muchas aplicaciones de tiempo real requieren la ejecucion de actividades con
diferentes restricciones temporales. Asi, las actividades relacionadas con la
adquisicion de datos de los sensores se deben ejecutar periddicamente para poder
reconstruir de forma fiable las sefiales externas, mientras que otras actividades no
necesitan una ejecucion periddica sino que son disparadas de manera aperiddica
cuando se verifica una determinada condicion.

Como ya se ha explicado, si una tarea tiene un plazo critico, entonces la tarea se
denomina estricta. Por otra parte, si el no cumplimiento del plazo no tiene
consecuencias serias para el sistema, se dice que la tarea es flexible.

En las aplicaciones de control criticas las tareas periddicas suelen ser estrictas y las
no periodicas estrictas o flexibles. Las tareas no periddicas estrictas sélo se pueden
garantizar si existe un limite inferior en el tiempo entre activaciones consecutivas de
las tareas. Cuando una tarea no periddica tiene dicho limite se denomina esporadica,
y para garantizar su plazo se puede tratar como una tarea periodica.

El principal problema en la planificacion de conjuntos hibridos de tareas es
garantizar los plazos de las tareas periddicas y esporadicas y obtener una buena
respuesta de las tareas aperiddicas flexibles. En este caso, los objetivos de la
planificacion son ([Ghazalie, Baker, 1995]):

* Garantizar el cumplimiento de los plazos estrictos

* Lograr tiempos medios de respuesta rapidos para las tareas aperiddicas con
plazos flexibles

* Lograr un nivel alto de utilizacion del procesador
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Este problema ha sido tratado en la literatura en dos vertientes: la asignacion estatica
de prioridades y la asignacioén dindmica ([Buttazzo, Sensini, 1997]).

2.9.1. Asignacion de prioridades fijas en planificacion con tareas
aperiodicas

Se pueden encontrar en la literatura varias propuestas para la planificacion de tareas
hibridas, basadas en prioridades fijas. La mas sencilla y menos efectiva consiste en
ejecutar las tareas flexibles con una prioridad menor que las tareas estrictas. Esto
relega a las tareas flexibles a una ejecucion en “background”, esto es, con una
prioridad mas baja que las otras tareas, lo que serd una desventaja si su
comportamiento estd intimamente ligado al de las tareas estrictas por aumentar su
precision, utilidad o nivel de confianza ([Davis et al., 1993]).

Otra propuesta consiste en ejecutar las tareas flexibles con una prioridad mas alta
bajo el control de una tarea servidora pseudo estricta, como por ejemplo un servidor
de sondeos (“polling”). Un servidor de sondeos es una tarea periddica con prioridad
fija (normalmente la mas alta) y una capacidad de ejecucion. La capacidad del
servidor se calcula off-line y normalmente se fija al maximo valor posible, de forma
que las tareas estrictas, incluido el servidor, sean planificables. En tiempo de
ejecucion el servidor de sondeos se lanza periddicamente y su capacidad se utiliza
para dar servicio a las tareas flexibles. Una vez agotada dicha capacidad, la ejecucion
se suspende hasta que vuelve a ser rellenada la siguiente vez que se lanza el servidor.

El servidor de sondeo suele mejorar significativamente los tiempos de respuesta de
las tareas flexibles frente al procesamiento en “background”. Sin embargo, si las
tareas flexibles listas para la ejecucion exceden la capacidad del servidor, algunas de
ellas deben esperar a la siguiente ejecucion pudiendo obtener tiempos de respuesta
mas largos. Por otro lado, si no hay tareas flexibles listas cuando se lanza al servidor
se pierde su capacidad.

Servidores que preservan el ancho de banda:

Esta ultima desventaja se evita en los algoritmos Priority Exchange Server o servidor
de intercambio de prioridades ([Lehoczky et al., 1987]), Deferrable Server o servidor
aplazable ([Strosnider et al., 1995]), y Sporadic Server o servidor esporadico
([Sprunt et al., 1989]). El mas sencillo es el servidor denominado aplazable o
Deferrable Server (DS). Los otros dos, aunque de mayor complejidad, fueron
disenados para lograr respuestas mejores. En algunos trabajos se afirma que el
servidor esporadico o Sporadic Server (SS) es el mejor y, de hecho, éste es el unico
que tiene soporte por parte del estdndar de POSIX (Portable Operating System



55

20

10

difieren en la forma de preservar y rellenar la capacidad del

Los tres se basan en una asignacion de prioridades fijas de acuerdo con el algoritmo
RMS y en principios similares a los del servidor de sondeo. Sin embargo son capaces
de preservar la capacidad en el caso de que no haya tareas flexibles pendientes.
Debido a esta propiedad se dice que estos algoritmos preservan el ancho de banda.

Los tres algoritmos
servidor, y en el analisis de planificabilidad necesario para determinar la capacidad

maxima.

afirma que el servidor aplazable tiene respuestas tan buenas como el servidor

Interface) P1003.1 (http://www.pasc.org). Sin embargo, en [Bernat, Burns, 1999] se
esporadico y que se deberia incluir en el estandar.
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Figura 2.15: Operacion de los servidores DS y SS para tres llegadas aperiodicas
La Figura 2.15 reproduce un grafico de [Bernat, Burns, 1999] que muestra la
diferencia en la operacion de los servidores DS y SS, dadas tres tareas con llegadas
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aperiddicas en los instantes 6, 9 y 17. Los tiempos de ejecucion de cada tarea son 2,
3 y 3 respectivamente. El periodo de relleno 5 es 10 para ambos servidores y su
capacidad maxima es 3. El grafico muestra la ejecucion de las tareas, la evolucion de
la capacidad ¢, del servidor y los instantes en que se produce el relleno de la
capacidad.

En la Figura 2.15 se ve que el relleno de la capacidad del DS se realiza en instantes
fijos, multiplos del periodo de relleno, y se rellena hasta la capacidad maxima. El
relleno del SS se produce un periodo de relleno después de la llegada de cualquier
tarea aperiodica, y se rellena la cantidad de tiempo que esa tarea ha consumido. Si la
tarea necesita mas tiempo que la capacidad disponible, se ejecutard hasta agotar la
capacidad y después se suspenderd la tarea hasta que se rellene la capacidad del
servidor.

El anélisis de planificabilidad de los sistemas que poseen servidores DS o SS fue
tratado por Lehoczky et.al. ([Lehoczky et al., 1987]), definiendo los limites de
utilizacion de dichos servidores; recordemos que estos limites de utilizacion son
condiciones suficientes pero no necesarias de planificabilidad. Una conclusion
interesante del servidor SS es que se puede modelar como una tarea periddica
([Sprunt et al., 1989]) y, por tanto, cualquier tipo de andlisis de planificabilidad
aplicable a tareas periodicas se puede aplicar también a un conjunto de tareas con un
servidor SS.

Para obtener una condicion necesaria y suficiente de planificabilidad se pueden
calcular los peores tiempos de respuesta de las tareas. En [Ghazalie, Baker, 1995] se
formula el método de célculo del peor tiempo de respuesta de las tareas para sistemas
con servidor SS, y en [Lehoczky et al., 1987] el correspondiente a sistemas con un
servidor DS.

Servidor aplazable (DS): El célculo del peor tiempo de respuesta se realiza
iterativamente, hasta que s;;,=s;x.; siendo

s S, —C
Sy =D, +Z{ ’;‘ w b, +(1 +{—”k ; s —D 4,
J=1 J K

donde el ultimo sumando corresponde a la interferencia del servidor DS en tareas
menos prioritarias

Servidor esporadico (SS): el peor tiempo de respuesta se calcula iterativamente
como:
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En general, los tres servidores ofrecen una respuesta mejor que el servidor de
sondeo, pero siguen teniendo desventajas. No son capaces de utilizar el tiempo
sobrante que puede existir de no encontrarse en el peor caso, es decir, son incapaces
de reclamar la capacidad ganada cuando por ejemplo los tiempos de ejecucion de las
tareas estrictas son mejores que los que se tienen en el peor caso ([Davis et al.,
1993]). Ademas, se degradan de tal forma que en condiciones de sobrecarga se
comportan igual que el servidor de sondeo.

Algoritmos de Slack Stealing o extraccion de holgura:

El algoritmo de extraccion de holgura de Lehoczky y Ramos-Thuel ([Lehoczky,
Ramos-Thuel, 1992]) no tiene las desventajas citadas anteriormente. Es dptimo en el
sentido de que minimiza los tiempos de respuesta de las tareas aperiddicas flexibles,
entre todos los algoritmos que cumplen los plazos de las tareas estrictas. El algoritmo
“Slack Stealing” o extraccion de holgura atiende peticiones aperiodicas haciendo que
el tiempo sobrante de procesado esté disponible lo antes posible. De esta forma, roba
tiempo sobrante a las tareas periodicas estrictas. La clave del problema consiste en
encontrar la manera de determinar el maximo tiempo sobrante que se puede robar sin
comprometer las restricciones temporales de las tareas estrictas. En [Lehoczky,
Ramos-Thuel, 1992] esto se hace analizando la planificacion de las tareas periddicas
en un hiperperiodo (minimo comtin multiplo de los periodos) y obteniendo el tiempo
sobrante entre un plazo y el de la siguiente ejecucion de la tarea. En tiempo real,
cuando se detecta que hay un tiempo disponible a todos los niveles de prioridad, se
pueden ejecutar las tareas aperiodicas flexibles al maximo nivel de prioridad.

Desafortunadamente, la necesidad de trazar y analizar el plan en un hiperperiodo
restringe la aplicabilidad del algoritmo Slack Stealer. Solamente se puede robar
tiempo sobrante de tareas estrictas periddicas y sin “jitter”, ni sincronizacioén
([Audsley et al., 1993a]). Ademas con hiperperiodos grandes la aplicacion del
algoritmo se hace impracticable, lo que puede limitar mucho el nimero de tareas
estrictas.

En [Davis et al., 1993], se extiende el analisis dado por Audsley y sus colaboradores
del algoritmo de planificacion tipo DMS ([Audsley et al., 1991]), para determinar el
tiempo sobrante que se puede robar de las tareas esporddicas estrictas y de las
periodicas estrictas. Ademas se describe el andlisis de planificabilidad aplicable a
estos sistemas y se llega a la conclusion de que este algoritmo dinamico de
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extraccion de holgura es Optimo. Gracias al calculo dinamico del tiempo sobrante,
este algoritmo se puede aplicar a tareas esporadicas, tareas con “release jitter” y con
sincronizacion. Sin embargo la sobrecarga de la ejecucion dinamica de este
algoritmo Optimo es tan grande que lo hace impracticable, por lo que también se han
propuesto algoritmos aproximados con respuesta proxima al dptimo.

Estos algoritmos de extraccion de holgura ([Lehoczky, Ramos-Thuel, 1992], [Davis
et al., 1993]) se comportan de forma que las tareas flexibles puedan hacer uso del
tiempo sobrante de forma inmediata (algoritmos avidos o “greedy”) con el fin de
minimizar sus tiempos de respuesta, y se ha visto que son 6ptimos entre todos los
algoritmos que tienen este comportamiento. Sin embargo, para minimizar el tiempo
de respuesta de una tarea aperiddica, a veces es necesario retrasarla incluso aunque
exista tiempo sobrante en ese instante. En [Tia, 1995] y [Tia et al., 1996] se
proponen algoritmos basados en extraccion de holgura pero no exhiben el
comportamiento avido de los anteriores.

2.9.2. Asignacion dinamica de prioridades

Aunque RMS es un algoritmo 6ptimo, en general no logra la completa utilizacion del
procesador. En el peor caso, la utilizacion maxima es del 69 por ciento ([Liu,
Layland, 1973]). Por tanto, para aquellas aplicaciones con una carga de tareas
periddicas elevada, se puede incrementar la utilizacion del procesador mediante
algoritmos de planificacion dinamica, tales como el Earliest Deadline First (EDF)
([Liu, Layland, 1973]) o el algoritmo Least Slack (que no se ha descrito pero se
puede encontrar en [Ramamritham, 1996]). Ambos algoritmos son dptimos y logran
una completa utilizaciéon del procesador, aunque el algoritmo EDF lo hace con menor
sobrecarga.

La planificacion de tareas aperiddicas mediante el algoritmo EDF ha sido estudiado
en [Chetto, Chetto, 1989] y [Chetto et al., 1990], donde se proponen tests de
aceptacion para garantizar la planificabilidad de las tareas esporadicas individuales,
o bien grupos de tareas aperiodicas con relacion de precedencia. Estos tests de
aceptacion son Optimos desde el punto de vista de la utilizacion pero presentan una
sobrecarga demasiado grande como para que sean aplicables en sistemas reales.

En [Ghazalie, Baker, 1995] Ghazalie y Baker proponen servidores para la
planificacion de tareas aperiodicas mediante el algoritmo EDF. Estos servidores son
una version dindmica de los ya citados DS y SS, llamados respectivamente Deadline
Deferrable Server y Deadline Sporadic Server. Este ultimo fue modificado para
obtener un algoritmo mads sencillo llamado Deadline Exchange Server. Ademas los
autores analizan el impacto de los servidores en la planificabilidad de otras tareas.
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Spuri y Buttazzo ([Spuri, Buttazzo, 1994], [Spuri, Buttazzo, 1996]) propusieron
cinco algoritmos para el servicio de tareas aperiodicas bajo EDF. Uno de esos
algoritmos, denominado Total Bandwith Server (TBS) se extendidé para manejar
tareas aperiodicas estrictas y situaciones de sobrecarga ([Spuri et al., 1995]). Otra
extension del TBS, propone un método general para asignar plazos a peticiones
aperiodicas flexibles ([Buttazzo, Sensini, 1997])

Los servidores citados anteriormente no consideran la comparticién de recursos entre
tareas periddicas y aperioddicas. Se han propuesto controles de concurrencia bajo
RMS y bajo EDF pero no consideran la presencia de tareas aperiddicas. En
[Buttazzo, Sensini, 1997] y [Lipari, Buttazzo, 2000] se estudia la planificabilidad de
conjuntos hibridos de tareas estrictas periddicas y flexibles aperiodicas que
interaccionan a través de recursos compartidos. Se tiene en cuenta, ademas, la
posibilidad de que los plazos sean menores que los periodos.

En [Tia, 1995] se proponen algoritmos para planificar peticiones esporadicas y
aperiddicas (AD: “aperiodic dynamic” y SD: “sporadic dynamic™) en sistemas con
prioridades dinamicas asignadas segin EDF, basados en el tiempo sobrante de
procesado (“slack time”)

2.10. Incertidumbre en el analisis de sistemas de tiempo real

A menudo, el conocimiento acerca de los pardmetros que describen a las tareas es
incierto y se hace necesario tenerlo en cuenta en el analisis de planificabilidad del
sistema. En la literatura se encuentran estudios que introducen la incertidumbre en el
modelado de los tiempos de ejecucion mediante intervalos, distribuciones de
probabilidad y conjuntos borrosos (que se describiran en el capitulo 3 de esta tesis),
pero existen pocos estudios en los que se tiene en cuenta la incertidumbre en los
plazos.

Asi, en [Sun, Liu, 1996] y [Sun et al., 1997], se introduce la imprecisién en los
tiempos de ejecucion mediante intervalos, y en [Tia et al., 1995] se introduce la
incertidumbre mediante distribuciones de probabilidad. En [Terrier, Chen, 1994] se
plantea un problema simplificado de EDF estatico con plazos iguales a los periodos,
donde se modelan los tiempos de ejecucion como niimeros borrosos. En [Aldarmi,
Burns, 1999a] los autores analizan bases de datos de tiempo real, en las que la
incertidumbre es inherente en los tiempos de ejecucion y se modela mediante una
cota del porcentaje de error. En [Litoiu, Tadei, 1997] se modelan los plazos como
conjuntos borrosos y se propone un algoritmo de busqueda de asignacion de
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prioridades Optima en este caso. En [Litoiu, Tadei, 2001b] se da una solucién, que
segun el estudio presentado en el apartado 5.4 de esta tesis consideramos pesimista,
al andlisis de planificabilidad borrosa con tiempos de ejecucion y plazos borrosos
para sistemas con algoritmos de planificacion basados en prioridades fijas.

En [Sun, Liu, 1996] los autores proponen tres algoritmos de calculo de cotas para los
tiempos de finalizacion de las tareas planificadas mediante prioridades fijas, cuando
las tareas tienen tiempos listos arbitrarios y tiempos de ejecucion variables y
acotados entre un tiempo minimo y un tiempo maximo de ejecucion. El primero
calcula cotas superiores de los tiempos de respuesta efectivos de las tareas en cada
ejecucion y se denomina ERT. El segundo se basa en el andlisis de la ejecucion
critica y se denomina CJ y el tercero aplica de forma iterativa el algoritmo CJ para
lograr cotas mas ajustadas y se denomina ITR. Cada uno de los algoritmos logra
cotas mas ajustadas que el anterior, pero a costa de una mayor complejidad. Por esta
razon, el algoritmo ERT se puede utilizar en tiempo real para determinar si el
planificador puede aceptar una nueva tarea, asegurando la ejecucion de todas las
tareas, mientras que el algoritmo ITR es adecuado para su aplicacion off-line en el
analisis de planificabilidad del sistema. En [Sun et al., 1997], ademas se tiene en
cuenta que las tareas pueden compartir recursos de datos.

En [Tia et al., 1995] se describe la forma de extender los algoritmos de planificacion
y los andlisis de planificabilidad desarrollados para tareas periddicas, al caso de tener
tareas denominadas por los autores como semi-periddicas. Al igual que las tareas
periddicas, las semi-periddicas se lanzan a intervalos regulares de tiempo, sin
embargo sus tiempos de ejecucion varian mucho. Esto se puede deber a la diferencia
en la cantidad de datos de entrada que deban ser procesados en cada periodo, o a que
en distintas llamadas de la tarea se ejecuten diferentes ramas condicionales cuya
complejidad pueda variar.

Los autores modelan los tiempos de ejecucion de las tareas, que consideran variables
aleatorias, mediante funciones de densidad de probabilidad que se conocen a priori.
En la Figura 2.16 se muestra la funcion del tiempo de ejecucion de una tarea semi-
periddica. El tiempo de ejecucion maximo es significativamente mayor que el tiempo
medio, con lo que si se modelaran este tipo de tareas mediante el modelo periddico
que toma en cuenta so6lo el caso mas desfavorable, la utilizacion podria ser mayor
que 1.

Si la utilizacion total maxima es mayor que 1 no se puede garantizar que estas tareas
semi-periddicas sean planificables, a pesar de que su utilizacion total media puede
ser muy pequefia. Se propone por tanto dar una garantia de planificabilidad de tipo
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probabilista, mediante dos métodos: andlisis probabilista de demanda de tiempo
(“probabilistic time-demand analysis”) y método de la transformacion de tareas
(“transform-task method”).

El método de analisis probabilista de demanda de tiempo es una modificacion del
test de planificabilidad existente para tareas periddicas, y el resultado que
proporciona es una cota de la probabilidad de que cada tarea cumpla su plazo. Este
método solo es aplicable a tareas con plazos menores o iguales que los periodos y
tiene un alto coste computacional.

El método de la transformacion de tareas transforma cada tarea semi-periodica en
una tarea periddica de tiempo de ejecucion p, (que es un pardmetro de disefio y se
muestra en la Figura 2.16) seguida de una tarea esporddica. Si el tiempo de
ejecucion de la tarea semi-periddica supera p, se lanza una tarea esporadica. Por
tanto, la probabilidad de que se lance una tarea esporadica en cada ejecucion de la
tarea semi-periodica es el drea marcada en la funcion de densidad de probabilidad
que se muestra en la Figura 2.16. Los autores emplean dos formas de planificacion
diferentes: en la primera las tareas periddicas se planifican mediante prioridades fijas
y las esporadicas mediante un servidor esporddico, y en la segunda las tareas
periddicas se planifican de acuerdo con el algoritmo EDF y las tareas esporadicas
mediante el algoritmo de extraccion de holgura.

Y

~___

Dp

Figura 2.16: Funcion de densidad de probabilidad del tiempo de ejecucion de una tarea semi-
periodica

Este segundo método proporciona garantia absoluta de planificabilidad a aquellas
tareas cuyo tiempo de ejecucion es menor que p, y garantia probabilista a tareas con
tiempos de ejecucion mayores. Concretamente, para las tareas esporadicas se obtiene
una cota superior de la probabilidad de que cada tarea supere su plazo, que para el
servidor esporadico es computacionalmente costosa de obtener y para el algoritmo de
extraccion de holgura es como mucho el area indicada en la Figura 2.16, cuando el
plazo es mayor o igual al periodo.
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En [Aldarmi, Burns, 1999a] los autores analizan bases de datos de tiempo real, en las
que la incertidumbre es inherente. En estos sistemas el conocimiento impreciso
acerca de los tiempos de ejecucion se modela mediante una cota del porcentaje de
error y de esta forma se propone un nuevo esquema de planificacion. Es decir, para
una transaccion con tiempo de ejecucion estimado p de 100 y un error en la
estimacion del 25% (3=0.25), su tiempo minimo de ejecucion es p-(1-3)=75. Si la
estimacion es precisa 3=0. Este modelado tan sencillo es suficiente para lograr los
propositos de los autores: tomar una decision de forma dindmica sobre la necesidad
de abortar transacciones, de acuerdo con su tardanza. Sin embargo este modelo no es
lo suficientemente flexible para analizar la planificabilidad del sistema.

En [Terrier, Chen, 1994] y [Terrier et al., 1995] se plantea el problema de que en la
practica, a menudo las restricciones temporales del sistema de tiempo real y las
caracteristicas de las tareas se conocen de forma incierta. Por ello los autores
proponen aplicar el calculo borroso a la planificacion de las tareas con el fin de tener
una representacion mas realista del conocimiento y algoritmos de planificacion mas
flexibles.

El parametro mas obvio en el que se puede tener en cuenta la incertidumbre es en el
tiempo de ejecucion de una tarea, que es una de las medidas que la caracteriza.
Aunque a menudo se asume que este tiempo es conocido a priori de forma precisa y
cierta, muchas veces esta suposicion es poco realista, si no completamente falsa,
especialmente en las fases de disefio.

Muchas veces se puede considerar que las restricciones temporales del sistema son
precisas, pero se puede tener en cuenta, de forma mas general, que estén expresadas
usando términos lingiliisticos como “periodo de aproximadamente dos segundos”,
“tiempo de respuesta menor que aproximadamente 0.1 segundos”, etc. En general,
cuando se dice “periodo de aproximadamente dos segundos” se admiten pequefias
fluctuaciones en torno a ese valor, por ejemplo “2 segundos 4 0.1%”. Incluso segin
el tipo de tarea esas variaciones admitidas como validas pueden ser mucho mayores,
como puede ser el caso de una tarea que se ocupa de mostrar unos datos por pantalla
cada 10 segundos y puede admitir grandes perturbaciones en el periodo mientras el
valor medio permanezca en 10 segundos. En tal caso, una buena solucion para
modelar el periodo es mediante el uso de periodos borrosos.

Los autores, en [Terrier, Chen, 1994] y [Terrier et al., 1995], emplean el algoritmo de
planificacion basado en prioridades dindmicas EDF. Suponen que el plazo de cada
tarea es igual al periodo, con lo que pueden usar la condicion de planificabilidad:
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extendiendo el primer término a tiempos de ejecucion borrosos, y empleando
aritmética borrosa para operar con numeros borrosos. Los autores no resuelven
completamente la extension a nameros borrosos de las restricciones temporales. Para
medir la planificabilidad del sistema, emplean dos medidas que dependen de la
distribucion de posibilidad del primer término: la posibilidad y la necesidad (ver el

capitulo 3):
I‘I[ 551) N(ZESI]
i=1 ti i=1 ti

Basado en estas medidas, proponen una planificacion estatica (definida off-line)
generada a partir del analisis de un hiperperiodo del sistema si estuviera planificado
segin EDF. De dicha planificacion pueden concluir las medidas de planificabilidad
del sistema y cudles son los valores de tiempos de ejecucion de cada tarea maximos
para que se cumplan dichas medidas de planificabilidad.

En [Litoiu, Tadei, 2001b] se propone una extension del analisis de planificabilidad
de sistemas con prioridades fijas al caso de tener los tiempos de ejecucion y los
plazos modelados como numeros borrosos. En el modelo presentado por estos
autores se introduce una funcion de coste denominada satisfaccion de
planificabilidad para medir el cumplimiento de los plazos. En general hay que
estudiar el cumplimiento de todos los plazos situados dentro de un hiperperiodo, es
decir, dar una medida del cumplimiento de cada plazo dj; de la tarea i en su ejecucion
J» por parte de los tiempos de finalizacion correspondientes wc;;.

Si los plazos son borrosos y los tiempos de ejecucidn son numeros reales, la
satisfaccion de planificabilidad Su(wc;;) de una tarea i en su ejecucion j depende del
tiempo de finalizacion de la tarea i en la ejecucion j que es un numero real, y de la
funcion de pertenencia del plazo borroso Dj;

Por otro lado, si los plazos son nimeros reales y los tiempos de ejecucion son
borrosos la satisfaccion de planificabilidad S,.(d;) para la tarea i en su ejecucion j
depende del plazo y de la funcién de pertenencia del tiempo de finalizacion borroso
wc;.

Cuando tanto los tiempos de ejecucion como los plazos son borrosos la satisfaccion
de planificabilidad Sj; de una tarea i en su iteracion j se obtiene como el punto de
corte de Sy ¥ Syei
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A Sai Swei

Sij

tiempo
Figura 2.17:Satisfacciones Sy, Syei ¥ Sy

Para obtener los tiempos de finalizacion borrosos en el caso de que exista un instante
critico, los autores ([Litoiu, Tadei, 2001b]) proponen una extension del algoritmo
(2.2) basada en aritmética borrosa, pero introduciendo una simplificacion en la
operacion de redondeo hacia arriba. Debido a dicha simplificacion, el resultado
obtenido en la medida de planificabilidad del sistema es mas pesimista que la que se
obtendria de haber aplicado el principio de extension de la teoria de la posibilidad.
En el capitulo 5 se presenta mas en detalle la extension propuesta por dichos autores
y se compara con la solucion propuesta en esta tesis.
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3. Planificabilidad borrosa de sistemas
tiempo real

de
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Tal y como ya se ha descrito en el capitulo 2, los sistemas de tiempo real se
caracterizan porque tienen que respetar restricciones temporales. Constan de una
serie de tareas que compiten por la misma CPU y en el caso mas sencillo los
parametros que pueden definir cada tarea son el plazo, el tiempo listo, el periodo y el
tiempo de ejecucion ([Terrier, Chen, 1994]).

El planificador tiene que decidir dindmicamente qué tarea se tiene que ejecutar.
Dependiendo del algoritmo de planificacion, el sistema podra respetar o no sus
restricciones temporales (plazos). Si el sistema respeta todos los plazos, se dice que
es planificable. En esta tesis el andlisis se centra en la planificacion basada en
prioridades (que como ya se dijo en el capitulo 2 permite una planificacion mas
flexible): cuando hay mas de una tarea lista, la que tiene mayor prioridad es la que
logra el control de la CPU. Recordemos, que como ya se dijo en el capitulo 2, los
algoritmos de planificacion mas conocidos y utilizados basados en prioridades son el
RMS, cuyas prioridades fijas se asignan de acuerdo con el tamafio del periodo, el
DMS, cuyas prioridades fijas se asignan de acuerdo con el tamafo del plazo relativo,
y el EDF, cuyas prioridades dinamicas se asignan en cada instante segun sea el plazo
absoluto mas cercano.

En determinadas condiciones dependientes del algoritmo de planificacion escogido,
existen ecuaciones para determinar si un sistema es planificable. Por ejemplo para el
algoritmo EDF cuando los plazos coinciden con los periodos y hay un instante critico
([Liu, Layland, 1973]), la condicién necesaria y suficiente de planificabilidad es que
la utilizacién total del procesador sea menor o igual a 1 (ver el capitulo 2). En los
casos en los que sdlo se dispone de condiciones suficientes, pero no necesarias, si
éstas no se cumplen es preciso simular el sistema para verificar su planificabilidad.
Si todas las tareas son periodicas, aunque su ejecucion sea indefinida, es suficiente
simular una ventana de tiempo correspondiente al minimo comun multiplo de los
periodos de las tareas, denominado hiperperiodo.

En el proceso de disefio de un sistema, resulta interesante tener informacion acerca
de la planificabilidad del mismo, especialmente en las primeras fases, ya que cuanto
antes se encuentre un problema potencial mas fécil resultard corregirlo. Como en
estas fases iniciales del desarrollo los disefadores solo tienen una idea aproximada
sobre las tareas, un modelado de su conocimiento basado en incertidumbre
(probabilidad, conjuntos borrosos, ...) puede dar mas informacién que un estudio
determinista basado normalmente en el analisis del peor caso. Por otro lado, en las
primeras fases de desarrollo no suele haber informacion probabilista disponible y
normalmente no se cumplen los fuertes requisitos que se precisan para realizar un
analisis probabilista.

La teoria de conjuntos borrosos y la teoria de la posibilidad proporcionan una base
tedrica para modelar el conocimiento de diversos expertos y combinarlo para obtener
conjuntos borrosos que describan adecuadamente a las tareas. La incertidumbre
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presente en las fases de disefio del sistema es la que mejor representan los conjuntos
borrosos: expresiones del tipo “el tiempo de ejecuciéon de la tarea es
aproximadamente 7 se puede representar modelando el tiempo de ejecucion de la
tarea mediante un nimero borroso cuyo valor mas posible es 7.

Ademas, gracias a los algoritmos propuestos en esta tesis, los céalculos borrosos se
pueden realizar de forma mas sencilla y rdpida que en teoria de la probabilidad, y el
modelado es muy flexible: es posible modelar un pardmetro de una tarea con un
conjunto borroso con cualquier funcion de pertenencia sin que se afiada complejidad
significativa al analisis como se muestra en esta tesis. Cuando los parametros que
describen a las tareas son inciertos, la respuesta sobre la planificabilidad del sistema
deja de ser “si”, o “no” y pasa a tomar un valor incierto. El analisis de
planificabilidad borrosa proporciona valores de posibilidad (I') y de necesidad (N) (o
certidumbre) de que el sistema sea planificable que podrian interpretarse como cotas
superiores e inferiores de probabilidad respectivamente ([Dubois, Prade, 1989a],
[Dubois, Prade, 1996], [Walley, 1996]) en el sentido de que Prob [l [N,I1] (ver anexo
C). Ademas, el analisis de planificabilidad borrosa puede ayudar a realizar un
analisis de sensibilidad de la planificabilidad ante variaciones de los pardmetros de
entrada.

En este capitulo se va a extender el analisis de planificabilidad de sistemas de tiempo
real a tareas modeladas con pardmetros borrosos. Se va a considerar Uinicamente el
analisis de tareas periddicas, con prioridades fijas y expulsables, y con tiempos de
ejecucion y plazos borrosos. En siguientes capitulos se analizardn también sistemas
con prioridades dinamicas, tareas aperiddicas, la utilizacion de recursos compartidos
y la existencia de “release jitter” o retraso de la activacion de la tarea, asi como el
modelado de otros parametros con conjuntos borrosos (periodos, tiempos de bloqueo,
etc.).

Tras un repaso de los conceptos basicos de la teoria de la posibilidad que van a ser
utilizados en esta tesis, se propone en el apartado 3.2 una definicion de
planificabilidad borrosa de un sistema de tiempo real definido mediante pardmetros
borrosos. Los pasos a seguir en ese proceso son el modelado borroso de los
parametros, descrito en el apartado 3.3, el célculo de los tiempos de finalizacion
borrosos y el calculo de la planificabilidad borrosa a partir de la comparacion de los
tiempos de finalizacién con los correspondientes plazos, presentados en el apartado
3.4.

La utilidad del modelado de un concepto mediante un conjunto borroso depende de
la definicién adecuada de la funcidén de pertenencia. Los métodos propuestos en la
literatura para obtener la funcién de pertenencia son principalmente empiricos y
suelen consistir en experimentos realizados sobre una poblacion con el fin de obtener
las percepciones subjetivas de los grados de pertenencia a un concepto. Se puede
hacer preguntando directamente a los sujetos los grados de pertenencia, pidiendo una
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respuesta del tipo verdadero o falso sobre la pertenencia a un conjunto y analizando
los datos estadisticos, o traduciendo los tiempos de respuesta de esta pregunta a
grados de pertenencia. Una vez recogidos estos datos, existen diversas formas de
derivar el conjunto borroso. En el apartado 3.3 se muestran, como ejemplo, dos
formas de obtencion de conjuntos borrosos.

A continuacidn, en el apartado 3.4 se calculan los tiempos de finalizacion borrosos
en sistemas planificados mediante RMS y mediante DMS, aplicando el principio de
extension de la teoria de la posibilidad y aplicando la representacion grafica de los
cuerpos de evidencia conjuntos propuesta en esta tesis (ver anexo A).

El método grafico propuesto en el anexo A se utiliza como herramienta de ayuda en
el andlisis de estos sistemas, mas que como método sistematico de célculo. Por otro
lado, la aplicacion directa del principio de extension puede ser inviable debido a su
coste computacional, por lo que en el apartado 3.5 se propone aplicar aritmética de
intervalos para acelerar el cdlculo. Los tiempos de finalizacion borrosos obtenidos de
esta forma son aproximaciones validas de los proporcionados por el principio de
extension ya que la planificabilidad borrosa resultante coincide.

3.1. Conceptos basicos de la Teoria de la Posibilidad

Uno de los paradigmas en la ciencia y en las matematicas que ha cambiado en el
ultimo siglo es el de la incertidumbre. En el campo de la ciencia se ha pasado de
forma gradual del punto de vista tradicional en el que la incertidumbre en su sentido
mas amplio (imprecision, no especificidad, vaguedad, inconsistencia...) era
indeseable y habia que evitarla, a un punto de vista tolerante que reconoce que la
incertidumbre se debe modelar para tener una representacion adecuada de la realidad
y de la que se puede obtener gran utilidad ([Klir, Yuan, 1995]).

La incertidumbre es una caracteristica del conocimiento humano siempre presente en
mayor o menor medida. En su acepcion mas amplia incluye imprecision, vaguedad e
incertidumbre (entendida en su acepcion mas restringida) ([Dubois, Prade, 1988a]).

La verdad se entiende generalmente como la conformidad, compatibilidad o parecido
entre una afirmacion y lo que efectivamente se conoce de la realidad. La existencia
de parecidos parciales genera la necesidad de manejar grados de verdad parciales,
que se expresan normalmente con una cifra en el intervalo [0,1]. Notese que tanto el
conocimiento disponible como la afirmacién que se contrasta pueden ser precisos,
imprecisos, vagos y/o inciertos ([ Villar, 1997]).
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Los grados de verdad parciales dan lugar a la vaguedad de los conceptos. La
vaguedad de una propiedad se debe a la posibilidad de que ésta pueda cumplirse de
forma gradual, y estd presente en la mayoria de los conceptos o propiedades en el
lenguaje hablado. Por ejemplo en la afirmacion “ha llovido mucho”, el concepto
mucha lluvia tiene un amplio contenido de vaguedad, resulta imposible determinar
con precision cuando se considera que ha llovido mucho, y en general existira una
zona de transicion progresiva entre los conceptos poca lluvia y mucha lluvia, que
ademas dependera de la zona geografica considerada. Utilizar un limite rigido no
permite describir con suficiente fidelidad estos conceptos, ya que en la vida real las
transiciones no suelen ser bruscas sino graduales, a no ser que se dé una catéstrofe.

La incertidumbre de una afirmacion permite modelar el desconocimiento que se tiene
sobre un grado de verdad. Independientemente del grado de verdad de una
afirmacioén, su incertidumbre sera tanto menor cuanto mejor se conozca su grado de
verdad y viceversa. Asi cuando se conoce con total exactitud podemos decir que se
tiene una total certidumbre, o que la certidumbre es 1, mientras que un total
desconocimiento lleva a una total incertidumbre o certidumbre 0. Existen varias
formas de expresar la incertidumbre en el lenguaje hablado. Una muy comun es
hablar de probabilidades como por ejemplo “es probable que marniana llueva”. Otras
formas alternativas pueden apreciarse en las afirmaciones “es posible que mariana
llueva”, y “es cierto que marnana llovera”, y en todas ellas hay diferencias
semanticas que se caracterizan por distintas formas de entender la incertidumbre.
Mientras que la primera refleja una creencia basada en que cuando el cielo estd
oscuro es frecuente que llueva, la segunda puede reflejar falta de informacion (no se
conoce el aspecto del cielo) que impide afirmar o contradecir la prediccion de lluvia,
y la ultima refleja un total convencimiento o seguridad en lo que se afirma. Lo
probable se asocia con lo frecuente, lo posible con lo factible, viable o practicable, y
lo necesario con lo fiable, seguro o conocido ([ Villar, 1997]).

La imprecision por ultimo es una caracteristica de la informaciéon que hace que ésta
no sea suficientemente especifica. Por ejemplo, afirmar “la presion atmosférica esta
en [0 atm, 10 atm]” es una afirmacion con total certidumbre, pero tan imprecisa que
carece de informacion. Una informacion mas precisa es por ejemplo “la presion
atmosférica esta en [0 atm, 1.1 atm]”. En este caso la informacion, aunque sigue
siendo imprecisa lo es menos, y tiene mayor contenido informativo porque es menos
probable.

La mayoria de las técnicas de representacion de incertidumbre estan enfocadas a su
representacion en el sentido mas restringido, es decir a evaluar en qué medida se
conoce el grado de verdad de una proposicion. Este es el enfoque que se adopta tanto
desde el punto de vista probabilistico, como desde el punto de vista de la teoria de la
evidencia.
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La teoria de la probabilidad tiene la gran desventaja de que no se puede utilizar para
representar la ausencia total de informacion, o desconocimiento. En efecto, el mayor
desconocimiento que puede ser modelado sobre la ocurrencia de un suceso de un
conjunto de posibles sucesos viene dado por la maxima incertidumbre probabilistica
que se materializa en la equiprobabilidad, es decir la probabilidad de un suceso y del
suceso negado es 0.5 (equiprobables), lo cual tiene un gran contenido informativo.
Por otro lado, en entornos reales donde la informacién suele ser incompleta, resulta
dificil estimar las probabilidades de los sucesos, por lo que se recurre a las llamadas
probabilidades subjetivas, debiendo cuidarse la posible aparicion de inconsistencias.
Por ultimo, aunque tiene la ventaja de tener un sélido fundamento tedrico, requiere
demasiadas hipotesis para que muchas de las herramientas tengan validez y sean
operativas (como por ejemplo la hipotesis de independencia) lo que, o bien dificulta
considerablemente su aplicacion practica, o bien reduce sustancialmente su validez
tedrica cuando se aplica ([Oberguggenberger, 2002]).Los enfoques basados en teoria
de la evidencia si permiten modelar el desconocimiento sobre la ocurrencia de un
suceso, presentan un marco tedrico muy solido, y ademas incluyen (bajo ciertas
hipdtesis) a las teorias de la probabilidad y de la posibilidad como casos particulares.
Todos estos enfoques sin embargo so6lo permiten modelar la incertidumbre pero no la
vaguedad de las proposiciones, es decir la existencia de verdades parciales conocidas
con precision.

En cambio, la teoria de conjuntos borrosos ([Zadeh, 1965]), permite manejar en
unico marco teoérico la incertidumbre y la vaguedad , mediante la utilizacion de
conjuntos borrosos y su combinacién con la teoria de la posibilidad, y permite
modelar el desconocimiento total de forma similar a como se hace en teoria de la
evidencia.

La teoria de la posibilidad es, por un lado un caso particular de la teoria de la
evidencia y por otro lado es una aplicacion importante de la teoria de conjuntos
borrosos, donde el valor que toma una variable se modela mediante un conjunto
borroso que permite expresar incertidumbre.

En este apartado se presentan algunas definiciones basicas de conjuntos borrosos, de
teoria de la evidencia y de sus conexiones con la teoria de la posibilidad.

3.1.1. Conjuntos borrosos

Un paso importante en la evolucion del concepto de incertidumbre fue la publicacion
de un articulo de Zadeh ([Zadeh, 1965]), donde el autor presentd la teoria de
conjuntos borrosos, esto es conjuntos con limites imprecisos. La pertenencia a un
conjunto deja de ser una afirmacién o una negacién para ser una cuestion de grado.
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La proposicion “x es miembro de 4” no es necesariamente cierta o falsa, sino que
puede ser cierta en un determinado grado, el grado en que x es miembro de A. Lo
mas comun es que los grados de pertenencia a conjuntos borrosos (grados de verdad
de proposiciones) se encuentren en el intervalo unidad [0,1]. Los extremos 0 y 1
representan respectivamente la negacion total y la afirmacion total de la pertenencia
a un conjunto borroso dado, asi como la falsedad y verdad de la proposicion
asociada.

La capacidad de los conjuntos borrosos de representar grados entre la pertenencia y
la no pertenencia resulta de gran utilidad en la representacion de incertidumbre en las
medidas, y de conceptos vagos expresados en lenguaje natural. Por ejemplo, en lugar
de describir el tiempo climatolégico como un tanto por ciento en que el cielo esta
cubierto por nubes, se puede decir que es un dia soleado. Se puede aceptar que un
cielo cubierto al 10 o al 20% es soleado, pero no hay un limite claro a partir del cual
pasa de ser soleado a no ser soleado. Se puede introducir vaguedad en el término
soleado permitiendo una transicion gradual de los tantos por ciento de cobertura que
se consideran soleados a los que no los son. El conjunto borroso es una
generalizacion del conjunto clasico o “crisp”.

La funcién caracteristica y4 de un conjunto clasico 4 asigna el valor 0 o 1 a cada
punto del conjunto universal X (14 : X—{0,1}), discriminando de esta forma qué
puntos son del conjunto clésico que se define y qué puntos no lo son. La funcién
caracteristica z4 del conjunto clasico 4 se define como:

) 1 ssi xOA4
X =
Ha 0 ssi x4

Esta funcion se puede generalizar de manera que los valores asignados a los
elementos del conjunto universal estén dentro del rango [0,1] indicando el grado de
pertenencia de esos elementos al conjunto en cuestion. Esa funcion se denomina
funcion de pertenencia y el conjunto definido por esa funcidon de pertenencia es un
conjunto borroso (ver Figura 3.1). En efecto, la funciéon de pertenencia de un
conjunto borroso 4 asigna un valor del intervalo [0,1] a cada punto del conjunto

universal X, uy : X—[0,1], donde [0,1] es el intervalo de niimeros reales desde 0

hasta 1, ambos incluidos.

X
Figura 3.1: Funcion de pertenencia de un conjunto borroso A
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Es importante destacar que los grados de pertenencia no son probabilidades. Una
diferencia que se puede extraer de forma inmediata es que la suma de probabilidades
en un conjunto universal finito debe ser 1, mientras que no existe un requisito
semejante para los grados de pertenencia. En el anexo C se analiza esta cuestion mas
en detalle.

A continuacién se definen algunos conceptos basicos de conjuntos borrosos que
seran de utilidad en el desarrollo de esta tesis.

El soporte ]A[ de un conjunto borroso A4 en el conjunto universal X es el conjunto
“crisp” o clasico que contiene todos los elementos de X cuyo grado de pertenencia en
A es distinto de cero, esto es:

[ ={x € X pa(x)>0}

La altura de un conjunto borroso es el mayor grado de pertenencia que tiene ese
conjunto. Se dice que un conjunto borroso es normalizado si al menos uno de sus
elementos tiene grado de pertenencia 1.

El nucleo de un conjunto borroso A4 en el conjunto universal X es el conjunto clasico
que contiene todos los elementos de X cuyo grado de pertenencia en 4 es la altura del
mismo.

Un a-corte de un conjunto borroso A es un conjunto clasico 4, que contiene todos
los elementos del conjunto universal X con un grado de pertenencia en 4 mayor o
igual que el valor especificado en

Ag={x € X/ w(x)=2a}.

Se puede observar que el conjunto de todos los a-cortes de cualquier conjunto
borroso en X es una familia de subconjuntos anidados de X. Se dice que los conjuntos
clasicos A1, A»,... A, estan anidados cuando verifican 41 C 4, C... C 4,,.

La funcion de pertenencia u4(a): X—[0,1] de un conjunto borroso 4 se puede
expresar también en funcion de sus O-cortes, donde el supremo se puede interpretar
como una unién ([Dubois, Prade, 1989a], [Dubois, Prade, 1986b]), como:

Halx) =sup { a € (0,1]|xc4,}
Un conjunto clasico o “crisp” 4 en R” es compacto si, para cualquier par de puntos

y s en A4, todos los puntos del segmento que une r y s pertenecen también al conjunto
A. Un conjunto borroso es convexo si y so6lo si cada uno de sus a-cortes es un
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conjunto clasico compacto. En la Figura 3.2 se muestra un ejemplo de conjunto
borroso no convexo.

Hu(x)

X

Figura 3.2: Conjunto borroso no convexo

Un numero borroso es un conjunto borroso normalizado, convexo, definido en R,
cuya funcién de pertenencia es continua a trozos.

Dos conjuntos borrosos 4 y B se dice que son iguales si j4(x) = pp(x) para todos los
elementos x € X, y se expresa como A = B. Por otro lado, dos conjuntos borrosos 4 y
B se dice que no son iguales si se verifica y(x) = pp(x) para al menos un elemento
xeXy se expresa como 4 = B.

Se dice que un numero borroso A es fuertemente mayor que un nimero borroso B
(4>sB) cuando A#B y los lados cumplen:

Ja(x) <fp(x)

ga(x) = gp(x)

siendo f; la funcion que define el lado izquierdo de un numero borroso 4 y g4 la
funcién que define el lado derecho de 4 ([Heilpern, 1997]).

El lado izquierdo y el lado derecho de un niimero borroso 4 se definen como:
Ja(x) = pa(x) ¥V x < x; donde x; =min (x) con z(x)=1

24(x) = p4(x) V x > x; donde x; = max (x) con p(x)=1

En la Figura 3.3 se muestran dos ejemplos: 4 es fuertemente mayor que B: (4 >;B) y
A’ no fuertemente mayor que B’ (4~ #sB’)
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Figura 3.3: Ejemplo de (A>;B)y (A’ #;B’)

Teoria de la posibilidad. Tal y como ya se ha dicho, la teoria de la posibilidad es
una aplicacion importante de la teoria de conjuntos borrosos, donde el valor que
toma una variable se modela mediante un conjunto borroso.

Sea una variable x definida sobre un universo de discurso X. Una distribucion de
posibilidad w asociada a la variable x es una funcién w: X — [0,1], que expresa el
conocimiento que se tiene de lo factible, admisible, creible, posible, etc., que es que
la variable x tome un determinado valor de X ([Dubois, Prade, 1993a]). Por tanto
para cada valor xy de X el grado de posibilidad de que x tome dicho valor xy viene
dado por m(xo).

Cuando el conocimiento que se tiene sobre los valores que la variable x puede tomar
se expresa mediante un predicado vago del tipo “x es 4A” donde 4 es un conjunto
borroso, entonces en este contexto la distribucion de posibilidad coincide con 4, de
forma que la posibilidad de que x tome el valor xy viene dada por la compatibilidad
del valor xyp con el concepto expresado por 4 ([Zadeh, 1978]), es decir por la
pertenencia de xo a 4:

T(X0) = f44(x0)

Notese que en lenguaje natural se usan constantemente predicados vagos expresados
a través de propiedades que no admiten una transicioén brusca del cumplimiento al no
cumplimiento de la misma. Por ello una forma natural de modelar estos predicados
es mediante el uso de conjuntos borrosos. Cuando estos predicados se utilizan para
describir el valor que toma una variable entonces se interpretan como distribuciones
de posibilidad.

Dada una distribucion de posibilidad w(x) se puede calcular la medida de posibilidad
de un conjunto clasico B como:

[1(B) = supy. 5 ©(x), para cada B € P(X)

donde 7 (X) es el conjunto potencia de subconjuntos clasicos de X.
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Operaciones con conjuntos borrosos

Se puede encontrar una revision exhaustiva de las operaciones con conjuntos
borrosos en [Villar, 1997].

La negacion de un conjunto borroso 4 es otro conjunto borroso —4 tal que —4=I1'(4),
donde I' es un operador de negacion. Se dice que una funcion I'(x) es un operador de
negacion, o simplemente una negacion cuando cumpla:

r'o)=1yIr)=0
I'(x) no creciente con x

La negacion mas comunmente utilizada es I'(x)=1-x.

Interseccion y union de conjuntos borrosos

Otras dos operaciones basicas de conjuntos borrosos son la interseccion y la union.
La interseccion y la uniéon de dos conjuntos borrosos 4 y B son dos conjuntos
borrosos ANB 'y AUB, definidos en X:

(ANB)(x) = AC(A(x), B(x))
(4UB)(x) = AD(A(x), B(x))

donde AC es un operador de agregacion conjuntivo y AD es un operador de
agregacion disyuntivo.

Se dice que una funcion AC(x,y): [0,1]x[0,1]—[0,1] es un operador de agregacion
conjuntivo cuando cumpla las siguientes propiedades:

AC(0,1)=AC(1,0)=AC(0,0)=0
AC(1,1)=1
AC(x,y) no decreciente ni con x ni con y

Del mismo modo se dice que una funcion AD(x,y): [0,1]x[0,1]—[0,1] es un
operador de agregacion disyuntivo cuando verifique:

AD(0,1)=AD(1,0)=AD(1,1)=1
AD(0,0)=0
AD(x,y) no decreciente ni con x ni con y
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Se dice que un operador conjuntivo AC(x,y) y uno disyuntivo AD(x,y) son duales
respecto a una negacion I' cuando se verifiquen las propiedades:

AC(x,y)=T{ADI'(x), T()}
AD(x,y)=T{ACI'(x), T(»)}

Entre los operadores conjuntivos y disyuntivos destacan por su extendido uso y sus
buenas propiedades matematicas las conocidas t-normas y t-conormas.

Una t-norma 7(x,y): [0,1]%x[0,1]—[0,1] es un operador de agregacion conjuntivo que
cumple las propiedades de conmutatividad, asociatividad y las condiciones de
contorno 7(x,1)=x, T(x,0)=0 ([Alsina et al., 1983], [Alsina, Trillas, 1984], [Dubois,
Prade, 1985])).

Por otro lado, una t-conorma S(x,y): [0,1]x[0,1]—[0,1] es un operador de agregacion
disyuntivo que cumple las propiedades de conmutatividad, asociatividad y ademas
S(x, 1)=1, S(x,0)=x.

A partir de una t-norma cualquiera y de una negacion se puede obtener una
t-conorma. La mayor t-norma, o lo que es lo mismo, la menos especifica es min
(operacion minimo) y la menor t-conorma es max (operacion maximo). Ademas de
¢éstas, otras t-normas y t-conormas ampliamente conocidas y utilizadas son los
operadores probabilisticos y los operadores de Lukasiewicz.

La t-norma probabilistica o producto es 7(x,y)=x'y, y la t-conorma probabilistica o
suma probabilistica se calcula como S(x,y)=x+y-x-y

La t-norma de Lukasiewicz se define como 7{(x,y)=max(0, x+y-1) y la t-conorma es
S(x,y)y=min(1,x+y).

Principio de extension

Las operaciones vistas hasta ahora eran generalizaciones de las operaciones clasicas
entre conjuntos. El principio de extension es por el contrario un procedimiento
general que permite extender funciones fi X;xX;Xx...xX, — X,+; a funciones con
argumentos borrosos F:3(X))x3(X3) x...x3(X,) — 3(X,+;), donde 3(X7) representa
el conjunto de todos los conjuntos borrosos que pueden definirse en X.

El principio de extension se enuncia del siguiente modo. Dada una funcion
[ XixXpx...xX, — X,+1, la extension F de f'viene dada por:

F:3X) X3 (X)X .. X 3(Xy) — S(Xns1)



Capitulo 3: Planificabilidad borrosa de sistemas de tiempo real 77

i) = F(d, B, .. M) = sup{ T (ui(@), ps(B)stisdm)) | (@, by m) €
XixXox...xX, e y=fa,b,...m) }

T (1a(a), ps(b),....0(m)) representa el grado de pertenencia de (a, b,... m) a (4, B, ...
M) por lo que el principio de extension puede entenderse como ([Villar, 1997]) la
expresion matematica de “existe al menos un conjunto de valores (a, b,... m) de
X1 xXyX...xX, con grado de pertenencia conjunto T (u4(a), pp(b),... in(m)) a (A4, B,
... M), tal que y es funcion de (a,b,... m) segun f, es decir y=f(a, b,... m)”.

Dicho de otro modo, si la imagen y por la funcion f tiene mas de un antecedente (a,
b,... m), entonces el maximo grado de pertenencia de esos antecedentes al
antecedente borroso (4, B, ... M) es el grado de pertenencia de y a la imagen borrosa
de (4, B, ... M), que denominamos Y, por la funcion F. El grado de pertenencia de
cada tupla (a, b,... m) a Y se obtiene como una conjuncion de los grados de
pertenencia individuales de cada a, b,...m al correspondiente conjunto borroso 4,
B,...M ([Villar, 1997)).

La forma mas comun de aplicar el principio de extension es mediante la t-norma min
([Lootsma, 1997]), que se aplica cuando no se tiene informacion adicional acerca de
la relacion entre los conjuntos borrosos a combinar, por ser la menos especifica
(principio de minima especificidad, [Dubois, Prade, 1991a]).

Hy ()= y:fs(lalf,_..m) min{,uA (a). g (B)...tt (m)}

Aritmética borrosa / aritmética de intervalos

La aritmética borrosa es tanto una generalizacion de la aritmética de nimeros reales
como de la aritmética de intervalos, y permite extender, mediante el principio de
extension, las operaciones ordinarias entre nimeros reales a los nimeros borrosos.
Por ejemplo, las cuatro operaciones tipicas de suma, resta, producto y cociente
pueden definirse del siguiente modo:

Suma: ()= ()= sup T (,(a), 1y (b))
Resta: a-5(e)= pic(e)= sup T (@), 4y (b))

Producto:  jus(e)= uc(e)= supT (41,(a), 1, (b))

Cociente: paa(c)= puc(c)= sup T ( M, (a), Uy (b))

c=a+b
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donde 4, By C son conjuntos borrosos definidos en R y a, b y ¢ pertenecen a R.

Cuando la t-norma empleada para extender funciones aritméticas a argumentos
borrosos es min, esas operaciones se pueden expresar de forma mas sencilla
[Lootsma, 1997]. Supongamos que se tienen dos nimeros borrosos triangulares 4 y
B definidos por sus vértices como A=(a;, an, a,) y B=(b;, bn, b,), tal y como se
muestra en la Figura 3.4. La funcién de pertenencia se define por tramos y por
ejemplo para el conjunto A4 viene dada por:

xX—a .
—— Sl g, £xZaq,
a, —aq,
—_ m
Hy(x) = _
” .
Sl a,<x<a,
a,—a

m u

La funcion de pertenencia de B se define de forma similar.

aj am ay

Figura 3.4: Numero borroso triangular definido por sus vértices

La suma de nimeros borrosos triangulares conserva la forma y es un numero borroso
triangular R de vértices R=( a; + b;, ay + by, a, + b, ). Esto se cumple porque el
a-corte de R es igual a la suma de los a-cortes de 4 y B, con lo que expresando la
operacion en funcion de los a-cortes se tiene que, siendo el a-corte de A [ a;+o(an, —
ar ), a,-ofa,—a, )] yelde B [ b;+ab, —b;), b, - a(b, —b, )], el a-corte de R se
puede calcular como [ a;+o(ay,—a;) + bi+olby,—b; ), a,- ola,—am ) + by -c(b,—by ) |

A partir de la expresion en a-cortes de R se puede obtener su funcion de pertenencia
como:

x—(a, +b,)
(am +bm) —(al +bl)
x—(au +bu)
(am +bm) —(au +bu)

S1 n<x<v7,

U (x) =

S1 7, SX<7,



Capitulo 3: Planificabilidad borrosa de sistemas de tiempo real

79

donde r;=a;+ b;, rm=amw+ by, yr,=a,+ b,

De forma similar se pueden se pueden calcular otras operaciones de aritmética
borrosa como son la diferencia, que también conserva la forma de los numeros
borrosos de partida, la multiplicacion y la division. Sin embargo éstas ultimas no
conservan la forma de los nimeros borrosos.

En efecto con la multiplicacion, si @; y b; son mayores que cero, el a-corte del
producto R es el intervalo:

[ (CZ[ +OL(Clm—Cl[ ))( bl+a(bm_bl ))’ (au - OL(aM —Am ) )(bu'&(bu_bm)) ]
Si se aproxima por un numero triangular R=(ry, vy, r,)=(arbi, ay b, a,'b,), €l a-corte

de esa aproximacion es [ (a; by +olambm —arb; ), (ayb, +olay,b, —anby, )) 1y la
funcion de pertenencia de la aproximacion es:

x—(al'b[) si n<x<r
(am.bm)_(al.bl) a o
IUR(X):
x_(a”.b”) sir <x<r
(am.bm)_(au bu) " o

Estas operaciones de aritmética borrosa se pueden expresar en forma de aritmética de
intervalos, precisamente como operaciones entre a-cortes.

Asi, en la operacion suma el a-corte de R es [ a;talanm—a; ) + bi+o(by—b; ), a,- o(a,
—ap ) + b, - a(b,—b,, ) ], donde el limite inferior de dicho intervalo es la suma de los
limites inferiores de los a-cortes de 4 y B, y el limite superior de dicho intervalo es
la suma de los limites superiores de los a-cortes de A4 y B. Es decir,

| r@), (@) ]| =] a@) +b@),a@) +be )]

donde r(a) es el limite inferior del a-corte de Ry r(a) es el limite superior del
a-corte de R: y a(a): aj +(X(am —aj ) ’ b(a) = bl +(X(bm _bl )a a(a): ay - 0L(au —Am ) y
b(a)=b,-o(b,~bn)
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3.1.2. Teoria de la Evidencia

En la base de la mayoria de las teorias de representacion de la incertidumbre estdn
las medidas borrosas, también llamadas medidas de incertidumbre ([Klir, Folger,
1988], [Alvarez, Castillo, 1994]). Una medida borrosa asigna un valor a cada
conjunto clésico del universo de discurso indicando el grado de evidencia o creencia
de que un elemento particular pertenece al conjunto.

Por ejemplo, sea una persona de la que no se puede decir con certidumbre si su edad
se encuentra en la veintena, en la treintena, en la cuarentena o en la cincuentena. Los
conjuntos citados son conjuntos clasicos y el conjunto cldsico con el mayor valor
asignado en esta medida borrosa es nuestra mejor opcion para estimar la edad de esa
persona. El siguiente mayor valor proporciona la siguiente opcién mejor, y asi
sucesivamente. Si se tiene certidumbre absoluta se asignaria 1 a un solo conjunto
clésico, y 0 al resto.

Una medida borrosa g dado un universo de discurso X es una funcion que verifica las
siguientes propiedades:

g PX) —[0,1]

g(2)=0

g(X)=1

si P1C P, entonces g(P1)< g(Py) V Py, P, € P(X)

donde 7 (X) es el conjunto potencia de subconjuntos clasicos de X.

Para garantizar la continuidad es necesario afiadir una propiedad adicional de forma
que si P\C P,..C P; C.. CP, entonces se verifique:

limg(P) = g(lim P)

Algunos autores extienden la definicion al conjunto potencia de subconjuntos
borrosos en X.

Las medidas borrosas mds comunes son las medidas de probabilidad, de
plausibilidad y credibilidad, y de posibilidad y necesidad, todas ellas definidas dentro
de la teoria de la evidencia.

En la Figura 3.5 se puede observar que las medidas de posibilidad son un caso
particular de las medidas de plausibilidad, las medidas de necesidad son un caso
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particular de las de credibilidad y las medidas de probabilidad son un caso particular
tanto de las medidas de plausibilidad como de las de credibilidad.

Medidas
borrosas
Medidas de
posibilidad
Medidas de Medidas de Medidas de
credibilidad probabilidad plausibilidad

Medidas de
necesidad

\ Teoria de la

Evidencia

Figura 3.5: Principales tipos de medidas borrosas

Las medidas de plausibilidad P/ y credibilidad (“belief”) Bel son medidas borrosas
definidas como ([Shafer, 1987], [Klir, Folger, 1988]):

Pl: P(X) — [0,1]
Pl(4, 0 4,n...A)< D PI(4) - D P40 4) + ...
+ (=)' PUA, D AD ... A)

Bel: P(X) — [0,1]

Bel(4 0 AD ..4&) D Bel(4)-Y Bel(d, A)+..

i<j

+ (=1 Bel(4 n 4, .. 4)
donde 7 (X) es el conjunto potencia de subconjuntos clasicos de X.

A cada medida de credibilidad Bel(4) se le puede asociar una medida de
plausibilidad PI(A4) definida como:

PI(A)=1- Bel(—A)
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y se dice que son duales.

Se denomina cuerpo de evidencia al par (F,m), donde F es el conjunto de elementos
focales y m es la asignacion basica de probabilidad asociada. Los elementos focales
son conjuntos cldsicos 4; que pertenecen a 7 (X) tales que m(4,;)>0. La asignacion
basica es una funcion m: P(X) — [0,1], que verifica m(2)=0 y ademas:

B Y m4)=1

40P (X)

La asignacion basica de probabilidad es una funcion de densidad de probabilidad en
AX), si X es continuo. Esto permite fundamentar la teoria de la evidencia desde la
teoria de la probabilidad, considerando conjuntos en lugar de elementos, lo que
confiere un solido fundamento tedrico.

Dado un cuerpo de evidencia (F,m), se pueden definir las medidas de plausibilidad y
credibilidad también como ([Klir, Folger, 1988], [Smets, 1988]):

(3.2) PI(B)= ) m(4,)

4;0 B£0

Bel(B)= Y m(4,)

4,08

La medida m(4;) se interpreta como la creencia que se tiene Unicamente en el
conjunto A4;, y es su probabilidad en relacién con todos los demas conjuntos de A X),
Bel(B) se interpreta como la creencia total que se tiene en B y en cualquier
subconjunto de B, y por ultimo PI/(B) se interpreta como la creencia en B, en
cualquier subconjunto de B y en cualquier otro conjunto que tenga una interseccion
no nula con B. Esto hace que siempre se verifique:

PI(B) > Bel(B)

En la teoria de la evidencia la ignorancia o total desconocimiento sobre la verdad de
una afirmacion se expresa mediante una asignacion bésica de probabilidad dada por
m(X)=1 y m(B)=0 para cualquier conjunto B distinto de X. La plausibilidad y
credibilidad para cualquier conjunto B son en este caso PI(B)=1y Bel(B)=0.

Cuando la funcion de credibilidad se define s6lo sobre conjuntos unitarios, los
elementos focales del cuerpo de evidencia cuya asignacion basica es distinta de cero
son conjuntos unitarios (dtomos), y la medida que se obtiene es una medida de
probabilidad p: X — [0,1], Be/=Pl=p.
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Cuando los elementos focales estan anidados, se dice que el cuerpo de evidencia es
consonante, la medida de plausibilidad se denomina medida de posibilidad II, y
verifica:

PI(AUB) = max { PI(A), PI(B) } = II(AUB) = max { II(4), II(B) } V 4, B € P(X)

Del mismo modo, la medida de credibilidad se denomina medida de necesidad N, y
cumple:

Bel(ANB) = min { Bel(A), Bel(B) } = N(ANB) = min { N(4), N(B) } ¥ A, B € P(X)

Dado un cuerpo de evidencia (F,m) se puede interpretar la funcion de contorno
PI({x}) como la funcion de pertenencia z(x) de un conjunto borroso ([Dubois, Prade,
1990]):

(3.3) ux=Pi{4)= 3 m4)=3 mA)

A;n{x 20

Si el cuerpo de evidencia es consonante, entonces la funcion de distribucion de
plausibilidad PI({x}) es una funcién de distribuciéon de posibilidad II({x}), que
denotaremos como 7%x) tal que 77: X — [0,1]. Cada medida de posibilidad II de B
dado 7%x) se puede calcular a partir de la distribucion de posibilidad como ([Dubois,
Prade, 1992)):

M(B)=sup mx) VBeP(X)

x0OB

También se puede calcular la medida de necesidad N de B a partir de 7€x) como:

N(B) = inf (1-m(x)) VBeP(X)

Existe también una estrecha relacion entre la representacion en O-cortes de un
conjunto borroso y el cuerpo de evidencia consonante asociado al mismo. Tal y
como se ha visto antes, la funcién de pertenencia de un conjunto borroso 4 se puede
representar también en términos de sus a-cortes. Siendo 4; el a-corte de nivel a , 0
a'-corte, A; se puede interpretar como un elemento focal del cuerpo de evidencia
consonante de 4 (F4m,4) que subyace ([Dubois, Prade, 1986a], [Dubois, Prade,
1989a]), donde:

(3.4) my(4)=a-a™!

cumpliéndose @' > a*>...> d"con @""'=0y a'=1
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En este contexto, la funcidon de pertenencia fAx) se podria utilizar para obtener un
conjunto clasico A; y realizar simulaciones numéricas mediante el método de
Montecarlo ([Dubois, Prade, 1986a], [Chanas, Nowakowski, 1988]). Para ello, se
genera un numero aleatorio segiin una distribucion uniforme entre 0 y 1. Ese valor se
lleva a la funcién de pertenencia del conjunto borroso y se obtiene el a-corte
correspondiente, esto es, se obtiene un elemento focal del cuerpo de evidencia
consonante, tal y como se indica en la Figura 3.6.

Los autores consideran que, dado un elemento focal, la probabilidad de cada
elemento del intervalo es la misma, es decir, que se tiene una funcion de probabilidad
uniformemente distribuida en el intervalo, de manera que generando un numero
aleatorio segun dicha distribucion obtienen un valor para realizar la simulacion
numeérica.

En esta tesis se realizan simulaciones directamente con los intervalos obtenidos,
mediante simulacion por intervalos.

Figura 3.6: Obtencion de un elemento focal A; a partir de yi,

Supongamos que se construye un conjunto borroso 4 a partir de una serie de
observaciones imprecisas o intervalos 4; , que supondremos consonantes. Entonces,
se puede obtener un cuerpo de evidencia (F4,my4) a partir de las observaciones, donde
la asignacion basica my4(A;) es la probabilidad del intervalo A4; ([Dubois, Prade,
1986a], [Klir, Folger, 1988], [Dubois, Prade, 1991b]). A cada intervalo 4; se asocia
un valor o4 que se interpreta como el nivel of del a-corte 4; , y que se puede
calcular a partir del cuerpo de evidencia como:

a, =Zi:mA (Aj).
j=n

Tal y como se describe en el anexo A, cuando se obtienen simultaneamente dos
observaciones imprecisas, esto es, dos intervalos 4; y Bj, se puede calcular una
asignacion bésica conjunta como la distribucion de probabilidad del par (4;,5;). Los
elementos focales C; del cuerpo de evidencia conjunto (Fyxp, m4xz) son el producto
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cartesiano de las observaciones 4; y B), y la asignacion basica conjunta mc(C;) esta
definida en el producto Cartesiano XxY, mc(C;) = myx p(4;XBy) tal que myx p:
AXxY) — [0,1]. Los cuerpos de evidencia (F4,m,4) y (Fpmp) son las proyecciones
del cuerpo de evidencia conjunto (Fxp m4xg) €n X e Y respectivamente, también
denominados cuerpos de evidencia marginales ([Klir, Folger, 1988]).

La distribucién de plausibilidad conjunta de cualquier par (a,b) se puede obtener
aplicando la definiciéon de medida de plausibilidad P/(B) = Z m(4,) ([Wang et al.,

4,0 B20

1991]) como:

Pi({(a.b)})= > m,,(C)

(a.b)0C;

Si el cuerpo de evidencia conjunto es consonante, esta distribucién de plausibilidad
se denomina distribucion de posibilidad.

Suponiendo que los cuerpos de evidencia marginales son consonantes, los elementos
focales 4; y By asociados a C; tal que C; = 4;%B; son los a-cortes de los conjuntos
borrosos 4 y B correspondientes a o/ v og*. Por tanto, cada elemento focal conjunto
C; se puede caracterizar mediante una pareja (of , ') y la asignacién basica
conjunta se puede expresar en términos de correlacion existente entre ciy y aup, con lo
que ma(Qy Q) esta definida en [0,1]%. Se puede interpretar como la probabilidad
P(4;%By) del elemento focal conjunto o la probabilidad del par (@, a's).

Dado un cuerpo de evidencia conjunto (F4xz, muxs), se puede extender una funcién
de nimeros reales r=f(a,b) de forma que la distribucion de plausibilidad resultante de
la extension de fes:

PI(r)= > m,,(C)
(al ,bl)DC,-
OR (a,,b,)3C;
..OR (a, b, )OC;
U(a;.b;) | F f(a;,b;)

3.2. Planificabilidad borrosa

Una vez repasados los conceptos basicos de teoria de la posibilidad que se van a
emplear en esta tesis, en este apartado se modela la incertidumbre existente en el
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conocimiento de los parametros temporales del sistema mediante distribuciones de
posibilidad, con el fin de obtener una medida de planificabilidad del sistema.

Un sistema de tiempo real donde todos sus pardmetros son nimeros reales, se dice
que es planificable si y sélo si se respetan todos los plazos. Para ello, para todas las
tareas i=1..n_tar y en todas las ejecuciones j se debe cumplir que el tiempo de
finalizacion wc; de la tarea i en la ejecucion j esté antes que el plazo absoluto
correspondiente dj;, donde d;; = (j-1)t; + d; con j €N, esto es we;; < dj;

Noétese que, como ya se ha dicho en el capitulo 2, es suficiente con comprobar que se
respetan los plazos en un hiperperiodo, por lo que los tiempos de finalizacion a
calcular son los correspondientes a ejecuciones de las tareas dentro del hiperperiodo.

Cuando un sistema incluye tareas caracterizadas por parametros borrosos
interpretados como distribuciones de posibilidad tales como tiempos de ejecucion
borrosos (para modelar por ejemplo que “el tiempo de ejecucion de una tarea es
aproximadamente 7”), su planificabilidad se puede cuantificar en términos de grados
de posibilidad y de necesidad. La posibilidad y necesidad de que el sistema sea
planificable se puede calcular como el minimo de todos los valores de posibilidad y
necesidad de que los tiempos de finalizacion de las tareas estén antes del plazo
correspondiente. Si los tiempos de ejecucion son numeros borrosos P;, los tiempos de
finalizacion WCj; también lo son, con lo que la posibilidad I,y y la necesidad
N,ianir de que el sistema sea planificable se pueden definir como:

(3.5) Mpianir= min(M(WC; < dy; )

Nptanig= min(N(WCj; < dj; )) LieN | 1< i<n_tareas

Si los plazos son también nlimeros borrosos, entonces la comparacion entre el tiempo
de finalizacion y el plazo es una comparacion entre conjuntos borrosos, y en (3.5) dj;
se puede sustituir por D;; con D;=(j-1)-t; + D;.

En esta tesis se extienden también andlisis de planificabilidad clasicos basados en el
calculo de la utilizacion total del procesador (ver apartado 6.1) y el basado en el
criterio de demanda del procesador (ver apartado 6.2), en lugar del basado en el
calculo del tiempo de finalizacién, en cuyo caso la planificabilidad del sistema se
mide como la posibilidad y la necesidad de que se verifiquen las desigualdades
correspondientes.

De acuerdo con Dubois y Prade ([Dubois, Prade, 1983], [Dubois, Prade, 1989b]) la
posibilidad (4 < B) y necesidad N(4 < B) de que un conjunto borroso B con
funcion de pertenencia up sea mayor o igual que otro conjunto borroso 4 con funcién
de pertenencia s, se pueden definir como (ver anexo B):
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M (A< B)=sup min(,(s), 4 (1))

s<t

N(4<B) = 1-T(4>B) = 1- sup min(1,(s), 14,(1))

s>t

Si para cada valor de xR, 4 o bien B es continuo en x, entonces se cumple que
[I(A<B)= 1I(4<B) y M(A<B)= N(A<B) (ver anexo B). En este analisis suponemos
que esta condicion siempre se verifica.

En la Figura 3.7 se muestran dos ejemplos de comparacion entre el tiempo de
finalizacion borroso y el plazo borroso. En la Figura 3.7 a) la posibilidad de que la
tarea i en su ejecucion j termine antes de su plazo Dj; es 1, esto es [1(WCj; < Dyj) =1.
La necesidad de que la tarea i en su ejecucion j termine antes de su plazo se puede
calcular como uno menos la posibilidad de que la tarea i en su ejecucion j termine
después de su plazo, esto es, N(WCj; < Dy)= 1- [I(WCj; > Dy) = 1- Q.

En la Figura 3.7 a), si O es pequefio y la tarea i en su ejecucion j es la que
proporciona el minimo valor de posibilidad y de necesidad de terminar antes de su
plazo, entonces es razonable afirmar que es ‘“casi seguro” que el sistema es
planificable.

Por otro lado, en la Figura 3.7 b) se tiene que N(WCj; < Dy) =a y N(WCj; < D)= 1-
MN(WC; > Dy) = 1- 1 = 0. Si o es pequeno y la tarea i en su ejecucion j es la que
proporciona el minimo valor de posibilidad y de necesidad de terminar antes de su
plazo, entonces es razonable afirmar que es ‘“casi seguro” que el sistema no es
planificable.

b)

Figura 3.7: Dos ejemplos de comparacion entre WCy and D;;

El andlisis de planificabilidad borrosa que se propone sigue el esquema de la Figura
3.8. Cuando los parametros temporales se modelan mediante conjuntos borrosos el
siguiente paso es el célculo de los tiempos de finalizacion borrosos. Como los
tiempos de finalizacién de las tareas son funcion de los tiempos de ejecucion, su
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calculo requiere la extension o generalizacion de dicha funcion a tiempos de
ejecucion borrosos.

En teoria de la posibilidad la forma general de extender una funciéon a pardmetros
borrosos es la aplicacion del principio de extension, tal y como ya se ha descrito en
el apartado anterior. En el caso de que la t-norma utilizada sea el min, la extension de
la funcién we;=f(py) con h=1..n_tar a tiempos de ejecucion borrosos P;, da como
resultado un conjunto borroso WC;; cuya funcion de pertenencia se calcula como:

Hiye, (wcl.j) = sup min{,uph (ph )} con h=1..n_tar

wey =1 (pa)

Modelado borroso de los
pardmetros
P;, D;

v

Cdlculo de los tiempos de finalizacion WCj;.
Ppio de extension:

Hiye, (wcij) = sup min{,uph (ph )}

weg=f(pn)

v

Calculo de:
II(WCy<Dy) ~ N(WCy<Dy)

*Vi,j

Planificabilidad borrosa:
1L anir = min { I(WC;<Dy) }

Nyptanir= min { NWC;<Dy) }

Figura 3.8: Analisis de planificabilidad borrosa

Una vez obtenido el tiempo de finalizacién borroso (ver Figura 3.8) se compara con
el plazo correspondiente y se obtiene un valor de posibilidad y un valor de necesidad
de que el tiempo de finalizacion esté antes del plazo. En general este plazo podria ser
numérico (“crisp”) o borroso. Se repite el calculo anterior para todas las tareas en
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todas las ejecuciones dentro del hiperperiodo y el minimo de todas las posibilidades
(respectivamente necesidades) es la posibilidad (respectivamente necesidad) de que
el sistema sea planificable.

Dado que cada conjunto borroso tiene un cuerpo de evidencia consonante asociado,
otra forma de extender una funcidon a parametros borrosos es mediante el cuerpo de
evidencia conjunto. Como ya se ha descrito, a partir de un cuerpo de evidencia
conjunto se puede obtener una distribucion conjunta de plausibilidad o de
posibilidad. En el caso de tratarse de una funcién de s6lo dos parametros la extension
se puede obtener graficamente con el método propuesto en el anexo A.

Si se expresa la asignacion basica en funcion de @, cuando dicha asignacion basica
conjunta m, (a4 ap) se encuentra concentrada en la diagonal principal de [0,1]
(correlacion positiva perfecta), el cuerpo de evidencia conjunto es consonante, por lo
que la extension de una funcion f por teoria de la evidencia es una distribucion de
posibilidad que recordemos que se obtiene como:

”(c) = ZmAXB(Ci)
(a.,5,)0C;
OR (a,,b,)3C;
...OR (a, b, )0C;
Ula;.b;) | & f(a;.b;)

En este caso, la distribucion de posibilidad coincide con la que se obtiene de aplicar

el principio de extension de la teoria de la posibilidad, con la t-norma min (ver anexo
A):

w(c)= sup min (v(a)), ™)) Y(a;, b)) | c=Aa; by)

Normalmente, en las operaciones de conjuntos borrosos si no se dispone de
informacion adicional se utiliza la t-norma min ya que es la menos especifica (al ser
la mayor de todas), y es la utilizada en esta tesis para la extension del analisis de
planificabilidad. Por tanto, se podré obtener el mismo tiempo de finalizacion borroso,
bien aplicando el principio de extension, bien considerando correlacion positiva
perfecta en el cuerpo de evidencia conjunto.

En la Figura 3.9 se muestra un ejemplo donde el tiempo de finalizacién de una tarea
en una ejecucion es una funcion de solo dos tiempos de ejecucion. En este caso, se
puede obtener el tiempo de finalizaciébn borroso mediante la aplicacion de la
representacion grafica propuesta en esta tesis, por lo que el andlisis propuesto de
planificabilidad borrosa se puede realizar aplicando tanto el principio de extension,
como la representacion gréfica.
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Una vez definida la planificabilidad borrosa y enunciados los pasos a seguir para
realizar el analisis, en los siguientes apartados se describen algunos métodos de
obtencion de los modelos borrosos de los parametros y su posible interpretacion, asi
como los requisitos que se exigen a dichos modelos para poder aplicar el analisis de
planificabilidad borrosa propuesto en esta tesis. Posteriormente se presentard la
obtencion de los tiempos de finalizacion borrosos mediante el principio de extension
y mediante la aplicacion de la representacion grafica de los cuerpos de evidencia.

Py, P

t-norma: m V

Ppio de extension:

Hy, (chj) = Sup mjn{ Hp (p1)a,up2 (pz )}

we;=f(p1.p2)

WC;

I(WCy<Dy) ~ NWCy<Dy)
#v ij

ILyianiy= min { I(WCy<Dy) }

Nopianir = min { NWCy<Dj)) }

Figura 3.9: Andlisis de planificabilidad borrosa, con dos formas de obtencion de WCj;
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3.3. Modelado borroso de parametros

3.3.1. Recogida de informacion de los expertos

En este apartado se describen algunos de los métodos existentes en la literatura,
utilizados para recoger el conocimiento de los expertos y obtener un modelo borroso
del parametro acerca del cual se obtiene la informacion. Ademas se plantean las dos
restricciones que hay que exigir al modelado borroso de los parametros para que el
analisis de planificabilidad que se propone en esta tesis sea valido.

Métodos

Existen en la literatura diversos métodos de obtencién de la informacion de los
expertos y su modelado con conjuntos borrosos. Aunque no es el objeto de esta tesis
el profundizar en dichos métodos, éste seria el primer paso del proceso para el
calculo de la planificabilidad borrosa de un sistema de tiempo real. En [Dubois,
Prade, 2000] se da un método para obtener la distribucion de posibilidad asociada a
un conjunto borroso a partir del conocimiento de un experto y en [Dubois, Prade,
1986a] se propone otro procedimiento que se basa en interrogar a un grupo de
expertos.

El primero de los métodos ([Dubois, Prade, 2000]) se basa en la relacion de las
distribuciones de posibilidad con los intervalos de confianza de las distribuciones de
probabilidad. Dada una funcién de densidad de probabilidad unimodal definida en la
recta real, un conjunto de intervalos de confianza anidados pueden formar una
distribucion de posibilidad. Para un intervalo cualquiera [a,b], la posibilidad de a es
igual a la de by es 1 menos la probabilidad de dicho intervalo, esto es, w(a)=mn(b)=1-
P([a,b]). Si se eligen los intervalos de confianza centrados en la moda de P y se
obtienen haciendo cortes horizontales a la funcién de densidad de probabilidad, la
distribucion de posibilidad © obtenida es la mas especifica compatible con P, tal y
como se describe en el anexo C. De acuerdo con esta transformacion, la distribucion
de posibilidad asociada a una funcion de densidad uniforme es triangular.

Basado en esta interpretacion se propone un método de obtencion de una distribucion
de posibilidad interrogando a un solo experto. En fiabilidad se supone que un experto
puede suministrar intervalos anidados con niveles de confianza asociados A\ ,... A ,
por ejemplo, dando la mejor cota inferior de la proporcion de casos en que x
pertenece al intervalo i. En el ejemplo de la Figura 3.10 tomado de [Dubois, Prade,
2000], hay tres intervalos de confianza asociados a los niveles X\;=0.05, X\,=0.5 y
X3=0.95, y el intervalo con nivel de confianza 0 es toda la recta real debido a la
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incertidumbre residual, ya que la probabilidad de que la variable esté fuera de [a;, bi]
es 0.05.

095 ------- - = e e = e e = -

05 [~ - ———— = ——— —— - —

(5] S ——

ar a a3 by by b

Figura 3.10: Distribucion de posibilidad obtenida de un experto

En el segundo método ([Dubois, Prade, 1986a]) se obtienen las distribuciones de
posibilidad a partir de experimentos aleatorios con salidas imprecisas, pidiendo a un
grupo de personas que den un intervalo para definir el pardmetro a modelar. Un caso
sencillo consiste en modelar un pardmetro que por su propia naturaleza proporcione
intervalos anidados, por ejemplo el modelado de “alto”. Se entiende que “alto”
significa mayor que un cierto umbral. Cada persona interrogada da un valor s; a
dicho umbral y suponiendo que no hay alturas mayores de 2.5 metros, el resultado es
un conjunto de intervalos S; =[s;, 2.5] anidados entre si. Si se dispone de un gran
nimero de respuestas, se puede construir un histograma con los valores de
probabilidad de cada intervalo y estas probabilidades constituyen una asignacion
basica de probabilidad con elementos focales anidados m([s;, 2.5])=P(S;) (ver el
apartado anterior). Por tanto, el conjunto borroso asociado a dicha asignacion basica
se obtiene como:

V'S faio(s)= PI({s})=>_si - s P(S})

En un caso mdas general, cada persona proporciona un intervalo [@¢, b]. De forma
estricta, para poder obtener un conjunto borroso seria necesario que los intervalos
[ax, bi] estuvieran anidados, pero en la practica esta condicidon es demasiado estricta.
Una condiciéon mas realista y menos estricta es que todos ellos se solapen, esto es,

dla, b] =D | Ni-1.q [ai bi] = [a, b]

Se define entonces un conjunto de intervalos anidados tal que [a, b]CI,C LC...C

In:[A, B], donde [A, B]:Uizlnq [ai, bl]
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Cada salida del experimento [a; bi] se asigna de forma tUnica al intervalo /; mas
pequeno que la contiene. Si se tiene un numero suficientemente grande de respuestas,
a partir del nimero de salidas asignadas a I; se obtiene m(/;), la asignacion basica de
probabilidad a partir de la cual se puede calcular la distribucion de posibilidad.

wr(x)= PI({x})=>_s c i P(L)=T1({x})

Tipos de conjuntos borrosos permitidos para realizar el analisis de
planificabilidad borrosa

A continuacion se analiza si hay alguna restriccion, en el marco de esta tesis, en los
tipos de conjuntos borrosos permitidos para modelar los parametros del sistema,
concretamente en los aspectos de convexidad, continuidad o tipo de soporte de los
conjuntos borrosos. Estas cuestiones se discuten en el apartado 3.5, en el capitulo 4 y
en el anexo B, pero se presentan aqui de forma resumida las conclusiones con el fin
de que quede explicito el tipo de modelos permitidos en esta descripcion general del
proceso de analisis de planificabilidad borrosa.

Convexidad

En esta tesis se realiza el estudio partiendo del modelado de pardmetros como
numeros borrosos. Sin embargo, los andlisis borrosos que se van a proponer son
igualmente vélidos, si se modelan como conjuntos borrosos no convexos.

En el anexo B se prueba que las medidas de posibilidad y necesidad que se obtienen
al comparar un nimero con un conjunto borroso no convexo coinciden con las que se
obtienen al comparar ese numero con cualquier otro conjunto borroso que tenga los
mismos limites de sus a-cortes. Dichos conjuntos borrosos se denominan en esta
tesis aproximaciones validas. La aproximacion valida convexa 4* de un conjunto
borroso no convexo 4 es aquella que tiene los mismos limites de los a-cortes que A 'y
es convexa (ver Figura 3.11).

Por tanto, es posible modelar el plazo como un conjunto borroso no convexo y tomar
su aproximacion convexa para trabajar con ese numero borroso, realizando las
comparaciones de los tiempos de finalizacion borrosos con las aproximaciones, de
forma que el resultado de posibilidad y necesidad es el mismo que se hubiera
obtenido de trabajar con los plazos no convexos.

En el capitulo 4, se analiza la extension de funciones mondtonas con pardmetros
modelados como conjuntos borrosos no convexos y se demuestra que si la funcion es
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monoétona, es suficiente operar con los limites de los a-cortes para obtener una
aproximacion valida del resultado. Por tanto, es equivalente trabajar con el conjunto
no convexo que con su aproximacion convexa. Esto es aplicable, por ejemplo al caso
de modelar los tiempos de ejecucion como conjuntos no convexos.

Figura 3.11: Conjunto borroso no convexo A y su aproximacion valida convexa A*

Continuidad

En el analisis borroso de planificabilidad que se propone en esta tesis se requiere que
el nimero borroso que modela el pardmetro sea continuo en o para que se verifique
[1(4<B) = I1(4<B).

Tal y como se muestra en el anexo B, para que se cumpla II(A<B) = 1I(4<B) es
suficiente con que una de las dos distribuciones de posibilidad 77,(s), 77(¢) sea
continua, ver Figura 3.12.

™~

Figura 3.12: Comparacion de dos numeros borrosos, siendo B continuo

Si el conjunto borroso no cumple esta condicion de continuidad, se requiere que la
discontinuidad sea sustituida por una recta con pendiente muy pronunciada.
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Soporte acotado

En el andlisis que se presenta en esta tesis se requiere que el soporte del conjunto
borroso sea acotado. De no ser asi, no seria posible garantizar la planificabilidad de
tareas estrictas.

Se puede observar, por tanto, que no se imponen restricciones fuertes al modelado de
parametros borrosos para permitir la aplicacion del analisis borroso de
planificabilidad. So6lo se requiere que el soporte de los conjuntos borrosos sea
acotado y que o bien el plazo, o bien el tiempo de ejecucion de la misma tarea sean
continuos en a. Sin embargo no se exige ninguna condicion respecto a la convexidad
de los parametros borrosos.

3.3.2. Interpretacion del modelado borroso de los parametros

En general, el modelado borroso de los pardmetros puede responder a un
conocimiento incierto de los mismos, como por ejemplo el tiempo de ejecucion de
una tarea cuando ain no estd implementada. Si se dispone de la informacion
necesaria, este tipo de modelado proporciona mas informacion que dar un tnico
valor para el peor caso, como seria en este ejemplo el maximo tiempo de ejecucion
de la tarea.

El modelado borroso de un plazo puede tener relacion con el tipo de tarea a la que
corresponde, estricta o flexible.

Si una tarea es estricta, debe haber total seguridad de que va a terminar su ejecucion
antes del plazo correspondiente. Si el modelo de alguno de sus pardmetros es borroso
esto se traduce en que la posibilidad y la necesidad de que la tarea termine antes de
su plazo ha de ser 1. Esta condicién es independiente de cémo esté modelado el
plazo y de como sea el tiempo de finalizacién, numérico o borroso. En principio en
este caso es mas adecuado modelar el plazo como un nimero clasico, pero si el plazo
depende de otro parametro que es borroso, podria ser modelado también como un
conjunto borroso. Si la tarea es estricta siempre hay que exigir que la posibilidad y la
necesidad de que la tarea termine antes de su plazo sea 1, ya que el tiempo de
finalizacion puede ser borroso.

Si una tarea es flexible, se permite que en algunas ejecuciones no cumplan su plazo.
A menudo se trata de tareas con llegadas no acotadas, pero se podria modelar
también tareas esporadicas y periddicas a las que se permite cierta flexibilidad en el
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cumplimiento de sus plazos. Este tipo de tareas se pueden modelar en términos
borrosos permitiendo que en ocasiones la posibilidad o la necesidad de que la tarea
finalice antes de su plazo sea distinta de 1. De nuevo, esta condicion es
independiente de como est¢ modelado el plazo y de como sea el tiempo de
finalizacion. Seria mas apropiado modelar el plazo como un niimero borroso, aunque
también seria valido en el caso de tener un niimero clasico.

Tanto el plazo borroso como la posibilidad y la necesidad de que la tarea finalice
antes de su plazo pueden modelar el valor que la tarea aporta al sistema: cuanto mas
cerca de 1 estén la posibilidad y la necesidad, mas valor ([Aldarmi, Burns, 1999a],
[Aldarmi, Burns, 1999b]), bien por precision del resultado, bien por ser un resultado
mas completo ([Liu et al., 1991], [Shih, Liu, 1995]). Asi, una tarea flexible aporta un
valor completo al sistema cuando finaliza antes de su plazo, mientras que si finaliza
después solo aporta una parte del valor completo, de acuerdo con la Figura 3.13.

Valor

d tlﬁ ax

Figura 3.13: Funcion de valor de una tarea

De forma similar se puede modelar el concepto de valor de una tarea mediante un
plazo borroso, de manera que cuando la posibilidad y la necesidad de que la tarea
finalice antes de su plazo es 1, el valor es uno y cuando ambos son cero, el valor es
cero. Un plazo borroso que cumple esta condicion es aquel cuyo soporte es [d, ],
donde d'y t,4c se muestran en la figura anterior.

El modelado borroso del periodo puede reflejar falta de informacion, o bien el deseo
de introducir cierta flexibilidad en el requisito de tiempo entre eventos consecutivos.
Ademas, puede ser una forma de modelar el periodo de tareas esporadicas, si se tiene
mas informacion que el tiempo minimo entre activaciones consecutivas.
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3.4. Calculo de la planificabilidad borrosa: principio de
extension y representacion grafica de los cuerpos de
evidencia

En este apartado se revisa en primer lugar la representacion grafica propuesta en el
anexo A y después se estudian dos ejemplos de calculo de tiempo de finalizacién con
sistemas planificados con el algoritmo RMS y un ejemplo con el algoritmo DMS,
mediante el método grafico de combinacién de los cuerpos de evidencia y mediante
la aplicacion del principio de extension. Aunque la representacion grafica propuesta
es valida so6lo para funciones con dos argumentos borrosos, sirve para obtener
conclusiones extensibles a mas de dos argumentos. Las conclusiones obtenidas
graficamente han sido comprobadas también mediante simulacion para ejemplos en
los que no se puede aplicar la representacion grafica, por ejemplo para calcular el
tiempo de finalizacién de una tarea que depende de los tiempos de ejecucion de tres
tareas.

3.4.1. Representacion grafica del cuerpo de evidencia conjunto para
el calculo de la distribucion de plausibilidad de una funcion de
dos argumentos

Tal y como se dijo en el apartado 3.1.2, se puede calcular la distribucién de
plausibilidad conjunta de cualquier par (a,b) segun (3.6), conocida la asignacion
basica conjunta mc(C;) definida en el producto cartesiano Xx Y, mc(C;)= mp(A;*Bx)
tal que myxz: P(XxY) — [0,1]y (F4,my), de forma que (F,mp) son las proyecciones
del cuerpo de evidencia conjunto (Fyxs m4xg) en X e Y respectivamente, también
denominados cuerpos de evidencia marginales.

(3.6) Pi({(a.b)})= ¥ me(C)

(a,0)3¢;

Los elementos focales conjuntos C; se obtienen como el producto cartesiano de los
elementos focales de los cuerpos de evidencia marginales, esto es, C; = 4;%B.

Si el cuerpo de evidencia conjunto es consonante, esta medida de plausibilidad es
una medida de posibilidad. Suponiendo que los cuerpos de evidencia marginales son
consonantes, los elementos focales 4; y By asociados a C; tal que C; = 4;xB; son los
a-cortes de los conjuntos borrosos 4 y B correspondientes a o/ y ag'. Por tanto,
cada elemento focal conjunto C; se puede caracterizar mediante una pareja (o , os")
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y la asignacion basica conjunta se puede expresar en términos de correlacion
existente entre oy y s, con lo que mxa(Qy ap) esta definida en [0,1]%. Se puede
interpretar como la probabilidad P(4;%B;) del elemento focal conjunto o la
probabilidad del par (&, @"p).

El método grafico propuesto consiste en representar, para dos numeros borrosos
triangulares 4 y B:

* La asignacion basica conjunta en funcion de los limites inferiores /(4;) y /(By) de
los elementos focales (o O-cortes) 4, y By en los ejes x e y, en lugar de los
correspondientes /4 y ofs. Cada par (I(4)), I(Bx)) del grafico representa un
elemento focal conjunto C;. El dominio de los limites inferiores de los a-cortes
de un nimero borroso 4 lo denominamos UI(A,-), por lo que esta representacion se
realiza en el dominio de Uy x Uy

* Los elementos focales conjuntos C; = 4;%B; en el dominio de los soportes de 4 y
B, esto es |4A[x]B[, donde ]A[ es el soporte de A.

Recordemos que dado un cuerpo de evidencia, se puede calcular la distribucion de
plausibilidad y esa distribucion se puede interpretar como la funcién de pertenencia

de un conjunto borroso: ,u(x):P]({x}): z m(A,-)zzm(A,-)‘ Si la asignacion
x4;

A;n{x} 20
basica es continua y los elementos focales son intervalos convexos de la recta real,
entonces se expresa como:

p(x)=Pi({x}) = j m(4)dd,

x04;

donde 54_ es una distancia entre intervalos compactos de la recta real. Esa distancia
se define como:

o(4,B)= sup{a’s (amf,bi,y, ) ,ds (amp,bmp )}
donde a;,y es un nimero real que se define como el limite inferior del intervalo

ain=inf X y ag,p s un numero real que se define como el limite inferior del intervalo
x0A4

Asup = SUp x . Asi, ds(ainr,bins) s la distancia euclidea entre dos nimeros aiur y bins .
x04

Si el cuerpo de evidencia es consonante, suponiendo que se ordenan los elementos
focales de forma que A4,C A4,C.. CA,, entonces la funcidon de pertenencia se calcula
como:
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{(x) = 1) = [ m(Ayd g,

siendo los elementos focales que van de 4, a 4; todos aquellos que contienen a x.

Si se escoge como representante de cada elemento focal 4; su limite inferior /(4;), se
puede expresar la asignacion bésica en funcion de dichos representantes m(l/(4;)) y
calcular asi la funcién de pertenencia:

1(4;)

(B.7) px)=7x) = [ m(ayd(4) = [ m(i(4))d (1(4)

1(4,)

Por tanto, dada una funcién de pertenencia de un conjunto borroso, o una
distribucion de posibilidad, se puede calcular la asignacion basica del cuerpo de
evidencia consonante asociado derivando la distribucion de posibilidad como:

m(l(Ai)) :m

d(l(4))

y los elementos focales de dicho cuerpo de evidencia son los a-cortes del conjunto
borroso de forma que 4,C A>,C.. CA, y A; es el a-corte con a=1. Cuando 4 es un
niimero borroso triangular /(4)) esta uniformemente distribuido en Uj;. Es decir, la
asignacion basica de los elementos focales representada en funcion de /(4;) es una
distribucion uniforme, tal y como se ve en la Figura 3.14, ya que la derivada de la
distribucion de posibilidad en el dominio de los limites inferiores es una constante.
El area completa bajo m(/(4,)) es 1.

Asi, en la Figura 3.14, la posibilidad de x es el area marcada entre /(4,) y /(4;), de
acuerdo con (3.7), ya que los elementos focales del cuerpo de evidencia consonante
asociado (o a-cortes del conjunto borroso) que van desde A4, hasta 4; contienen a x.
De la misma forma, se podrian haber escogido como representantes de los elementos
focales los limites superiores de dichos intervalos y la representacion seria similar.

La distribucion de plausibilidad conjunta depende de la asignacion bésica conjunta y
de su distribucion en el dominio Ul(Ai)xU;(Bl-). En el anexo A se han analizado tres
tipos distintos de distribucion, la correlacion positiva perfecta, la independencia y la
correlacion negativa perfecta.
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(x) - - -+

> a;
!

!

m(I(4:)) area=1
darea=m(x)
i) 164)
U 1(4)]
. An
Figura 3.14: Numero borroso triangular y asignacion basica del cuerpo de evidencia consonante

asociado

Cuando existe correlacion positiva perfecta entre as y agp, la asignacion bésica
conjunta myxg(ay ap) se distribuye uniformemente en la diagonal principal ax=ap
del cuadrado unidad [0,1]%. Si los cuerpos de evidencia marginales son consonantes y
las distribuciones de posibilidad asociadas a dichos cuerpos de evidencia son
triangulares, las asignaciones basicas my(l(A4;)) y mp(l(B;)) son distribuciones
uniformes en /(4;) y /(B;) respectivamente. Ademads, la diagonal principal az=a del
cuadrado unidad [0,1]2 se corresponde con la diagonal principal de Uz(Ai)XUz(Bi), y la
distribucion en la diagonal principal de UjuyxUysy cuyas proyecciones son
uniformes es a su vez una distribucioén uniforme. Ver Figura 3.15.

0.8
0.6
0.4~

0.2~ 2

0 1
ON
04 06 og 1N
2 14 46 o 1®)

18 5

IA)

Figura 3.15: Asignacion basica conjunta cuando o=y
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La Figura 3.16 muestra los elementos focales conjuntos completos, cuyo limite
inferior izquierdo se desplaza a lo largo de la diagonal. Los elementos focales
conjuntos son productos Cartesianos C;=4;%B; y en la Figura 3.16 se dibujan en el
dominio de los soportes ]A[%]B[. El limite inferior izquierdo del elemento focal
conjunto es el representante de dicho elemento focal en el grafico de limites
inferiores de la Figura 3.15. Se observa en la Figura 3.16 que los elementos focales
conjuntos estan anidados y, por tanto, las medidas de plausibilidad son medidas de
posibilidad. Como los elementos focales conjuntos estan anidados, se pueden
numerar de forma que C,CC, C...C C,. Para variables discretas, la posibilidad de
(a1,b)) se calcula sumando la asignacion bésica de cada elemento focal conjunto que
contenga el par (a;b;). En este ejemplo (a; b;) vale (1.8, 2.6) y se puede ver en la
Figura 3.16 que todos los elementos focales conjuntos desde C; hasta C, contienen el
par (a;.b;), por tanto la posibilidad de (a; b,) expresado en continuo es:

ml(@b))= | mu,(Cda

(a;,5)0C;

donde O, es la distancia entre los elementos focales definidos anteriormente. La

distancia O se define como:
5(¢,.co=swld(cL.c, ).alc,.c.)a(cc)alc.c)

donde d(1,,1,) es la distancia entre dos intervalos definida posteriormente y C izg €5 UN
intervalo correspondiente al lado izquierdo del elemento focal rectangular C;, Cyer €5
un intervalo correspondiente al lado derecho de Cj, Cwy es un intervalo
correspondiente al lado inferior de C;, y C'y,, es un intervalo correspondiente al lado
superior de Cj, esto es:

Cjizq:{(x’y) | X= inf(xo) }

(x9,¥9)0C;

deer :{(xay) | X= Sup(xo) }

(x0,¥0 )DCF,'

Clir ={(e) | y=inf(y,) }

(%9,0)HC;

stup :{(xay) | y: Sup(yo) }

(x0,¥0)0C;
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Ademas se define la distancia entre dos intervalos como:

d(1,1) = sup irmljf ds(a,b)

b0I,

donde ds(a,b) es la distancia euclidea entre dos nlimeros reales.

5 \ \ I I I I I I I
| | | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1
45--——4-———+-———I—-——4-———F - —HA-——F - — - —— 1 ———
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
47777777T777\7777777\7777777\7777777 -
| | | | | | |
| | | | | | |
35— — - - L 1 __d___L_____1__
| | | |
| | ; | |
| | | | |
Sl I L2 s M N
| (8,.b) | |
2‘5,,,,,,,:,,,,(%1’91),‘G,)&z,z,,,,\,,,,\,,,,,,,
i | | | |
| | | | | | |
| i | | | | |
P e e e e I e e M
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
1.5 --4 %T777\77777777777777\7777777’777
| | | | | | |
| | | | | | | |
1 Cﬂ\ | | | | | |

Figura 3.16: Elementos focales del cuerpo de evidencia conjunto cuando o= ap

Tanto la asignacion basica conjunta myxz como la posibilidad TW((a;b;)) del par
(a1,by) aparecen en la Figura 3.17. En continuo, la posibilidad 1((a; b)) es el area
sombreada, donde la posicion del punto (a; b,) y del par (I(4,), I(Bs)) que representa
el elemento focal conjunto C; coincide, ambos estan en (1.8, 2.6). Como dicho punto
pertenece a la recta definida por ay=as, se cumple que TW((a1,b1)) = Tu(a)) = T(b)
(que en este ejemplo vale 0.8).

Para un punto (a;b;) del cuadrante inferior izquierdo situado por debajo de la
diagonal correspondiente a a,=a3, se tiene que a4>as, o lo que es lo mismo, T(az)
> Ti(by). Los elementos focales conjuntos que contienen al par (apb;) son los
mismos que contienen a (a;b;), con lo que, para Ty(az) > Ti(b1), se tiene que

T((a2,b1)) =T(@1,01)) = TR(D1)

Por otro lado, para un punto (a;b,) del cuadrante inferior izquierdo situado por
encima de la diagonal correspondiente a a,=a3, se tiene que a>ay, o lo que es lo
mismo, Ti(a;) < Ti(b,). Los elementos focales conjuntos que contienen al par (a; b)
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son los mismos que contienen a (a; b;), con lo que para Ty(a;) < T(b2), se tiene que

T((a1,b2)) =T((a1,b1)) = Tu(ai)
Por tanto, se concluye que TU((a;b))) = min(Tu(a;), Ti(b)))

En el ejemplo de la Figura 3.16, se tiene:

TW(a2,b1)) = min(Ty(2), T(2.6)) = min(1, 0.8) = 0.8
TW(a1,b2)) = min(Ty(1.8), T3(2.9)) = min(0.8, 0.95) = 0.8

n(a, ANDb, )

Figura 3.17: Posibilidad de (a, b)) cuando a,=ap

Mediante esta representacion se obtiene el resultado ya conocido de que las
distribuciones conjuntas de posibilidad obtenidas por teoria de la evidencia con
a,=ap por un lado, y por teoria de la posibilidad con la t-norma min por otro lado,
coinciden.

El segundo tipo de correlacion analizado es la relacion de independencia. Cuando ay
y ap son independientes estan uniformemente distribuidas en el cuadrado unidad
[0,1T% o lo que es lo mismo, (/(4)), [(Bx)) esta uniformemente distribuida en todo el
dominio UI(A,-)XU;(B,-)

En la Figura 3.18 se muestra la asignacion bésica conjunta de los cuerpos de
evidencia de dos conjuntos borrosos 4 y de B, cuando a, y a5 son independientes.
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Figura 3.18: Asignacion basica conjunta cuando a,y O son independientes

La asignacion bésica conjunta coincide con el resultado de combinar los cuerpos de
evidencia de 4 y de B o cuerpos de evidencia marginales (F4,m,4) y (Fp,mp) mediante
la regla de Dempster [Klir, Folger, 1988]. En este caso se dice que los cuerpos de
evidencia marginales son no interactivos, ya que los elementos focales conjuntos son
productos cartesianos de los elementos focales de cuerpos de evidencia marginales
A;xXB; y la asignacion basica conjunta se calcula como el producto de las
asignaciones marginales. my, g(A4;x B;) = m4(A;) mp(B;)

5

45 b

35 4

Figura 3.19: Elementos focales conjuntos cuando Q,y O son independientes

En la Figura 3.19 se muestran cuatro elementos focales C;, C;, Ci, C; del cuerpo de
evidencia conjunto. Como se puede ver, no estan anidados por lo que las medidas de
plausibilidad asociadas a este cuerpo de evidencia no son medidas de posibilidad.
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Los limites inferiores izquierdos de los elementos focales conjuntos que en la Figura
3.19 se marcan con un punto, son los representantes de los elementos focales,
(I(4),((B;)) en la Figura 3.18.

Para calcular la plausibilidad de (a;,b;) hay que considerar todos los elementos
focales conjuntos que contienen el par (a;,b;). Los elementos focales conjuntos
representados por los puntos situados en la base del volumen de la Figura 3.20,
contienen (a;,b;), siendo en este ejemplo (a;,b1)=(1.3, 2.2). Expresado para variables
continuas, la plausibilidad de ese punto es el volumen marcado en la Figura 3.20, y
se puede calcular como:

Pil((a,,b)) = I m ., (C,) BZo—c‘ = T I]E m,(4;) lh,(B,) Iﬂa—A, m,513, =

Cin(ay,by)z0 4 A; B: By

= [ m4)@s, 0f my(B)@S, = m(a) IF)

donde O, esla medida definida entre elementos focales conjuntos como:
5C,.C)= sup{d (c7.c )ua(ci . )a(c . )(cr e )}

y donde O, (respectivamente O, ) se refiere a la distancia entre elementos focales de

A (respectivamente B) definida anteriormente en este apartado.

Vemos que la plausibilidad de (a;,b) es el producto de posibilidades m4(a;), 7ws(b),
y por tanto, la distribucion conjunta de plausibilidad en este caso coincide con la
distribucion conjunta de posibilidad obtenida por teoria de la posibilidad cuando la
t-norma utilizada es el producto.

Figura 3.20: Plausibilidad de (a1,b,) cuando a4y Qp son independientes
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Cuando existe correlacion negativa perfecta entre aa y op la asignacion basica
conjunta es una distribucion uniforme en la anti-diagonal del cuadrado unidad, esto
es, en la recta an=1-as. La anti-diagonal del cuadrado unidad se corresponde con la
anti-diagonal de U< Uy

En la Figura 3.21 se muestra la asignacion basica conjunta de los cuerpos de
evidencia de 4 y de B, cuando existe correlacion negativa perfecta entre a, y Q3.

A
mg I —
0.8—|
0.6 —|

0.2 2

Figura 3.21: Asignacion basica conjunta cuando 0, =1-0p

En este caso los elementos focales conjuntos no estan anidados, tal y como se
observa en la Figura 3.22, donde se muestran dos elementos focales conjuntos Cj y
C; (notese que los vértices de los elementos focales se desplazan a lo largo de las
lineas discontinuas). Al igual que en el caso anterior, el cuerpo de evidencia no es
consonante y, por tanto, las medidas de plausibilidad no son medidas de posibilidad.
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45 - N —

35+ v i ~ —

| ¢ (@,b,) .

Figura 3.22: Elementos focales del cuerpo de evidencia conjunto cuando 0,=1-0p

En la Figura 3.22 se puede ver que la plausibilidad de (a;,b;), con (a1,b1)=(1.3, 1.5)
es 0, ya que ningun elemento focal del cuerpo de evidencia conjunto contiene dicho
punto. Para calcular la plausibilidad de (a2,b,)=(1.8, 2.6), se observa que todos los
elementos focales conjuntos que van de C; a C; contienen dicho punto, con lo que

expresado en variables continuas se tiene:

Pi((a,,b,)) = f m5(C) DY5C,

G=G

que puede interpretarse como el area sombreada en la Figura 3.23.

0.8—

06 Pi(a, AND b, )

0.4

1718 44 T I8,)

IA)

Figura 3.23: Plausibilidad de (a,,b,) cuando a,=1-03p
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Se puede expresar la medida de plausibilidad en términos de los cuerpos de
evidencia de partida como

G < G
Pl(ay,b,) = [ muu(CYES, = [ my,(C)EE, ~ [ my,(C)EQ, =
= C,=C, G =C,

Gi=Cy
A, Bt/ 4, B,
= [ m(4)&s, ~ [ my(B)dS, = [ m(4)@d3, -1~ [ my(B)@dg, |=
A4=4, B;=B, 4,24, B,=B,

=m(a,) ~1+15(b,)

La plausibilidad del par anterior (a;,b;) es nula y mw4(a;)+mp(b;)-1<0, por tanto en
general, para cualquier par (a;b;), se cumple:

PI((a;,bj)) = max (0, ma(a;)+ms(by)-1)

que es precisamente la t-norma de Lukasiewicz. La distribucion conjunta de
plausibilidad obtenida en teoria de la evidencia con a,=I1-ap coincide con la
distribucion conjunta de posibilidad con la t-norma de Lukasiewicz.

Extension de una funcion por teoria de la evidencia

Dado un cuerpo de evidencia conjunto (F4xz, muxs), se puede extender una funcién
de nimeros reales r=f(a,b) de forma que la distribucion de plausibilidad resultante de
la extension de fes:

(3.8) PI(r)= D m.,(C)
(al b )DCZ-
OR (a,,b,)0C;
...OR (a, b, )OC;
O(a;.b,) | = f(a;.b))

En el anexo A se muestra de forma grafica que en general las distribuciones de
plausibilidad que se obtienen al aplicar (3.8) en teoria de la evidencia son menos
especificas que las distribuciones de posibilidad obtenidas al aplicar el principio de
extension de la teoria de la posibilidad. Unicamente, cuando la correlacion es
positiva perfecta en el cuerpo de evidencia conjunto, la distribucion de plausibilidad
de la imagen de la funcion es una distribucion de posibilidad y coincide con la que se
obtiene mediante el principio de extension empleando la t-norma min. A
continuacidn se describe en detalle la representacion grafica de la extension de una
funcion cuando existe correlacion positiva perfecta. La representacion para las otras
dos correlaciones analizadas se puede consultar en el anexo A.
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Dada una funcion »=f{a,b) la posibilidad de cada curva de nivel fla,b)=cte se calcula
sumando (o bien integrando, para variables continuas) la asignacion bésica conjunta
de todos los elementos focales que contengan al menos un punto de dicha curva
segun (3.8).

3 y
, Ve
/7
I(B;) 7
/7 ’ ’
(a.0) 7

a,by=r,

: 1
I4) 15

Figura 3.24: Elementos focales conjuntos que contienen algun punto de f(a,b)=r; con a,=ayp

En la Figura 3.24 se marcan con linea gruesa los representantes de dichos elementos
focales cuando la correlacion entre aia y o es positiva perfecta, esto es ay=ap (en
linea discontinua). En el ejemplo de la Figura 3.24, la posibilidad de f{a,b)=r;
coincide con la posibilidad del punto (a;,b;) definido por el corte entre la diagonal
principal y fla,b)=r). Es decir, la posibilidad de fla,b)=r; es la integral de la
asignacion basica conjunta en el tramo grueso de la diagonal principal.

En la Figura 3.25 se representan, tanto los elementos focales conjuntos C; como las
curvas de nivel de la funcion f(a,b) a extender. Los elementos focales conjuntos son
rectangulos con los vértices situados a lo largo de las diagonales. Los pares (a,b) con
el mismo d, es decir con el mismo valor de posibilidad w4(a)=np(b) dados los
conjuntos borrosos 4 y B son los puntos situados en dichas diagonales.

La posibilidad de cada curva de nivel f{a,b)=cte es la suma de la asignacion basica de
los elementos focales conjuntos C; que contienen al menos un punto de la curva. Esto
es, en la Figura 3.25 todos los elementos focales desde C, hasta C; contienen al
menos un punto de fla,b)=r|. Estos elementos focales conjuntos son los que
contienen al par (a;,b;) que es el punto de la recta fa,b)=r; que cumple que a y b
tienen el mismo valor de posibilidad w4, 5((a1,b1))=m4(a1)=np(b1)=c,. Para calcular la
posibilidad de fla,b)=r, (ver Figura 3.25) hay que integrar la asignacion basica
conjunta para los mismos elementos focales de C, a C;, con lo que w4 5((ai,b1))=
T4 XB((az,bz)):’KA(al):’NB(b1):TYA(612):’TTB(Z72):OL¢.
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Figura 3.25: Representacion de la funcion r=f(a,b) asi como de los elementos focales conjuntos

Cuando la correlacion es positiva perfecta el célculo grafico de la posibilidad es
sencillo por lo que se propone trabajar directamente con la representacion de los
elementos focales conjuntos y de la funcion f{a,b) en el dominio de los soportes de
los conjuntos borrosos ]A[ x]BJ[, prescindiendo de la representacion de la asignacion
basica conjunta en el dominio de los limites inferiores de los a-cortes asociada. Por
tanto los pasos a seguir son:

1.

Representacion grafica de la funcion real =f{a,b). Se representan las curvas de
nivel de la funcién en el dominio de los soportes |A[ x ]B][

Representacion grafica de los elementos focales conjuntos sobre la
representacion de las curvas de nivel de la funcidn, y obtencion del valor de
posibilidad de cada curva de nivel.

3.4.2. Algoritmo RMS

Tal y como se describid en el capitulo 2, el algoritmo de planificacion RMS basado
en prioridades fijas asigna las prioridades a las tareas de acuerdo con el tamafo del
periodo. En este apartado el tiempo de finalizacién borroso de una tarea se obtiene
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mediante la aplicacion de dos métodos, el principio de extension y la representacion
gréfica propuesta en el anexo A.

En un ejemplo sencillo, de un sistema formado por tres tareas, primero se calculan
los tiempos de finalizacién cuando todos los parametros son numéricos, y a
continuacion se extiende a tiempos de ejecucion borrosos.

Tiempos de ejecucion numéricos

Sea un sistema de tiempo real formado por tres tareas peridodicas 4, B 'y C con
periodos 3, 5 y 15 respectivamente y tiempos de ejecucion numéricos 1, 2 y 3
respectivamente. Con el algoritmo RMS, la tarea A4 es la de mayor prioridad ya que
tiene el menor periodo, mientras que la C es la de menor prioridad. La Figura 3.26
muestra el grafico de planificacion, llamado también cronograma [Burns, Wellings,
1989].

Tarea A t $ ﬁ £ z I

0 1 3 3 9 2 5 tiempo
Tarea B f
0 3 5 8 10 2 15 tiempo
Tarea C ?
[ o [y .
0 5N 14 15 fempo

o : Tiempo de finalizacion

T : Tiempo listo

Figura 3.26: Grdfico de planificacion de un sistema con algoritmo RMS

Este andlisis se plantea de forma general, calculando todos los tiempos de
finalizacidon en un hiperperiodo, para ilustrar el proceso propuesto en la Figura 3.9.
Notese que en un caso como este, donde existe un instante critico, el peor caso en el
tiempo de finalizacion de cada tarea se produce en la primera ejecucion (ver capitulo
2). Por tanto, seria suficiente comparar los tiempos finales en la primera ejecucion
con los plazos correspondientes para determinar si el sistema es planificable.

Las tres tareas estan listas por primera vez en el instante critico. Si nos fijamos en los
tiempos de finalizacion de A, esta tarea podra respetar cualquier plazo d, situado

111
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entre 1 y 3 (su periodo). Dado que los tiempos de finalizacion de B estan en 3, 8 y
12, si el valor del plazo relativo dp est4 entre 3 y 5 lo podra respetar. Finalmente, el
plazo dc de C deberia situarse entre 14 y 15.

En este caso el algoritmo RMS es una funcién discontinua rms: R* — R’ de los
tiempos de ejecucion de las tareas (p1, p» y p3) a los tiempos de finalizacion (wcj) en
un hiperperiodo, que se puede observar en la Figura 3.26 que son 9.

Tiempos de ejecucion borrosos

Supongamos ahora unos tiempos de ejecucion borrosos P4, Py Pc con funciones de
pertenencia triangulares definidas por sus vértices P,=(0.9;1;1.1), Pp=(1.9;2;2.1) y
P=(2.9;3;3.1).

El primer método que se propone para obtener las distribuciones de posibilidad es la
aplicacion del principio de extension con la t-norma min. Sea el tiempo de
finalizacién de una tarea i en su ejecucion j, we;. Se puede aplicar el principio de
extension para obtener el conjunto borroso WC; cuando se consideran tiempos de
ejecucion borrosos:

/uwc,./.(wcii) = sup min{,uPA (pA )a :UPB (pB)7 /'lPC (pc )}

we; =rms(p4,Pp.Pc)

donde en este caso la funcion rms es el algoritmo RMS que da como tnica salida el
) C ., : s 3 1
tiempo de finalizacion wc;; es decir, se define esta funcién como rms: R° — R’, en
lugar de obtener todos los tiempos de finalizacion en un hiperperiodo.

Para obtener la funcién de pertenencia de WCj se puede aproximar el principio de
extension muestreando los soportes de P4, Pg y Pc con ny, ng y nc niamero de
muestras, y simulando todas las combinaciones (p4, ps, pc) [Lootsma, 1997]. Esto
supone realizar ny ‘ng- nc simulaciones con niimeros reales.

Por ejemplo, el tiempo de finalizacion de la tarea B en su tercera ejecucion wegs, solo
depende de los tiempos de ejecucion de las tareas 4 y B es decir rms: R* — R' y la
Figura 3.27 muestra la distribucion de posibilidad que se obtiene para el conjunto
borroso W(Cpg;.
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WCsg;

11.9 12 129 13 133

Figura 3.27: Distribucion de posibilidad del tiempo de finalizacion de la tarea B en su tercera
ejecucion

Se puede obsevar que WCjp; es un conjunto borroso no convexo. El “hueco” se debe
al hecho de que cuando 4 se esté ejecutando (entre 12 y 12.9) es imposible que B se
ejecute, y por tanto que finalice. Como 4 comienza su quinta ejecucion exactamente
en el instante 12, la posibilidad de que B finalice en 12 cae verticalmente a 0. El
tiempo de finalizacidon de la tarea 4 en su quinta ejecucion es borroso, y por eso la
distribucion de posibilidad WCp; crece linealmente de 12.9 a 13.

El segundo procedimiento para calcular la distribucidon de posibilidad del tiempo de
finalizacion de la tarea B en su tercera ejecucion es mediante la representacion
grafica del cuerpo de evidencia conjunto con correlacion positiva perfecta, esto es
siendo la distribucion de la asignacioén bésica conjunta una uniforme en la diagonal
principal. Es posible aplicar este segundo método porque, como ya se ha dicho, la
funcién a extender en este caso es una funcion de dos argumentos wcgz = rms(p4, ps)-
En la aplicaciéon del método grafico hay que seguir dos pasos:

1. Representacion grafica de la funcion real. En este caso wegz = rms(p4, pp)=cte.

2. Representacion grafica de los elementos focales conjuntos, y obtencion del valor
de posibilidad de cada curva de nivel wcps =cte.

1. Representacion de la funcion real.

La funcion real a representar es wegz = rms(p4, pg), donde rms: R? — R'. Como la
tarea C es la de menor prioridad, weg; no depende de su tiempo de ejecucion, sino
que unicamente depende de los tiempos de ejecucion de 4 y de B. Al ser una funcién
de dos argumentos se puede aplicar la representacion grafica propuesta en el anexo
A. En la Figura 3.28 se muestran algunas de las curvas de nivel correspondientes a
wcpsz =cte.
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Figura 3.28: Representacion de wcp; =cte

Cuando p4 <1y pp<2, se puede ver en la Figura 3.26 que el tiempo de finalizacién
de la tarea B en su tercera ejecucion solo depende del tiempo de ejecucion de la tarea
B, es decir, para tiempo de ejecucion pp constante, el tiempo de finalizacion wcep; es
también constante. Esto es debido a que en ese caso:

e el tiempo de finalizacion de 4 en su cuarta ejecucion no afecta a la tercera
ejecucion de B porque la cuarta ejecucion de A termina antes de que B esté lista
para su tercera ejecucion (en el instante 10), y ademas,

* el tiempo de finalizacion de 4 en su quinta ejecucion no afecta a la tercera
ejecucion de B porque B termina su tercera ejecucion antes de que A esté lista
para su quinta ejecucion (en el instante 12).

El menor valor que toma wcp; en esta zona py <1y pp<2 es para pp=1.9 y viene

dado por wegz =10+1.9=11.9. El mayor valor es wcpz =12, para pz=2.

Si weps <12y ps >1 entonces el tiempo de finalizacion de la tarea 4 en su cuarta
ejecucion interfiere en el tiempo de finalizacion de B wcp; analizado. Esto ocurre
porque al ser p, >1, la tarea A termina su cuarta ejecucion después de que B esta lista
en su tercera ejecucion (instante 10), retrasando la ejecucion y la finalizacion de la
tarea B. Por tanto, en esa zona wcpz=cte para p,+ pp=cte’ siendo cte=cte’. El tiempo
de finalizacion de B, wcp;, vale 12 para la recta p4+pp=3, con p, >1y pp <2. La linea
formada por wcpz =12 es la linea de discontinuidad de la funcidon, tal y como se
puede ver en la Figura 3.28.
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Si ps <1y pp>2, la cuarta ejecucion de 4 no afecta a wepz , porque A termina antes
del instante 10. Ademas, como pp>2 su tiempo de finalizacion es mayor que 12, con
lo que la tarea 4 en su quinta ejecucion interrumpe a B y retrasa su finalizacion. Por
tanto, en esa zona se cumple que wcps=cte para p,+ pg=cte’. El menor valor que
toma wcp; es, en el limite cuando pp tiende a 2 'y ps=0.9, weps=12.9, (weps=10+ pp +
p4). El mayor valor de wcp; en esta zona es 13.1, para py=1y pp=2.1.

Sips>1yweps>12, se tiene que:

* La cuarta ejecucion de A4 retrasa la finalizacién de B wep;, ya que al ser py >1, la
tarea 4 termina su ejecucion después del instante 10.

e Como wcps>12, la quinta ejecucion de A interrumpe a B, retrasando su
finalizacion.

Como hay dos ejecuciones de 4 que afectan a wcp;, en esta zona se cumple wegz=cte
para 2-p,tpp=cte’, tal y como se ve en la Figura 3.28, y wcp; varia desde 13 hasta
133 (en p,=1.1y pg=2.1).

2. Representacion de los elementos focales y obtencion de la distribucion de
posibilidad.

Una vez representadas las curvas de nivel del tiempo de finalizacion wep;z en funcidon
de los tiempos de ejecucion de las tareas 4 y B, se obtiene de forma gréafica la
distribucion de posibilidad del tiempo de finalizacion borroso WCjp;, supuesto que la
asignacion basica conjunta expresada en funcion de los limites inferiores de los a-
cortes esta uniformemente distribuida en la diagonal principal de dominio de los
limites inferiores Ujpan X Uspsy.

La Figura 3.29 muestra la funcion rms y los elementos focales conjuntos R; del

cuerpo de evidencia conjunto (F,,, ,m, ., ) cuando se supone que entre aa y o hay

xPB 9

una correlacion positiva perfecta, por lo que los elementos focales estdn anidados y
situados a lo largo de las diagonales definidas por aa = .

Para pg=1.9 y p4 entre 0.9 y 1, wcp; toma el valor 11.9. Para calcular la posibilidad
de wcpz = 11.9 hay que integrar la asignacion bésica de los elementos focales
conjuntos que contienen al menos un punto de esa linea:

(3.9) Ty, (weys) = _[ Mp xp, (Rj )'de

wegs N R;#0
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Como el tnico elemento focal que contiene algin punto es el externo R, la
posibilidad es 0. A partir de wepz=11.9, al aumentar el valor de wcgs, la posibilidad
resultante aumenta porque cada vez mas elementos focales conjuntos contienen
puntos de las lineas wcgz=cte. Por ejemplo, para wcp;=11.95, todos los elementos
focales conjuntos desde R, hasta R; contienen algin punto de esa linea, con lo que la
posibilidad de ese punto se calcula segun (3.10), dando una posibilidad de 0.5 (ya
que se integra la asignacion bdsica uniforme en la mitad de la diagonal
correspondiente al dominio de los limites inferiores).

Ri
(3.10) 74, (11.95)= [ m,, ., (R,) @R,
R;=R,

Para wcpz=12, se puede observar que todos los elementos focales conjuntos
contienen algun punto de esa linea, con lo que la posibilidad de wcpz=12 es 1.
Después se produce una discontinuidad en wcp; que pasa de valer 12 a 12.9 en
(p4,p5)=(0.9, 2). Como el unico elemento focal conjunto que contiene ese punto es el
externo R, la posibilidad de wcp;=12.9 es cero. Desde wep;=12.9 hasta wegz=13, a
medida que crece wcpz también crece el valor de posibilidad, porque cada vez mas
elementos focales contienen puntos de las lineas wcps=cte.

2.1

12

<
[ev]
(\}

-/'
4
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|

L

| 6951.99)

Figura 3.29: Representacion de la funcion rms aplicada a los tiempos de ejecucion de Ay de B

En el caso de wepz=12.95 todos los elementos focales desde R, hasta R; contienen
algin punto de esa linea. Estos son los mismos elementos focales que contienen a la
linea wcpz=11.95, con lo que la posibilidad de 12.95 es igual a la posibilidad de
11.95 (3.10). De nuevo en wcpz=13 todos los elementos focales contienen al menos
un punto de la linea correspondiente, con lo que la posibilidad es 1. Desde wepz=13
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hasta wepz=13.3 la posibilidad vuelve a decrecer. Por ejemplo, para wep;=13.15 los
elementos focales que la contienen son de nuevo todos los que estan entre R, y R; y
por tanto la posibilidad de wcpz=13.15 es la misma que la de 12.95 y que la de 11.95.
En weps=13.3, situado en (p4,pp)=(1.1, 2.1), la posibilidad vuelve a ser cero, ya que
solo R, contiene ese punto.

La distribucidon de posibilidad resultante (ver Figura 3.27) coincide con la que se
obtiene mediante el principio de extension.

Una vez obtenida la distribucioén de posibilidad de wcep; , de acuerdo con el método
de andlisis de planificabilidad borrosa propuesto en el apartado 3.2 (Figura 3.8) se
compara con su plazo de ejecucion, sea numérico o borroso. Por ejemplo, si dp; = (j-
1)-t3+ dp, se tiene que:

* Si el plazo dp; esta después de 13.3, la posibilidad de que B termine antes de su
plazo es [( WCpg; <dp3 )= 1, y la necesidad es N( WCp; <dp; )= 1.

* Siel plazo dp; estd entre 13 y 13.3 entonces [M(WCp3<dp;)=1 y N(WCp3<dp3)=1-
]TWCB3 (dp3)

e Sielplazoestaentre 12y 13: T1(WCp; <dp3)= 1, N(WCp; <dp3 )=0

* Sielplazoesta entre 11.9 y 12: TT(WCp3<dp;3)= Tye,. (dp3), N(WCp3<dp3)=0

* Siel plazo estd antes de 11.9: M(WCp3 <dp3)= 0, N(WCp3<dp;)=0

Para obtener la planificabilidad del sistema a partir de la planificabilidad de las tareas
hay que calcular las distribuciones de posibilidad de todos los tiempos de
finalizacién y compararlas con sus plazos. El minimo de todas las posibilidades
(respectivamente necesidades) es el valor de posibilidad (respectivamente necesidad)
de que el sistema sea planificable. Para las demas ejecuciones de B se puede hacer de
forma similar. Para los tiempos de finalizacion de la tarea A4, el célculo es muy
sencillo ya que al ser la mas prioritaria se tiene que WCy; =(j-1)-t4 + P4 con 1<;< 5.
Para el tiempo de finalizacion de la tarea C, hay que aplicar el principio de extension
ya que el método grafico se complica demasiado para funciones de tres argumentos:
el tiempo de finalizacion de C depende de los tiempos de ejecucion de A4, de By de
C, y la representacion deberia hacerse en tres dimensiones. Recordemos que este
método grafico se propone Unicamente como herramienta de estudio, y no como
método sistematico de célculo de la planificabilidad.
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En el ejemplo anterior todos los tiempos de ejecucion borrosos eran numeros
borrosos triangulares simétricos. La representacion grafica propuesta también
permite la obtencion de distribuciones de posibilidad a partir de nimeros borrosos
triangulares no simétricos, por ello se presenta a continuacion otro ejemplo basado
en el anterior, donde el tiempo de ejecucion de la tarea B, Pg, no es simétrico. Asi
pues, en este caso el sistema esta formado por tres tareas periddicas 4, B'y C con
periodos: 3, 5 y 15 respectivamente, tiempos de ejecucion borrosos Py, Py Pc con
funciones de pertenencia triangulares definidos por sus vértices P,=(0.9;1;1.1),
Pp=(1.8;1.9;2.1) y Pc=(2.9;3;3.1).

En la Figura 3.30 aparecen representadas las curvas de nivel wcpsz =cte del tiempo de
finalizacion de la tarea B en su tercera ejecucion en funcion de los tiempos de
ejecucion de la tarea 4 y de la tarea B.
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Figura 3.30: Representacion de la funcion rms aplicada a los tiempos de ejecucion de Ay B. Segundo
ejemplo

Esta representacion de la Figura 3.30 es similar a la del ejemplo anterior, salvo que
se ha ampliado el dominio de pp y por tanto también el de wcg;. Asi, cuando pg =1.8
y p4<1 entonces wcp;=11.8. Sin embargo los elementos focales conjuntos si han
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cambiado, ya que en este caso son rectdngulos anidados cuyos vértices se desplazan
a lo largo de las diagonales correspondientes a ay=a, esto es, la diagonal principal
del dominio de los limites inferiores [0.9,1]x[1.8,1.9] y la diagonal principal del
dominio de los limites superiores [1,1.1]x[1.9,2.1]. En la Figura 3.30 se muestran
tres de los elementos focales conjuntos, R, R; y R;.

Se puede observar en la Figura 3.30 que el tnico elemento focal conjunto que
contiene algin punto de wepz=11.8 es el externo R, por lo que la posibilidad es 0. A
partir de ese valor la posibilidad va creciendo hasta que para wcp;=11.9 la
posibilidad es 1, ya que todos los elementos focales contienen algun punto de dicha
linea. Para calcular la posibilidad en un valor intermedio, por ejemplo wcpz=11.85,
hay que integrar la asignacion bésica conjunta en todos los elementos focales desde
R, hasta R; (dando una posibilidad de 0.5, ya que es la mitad de la diagonal
correspondiente al dominio de los limites inferiores). Desde wcp;=11.9 hasta
wepsz=12, la posibilidad va decreciendo. Para calcular la posibilidad de wcpz=12, hay
que integrar la asignacion bdsica conjunta en todos los elementos focales desde R,
hasta R; (posibilidad 0.66, correspondiente a 2/3 de la diagonal de los limites
inferiores).

Para wcpz=12.9 la posibilidad vuelve a ser 0 y va creciendo con wcp; hasta llegar a
wepz=12.95. Los elementos focales que contienen algin punto de wep;=12.95 son los
mismos que contienen algin punto de wep;=11.85, esto es, desde R, hasta R;, con lo
que la posibilidad de ambos es la misma. Todos los valores de wcp; desde 12.95
hasta 13 tienen el mismo valor de posibilidad ya que en todos los casos son los
elementos focales desde R, hasta R; los que intervienen. A partir de wep;=13 la
posibilidad vuelve a crecer hasta wcp;=13.03, en cuyo calculo intervienen los
elementos focales desde R, hasta R;, igual que para wcps=12, con lo que sus valores
de posibilidad coinciden. A partir de wep;=13.03 la posibilidad decrece hasta 0 en
wepz=13.3. Para wepz=13.1, los elementos focales que intervienen son los situados
entre R, y R;, con lo que la posibilidad de wcpz=13.1 es igual que la posibilidad de
11.85 y que lade 12.95.

En la Figura 3.31 se muestra la distribucion de posibilidad resultante para WCpg;.

WCpgs

11.8 119 12 129 1295 13 13.03 13.3

Figura 3.31: Distribucion de posibilidad del tiempo de finalizacion de la tarea B en su tercera
ejecucion. Segundo ejemplo.
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Una vez obtenida la distribucion de posibilidad de wcps se compara con el plazo
correspondiente, sea numérico o borroso. Por ejemplo, si dp; es numérico, con dp; =
(j-1)-t + dp, y j=3 se tiene que:

* Si el plazo dp; esta después de 13.3, la posibilidad de que B termine antes de su
plazo es [( WCpg; <dp3 )= 1, y lanecesidad es N( WCp; <dp; )= 1.

e Si el plazo dp; estd entre 13.03 y 13.3 entonces [M(WCp;<dp3;)=1 y
NWCp3<dp3)= 1- 11, (dp3)

* Siel plazo estd entre 12 y 13.03:
M(WCp; <dg3)=1, N(WCp3<dp3)=1-0.66 =0.33

* Sielplazo estd entre 11.9y 12:
N(WCps <dps)=1, N(WCp3<dp3)= 1- 10, (dp3)

* Sielplazo estdentre 11.8 y 11.9:
N(WCps <dp3)= Ty, (dp3), N(WCp3<dp3)=0

e Siel plazo esta antes de 11.8: [T(WCp; <dp3)= 0, N(WCp3<dp3)=0

Para obtener la planificabilidad del sistema hay que calcular las distribuciones de
posibilidad de todos los tiempos de finalizaciébn y compararlas con los plazos
correspondientes. El minimo de todas las posibilidades (respectivamente
necesidades) es el valor de posibilidad (respectivamente necesidad) de que el sistema
sea planificable.

3.4.3. Algoritmo DMS

Como ya se ha descrito en el capitulo 2, el algoritmo de planificacion DMS basado
en prioridades fijas asigna las prioridades atendiendo al tamafio del plazo, de forma
que a menor plazo mayor prioridad. Si los plazos son numéricos la ordenacion de las
tareas por prioridades es univoca salvo si existen tareas con plazos iguales. En ese
caso el orden relativo de prioridad asignado a las tareas con el mismo plazo no afecta
a la planificabilidad del sistema.
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En este apartado se presenta un ejemplo de planificacion con el algoritmo DMS
resuelto primero con parametros numéricos, que se extiende a tiempos de ejecucion
borrosos aplicando la representacion grafica propuesta.

Tiempos de ejecucion y plazos numéricos

Supongamos que se tiene un sistema compuesto por tres tareas periddicas 4, By C,
con periodos #4=3, t3=5 y tc=15, tiempos de ejecucion p,=1, pz=1 y pc=3, y plazos
ds=3, dg=2 y dc=11. Por tanto la tarea méas prioritaria de acuerdo con el algoritmo
DMS es la tarea B, ya que tiene el menor plazo, y la menos prioritaria es la tarea C.
En la Figura 3.32 se muestra el grafico de planificacion de este ejemplo.

Notese que el algoritmo DMS es una funcién discontinua definida de los tiempos de

ejecucion de las tareas a los tiempos de finalizacion. En este caso DMS: R® — R’

Como puede comprobarse, todas las tareas terminan su ejecucion antes del plazo
correspondiente, con lo que este sistema es planificable.

Tarea A o E E Ea E |

15 tiempo

0 2 3 6 9 12
Tarea B % | t \I, t \I, T
0 56 10 11 15

tiempo

Tarea © T 5N &Y A T
0 8 15 tiempo

o: tiempo de finalizacion T: tiempo listo 1t plazo

Figura 3.32: Grdfico de planificacion de un sistema con algoritmo DMS

Notese que al igual que ocurria con el algoritmo RMS, cuando existe un instante
critico el peor tiempo de respuesta de cada tarea se produce en la primera ejecucion.
Por tanto, seria suficiente comparar los tiempos de finalizacién en la primera
ejecucion con sus plazos para determinar si el sistema es planificable. En general es
preciso analizar el sistema en un hiperperiodo y en el siguiente punto se muestra
como ejemplo el calculo del tiempo de finalizacién de la tarea 4 en su cuarta
ejecucion.
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Tiempos de ejecucion borrosos y plazos numéricos

En este caso, siendo los plazos numéricos, la mayor prioridad es la de la tarea cuyo
plazo es menor. El aspecto del grafico seria similar al del RMS debido a que de
nuevo se tienen sumas de nimeros con discontinuidades. Se ha comprobado, como
era de esperar, que de nuevo coinciden las distribuciones de posibilidad obtenidas
por teoria de la posibilidad con la t-norma del minimo y las distribuciones obtenidas
por teoria de la evidencia con correlacion positiva perfecta. El procedimiento para el
analisis de planificabilidad es el mismo que el que se ha descrito para el algoritmo
RMS.

Como ejemplo, supongamos tres tareas periddicas A, B'y C, con periodos 3, 5y 15.
Los tiempos de ejecucion son numeros borrosos triangulares P4=(0.9;1;1.1),
Pp=(0.9;1;1.1) y Pc=(2.9;3;3.1). Los plazos son 3, 2 y 11. Por tanto, la tarea mas
prioritaria de acuerdo con el algoritmo DMS es la tarea B y la menos prioritaria, la
tarea C.

Si se define dms como la funcién dms: R® — R' que da como resultado el tiempo de
finalizacion de la tarea 4 en su cuarta ejecucion wcys, dicha funcidon se puede
extender a tiempos de ejecucidon borrosos por dos caminos ya que unicamente
depende de los tiempos de ejecucion de 4 y de B, mediante el principio de extension
con la t-norma min, o aplicando la representacion grafica del cuerpo de evidencia
conjunto con correlacidon positiva perfecta.

1. Representacion de la funcion real.

En la Figura 3.33 se muestra la representacion de la funcion real weys = fipa, ps),
para distintos valores de wcy4 = cte. El tiempo de ejecucion de la tarea C no afecta a
la tarea 4 ya que C es menos prioritaria.

Cuando el tiempo de ejecucion de la tarea A es menor o igual que 1, p4<1, el tiempo
de finalizacion de la tarea A en su cuarta ejecucion w4 es independiente del tiempo
de ejecucion de la tarea B, ya que 4 termina antes de que B comience su tercera
ejecucion (ver Figura 3.32). Por tanto, el menor valor de wcy4 se da para el menor
valor de p4 que es 0.9, resultando wcys =9+0.9=9.9. Y el mayor valor de wcys se da
para py; = 1, resultando wcys =9+1=10. La recta wcys =10 es la recta de
discontinuidad de la funcion.

Cuando el tiempo de ejecucion de 4 es mayor que 1, p>1, la tarea 4 es interrumpida
por la tarea B en su tercera ejecucion en el instante 10, retrasando asi su finalizacion,
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por lo que wcya €s mayor. Por tanto, en esta zona wcy4 depende de py y ps, y se
cumple que wcys=cte para p,tpg=cte’. El primer valor de wcq, en el punto de
discontinuidad (p4,p5z)=(1, 0.9) es wcys =10.9. A partir de ese valor, el tiempo de

finalizacion va creciendo hasta weyq =11.2 en (p4 , ps)=(1.1, 1.1). Ver Figura 3.33.

11 k11.2
9bs | 10 \
0.9 1.1
pe 1
0.95
1
0.9 O
0.9 1 1.1
P4

Figura 3.33: Representacion de la funcion real wcyy =cte

2. Representacion de los elementos focales y obtencion de la distribucion de

posibilidad.

En la Figura 3.34 se muestra la representacion grafica propuesta en esta tesis para
obtener la distribucion de posibilidad de WCy4 a partir de los cuerpos de evidencia de
P4y Pg. El valor de posibilidad de wc4 =9.9 es 0, ya que unicamente el elemento
focal conjunto externo R, contiene algiin punto de dicha linea, tal y como se ve en la
Figura 3.34. A partir de ahi, al crecer wcy4 también crece la posibilidad asociada. Por
ejemplo, para wcyq =9.95, todos los elementos focales desde R, hasta R; contienen
algin punto de dicha linea, con lo que la posibilidad de wcy4 =9.95 es la integral de
la asignacién bésica conjunta en dichos elementos focales (posibilidad de 0.5,
correspondiente a la mitad de la diagonal).
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1.1 —

pe 1

0.9« -
0.9

P4

Figura 3.34: Representacion de la funcion dms aplicada a los tiempos de ejecucion de Ay B

Cuando wcy4 vale 10, la posibilidad se hace 1 ya que todos los elementos focales
conjuntos contienen algun punto de wcy4 =10. El siguiente valor de wcy4 10.9 en el
limite, vuelve a tener posibilidad 0 y a partir de ese valor la posibilidad crece con
weys hasta llegar a weys =11, cuya posibilidad es 1. Para un valor situado entre wc 4
=10 y wcas =11, por ejemplo para weys =10.95, los elementos focales que contienen
algin punto de esa linea son los mismos que los de wcya =9.95, desde R, hasta R;,
con lo que la posibilidad de ambos es la misma. A partir de wcyq4 =11 la posibilidad
decrece, asi para wcys =11.1, los elementos focales que contienen alguno de sus
puntos son los situados entre R, y R;, con lo que la posibilidad de wcys =11.1 es la
misma que la de 9.95 y que la de 10.95. Finalmente, la posibilidad de wc44 sigue
decreciendo hasta llegar a wcyq =11.2 cuya posibilidad vuelve a ser 0. En la Figura
3.35 se muestra la distribucion de posibilidad resultante del tiempo de finalizacion de
A en su cuarta ejecucion.

WCya

99 10 109 11 11.2

Figura 3.35: Distribucion de posibilidad del tiempo de finalizacion de la tarea A en su cuarta
ejecucion
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Al comparar con el plazo correspondiente, en este caso d4=3-t4+d,~=12, se tiene que
H(WCa<das)=1 y N(WC4<d44)=1. Para calcular la planificabilidad del sistema hay
que obtener todos los tiempos borrosos y compararlos con sus plazos escogiendo los
valores minimos de posibilidad y necesidad resultantes.

Si los plazos son nimeros borrosos hay que comparar los tiempos de finalizacion
borrosos con los plazos borrosos. La unica dificultad puede surgir en la asignacion
de las prioridades fijas de la tareas, que segin DMS depende del tamano de los
plazos. Si los plazos son borrosos, puede haber mas de una ordenacion de los plazos
con posibilidad distinta de cero y con ello mas de una asignacion de prioridades
posible. Tal y como se verd en el capitulo 5, si existe un orden fuerte entre los plazos
la asignacion dada por dicho orden fuerte es Optima en el sentido de que maximiza la
posibilidad y la necesidad de que el sistema sea planificable. Ademas se puede
analizar el sistema teniendo en cuenta todas las asignaciones posibles, es decir, si
[I(D1<D»)=0 y II(D,<D)=0 se puede calcular la posibilidad y la necesidad de que
el sistema sea planificable teniendo en cuenta ambas asignaciones, cada una con su
posibilidad asociada, denominadas en esta tesis posibilidad y necesidad total. Esta
cuestion se presenta en detalle en el capitulo 6.

3.5. Calculo de planificabilidad borrosa mediante
aproximaciones de los tiempos de finalizacion

La representacion grafica propuesta es una herramienta util para obtener
conclusiones acerca del calculo de los tiempos de finalizacién borrosos, pero no es
un método sistematico de calculo, ya que se complica cuando los argumentos
borrosos no son numeros triangulares (la asignacion basica en funcion de los limites
inferiores de los a-cortes deja de ser una distribucion uniforme), o cuando la funcion
depende de tres argumentos (en cuyo caso habria que representar la funcidon en tres
dimensiones).

Por otro lado, como ya se ha mencionado, para aplicar el principio de extension
muestreando los soportes de los conjuntos borrosos hace falta realizar muchas
simulaciones de la ejecucion del sistema en un hiperperiodo. Por ejemplo, para tres
tiempos de ejecucion borrosos Py, Pz y Pc con ny, ng y nc nimero de muestras
respectivamente, el nimero de simulaciones seria nyxngxnc 'y depende, por tanto,
del ntimero de tareas.
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Supongamos que se busca un resultado de planificabilidad con una determinada
precision en q, es decir, una precision determinada » en los valores de posibilidad de
las distribuciones de posibilidad de los tiempos de finalizacion. Para ello se divide el
intervalo (0,1] en 1/7 intervalos, de forma que el numero de muestras de cada tiempo
de ejecucion es ny = (2/r)-1 = ng = nc = n. Para aplicar el principio de extension
hacen falta n’ simulaciones. En general, para n tar nimero de tareas las
simulaciones necesarias para aplicar el principio de extensién con una resolucion r
en aes n™-'", siendo n=(2/r)-1.

La aplicacidon del principio de extension se puede hacer inviable debido al gran
nimero de simulaciones que son necesarias. Por tanto interesa buscar un método mas
rapido para realizar el andlisis de planificabilidad.

3.5.1. Definicion de aproximacion valida de un conjunto borroso
para el analisis de planificabilidad

El resultado WCj; de la extension de we;=f(p;) con h=1..n_tar a argumentos borrosos
mediante la aplicacion del principio de extension con la t-norma minimo, es lo que a
partir de ahora se denominara resultado “exacto” de la extension y se tomara como
referencia en las extensiones borrosas que se propongan del andlisis de
planificabilidad. Como en muchas ocasiones la aplicacion del principio de extension
se hace inviable debido a su coste computacional, uno de los objetivos de esta tesis
es encontrar aproximaciones WC; del conjunto borroso WCj obtenido mediante el
principio de extension, que sean validas para el calculo de la planificabilidad borrosa
del sistema. Ademads, esas aproximaciones validas deben ser mas rapidas de obtener
que la aplicacion del principio de extension.

Para ello, en primer lugar es necesario definir lo que se consideran aproximaciones
validas del tiempo de finalizacion de una tarea i en su ejecucion j WC;;. Se dice que
un tiempo de finalizacion borroso WC"; es una aproximacién vélida de otro tiempo
de finalizacioén borroso WCj; cuando la posibilidad y la necesidad de que WC*l'j sea
menor o igual que el plazo de la tarea i D; es igual que la posibilidad y la necesidad
de que el tiempo de finalizacion WC;; sea menor o igual que dicho plazo. Si el tiempo
de finalizacion borroso WCj es exacto, la posibilidad y necesidad de que el sistema
sea planificable utilizando aproximaciones validas WC*l'j para todos los tiempos de
finalizacion borrosos exactos en un hiperperiodo son la posibilidad y necesidad
exactas de planificabilidad del sistema. Es decir:

* . .y rqe .
WC ; es una aproximacion valida de WCj si:
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II( WC"y<Dy) = II( WCy<Dy) y N(WC y<Dy) = N( WCy<Dy)

con lo que se cumple que ILnr =min{II( WC*Z-]-SDU-)}Z min{II( WC;<Dy)} y
Nptanig = min{N( WC"y<Dy)}= min{N( WC;<Dy)}

Tal y como ya se ha visto, los conjuntos borrosos WCj; son, en general, no convexos
(ver Figura 3.27), debido a que el algoritmo de planificacion es una funcidén
discontinua.

De acuerdo con lo presentado en el anexo B, se puede afirmar que la comparacion de
un conjunto borroso no convexo con otro numero, clasico o borroso, da el mismo
resultado de posibilidad y necesidad que la comparacion de una aproximacion, si se
define la aproximacion como un conjunto borroso con los mismos limites inferiores
y superiores para cada a—corte que el conjunto de partida. Por tanto, cualquier
conjunto borroso WC*U- que tenga los limites exactos de los a—cortes, es una
aproximacion valida de WCj; en este contexto.

Recordemos que la funciéon de pertenencia pypci(we): R—[0,1] del tiempo de

finalizacion borroso WCj; se puede representar en términos de sus O-cortes ([Dubois,
Prade, 1989a], [Dubois, Prade, 1986b]):

pweii(wey) = sup { a € (0,11 we; € WC;; .}
donde WCj; , son los a-cortes de WCj;, esto es:
WCi ,={ weij | pwei(weyy) 2 a'}.
El limite inferior del o—corte de WCj; se define como:

wclj(a'): mf x

x! fhycy (x)2a

Y el limite superior del a—corte de WCj; se define como:

wcu(a’)Z sup  x

g
x/,uWCij (x)z2a

Si el tiempo de finalizacion es un conjunto borroso convexo, entonces el intervalo

ij?

[wcy (a’),w_cy.(a')} = [wcu w_cJ (@) es el a—corte de WC;;. Como en general WCj; no

es convexo, el a—corte de WCj; esta incluido en el citado intervalo (ver Figura 3.36).
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En la Figura 3.36 se muestran los limites inferiores y superiores de los a—cortes de
wcCi.

we, (0) L — we, (@)

Figura 3.36: Limites inferiores (=) y superiores (...) de los a—cortes de WC;

Asi, cualquier conjunto borroso con los limites de los a—cortes exactos wc, (@) y

wc, (@), es una aproximacion valida de WCjy. En la Figura 3.37 se muestra un

. . .y rqe * , .
ejemplo de aproximacion valida WC j;en linea continua.

Figura 3.37: Aproximacion valida WC";; de WC;,

Una de las posibles aproximaciones validas de WCj es el conjunto borroso convexo
definido por los limites de los a—cortes exactos we, (@) y we,(a), tal que el a—

. .y *
corte de la aproximacion WC j;es:

[wc; (a’),w_c:(a’)} [wcl],wc J(a) Z[wcﬁ @), we, @ )J

Esta aproximacion convexa se muestra en la Figura 3.38.
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Figura 3.38: Aproximacion valida convexa WC*,-I- de WC;;

3.5.2. Aproximacion valida convexa de los tiempos de finalizacion
borrosos

Tras definir el concepto de aproximacioén vélida de un conjunto borroso en el
contexto del andlisis de planificabilidad de un sistema, en este apartado se muestra
que es posible calcular una aproximacion valida del tiempo de finalizacién borroso
de una tarea aplicando calculo de intervalos y que es mas rapida de obtener que los
tiempos borrosos exactos calculados mediante la aplicacion del principio de
extension.

En efecto, sea el sistema del ejemplo anterior formado por tres tareas periodicas 4, B
y C con periodos: 3, 5 y 15 respectivamente. Los tiempos de ejecucion son nimeros
borrosos P4, Ps y Pc de forma triangular definidos por sus vértices: P,=(0.9;1;1.1),
Pp=(1.9;2;2.1) y P=(2.9;3;3.1).

Como se vio previamente, la distribucion de posibilidad exacta del tiempo de
finalizacion de la tarea B en su tercera ejecucion W(Cp; se puede obtener mediante la
representacion grafica de la combinacion de los cuerpos de evidencia, con
correlacion positiva perfecta entre las . Esta distribucion de posibilidad aparece en
la Figura 3.27. Por otro lado, en la Figura 3.39 se utililiza la representacion grafica
propuesta en esta tesis con el fin de obtener una aproximacién valida del tiempo de
finalizacion borroso exacto.

Con el fin de ilustrar mejor la relacion existente entre los conjuntos borrosos Py Pp,
la correlacion entre as y ap y los elementos focales del cuerpo de evidencia
conjunto, en la Figura 3.39 la representacion grafica propuesta, aplicada en este caso
a la obtencion de WCp;, se ha completado con la representacion de la correlacion
positiva perfecta en el cuadrado unidad [0,1]* y con los tiempos de ejecucion
borrosos P4y Pg.

Asi, la correlacion positiva perfecta entre ay y ap viene representada en la Figura
3.39, en el dominio de o y as, [0,1]2, como la diagonal principal ax=asg.



130 Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

Proyectando cada valor de o en los conjuntos borrosos P, y Pp, se obtienen dos
valores de p4 y dos valores de pp cuya posibilidad es . Esos son precisamente los
limites inferiores y superiores de cada a-corte de P, y Pp. Al proyectar dichos
limites de los a-cortes de P4 y Pp en el dominio de los soportes |P4[x]Pg[ (ver la
Figura 3.39), los pares resultantes (p4, pp) se distribuyen a lo largo de las diagonales
de 1P4[x]Ps[.

Concretamente, los pares formados por los limites inferiores ( (@), Py (a’)) , con el

mismo valor de 0, se sitian en la diagonal principal del dominio de los limites

inferiores, que en el ejemplo es [0.9, 1]x[1.9, 2]. Los pares formados por los limites

superiores (p_A(a'),p_B(a)), con el mismo valor de a, se sitian en la diagonal

principal del dominio de los limites superiores, que en el ejemplo es [1, 1.1]x[2,2.1].

Ademas, en la Figura 3.39 se representa la funcion wegs=rms(p.4,pz) en el dominio de
los soportes |P4[x]Pg[. Tal y como se describié anteriormente, wcp; crece de 11.9 a
12, donde existe una discontinuidad, y el siguiente valor se sitia en (p4,p)=(0.9,2) y
es wepz=12.9. A partir de ese valor, wcpz continia creciendo hasta 13.3 en

(pA,pB):(l.l,Z.l).

La posibilidad de todos los valores de wepz € [11.9, 12] se puede calcular como la

posibilidad de (p4, ps), que es el punto de corte entre la linea wep; =cte y a,=ap
(diagonal principal). Esto se cumple porque los elementos focales conjuntos que
contienen algiin punto de la linea wcp; =cte son los mismos elementos focales que
contienen al citado punto (p4, ps). Y la posibilidad de ese punto (p4, ps) es

precisamente 77, (ch3)=a'A=a'B. Ese valor de « es la posibilidad 77, ( P A)de un

tiempo de ejecucion py de la tarea 4, y la posibilidad 77, ( pB) de un un tiempo de

ejecucion pp de B. Por tanto se tiene:
Ty, (Wess )= Toer, (P4 22)) =10, (P1) =18, ()

A su vez, py es el limite inferior del a-corte de P4 de valor aa, p,=p,(a,). Y

también se verifica para el tiempo de ejecucion de By el tiempo de finalizacion de B

en su tercera ejecucion, p, = p,(Q,) y wcg, = wey,(a), con a=oa=0p

Por tanto, el limite inferior del a-corte de wep; se puede calcular operando mediante
la funcidon rms el limite inferior del o-corte de P4 con el limite inferior del a-corte

de Pg, esto es, wc,, (@) =rms (&(a),&(a))
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Con los limites superiores se puede obtener de forma similar la posibilidad de todos
los valores de WCpg; € [13, 13.3], como la posibilidad del punto de corte (p4, ps)
entre la linea wcp; =cte y ay=ap (diagonal principal del dominio de los limites
superiores [1,1.1]x[2, 2.1]). Y la posibilidad de ese punto (p4, ps) es

Ty, (wc33)=a,4=ag. Ese valor de o es la posibilidad 77, ( p A) de un tiempo de
ejecucion py de la tarea 4, y la posibilidad 77, ( p B) de un un tiempo de ejecucion pp

de la tarea B. Por tanto se tiene:

Thyc,, (weys) = 7%, vp, ((pA,pB)) =7, (ps)= /s (Ps)

A su vez, py es el limite superior del a-corte de P4 de valor as p, :p_A(a’ DY

ademds, p, =p_B(a’B) Y WCyy = WCp, (@), CON O=QipA=0B

Por tanto, el limite superior del a-corte del tiempo de finalizacién se puede obtener

directamente operando los limites superiores de los a-cortes de P, y de Pg , esto es,

Wy (@) = rms (p, (@), p, @)

Tomemos como ejemplo, en la Figura 3.39, el calculo del valor de posibilidad de
wepz=11.95, y de weps=13.15. Para calcular la posibilidad de wep; =11.95 hay que
integrar la asignacion basica conjunta de todos los elementos focales desde R, hasta
R; ya que contienen al menos un punto de la linea wcp; =11.95. Este valor de
posibilidad coincide con el del par (p4, p5)=(0.95,1.95) situado en la diagonal
principal del dominio de los limites inferiores, con lo que

Thyc,, (11.95) =75p4(0.95)=75(1.95)=0.5

donde 11.95, 0.95 y 1.95 son los limites inferiores de los a-cortes de WCps, P4y Ps
con 0=0.5. Es decir, wcy,(0.5)=11.95, p,(0.5)=0.95 y p,(0.5)=1.95. Este

procedimiento se puede extender para obtener la posibilidad a de todo wcg; [
[11.9,12].
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8 2,05  p,  p05)

Figura 3.39: Obtencion de WC’ y; mediante operacién de intervalos a partir de la representacion
propuesta

Como los mismos elementos focales conjuntos de R, a R; contienen también al
menos un punto de la recta wegz =13.15, se tiene que:

Thyc, (1315 =TT (11.95)

Esta posibilidad coincide con la del par (p4, ps)=(1.05,2.05) situado en la diagonal
principal del dominio de los limites superiores, con lo que

Thyc, (1315 =TT, (11.95)=T4(1.05)=7p5(2.05)=0.5

donde 13.15, 1.05 y 2.05 son los limites superiores de los a-cortes de WC;g;, P4y Ps
con 0=0.5. Es decir, wc,,(0.5)=13.15, p,(0.5)=1.05 y p,(0.5)=2.05. Asi, se
puede obtener la posibilidad a de todo wep; L1 [13,13.3].
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Los resultados anteriores muestran que no es necesario calcular todas Ias
combinaciones de (p4pp) para calcular los limites inferiores (respectivamente
superiores) de la distribucion de posibilidad de W3, sino que basta con operar los
limites inferiores entre si (respectivamente superiores) de los a-cortes de P4, Pz con
el mismo valor de d. Sin embargo, de esta forma no se obtiene la parte no convexa
de la distribucion de WCpg; (ver Figura 3.27), ya que para ello habria que tener en
cuenta que no todos lo puntos del intervalo [WCBS’FBSJ (o) pertenecen al a-corte de

WCp;. En nuestro ejemplo, para 0=0.5 es posible deducir graficamente que los
subintervalos validos dentro de [11.95,13.15] son [11.95,12] y [12.95,13.15]. Sin
esta correccion, se obtiene un valor de posibilidad de 1 para los wcp; situados entre
12 y 13, valor, que como hemos visto antes, no es el que se obtiene mediante el
principio de extension.

En conclusion, la aplicacion del procedimiento descrito ha permitido mostrar que es
posible obtener una aproximacion valida convexa de los tiempos de finalizacion, a
partir de los limites de los a—cortes de los tiempos de ejecucion. La obtencion de
estas aproximaciones WC"; mediante anélisis de intervalos es mucho mas rapida que

la obtencién de los tiempos borrosos exactos. La aproximacion valida convexa
* . . oy . .7 s .
WC ;3 del tiempo de finalizacion borroso de B en su tercera ejecucion cuyos limites

de los a—cortes son exactos,

|:W€;3 (a), wc;(a')J = |:WCB3 (@), wcm(a’)J
se puede calcular mediante analisis de intervalos como:
wey (@) =rms (p @), py@)  weg(@)=mms(p,(@). p,@))

La obtencion de WC *33 mediante calculo de intervalos se ilustra en la Figura 3.40.

N WC’ 33

0.9 1 1.1 1.9 2 2.1 119 12 129 13 13.3

Figura 3.40: Obtencion de WC*B3 mediante operacion de intervalos
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Como se trata de un aproximacion valida, la comparacion de WC g3 con el plazo de
ejecucion da el mismo resultado que la comparacion del tiempo borroso exacto WCp;
con ese plazo, independientemente de si el plazo es un nimero clésico (“crisp”) o
borroso (ver anexo B). En el caso de que el plazo sea numérico dp;, es facil
comprobar que el resultado coincide con lo obtenido en el primer ejemplo del
apartado 3.4.2, donde se calculaba el tiempo borroso exacto WCp3 y se comparaba
con el plazo numérico. Asi, la posibilidad y necesidad de que la tarea respete su
plazo de ejecucion es:

* Si el plazo dp; esta después de 13.3, la posibilidad de que B termine antes de su
plazo es I'I(WC*Bg <dp; )= 1, y lanecesidad es N(WC*Bg <dp3;)=1.

* Siel plazo dp; esta entre 13 y 13.3 entonces
N(WC 33<dps)= 1y NWC g3<dp3)= 1- 1T, . (ds)=1-7T, . (ds3)

/4
o Siel plazo est entre 12y 13: (WC p3<ds3)= 1, NWC 53<d3 )= 0

* Sielplazo estdentre 11.9y 12:
N( WC s3<dps )= 1, . (ds3)= 7T, (ds3), NOWC p3<ds3)=0

* Siel plazo esta antes de 11.9: FI(WC*Bg <dp3)= 0, N(WC*B3 <dp3=0

Recordemos que para calcular la planificabilidad del sistema a partir de muestras del
soporte de los conjuntos borrosos, si se utilizan aproximaciones validas solo se
precisa realizar n simulaciones del sistema frente a las n"-“" necesarias para aplicar el
principio de extension.

Ademas, si el objetivo es encontrar el plazo de ejecuciéon que puede ser respetado
con un determinado valor de posibilidad I1;, hace falta realizar una tnica simulacion
del sistema con los limites inferiores p,(a), Vi=1..n_tar, con 0=[1,. El resultado de
esa simulacion son los tiempos de finalizacion wc;; de todas las tareas i en todas sus
iteraciones j (que son los limites inferiores de los a-cortes de WC;). Cogiendo el
peor caso para cada tarea, se obtendra el plazo de cada tarea que puede ser respetado
con posibilidad I1;. Esto es, para cada tarea i, d=max {wc;-(j-1)-t;} Vj.

Del mismo modo, s6lo se requiere una simulacion para hallar el valor del plazo que
puede ser respetado con una necesidad N;: obteniendo todos los tiempos de

finalizacion de las tareas wc;; para los limites superiores p, (@), Vi=l..n_tar, con

o=1-N;. De nuevo, para cada tarea i, d=max{wc;-(j-1)-t;} Vj.
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Como conclusion de este capitulo la Figura 3.41 muestra el proceso de analisis de
planificabilidad borrosa mediante aproximaciones validas de los tiempos de
finalizacion borrosos en comparacion con la aplicacion del principio de extension.

Lo . P;
Principio de extension / Andlisis de intervalos
Representacion grdfica
we’;
wcC;
I(WCy<Dy) = TI(WC ;<Dy)
N(WC<Dy) = N(WCy<Dy)

‘v ij ¢v i
Wptanig = min { WWCy<Dy) } = min { TIWC y<Dy) }
Nopianig = min { N(WCy<Dy) } = min { N(WC ;<Dy) }

v v

n_tar

N° simulaciones= n N° simulaciones= n

Figura 3.41: Proceso del andlisis borroso de planificabilidad exacto o mediante tiempos de
finalizacion aproximados

La representacion del tiempo de finalizacion de una tarea en funcion de los tiempos
de ejecucion permite suponer que se pueden generalizar los resultados de operar con
los intervalos, por el caracter no decreciente de la funcidén en los parametros. Debido
a la naturaleza del problema, los tiempos de finalizacion de las tareas se pueden
expresar como sumas de tiempos con discontinuidades. El siguiente objetivo es
generalizar estos resultados, por lo que en el proximo capitulo se presenta la
condicion que debe cumplir cualquier funcion, continua o discontinua, para poder
obtener una aproximacioén valida de su extension borrosa mediante analisis de
intervalos. Ademads, se propone otra aproximacion valida para ese tipo de funciones,
la que se obtiene mediante aritmética borrosa.
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La representacion grafica propuesta en esta tesis, que se ha utilizado para concluir
que se pueden obtener aproximaciones validas convexas mediante calculo de
intervalos, s6lo permite la representacion de funciones de dos argumentos y so6lo
resulta facil de interpretar cuando los argumentos se modelan como numeros
borrosos triangulares. Para comprobar este resultado en casos no representables se

realizaron simulaciones por intervalos con correlacion positiva perfercta entre o 'y

simulaciones aplicando el principio de extension de la teoria de la posibilidad, con la
t-norma minimo en los casos:

1. Tiempo de finalizacién que depende de tres tiempos de ejecucion

2. Tiempos de ejecucion borrosos no triangulares

1. Tiempo de finalizacion que depende de tres tiempos de ejecucion

Sea el sistema del ejemplo anterior formado por tres tareas periddicas 4, B'y C con
periodos 3, 5 y 15 respectivamente y tiempos de ejecucidon son borrosos triangulares
P.=(0.9;1;1.1), P5=(1.9;2;2.1) y Pc=(2.9;3;3.1).

En la Figura 3.42 se muestran superpuestos los resultados del tiempo de finalizacion

de la tarea C en su primera ejecucion por ambos caminos, el principio de extension
. ., . * ..

WCc y simulacion por intervalos WC ¢y, y tal y como se puede observar, coinciden.

0.9-

0.8-

0.7

0.5

0.4r

03

0.1r-

0 I I I I I I I I I
13 13.2 134 13.6 138 14 14.2 14.4 14.6 14.8 15

Figura 3.42: WCq¢ obtenido mediante simulacién del principio de extension (-) y WC' ¢, obtenido
mediante analisis de intervalos (...)
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2. Tiempos de ejecucion borrosos no triangulares

Sea un sistema formado por tres tareas periodicas 4, B'y C con periodos 3, 5y 15
respectivamente y tiempos de ejecucion son borrosos lineales a tramos definidos por
los vértices P4=( 0/0.9; 1/0.95; 1/1; 03/1.05; o/1.1), Pg=(0/1.75; 05/1.85; 1/1.9;
0.5/2.05; 0/2.1) y Pc=(0/2.9; 0.2/2.97; 1/3; 0.1/3.02; 0/3.1), donde el primer elemento o
de cada par o/b es el grado de pertenencia del segundo elemento b al conjunto
borroso.

En la Figura 3.43 se muestra el tiempo de finalizacion borroso exacto WCps y la

. ., . . . ., . * ,
aproximacion convexa obtenida mediante simulacion por intervalos WC p3. Notese
que los limites de los a-cortes coinciden.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

041

031

021

0.1

0 I I I I I I I I I
11.6 11.8 12 12.2 12.4 12.6 12.8 13 13.2 13.4 13.6
t

Figura 3.43: WCpg ; obtenido mediante simulacion del principio de extension (-) y WC" 5 ; obtenido
mediante andlisis de intervalos (--), con tiempos de ejecucion no triangulares

También se han realizado simulaciones con el algoritmo de planificacion DMS para
comprobar que las aproximaciones que se obtienen mediante simulacion por
intervalos tienen los mismos limites inferiores y superiores de los a-cortes que el
resultado de aplicar el principio de extension mediante simulacion. Asi, para un
sistema con tres tareas periddicas 4, B 'y C, con periodos 3, 5 y 15, tiempos de
ejecucion borrosos triangulares P,=(0.9;1;1.1), Pz=(0.9;1;1.1) y P=(2.9;3;3.1) y
plazos 3, 2 y 11, en la Figura 3.44 se muestra el tiempo de finalizacion borroso de 4
en su cuarta ejecucion, por ambos métodos. Se puede ver que la distribucion
obtenida mediante simulacion del principio de extension coincide con la previamente
obtenida graficamente en la Figura 3.35, y que los limites de los a-cortes de la
aproximacion coinciden con los del tiempo borroso resultante de aplicar el principio
de extension.
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Figura 3.44: WC 44 obtenido mediante simulacion del principio de extension (-) y WC” 44 obtenido
mediante analisis de intervalos (...)

En conclusion, gracias a la representacion grafica propuesta para la obtencion de los
tiempos de finalizacién borrosos a partir de los tiempos de ejecucion y a las
simulaciones realizadas, se ha comprobado que en todos los casos analizados ha sido
posible obtener aproximaciones de los tiempos de finalizacion borrosos mediante la
aplicaciéon de simulacion por intervalos. El tiempo de computacion de estas
aproximaciones puede ser mucho menor que el de la aplicacion del principio de
extension, y los resultados de planificabilidad borrosa coinciden.
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4. Principio de extension de funciones
monadtonas. Aproximaciones.
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Para extender una funcion de parametros reales a parametros borrosos se puede
aplicar el principio de extension y de esa forma el resultado de la funcién es un
conjunto borroso. El resultado de aplicar el principio de extension se toma como
referencia y se denomina exacto. El problema es que en muchas ocasiones la
aplicacion del principio de extension se hace inviable debido a su coste
computacional, por lo que se buscan caminos alternativos para la extension de
funciones que sean mas rapidos de obtener. En esta tesis se desea extender el analisis
de planificabilidad a parametros borrosos, para lo cual uno de los objetivos es la
obtencion de aproximaciones validas rapidas de calcular de los tiempos de
finalizacion, en lugar de los tiempos de finalizacion borrosos exactos. Las
aproximaciones validas de los tiempos de finalizacion proporcionan los valores
exactos de posibilidad y de necesidad de que el sistema sea planificable.

En el capitulo anterior se mostré mediante la utilizacioén de la representacion grafica
propuesta en esta tesis, que en determinados casos es posible obtener aproximaciones
validas convexas de los tiempos de finalizacion, aplicando calculo de intervalos. Un
objetivo de este capitulo es enunciar las condiciones que debe cumplir cualquier
funcion para que se pueda obtener una aproximacion convexa de la imagen borrosa
exacta, mediante cdlculo de intervalos. Ademads, se enuncian las condiciones que
debe cumplir una funcién para que se pueda obtener una aproximacioén no convexa
de la imagen borrosa exacta mediante aritmética borrosa.

El analisis que se realiza en este capitulo es general, para cualquier funcién
monoétona continua o discontinua, sin centrarse en el calculo de los tiempos de
finalizacion de las tareas en los sistemas de tiempo real. Unicamente, se restringe el
analisis a funciones de parametros positivos, que son con las que se trabaja en
sistemas de tiempo real.

En el apartado 4.1 se revisa la definicion dada en el capitulo 3 de aproximacion
valida de un conjunto borroso, que puede ser convexa o no convexa.

En el apartado 4.2 de este capitulo se enuncia la propiedad que debe cumplir una
funcion para poder obtener una aproximacion valida convexa mediante aritmética de
intervalos. Se prueba que si la funciéon a extender es monoétona, continua o
discontinua, en sus parametros (nimeros reales), las aproximaciones validas borrosas
convexas citadas son muy rapidas de obtener mediante aritmética de intervalos.

En el apartado 4.3 se presentan las propiedades que debe cumplir una funciéon para
que el conjunto borroso que se obtiene al extender la funcién mediante aritmética
borrosa sea una aproximacion valida del conjunto borroso resultante exacto. En
general, las aproximaciones obtenidas mediante aritmética borrosa son no convexas
(ver Figura 4.1, aproximacion 4**). Si una funcion es mondtona en cada variable y
cada funcién parcial de la que esta formada es igualmente monétona en la misma
variable, la aproximacion que se obtiene al extender la funciéon mediante aritmética
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borrosa es una aproximacion valida. En ese apartado se ha hecho especial hincapié
en la extension borrosa de la operacion matemadtica redondeo hacia arriba, empleada
en el proximo capitulo para realizar el andlisis de planificabilidad de sistemas de
tiempo real.

4.1. Aproximaciones validas de un conjuntos borroso

En el capitulo anterior se definid6 lo que en este contexto se consideran
aproximaciones validas de un conjunto borroso, que, en general, puede ser no
convexo. En esta tesis, se trata de extender el algoritmo de obtencién de tiempos
finales de las tareas a parametros borrosos. Los tiempos finales resultantes son
conjuntos borrosos, en general no convexos, que hay que comparar con los plazos
correspondientes, numéricos o borrosos. El resultado de dicha comparacién dard un
valor de posibilidad y un valor de necesidad de que la tarea termine su ejecucion
antes del plazo. Si en lugar de obtener el tiempo de finalizacion borroso exacto que
proporciona el principio de extension, se obtiene una aproximacién cuya
comparacion con el plazo da la misma posibilidad y necesidad que el tiempo final
exacto, la planificabilidad borrosa expresada en términos de posibilidad y necesidad
serd también exacta. Estas aproximaciones de los tiempos de finalizacion borrosos
son las que se consideran validas en el contexto de esta tesis.

A /\\VA\

Figura 4.1: Conjunto borroso A y sus aproximaciones validas convexa A* y no convexa A**

Tal y como se presenta en el anexo B, la comparacion de un conjunto borroso no
convexo con otro nimero, clasico o borroso, da el mismo resultado de posibilidad y
necesidad que la comparacion de la aproximacion convexa del primero con el
segundo, definida la aproximacion como un numero borroso (convexo) con los
mismos limites inferiores y superiores para cada o—corte (ver Figura 4.1,
aproximacion convexa 4*). Ademas de dicha aproximacion convexa, cualquier otro
conjunto borroso que tenga los mismos limites de los a—cortes es una aproximacion
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valida (ver Figura 4.1, aproximacion no convexa 4**). Estas aproximaciones de los
tiempos de finalizacion son distintas que los tiempos borrosos exactos obtenidos
mediante el principio de extension, pero el valor de planificabilidad borrosa obtenido
con dichas aproximaciones es exacto.

4.2. Aproximacion mediante analisis de intervalos

En [Dubois, Prade, 1980] se describe y demuestra la manera de extender la operacion
de dos niimeros reales a nimeros borrosos cuando la operaciéon es continua y no
decreciente en ambos, o no creciente en ambos, o no decreciente en uno y no
creciente en el otro. Este mismo estudio se plantea en [Nakamura, 1993], [Klir, 1997]
mediante los O-cortes de los conjuntos borrosos, obteniéndose los mismos
resultados. En el siguiente apartado se rescriben los resultados para el caso de
funciones continuas de variables reales positivas.

4.2.1. Funciones continuas

Sea el a-corte [Q,E] (a) Z[g(a),a(a)} de un numero borroso 4 con funcion de

pertenencia 4, donde el limite inferior del a-corte se expresa como ([Nakamura,
1993]):

4.1) a(a)= inf «x

X/ (x)2a
y el limite superior se expresa como:

4.2) 5(0): sup x

x/ py(x)2a

En la Figura 4.2 se muestra un a-corte de A4.
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Figura 4.2: Representacion de un a-corte del numero borroso A

Si el ntimero borroso es continuo entonces se verifica 4/, (g(a)) =U, (5(0’)) =a

Por otro lado, en [Dubois, Prade, 1980], [Nakamura, 1993] y [Klir, 1997] se
demuestra que es posible extender las funciones continuas y monotonas a parametros
borrosos aplicando aritmética de intervalos con los mismos resultados que el
principio de extension. Dada una funcion continua y monoétona fla,b) tal que f:
R?*—R se pueden distinguir los siguientes casos:

1. fla,b) no decreciente ni en a ni en b
2. fla,b) no decreciente en a y no creciente en b

3. fla,b) no creciente ni en @ ni en b

1. Sea f(a,b) una funcion continua en a y b y no decreciente ni en a ni en b. El
resultado de extender la funcién fa nimeros borrosos 4 y B es un numero borroso C

cuya funcion de pertenencia yc se puede obtener mediante la aplicacion del principio
de extension (4.3) o bien mediante aritmética de intervalos con el mismo resultado.

(43) Dl R 0, m(a K Sll(pb)min{ H(@), KD}

w=f(a,

El nimero borroso C se puede representar a partir de sus O-cortes [g(a'),g(a)J que

se pueden calcular a partir de los a-cortes de A y B como:

[e.c](a)=]c@).c@)]=] f(ab). f(ab)]
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2. Si la funcidén f'es continua no decreciente en @ y no creciente en b, los 0-cortes de
C se pueden calcular mediante aritmética de intervalos como:

[e)(@)=[erie] = (a). (o]

3. Del mismo modo, cuando la funcién f es continua no creciente en a y en b, los
a-cortes de C se pueden calcular mediante aritmética de intervalos a partir de los
O-cortes de 4 y B como:

[e.c](a)=[c@).c@)]=] f(ab). f (a.b)]

Sin embargo, los autores unicamente tratan el caso de funciones continuas. En este
capitulo se pretende extender las conclusiones anteriores al caso de tener funciones
no continuas, para poder aplicarlas a los algoritmos de planificabilidad de los
sistemas de tiempo real presentados en el capitulo 2. Concretamente, se pretende
obtener aproximaciones validas de los tiempos de finalizacion mediante la aplicacion
de aritmética de intervalos. Es decir, una aproximaciéon convexa del tiempo de
finalizacion borroso exacto con los mismos limites inferiores y superiores de los
a-cortes que el exacto.

4.2.2. Funciones discontinuas

Supongamos ahora que f(a,b) es una funcion:

= Discontinua en a y/o en b (numero infinito numerable de discontinuidades)
= No decreciente en a
= No decreciente en b

Si a y b se modelan mediante niumeros borrosos 4 y B respectivamente definidos en
el dominio de los niimeros reales positivos, podemos extender la funcion f a una
funciéon de argumentos borrosos mediante el principio de extension (4.3). El
resultado de dicha funcidon es un conjunto borroso C que puede ser convexo o no
convexo.
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Al ser f(a,b) no decreciente ni en a ni en b, si f(a,b) permanece constante e igual a
Wy, es decir, si f(a,b) = f(a’,b’) =y , tal que a, b, a’, b’ €R se cumple que:

Sia’>a=b"<b

Sia’<a=b"=b

Por otro lado, al crecer a el limite inferior del a-corte correspondiente crece o
permanece igual, y el limite superior decrece o permanece igual (ver Figura 4.3).

Esto es, siendo o, oy € [0,1]:

0<a<ap<lI siy solo si

a(a)

I
—

K
~—

IN

44 _

a(a,) = a(a,)

a(a) a(a,)

Figura 4.3: Relacion entre la variacion de « y los limites del a-corte correspondiente

Es decir, g(a’) , Z_)(a’) son no decrecientes en O y 5(0’) , E(a) son no crecientes en

a.
Esto permite probar que todos aquellos valores de w=f{a,b) que se pueden obtener a

partir de los limites inferiores (respectivamente superiores) de los O-cortes de 4 y B
son los limites inferiores (respectivamente superiores) de los a-cortes de C. Es decir:

@45 Vw| w= f(c_z(a’),lg(a')) con ae(0,1] se cumple que:

(4.6) p1c(w) =
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(4.7) w=c(@)

La ecuacion (4.6) significa que al aplicar el principio de extension para cada valor de
w obtenido segun (4.5), el resultado es:

(48) pe(@)= sup min{p,(a) 1, (b)} = sup min{a(@),b@)} =a

w=1(a,b) w=f(a,b)

La ecuacion (4.7) significa que el valor de w obtenido segun (4.5) es el limite inferior

del a-corte de C, con el mismo valor de o que en (4.5):

49)w=c(@)= inf x

He (x)za

Para los limites superiores se puede expresar como:

(4.10) Vw| w= f(Z(a),l;(a)) con a€(0,1] se cumple que:

(4.11) pc(w) = sup min{z, (@), 4, (b} = sup min{a(@).b@)} =

w=f(a,b) w=1(a,b)

(4.12) w=c(@)= sup x

He (x)za

El hecho de que se cumplan estas propiedades permite obtener los limites de todos
los a-cortes de C de forma exacta mediante aritmética de intervalos, pero hay valores
de C que no se pueden obtener operando los limites de los a-cortes de 4 y de B. En
la Figura 4.4 se muestra en linea discontinua la parte de s que no es posible obtener
mediante aritmética de intervalos.

C

Figura 4.4: En linea discontinua, puntos de jic que no se obtienen mediante aritmética de intervalos

Comprobemos en primer lugar el resultado propuesto para los limites inferiores.
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Partimos para ello del valor w que se obtiene de operar los limites inferiores del los
a-cortes de 4 y de B, con el mismo valor de a: w= f(g(a),é(a')). Supongamos
que W permanece constante. Si el primer parametro de la funcion crece, el segundo

debe decrecer o permanecer igual, ya que f es no decreciente en sus parametros (ver
Figura 4.5)

Figura 4.5: Variacion de los limites inferiores para que @ permanezca constante.

Sean «, o € [0,1] Aplicando (4.4) se tiene g(a’1 ) >Q(0’):>O'1 >@a , y para que
w=cte, el nuevo valor de b, si existe, cumple b (az) <b (a) =a, <a (ver Figura
4.5). Por tanto:

mm{u (a(a )) AIB( (o))} =minfaa} =a
{ ([2( )} :min{al,az} =a,

Con lo que al aplicar (4.8), el supremo se alcanza para la pareja correspondiente a O.

Tal y como se ve en la Figura 4.6 si el primer parametro a de la funcion decrece, el
supremo también se alcanza para la pareja correspondiente a O.

Figura 4.6: Variacion de los limites inferiores para que w permanezca constante.
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En efecto, aplicando (4.4) se tiene a (aq ) <a (a) =a, <a Yy para que w-=cte, el
nuevo valor de b, si existe, verifica b (az) >b (a ) =a, 2a (ver Figura 4.6). Por

tanto:

min{,uA (g(a)),/,/B (l_a(a))} =min{a.a} =a
> min{/JA (g(a1 )),,uB (Q(az)} =min{a,.a} =a,

Con lo que al aplicar (4.8), el supremo para un w fijo se alcanza para la pareja
correspondiente a d.

Extendiendo estos resultados a todos los valores «, o tal que
w=f(a(a).b(a))=s(a(a).b(a))
se tiene:

Ho(@)= sup min{,(a), 4, (b)} = sup min{a(a),b@)} =a

w=1(a,b) w=f(a,b)

Queda por demostrar, que el valor w= f (g(a’),l_a(a)) es el limite inferior del a-corte

de C (4.9). Por reduccion al absurdo, supongamos que no se cumple:

w=c(a)= inf x
He (x)za

Eso quiere decir que existe un w; < w tal que pc(w)= pc(w)=a. Como f es no

decreciente en sus parametros, si w disminuye al menos uno de sus pardmetros

disminuye. Esto es,

Si w; <w entonces:

o bien f(a(a,).b@))<f(a@).b@)) con a(a,)<a(@) y teniendo en

cuenta (4.1) y=«

o bien f(a(a@).b(@,))<f(a@).,b@)) con b(a,)<b(@) y teniendo en

cuenta (4.1) =«

Aplicando (4.4) se tiene que o<y ap<a.
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Por tanto, aplicando el principio de extension, como al menos uno de los dos valores
de o disminuye, el grado de pertenencia de w; disminuye:

He(@)= sup min{u,(a), 4y (D)} <a

@w=f(a,b)

Con lo que no existe un w; < w tal que pc(wi)= uc(w)=a y queda probado que w es el

limite inferior del a-corte de C:

w=c(@)= inf x
He (x)za

De forma similar, se pueden comprobar los resultados propuestos para los /imites
superiores.

Dado un valor w que se obtiene de operar los limites superiores del los a-cortes de A4
y de B, con el mismo valorde o, w= f (a ( a) ,b(a)) , supongamos que W permanece

constante.

Si el primer parametro de la funcién crece, el segundo debe decrecer o permanecer
igual, ya que f es no decreciente en sus parametros. En efecto, aplicando (4.4)

a(a1)>a(a) =o<a y para que w-=cte, el nuevo valor de b, si existe, es
Z(a’z)sg(a) =a>a.  Con esto se tiene, min{,uA (Z(a)),,uB (5(0’))} >
min{/JA (5(0’] )),,UB (Z(a2 ))} Por tanto el supremo en (4.11) se alcanza para la

pareja correspondiente a 0.

Por otro lado, si el primer pardmetro de la funcién decrece, aplicando (4.4) se
verifica a(a’1 ) <a(a’) = >a y para que w=cte, el nuevo valor de b, si existe,

cumple I;(a'2 ) > E(a) =ay<a. Por tanto se tiene que, min{,uA (5(0’)),;13 (5(0’))} >
min{/JA (5(0’1 )),,uB (Z (a2 ))} =ap. Al aplicar (4.11) el supremo se alcanza de nuevo
para la pareja correspondiente a Q.

Extendiendo estos resultados a todos los valores a, oy tal que w= f (5(0’),5(0’ ))=

f(E(a’l),l;(az)) se tiene que se cumple (4.11).
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Queda por demostrar (4.12). Por reduccion al absurdo, supongamos que no se

cumple que w = E(a) = sup x. En tal caso existe un w; > w tal que pc(wi)=
He (x)za

ne(w)=a. Como fes no decreciente en sus parametros, si w crece al menos uno de sus

parametros crece. Esto es, si w; > w esto quiere decir que:

« bien f(a(@).b@))> f(a@).b@)) con a(@,)>a(@) y teniendo en

cuenta (4.2) cy=«

* bien f (5(0’),5(0’2))> f (5(0’),5(0’ )) con 1_7(02)>E(a') y teniendo en

cuenta (4.2) cp=«

Aplicando (4.4) se tiene que ;<o y ap<a. Por tanto, aplicando el principio de

extension, como al menos uno de los dos valores de o disminuye, el grado de

pertenencia de w; disminuye, f.())= sup min{ M, (a), Uy (b)} <a. Con lo que no
@=f(ab)

existe un w; > w tal que uc(w)= puc(w)=a y queda probado que w es el limite superior

del a-corte de C.

Resumen

Los resultados anteriores permiten concluir que si 4 y B son nimeros borrosos y f es
no decreciente ni en a ni en b, entonces se pueden calcular los limites inferiores y

superiores exactos de los a-cortes de C aplicando :

4.13) c(a)=f(a@).b@))

(@) = £ (a@).b@))

o110

De la misma manera, se podria plantear la prueba anterior para el caso en el que fes
no creciente ni en @ ni en b. El resultado que se obtiene es:

|

4.14) c(a) =1 (a(@).b@))

c(a) = f(a@).b@)

De forma similar, para / no decreciente en a y no creciente en b, se tiene:
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.15) c(a)= f(a@).b@))
c(a)=f(a@).b@))

o

Por tanto, el conjunto C* definido seglin las ecuaciones anteriores operando los -

cortes de 4 y B y suponiendo que [g(a),z(a)] es el a-corte resultante, es

unicamente una aproximacion de C con los mismos limites inferiores y superiores de
los a-cortes, convexo y menos especifico que C, como se ilustra en el ejemplo de la
Figura 4.7.

C /\\—

Figura 4.7: C exacto y C* obtenido por aritmética de intervalos

Como f'es discontinua, no se puede concluir que todo el intervalo [g(a),z(a’ )J sea el

a-corte del conjunto borroso C, a diferencia de lo sefialado para funciones continuas.
Tal y como ya se ha mencionado, si C es no convexo, para cada O hay varios

subintervalos asociados y en ese caso, dentro del intervalo [g(a'),z(a)} hay puntos

no pertenecientes al a-corte de C (ver la Figura 4.8).

@) | L 1w

Figura 4.8: Representacion del a-corte de un conjunto borroso no convexo C
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4.2.3. Extension de funciones mono6tonas con parametros
modelados como conjuntos borrosos no convexos

Aunque hasta ahora se ha supuesto que la informacion de partida se modela mediante
nimeros borrosos, los resultados obtenidos son facilmente generalizables al caso de
que los parametros sean conjuntos borrosos no convexos.

En este caso, si 4 es un conjunto borroso no convexo su O-corte (como se muestra en
la Figura 4.9) es un subconjunto del intervalo definido por los limites inferiores y

superiores de dicho a-corte [g(a),a(a)J .

Figura 4.9: Pardametro modelado mediante un conjunto borroso no convexo A, y Q-corte asociado

El limite inferior del a-corte de A se expresa tambi€én como g(a’) = /inf X,y su
x/ Uy (x)za

limite superior se expresa como a (a ) = sup x

x/ Uy (x)2a

Ademas cuando crece 0, el limite inferior del a-corte correspondiente crece (o
permanece igual), y el limite superior decrece (o permanece igual), tal y como se

observa en la Figura 4.10. Por tanto se tiene que dados a;, o, €[0,1]:

0<a, <a,<1,siysoblosi

o) s ale)  ofa) < ble)
a(a,) = a(a,) b(a,) = b(a,)

Se deduce por tanto que g(a’), lg(a’) son no decrecientes en O y Z(a’), E(a’) son

no crecientes en a, por lo que los resultados obtenidos en el apartado anterior para
argumentos modelados con niimeros borrosos son igualmente aplicables cuando los
argumentos se modelan con conjuntos borrosos cualesquiera.
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Figura 4.10: a-cortes de A para a;y a,

En resumen, si 4 y B son conjuntos borrosos cualesquiera (convexos 0 no convexos),
y f'es no decreciente ni en a ni en b, entonces se puede aplicar (4.13):

c(a)= f(a@).b@))
(@) = f (a@).b@))

ol

De la misma manera, si f es no creciente ni en @ ni en b, entonces se puede aplicar
(4.14):

c(a) =/ (a@).b@))
c(a) = f(a@).b@))
Si f'es no decreciente en a y no creciente en b, entonces se puede aplicar (4.15):

c(a) = f(a@).b@))
c(a)= 1 (at@).b@))
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4.3. Aproximacion mediante aritmética borrosa

En el apartado anterior se ha visto que es posible obtener una aproximacion valida
convexa de la imagen borrosa de una funcién discontinua cuando ésta es mondtona
en todos sus argumentos, aplicando aritmética de intervalos. En este apartado se va a
mostrar en qué condiciones se puede obtener una aproximacién valida mediante la
aplicacion de aritmética borrosa. Este estudio amplia los encontrados en la literatura
que se centran en operaciones continuas.

Para ilustrar los resultados presentados se analiza la extension de tres funciones que
incluyen la operacion redondeo hacia arriba, ya que este tipo de funciones
discontinuas son las que aparecen en los algoritmos de planificabilidad de los
sistemas de tiempo real.

4.3.1. Extension de funciones continuas mediante aritmética
borrosa

La extension de una funcién mediante aritmética borrosa se realiza agrupando la
expresion en subexpresiones simples y componiendo posteriormente las

subexpresiones. Asi, una posible extension de fla,b,c)=a*(b®c), siendo * y & dos
operaciones cualquiera, a parametros borrosos es aplicar aritmética borrosa operando
en primer lugar U=B®C y el resultado operarlo con 4 obteniéndose un resultado

W=A*U. Cada subexpresion u operacion parcial se puede calcular aplicando el
principio de  extensiébn; por ejemplo, para W=A*U se tiene

Uy () = sup min{ H(a), I (u)}

w=a*u
Por otro lado, la extension de una funcion fla,b,c)=a*(bcbc) se puede obtener
mediante la aplicacion estricta del principio de extension a f como:

Hy (@)= sup min{ g,(a), 4,(b), t-(c)}

w=a*(b0c)

El resultado W’ de extender una funcion a parametros borrosos mediante la
aplicacion de aritmética borrosa a las operaciones parciales puede coincidir o no con
el resultado W de aplicar el principio de extension a la funcion en conjunto ([Klir,
1997)).
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En efecto y a modo de ejemplo, la propiedad de subdistributividad ([Klir, Yuan,
1995], [Dubois, Prade, 1980]), establece que:

A(B-C) 0 A-B-A-C

Por tanto, si la funcion a extender es fla,b)= a'b - a:c = a*(b-c), la extension exacta
que coincide con la aplicacion del principio de extension es F(4,B)=A4-(B-C). Por otro
lado, si se extiende la funcion aplicando aritmética borrosa como F(4,B)=A4'B - A-C,
el resultado es en general un conjunto borroso menos especifico (o igual) que el que
proporciona la aplicacidon del principio de extension.

Concretamente la discrepancia entre ambos procedimientos aparece cuando la
funcion f es, por ejemplo, creciente en a pero algunas de las operaciones de las que
esta compuesta f'son decrecientes en a.

Se pueden mostrar estas discrepancias mediante un ejemplo sencillo. Supongamos a
y b mayores que cero, y la funcion f(a,b) = a / (a+b)

En este caso, f es creciente en a y decreciente en b, por lo que el célculo por
intervalos visto en el apartado 4.2 establece g(a) =f (g(a),g(a )) y

Z(a) =f (5(0’),1_7(0')). Ademés al ser f continua en a y en b, el intervalo completo

[g(a),z(a’ )] es igual al a-corte del nimero borroso resultante.

Este resultado difiere del que se obtiene aplicando directamente las operaciones
aritméticas a los nimeros borrosos mediante la expresion 4 / (A+B). En efecto, sean
A y B dos nimeros borrosos triangulares definidos por sus vértices 4=(0.9,1,1.1),

B=(1.9,2,2.1). Para a=0 los limites del a-corte resultante son:

¢(0)= £ (a©).5) = 2~ =0
¢(0)= £ (a(0).5(0) = =0.366

Aplicando directamente aritmética borrosa a las operaciones parciales 4 / (A+B) y
particularizado para los O-cortes con 0=0:

[0.9,1.1] [0.9,1.1]  _[0.9,1.1] _[0.9 1.1}

[00.1[+[19.2] [0.9+1.9.1.1+21] [2832] |32°28
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que no coincide con el principio de extension de la funcion f, porque se ha operado el
limite inferior de A4 (0.9) en el numerador, con el limite superior de 4 (1.1) en el
denominador. En cambio, aplicando el principio de extension se utiliza el mismo
valor de a en el numerador y el denominador (ya que se trata de una tnica variable).

Por otro lado, se puede analizar la extension de una expresion equivalente de la
funcioén f, f(a,b) = 1 / (1+b/a). La extensidon borrosa de esta expresion mediante el
principio de extension es la misma ya que se trata de la misma funcion. En este caso,
la extension de esta expresion mediante aritmética borrosa proporciona el mismo
resultado que el principio de extension, ya que cada variable aparece una sola vez.

En efecto, aplicando directamente 1/ (1 + B/A4) particularizado para los a-cortes con
o=0:

1 = 1 = ! :{ I ! } :[03 0366]
[1.9,2.1] 1.9 217 1+[1.72,2.33] [3.3372.72 ’
Moo liros

Estas diferencias aparecen siempre que existen operaciones crecientes y decrecientes
en la misma variable. En una funcioén del tipo: f{a,b) = a*(a+b), la imagen borrosa de
la funcion obtenida por ambos caminos coincide.

En el caso de la resta, sabemos que la resta de nimeros borrosos no es la operacion
inversa de la suma, y que, por tanto, (3 —2) +2 #3 , siendo 3 el numero borroso

“aproximadamente 3.

Sin embargo, es diferente realizar dicha resta, teniendo en cuenta que las variables
que modelan son iguales f{a,b) = a-b tal que a=b, con lo que f(a,a)=a-a, y la
extension correcta de esta funcion es:

Hc(c) = sup min{ H(a), 1, (a)}

c=f(a)=a-a
obteniéndose como resultado que el nimero clasico 0.

Los resultados anteriores se pueden explicar en términos de los O-corte. Asi, siay b
son variables independientes, al modelarlas como ntimeros borrosos y operar sus O-
cortes, se operan intervalos y cada intervalo resultante describe todo el rango de
variacion posible de la variable resultante. Sin embargo, si a y b son dependientes, al
operar intervalos de las mismas el dominio se reduce y el intervalo resultante es
menor o igual que el que se obtiene si fueran independientes. Si cada intervalo
resultante o a-corte es menor o igual que el que se tendria en caso de independencia,
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esto quiere decir que el conjunto borroso resultante es mas especifico (o igual) que el
que se tendria si las variables fueran independientes.

Por tanto, el resultado de aplicar aritmética borrosa (sin tener en cuenta la
dependencia entre variables) es menos especifico o igual que aplicar el principio de
extension a la funcion.

Por tanto podemos enunciar las siguientes conclusiones:

* Cuando una funcién f es continua y no todas las operaciones parciales son
siempre crecientes (o decrecientes) en la misma variable, el principio de
extension proporciona distinto resultado que la extension mediante aritmética
borrosa F(4,B) y la aproximacion F(4,B) es menos especifica.

* Cuando una funcion f es continua y todas las operaciones parciales son siempre
crecientes (o decrecientes) en la misma variable, el principio de extension
proporciona el mismo resultado que la extension mediante aritmética borrosa.

Esta conclusion, presentada en [Klir, 1997] para el caso de funciones continuas se
extiende, en el siguiente apartado, para el caso en que la funcioén fno sea continua.

4.3.2. Extension de funciones discontinuas mediante aritmética
borrosa

Analizando ahora la extension de una funcién monotona, continua o discontinua,
donde todas sus variables son independientes se observa que es posible obtener la
imagen borrosa exacta de la funcion mediante aritmética borrosa. En efecto, sea f una

funcién compuesta f{a,b,c)=h(a,g(b,c))=a®(b®c) de variables independientes a, b y
¢, siendo ® y @ dos operadores cualesquiera, continuos o discontinuos y donde las

variables aparecen una sola vez (esto es, no se considera el caso como por ejemplo
Aa,b,c)=(a®b) ® (bkc))

La extension de f'a numeros borrosos, aplicando el principio de extension viene dada
por:
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fy@= sup min (@, 40 4@} = sup  min{ (@) mind 4, 0). 40}
S (C:Eg’(bﬂ,cc))) fzzg((g,’g )):_1? O

= sup min{uA(a), sup min{ﬂg(b),ﬂc(c)}}= sup  mir{ 4, (a), i, (1

w=h(a,u)=alu & g(b,e¥ B ¢ w h(a,® @ u

Lo que quiere decir que es equivalente aplicar el principio de extension a la funcion f
a partir de sus parametros, que aplicar el principio de extension a las operaciones
parciales o subexpresiones por separado para luego componerlas aplicando el

principio de extension a h. Por tanto siendo w=h(a,u)=a®@u y u=g(b,c)= bdc, la
funcion de pertenencia de W es igual que la funcion de pertenencia py=f4.v de un

conjunto borroso W =AU tal que U=B®C, con funcion de pertenencia:

Hy () = tpne(u) = sup min{ Uy (D), U (C)}

u=g(b,c)=bUc

Aun en el caso de que no exista independencia entre las variables, si una funcion es
discontinua y todas las operaciones parciales son siempre crecientes (o decrecientes)
en la misma variable, es posible obtener una aproximacion valida de la imagen
borrosa de la funcion aplicando aritmética borrosa.

En efecto, sea f{a,b) una funcién mondtona discontinua no decreciente en a y en b.
En falguna de las variables aparece varias veces, y f'se puede expresar como funcién

compuesta de otras funciones, por ejemplo w=f{a,b)=h( g(a,b), m(a,b) ), donde las

funciones parciales 4, g y m son también mondtonas no decrecientes en sus
parametros.

El resultado exacto de extender la funcion f'a pardmetros borrosos da como resultado
un conjunto borroso W tal que:

Hy (W) = sup min{ U(a), (b)}

w=f(a,b)

Como f'es no decreciente en sus pardmetros, aplicando (4.13) se pueden calcular los
limites inferiores y superiores de los a-cortes de W:

kS

(a)=f(a@.b@)  (a)=f(a@).b@)
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Si en lugar de aplicar el principio de extension se aplica aritmética borrosa se obtiene
un conjunto W’ en general distinto de W pero con los limites exactos de los a-cortes.

El conjunto W’ se puede calcular como W’=H(G(4,B),M(4,B))=H(X,Y). Mediante la
funcién g, se operan por aritmética borrosa A y B y se obtiene X, y mediante m se
obtiene Y. Después X e Y se operan mediante / y se obtiene como resultado .

En efecto, si x=g(a,b) e y=m(ab), y teniendo en cuenta que g y m son no
decrecientes en sus parametros, se puede aplicar (4.13) en la extension de estas
funciones a parametros borrosos con lo que los limites de los a-cortes de X e Y son:

x(a)=g(a@).b@)) x(a)=g(a@).b@))
y(@)=m(a@).b@)) y(a)=m(a@).b@))

Aplicado de forma similar a la funcidn 4, se obtienen los limites de los a-cortes de

W’ resultado de aplicar aritmética borrosa:

w'(a)=h(x(@),y@) =h(g(a@).b@)),m(a@).b@))) = f (at )b )) =0 fr )
/(@) =h(x@).y@) =h(g(a@). b)), m(a@),b@))) = f (et ).b0)) = @ )

Por tanto los limites de los a-cortes de la extension borrosa exacta W coinciden con
los de W’ resultado de aplicar aritmética borrosa a la operaciones parciales.

Igual que ocurria con funciones continuas, si no se tiene en cuenta la dependencia
entre variables, como ocurre al extender una funcién mediante aritmética borrosa, en
general la aproximacion que se obtiene es menos especifica que el resultado borroso
de aplicar el principio de extension (que si tiene en cuenta dicha informacion),
incluso en el caso de que se cumpla que todas las funciones parciales son mondtonas
en la misma variable. Aunque los limites de los a-cortes sean exactos, en general la
aproximacion de la extension borrosa de una funcion discontinua obtenida mediante
aritmética borrosa es menos especifica que la exacta.

Un caso interesante de funcion discontinua es el redondeo hacia arriba, ya que esta
funcion aparece en los algoritmos de analisis de planificabilidad de los sistemas de
tiempo real presentados en el capitulo 2, y que se desea extender a parametros
borrosos en los capitulos 5 y 6. La operacién redondeo hacia arriba de a se expresa
como [al. En una operacion del tipo afla+bl, las funciones parciales son siempre no
decrecientes en @ y en b con lo cual, si se aplican las operaciones borrosas a los
conjuntos borrosos, los limites inferiores y superiores obtenidos son correctos,
aunque el conjunto resultante no es mas que una aproximacion. En el siguiente
apartado se analiza la extension de este tipo de funciones en detalle.

159
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4.3.3. Redondeo borroso hacia arriba

En este apartado se muestran las extensiones borrosas que se obtienen al aplicar el
principio de extension y aritmética borrosa a funciones que contienen la operacion
redondeo hacia arriba.

La funcion redondeo por arriba de un ntimero real b se define como:

f®)=[b]=ili-1<b<i, i0Z
O también como: f(b)=[b]=[b +]] {%} , donde [b] es la parte entera de b.

Su extension a conjuntos borrosos se puede definir aplicando el principio de
extension como:
H 51 (i) = sup ()

i-1<bs<i
iz

Con lo que [Bl es un conjunto borroso discreto.

Por ejemplo, sea un nUmero borroso triangular definido por sus vértices
B=(1.7,1.93,2.1). De acuerdo con la definicién previa de redondeo borroso hacia
arriba, se tiene que [B1=(1/2 , 0.6/3) donde ¢l segundo valor b de cada par o/b es un
elemento del dominio Z y el primer valor oo de cada par ob es el grado de
pertenencia de b al conjunto borroso [Bl. El conjunto borroso resultante [Bl aparece
representado en la Figura 4.11.

1.7 193 2 2.1 3

Figura 4.11: Redondeo borroso hacia arriba de B

Se presentan en este apartado tres funciones que contienen redondeo borroso hacia

arriba a'1bl, alatbly a [ﬁa +b—‘ +b [%a +b1

4 2
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Ejemplo 1: a{bl

Aplicando el principio de extension a la funcion afbl se tiene:

fhy (@)= sup min{ 4,(a). (b)) = sup min{ g,(a). 4, (D)} =

w=a [ﬁb-| w=a ] )
i-1<b<i
0z

= supmin{ 14, (a), sup p1,(b) b =sup min{ 1, (a), 4, (0}
i Lt

Es decir, si C= [B], entonces uw = 1418 = pa-c con lo que coinciden los resultados

obtenidos al aplicar por un lado el principio de extension y por otro lado aritmética

borrosa.

Ejemplo 2: a{a+bl

Aplicando el principio de extension a la funcion afa+bl se tiene:

Hy (W) = sup min{ U (a), Ly (b)}

w=a[[ja +b—|

Este resultado no coincide con el obtenido calculando por separado el redondeo
C=lA+Bl 'y luego multiplicando por A4, aplicando aritmética borrosa, ya que ¢

depende de a. En efecto, se tiene:

:uc:[A+B] (C) = Sup mln{ :uA ((l), /'IB (b)}

c=|_a +b-|

Hye (W' = as;lzlpm min{ H(a), l (C}

Sin embargo, si se pueden obtener algunas conclusiones interesantes acerca de los
limites de los a-cortes resultantes. En efecto, tal y como ya se ha dicho, la funcion de

pertenencia de W aplicando el principio de extension es:

Uy (W) = _S}lp _min{ U(a), (b)}

w=f(a,b)=
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donde la funcidn f es discontinua (nimero infinito de discontinuidades, numerables,
de salto finito) y no decreciente en a y en b. Por tanto, con las conclusiones
obtenidas previamente (4.13), se pueden calcular los limites de los O-cortes de W
como:

() = a(@) fla(@) +b@)]
(@) = a(@) fla(@) +b(@) |

teniendo en cuenta que puede haber puntos del intervalo [Q(O’),ZJ(CY)J que no

pertenezcan al a-corte de W, ya que f'es discontinua.

En la aproximacion sugerida W'= A4-C tal que C=l4+Bl, la funcion de pertenencia de

C viene dada por:

He(e) = sup min{a,(a), i, (D)}

c=g(a,b)=
ash]

Como la funciéon g es no decreciente en @ y en b, es posible aplicar (4.13) para
obtener los a-cortes de C:

c(@)=[a(@)+b@)]
c(a) = [E(a) +13(a)1
A continuacion, el conjunto borroso resultante C se multiplica por 4 para obtener el

conjunto borroso aproximado W’ (W’= A4-C), y su funcion de pertenencia, calculada
aplicando el principio de extension a la funcion h(a,c)=a-c, es:

Hy (@)= s min{ 41,(@), 4 (0)
=ald 7

Como la funcidn 4 es no decreciente en a y en ¢, se pueden calcular los limites de los
a-cortes de W’ a partir de los de 4 y los de C como:

w'(a) =a(a) (a)
w'(a) = a(a) [d(a)

y sustituyendo por los limites de C, previamente definidos, se tiene:
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w'(@) =a(a) () =a@) fa@) +b@) | w @)
w(a)=a(a@) (@) =a(@) fa@) +b@) | w @)

Por tanto el célculo aproximado resultante de realizar las operaciones borrosas en
distintos pasos, conserva los limites inferiores y superiores de los 0-cortes, al ser f no
decreciente en a para todas las operaciones parciales, y también en b. Esta
conclusion permite obtener aproximaciones validas de la imagen borrosa de esta
funcidn aplicando aritmética borrosa.

Sean por ejemplo 4 y B dos ntimeros borrosos triangulares, 4 = (0.9, 1.03, 1.1),
B=(0.8,0.9, 1) y sea la funcién f{a,b)= ala+bl. La Figura 4.12 muestra la funcion de

pertenencia que se obtiene al extender la funcién mediante el principio de extension
cuando los valores de a y b son respectivamente 4 y B.

w

1.8 2.06 2.2 3 33

Figura 4.12: Resultado de la extension de f a parametros borrosos

La metodologia grafica propuesta en el anexo A permite obtener este mismo
resultado, tal y como se muestra en la Figura 4.13. En este caso la t-norma utilizada
es el minimo y los puntos de cua = ag aparecen en la figura como lineas punteadas en
la diagonal principal. Se puede ver que, para todas las parejas de valores de a y b que
se encuentran por debajo de la linea a+b=2 (discontinua gruesa), el valor de
w=fla,b)=ala+bl es 2-a. Las lineas verticales indican lineas de valores constantes de
w que en la zona de w= 2-a va desde 1.8, hasta 2.2 . En la linea a+b=2 se produce
una discontinuidad en f debido a la operacion redondeo hacia arriba. Por encima de
a+b=2 w=f(a,b)=ala+bl vale 3-a. De nuevo, las lineas verticales indican valores
constantes de w y van desde 3 hasta 3.3 (a la derecha). Asi queda especificado el
soporte de W, tal y como se ve en la Figura 4.12.

El punto (a,b) = (1.03, 0.9) se corresponde a los valores de a y b para los que
as=ap=1. En ese punto w=f(a,b)=2-a=2.06 y up(w)=1.
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Figura 4.13: Representacion grdfica de la extension de f a parametros borrosos mediante el
principio de extension

En la Figura 4.13, el grado de pertenencia de w=1.8 es 0 ya que sélo el mayor
elemento focal del cuerpo de evidencia conjunto contiene algun elemento de w=1.8,
con lo que la integral correspondiente de la asignacion basica es cero. El mayor
elemento focal del cuerpo de evidencia conjunto es el correspondiente a
[0.9,1.1]x[0.8,1]. Lo que significa que, para la t-norma min, el grado de pertenencia
de w=1.8 es el a correspondiente al corte de la linea vertical w=1.8 con la diagonal
principal aa = o, esto es, a=0.

El grado de pertenencia de w=2.2 es el mismo que el de w=1.8 ya que los elementos
focales conjuntos que contienen al menos un elemento de w=2.2 son los mismo que
los de w=1.8, por tanto p(2.2)=0. Lo mismo se puede decir de w=3, con lo que

1i(3)=0.

En el caso de que interese calcular el mayor grado de pertenencia en la zona de
w=3-a, éste se encuentra en el punto de corte entre la linea discontinua a+b=2 y la
diagonal cca = o . El resultado es a=0.588=0.6 y a=1.058, w=3.17. Ese es el punto
de la zona w=3-a contenido en un mayor numero de elementos focales conjuntos. A
partir de ese punto el grado de pertenencia vuelve a decrecer hasta 0 en w=3.3
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Haciendo el célculo aproximado mediante aritmética borrosa C=HA+Bl y a
continuacion W’=4-C:

A+B=(1.7,1.93, 2.1)

C=[4+B1=1/2U 0.6/3

La funcion de pertenencia de W ’=A4-C es por tanto:

(@) = sup min{ f1,a), 4.} = sup_min{ p1,(a). 44:2) O 4 O

w=a204&13

= mgX[ sup min{x,(a),} ,ngmmir{ ﬂA(a),O.}S} =m3X{ K, (@), min{ 11, (a),0.¢

En la Figura 4.14 se comparan W’ en linea continua y el conjunto borroso exacto W
en linea discontinua. Como se aprecia en la figura, la aproximacion conserva, de
cada O-corte, el limite inferior y el limite superior. La aproximacion W ° es menos
especifica que W, ya que al realizar las operaciones parciales mediante aritmética
borrosa se olvida la dependencia existente entre a y c.

1.8 2.06 2.2 2.7 3 33

Figura 4.14: W’ obtenido mediante aritmética borrosa

+ +
Ejemplo 3: a[ﬁa—b—‘ﬂa[ﬁa b—‘
tl t2

Supongamos que a y b se modelan mediante numeros borrosos 4y By que ¢; y £, son
numéricos y mayores que cero.

Aplicando el principio de extension a la funcion g [ﬁa +b—‘ +b [ﬁa +b—‘ se tiene:
tl t2

My(@)=  sup  min{ g, (a), (D)}
w=a a+b +b a+b
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Una posible aplicacion de la aritmética borrosa seria:

C{Aﬂﬂ’ D{A”ﬂ
tl tZ

y calculando W’ como W *=A4-C + B-D

El resultado no es exacto ya que de esta forma no se tiene en cuenta que tanto ¢ como
d dependen de a y de b. Sin embargo, igual que en el caso anterior, se conservan los
limites inferiores y superiores del conjunto borroso resultante.

., a+b a+b .
En efecto, la funcion f(a,b)=a +b es no decreciente en a y en b,
t] t2

luego se pueden calcular los limites de los a-cortes de W como:

_ o la@) +b@) ] La(@)+b@) |
w(a)=a(a) D—fl +b(a) D—z2
— = la@+b@)] -  la@)+b@)]
w(a)=a(a) []—t1 +b(a) []—t2

+ +
Como las funciones intermedias utilizadas para calcular ¢ = [a b—‘ ,d= {at bw y
1 2

finalmente w'=a ¢ +b [d son también no decrecientes en a y en b, se tiene que
w(a)=w(a)
w(a) = w'(a)

Por ejemplo, sean 4 y B dos niimeros borrosos triangulares 4 = (0.9, 1.03, 1.1),
B=(0.8,0.9, 1), y sean #,=1, £,=2, entonces el conjunto borroso W que se obtiene al

extender mediante el principio de extension la funcién f(a,b)=a #a +b—‘ +b [%a +b—|
tl t2

es el que se muestra en la Figura 4.15.

El resultado W de extender la funcion f mediante el principio de extensidon, que
aparece en la Figura 4.15, también se puede obtener a partir de la representacion
grafica descrita en el anexo A, que se muestra en la Figura 4.16.
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2.6 2.96 3.1

Figura 4.15:Resultado de la extension de f a parametros borrosos

En este caso se distinguen en la Figura 4.16 dos zonas, entre las cuales hay una
discontinuidad situada en la linea a+b=2, que corresponde a la discontinuidad en el
primer redondeo de f, [ (a+b)/t; |1 con ;=1 y también coincide con la discontinuidad
del segundo redondeo de £, [ (a+b)/t, | con 1,=2, que se produce cuando (a+b)/ t, = 1.

Para las parejas de puntos (a,b) que se encuentran por debajo de a+b=2, se tiene que
w=fla,b)=2-a+b. En dicha zona aparecen representadas las rectas w=2-a+b=cte como
rectas oblicuas de pendiente negativa que van desde w=2.6 en el limite inferior
izquierdo, hasta w=3.1 para a=1.1 y »=0.9.

Para las parejas (a,b) que se encuentran por encima de a+bh=2, se tiene
w=fla,b)=3-a+2-b. En dicha zona aparecen representadas las rectas w=3-a+2-b=cte
como rectas oblicuas de pendiente negativa que van desde w=>5 para a=1 y b=1, hasta
w=5.3 para a=1.1y b=1.

De esta forma se determina el soporte de I tal y como aparece en la Figura 4.15.

El grado de pertenencia de w=2.6 es cero ya que solo el elemento focal conjunto
mayor de todos contiene a ese punto. A partir de ahi, el grado de pertenencia va
creciendo y se calcula como el o correspondiente al corte entre la recta w=constante
y as=ag. El grado de pertenencia es 1 para w=2.96, que es la recta que pasa por
as=ap=1, ya que todos los elementos focales conjuntos contienen al menos un punto
de w=2.96. A partir de ese valor de w el grado de pertenencia va decreciendo hasta
w=3.1 donde vale cero. De nuevo, el grado de pertenencia de w=5 es cero, porque
solo el mayor elemento focal conjunto contiene a ese punto. El grado de pertenencia
va creciendo hasta el maximo en esta zona, que se encuentra en el punto de corte
entre ax=ap y la linea de discontinuidad a+b=2. El resultado es a=0.588=0.6 y
w=5.06. Ese es el punto de la zona w=3-a+2-b contenido en un mayor numero de
elementos focales conjuntos. A partir de ese punto el grado de pertenencia vuelve a
decrecer hasta 0 en w=5.3
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5.3

/3'61 +2-b

'\a + bh=2

2:a+b

1.1

a

Figura 4.16: Representacion grdfica de la extension de f a parametros borrosos mediante el
principio de extension

Haciendo el célculo aproximado mediante aritmética borrosa se tiene:
A+B=(1.7,1.93,2.1), (A+B)/t =(1.7,1.93, 2.1) y (A+B)/t, =(0.85, 0.965, 1.05)

Aplicando el redondeo se obtiene:
C=[(4+B)/ty 1=1/2 U 0.6/3

D=1 (A+B)/t, 1=1/1 U 0.6/2
W’=A4-C + B-D

En realidad, so6lo habria que operar A-C+B-D=(4-(1/2)+B-(1/1)) U
(4-(0.6/3)+B-(0.6/2)) debido a la relacion entre C y D, pero si no lo tenemos en
cuenta, operariamos todas las combinaciones:

W= A-(1/2) + B-(1/1) } U { 4-(1/2) + B(0.6/2) } U { A-(0.6/3) + B-(1/1) } U
{ 4-(0.6/3) + B-(0.6/2) }

En la Figura 4.17 se muestra el resultado de cada combinacion:
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2:A+B 3-A+B
\Z 3A4+2'B_ _a=06
2:A+2-B
A
3

2.6 2.96 32 34 35 42 43 5.

Figura 4.17: W’ como union de conjuntos borrosos

La unioén, obtenida con el operador max, es el conjunto W ’, que se muestra en la
Figura 4.18 en linea continua y se compara con el conjunto borroso W resultado de
aplicar el principio de extension en linea discontinua.

32 34

Figura 4.18: W’ obtenido mediante aritmética borrosa

Como se puede apreciar, la aproximacion W’ obtenida mediante aritmética borrosa
conserva el limite inferior y el limite superior de cada a-corte.

En el ejemplo que se acaba de presentar, los valores enteros con posibilidad distinta
de cero en C y D tienen posibilidad 1 y 0.6 en ambos casos. El hecho de que
coincidan los valores de posibilidad en ambos conjuntos se debe a los valores
escogidos de #; y t,.

Si en lugar de los anteriores tomamos #,=1 y £=1.9, existe una combinacion
adicional que es (2-a+2-b), como se aprecia en la Figura 4.20, aunque la conclusion
sigue siendo valida. En la Figura 4.19 aparece W que es el resultado de la extension
de f'a parametros borrosos mediante el principio de extension, con los nuevos valores
de # y L.
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3 3.8 386 4

Figura 4.19: Resultado de la extension de f a parametros borrosos

W también se puede obtener mediante la representacion grafica propuesta en esta
tesis, tal y como indica la Figura 4.20. En este caso se pueden distinguir tres zonas,
con dos lineas de discontinuidad, la primera a+bh=2, que corresponde al primer
redondeo de f (((a+b)/t;) y la segunda a+b=1.9, que corresponde al segundo
redondeo de /' (I(a+b)/t]).

Para los puntos situados por debajo de a+b=1.9 se tiene w=f(a,b)=2-a+b y las rectas
de pendiente negativa en esta zona son las rectas que cumplen w= 2-a+b=cte. En esta
zona w varia desde w=2.6 para a=0.9 y b=0.8 hasta w=3 para a=1.1 y »b=0.8. En
ambos puntos el grado de pertenencia vale cero ya que el unico elemento focal
conjunto que contiene a esos puntos es el mayor de todos. Desde w=2.6 el grado de
pertenencia va creciendo hasta el maximo en esta zona que se encuentra en el punto
de corte entre an=ap y la recta a+b=1.9. El resultado es a=0.87. A partir de ese
valor, el grado de pertenencia decrece hasta cero en w=3.

Para los puntos situados por encima de a+b=1.9 y por debajo de a+b=2 se tiene
w=fa,b)=2-a+2-b y las rectas de pendiente negativa en esta zona son las rectas que
cumplen w= 2-a+2-b=cte. En esta zona w varia desde w=3.8 para a+b=1.9 hasta w=4
para a+b=2. El grado de pertenencia de w=3.8 es el maximo de la zona anterior y
vale a=0.87 (ya que estdn involucrados los mismos elementos focales conjuntos en
uno y otro caso). Desde a=0.87 el grado de pertenencia crece hasta llegar a a=1 en
w=3.86 (para a=1.03 y 5#=0.9). Desde ese valor, decrece hasta que en w=4 el grado de
pertenencia se hace 0.6.

Para los puntos situados por encima de a+b=2 se tiene que w=fa,b)=3-a+2-b y las
rectas de pendiente negativa en esta zona son las rectas que cumplen w=
3-a+2-b=cte. En esta zona w varia desde w=5 para a=1 y b=1, hasta w=5.3 para
a=1.1 y b=1. El grado de pertenencia de w=5 es cero y va creciendo con w hasta
llegar a a=0.6, el maximo en esta zona, que coincide con el grado de pertenencia de
w=4 en la zona anterior y se produce en el punto de corte entre an=ap y a+b=2. A
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partir de ese valor, al crecer w el grado de pertenencia va decreciendo hasta llegar a
cero en w=5.3.

| 5.3
/ 3:a+2b
b AN
0.9 N
T2 +2b
08 026 .
0.9 1.03 1.1 '\\a+b:1.9
2:a+b a '

Figura 4.20: Representacion grdfica de la extension de f a parametros borrosos mediante el
principio de extension

Aplicando aritmética borrosa el resultado se podria obtener como 4+B=(1.7, 1.93,
2.1), (A+B)/t; =(1.7,1.93, 2.1) y (A+B)/t, =(0.89, 1.016, 1.105)

Aplicando el redondeo se tiene:

C=1(A+B)/t; 1=1/2 U 0.6/3
D=[(4+B)/t;1=0.87/1 U 1/2

Finalmente W’ se obtiene como W ’=A4-C + B-D (ver Figura 4.21).

W= { A-(1/2) + B-(0.87/1) } U { A-(1/2) + B-(1/2) } U { 4-(0.6/3) + B-(0.87/1) } U
{ 4:(0.6/3) + B-(1/2) }
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2.6 32 34 35 42 43 53

Figura 4.21: W’ como union de conjuntos

La uniéon de los conjuntos se calcula como el maximo, con lo que el conjunto
resultante W’ se muestra en la Figura 4.22 con linea continua, y al compararlo con
W que aparece con linea discontinua, vemos que ambos tienen los mismos limites
inferiores y superiores para cada O-corte

2.6 3 32 34 38 4 43 5 53

Figura 4.22: W’ obtenido mediante aritmética borrosa

En este capitulo se ha demostrado que cuando una funcién es monotona en sus
variables es posible extender la funcion a argumentos borrosos aplicando aritmética
de intervalos de forma que el resultado obtenido es una aproximacion valida del
conjunto borroso exacto que proporciona el principio de extension.

Ademas, si la funcion es monodtona siempre no creciente o siempre no decreciente en
la misma variable en todas las operaciones parciales que involucran a dicha variable,
entonces es posible obtener otra aproximacion valida del conjunto borroso exacto
mediante la aplicacion de aritmética borrosa.

Las operaciones analizadas en este capitulo, que incluyen redondeos hacia arriba,
apareceran en el siguiente capitulo dentro de los algoritmos de célculo de los tiempos
de finalizacion de las tareas en sistemas de tiempo real, por lo que resulta de gran
interés la extension borrosa estas operaciones y sus aproximaciones validas, con el
fin de obtener de forma rapida los valores exactos de planificabilidad borrosa.
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5. Analisis borroso de planificabilidad en
sistemas con prioridades fijas
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En capitulos anteriores se ha propuesto una definicion de planificabilidad borrosa y
se ha enunciado la condiciéon que debe cumplir toda funcidon para que se pueda
extender a argumentos borrosos mediante aritmética borrosa o mediante aritmética
de intervalos, con los mismos resultados que la aplicacion del principio de extension.
En este capitulo se proponen extensiones borrosas del andlisis de planificabilidad
para sistemas con prioridades fijas, generalizando los tests necesarios y suficientes
para pardmetros numéricos (“crisp”’) ya existentes en la literatura. Las extensiones se
basan en aritmética borrosa y en aritmética de intervalos presentadas en el capitulo
anterior.

En primer lugar, en el apartado 5.1 se describe el algoritmo de andlisis de
planificabilidad con parametros numéricos, cuando los plazos son menores que los
periodos. Este algoritmo calcula los peores tiempos de respuesta de las tareas
supuesto que existe un instante critico.

En el apartado 5.2 se extiende este algoritmo a plazos y tiempos de ejecucion
borrosos, mediante el principio de extension, aritmética borrosa y aritmética de
intervalos, y se resuelve también la extension a periodos borrosos, y a tiempos de
bloqueo y “release jitter” o retrasos borrosos de las activaciones.

En el apartado 5.3 se define el concepto de Optimo en la asignacion de prioridades
fijas cuando los pardmetros temporales de las tareas se modelan como conjuntos
borrosos, concepto que se basa en la maximizacion de la posibilidad y necesidad de
planificabilidad. También se enuncia la propiedad que deben cumplir los plazos para
que la asignacion obtenida de acuerdo con el orden de los plazos borrosos sea
Optima.

Las extensiones propuestas previamente se comparan, en el apartado 5.4, con la
extension propuesta por Litoiu y Tadei para el andlisis de sistemas con prioridades
fijas y plazos menores que los periodos basada en aritmética borrosa. Se muestra que
los resultados obtenidos por los autores pueden llegar a ser muy pesimistas debido a
la simplificacion de algunas operaciones borrosas.

Una vez propuestas las extensiones borrosas del anélisis de planificabilidad, en el
apartado 5.5 se hace un estudio comparativo entre los resultados que se obtienen
modelando los parametros mediante nimeros borrosos y los que se obtienen
modelandolos mediante distribuciones de probabilidad. Para ello se utilizan dos tipos
de funciones de transformacion entre distribuciones de posibilidad y de probabilidad
descritas en el anexo C y se observa que los resultados que se obtienen con el
modelo probabilista son iguales o muy parecidos a los que se obtienen con el modelo
posibilista.

En el apartado 5.6 se describe el algoritmo de analisis temporal con plazos mayores
que los periodos y se extiende a pardmetros borrosos, teniendo en cuenta la
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existencia de tiempos de bloqueo por compartir recursos y retardos modelados como
“release jitter”.

En el apartado 5.7 se extiende a modo de ejemplo el algoritmo de calculo de los
tiempos de bloqueo cuando el algoritmo de sincronizacion es el PIP (descrito en el
capitulo 2).

Por ultimo, en el apartado 5.8 se extiende el analisis de planificabilidad de sistemas
con tareas aperiddicas cuando éstas son atendidas por dos tipos de servidor
aperiodico: el Servidor Esporadico y el Servidor Aplazable, y las tareas periodicas
tienen sus plazos menores o iguales a sus periodos.

5.1. Algoritmo de analisis de planificabilidad con plazos
menores que los periodos

Joseph y Padya [Joseph, Padya, 1986] y Audsley [Audsley et al., 1991] desarrollaron
de forma independiente el algoritmo (5.1) para calcular el peor tiempo de respuesta
de las tareas en un sistema de tiempo real con tareas periddicas, plazos menores que
los periodos, expulsables y con prioridades fijas, supuesto que existe un instante
critico (ver el capitulo 2). Ese algoritmo, permite obtener una condicidon necesaria y
suficiente de planificabilidad.

Para ello se calcula de forma iterativa el tiempo de finalizacién wc; de cada tarea en
su primera ejecucion. Solamente se calcula la primera ejecucion de la tarea, ya que
cuando las prioridades son fijas, el peor tiempo de respuesta de una tarea se da en su
primera ejecucion a partir del instante critico.

En (5.1) las tareas se encuentran ordenadas segin su prioridad de forma que la tarea
1 tiene la prioridad mas alta, su tiempo de ejecucion es pj, su plazo es d; y su periodo
t;. Para cada tarea i, su tiempo de finalizacion en la primera ejecucion, o lo que es lo
mismo, su peor tiempo de respuesta wc; viene dado por el valor final de s;; cuando
termina su calculo iterativo. El valor de s;; va aumentando en las sucesivas
iteraciones hasta que se estabiliza cuando s;x = 5,41 obteniéndose el peor tiempo de
respuesta we; de la tarea i. Cuanto mas cerca se encuentre el valor inicial de s, s_in;,
del tiempo de finalizacidon, mas rapido encuentra el algoritmo la solucion. En cada
iteracion se compara s;; con el plazo de la tarea correspondiente. Como se cumple
que s;x<wc;, si s;x es mayor que el plazo, entonces el tiempo de finalizacion también
es mayor que el plazo, se interrumpe el célculo de wce; y se concluye que la tarea i no
es planificable.
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CRISP ALG
we, =0
for i=1 to n_tareas do
ALG BASICO:
(5.1) S0 =S _in
while (SM,, <S4 (s,.),c,l))
{ if s, > d, tareai no planificable; exit
k=k+1 }
we, =S,
dado, 5, (5,,.) = > p, EF Shd w
= L
end

En la ecuacion principal de (5.1):

J=1 t.i

donde | | representa la operacion redondeo hacia arriba, los términos del sumatorio
que van de j=1 hasta j=i-1 son la interferencia (o tiempo de CPU ocupada) de las
tareas mas prioritarias que i en la ejecucion de i. Es decir, en el tiempo s;; se
contabiliza cudntas veces se ejecutan las tareas mds prioritarias, y que retrasan por
tanto la ejecucion de la tarea i.

Si se modifica el algoritmo (5.1) para que continte iterando hasta que se obtiene el
tiempo de finalizacion de la tarea, se obtiene (5.2) y de esta forma es posible calcular
we; aunque éste sobrepase su plazo. Como se vera mas adelante, esta formulacion
resultard especialmente util para su extension a parametros borrosos. Ademas cuando
se detecta que se ha sobrepasado el periodo se termina la iteracion (esto es, finaliza
el bucle while), porque este algoritmo no es valido para calcular los tiempos de
finalizacion de las tareas cuando éstos sobrepasan los periodos.

Si no se terminara la iteracion al sobrepasar el periodo (s;; vuelve a ser mayor que
Sik1 y se sigue ejecutando el bucle while), lo que se obtendria es el tiempo de
finalizacion de la tarea i en su ejecucion m, siendo m la primera ejecucion en la que
la tarea consigue finalizar dentro de su periodo (suponiendo que antes de la ejecucion
m se finalizaron las ejecuciones anteriores). Si no existieran plazos, siendo el tnico
requisito que todas las tareas se ejecuten, este analisis permitiria comprobar si es
posible cumplir el requisito, aunque una ejecucion termine en algin periodo
posterior. La condicidn para ello es que la primera ejecucion que ha podido finalizar
dentro de su periodo termine dentro del hiperperiodo.
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(5.2)

CRISP ALG

we, =0

for i=1 to n_tareas do
ALG BASICO:

S0 =8 _in

while (s,,, <s,,(s,,.))AND(s,, <t,) k =k +1

WC’- = si,k

i Si _
dado, Sik (S'?k_l) - Z P [‘i%—‘

J=1 J

if (w¢; >d;) tarea i no planificable

end

En la literatura se han encontrado distintas inicializaciones posibles del algoritmo.

Asi, en [Shin, Ramanathan, 1994] el valor inicial de s, s_in; es z p; - Este algoritmo

j=1

se aceler6 en [Litoiu, Tadei, 1997] refinando el valor inicial de s con s _in; =wc;1+p;
ya que estd asegurado que lo més pronto que puede terminar una tarea i es el instante
en que finaliza la tarea anterior i-1 mas su propio tiempo de ejecucion p;.

A titulo de ejemplo, para ilustrar el algoritmo (5.2), supongamos que se tiene un
sistema de tiempo real formado por tres tareas periddicas cuyos periodos son #,=3,
=5y t3=15, con tiempos de ejecucion p;= 1, p»= 1.9 y p3= 1 y con plazos iguales a

los periodos.

LSO S S S

Tarea ZTO |—|_J\i

Tarea 3 T ﬂ i_L
4.9

—-
—
W

b bm |

10 IT.9

o :Tiempo de finalizacion T :Tiempo listo

Figura 5.1: Grdfico de planificacion de un sistema con prioridades fijas

En la Figura 5.1

se muestra el grafico de planificacion de este sistema en un

hiperperiodo. Cuando las prioridades se asignan de acuerdo con el algoritmo RMS,
la tarea 1 es la mas prioritaria ya que tiene el menor periodo y la tarea 3 la menos
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prioritaria. Al terminar la tarea 1 su ejecucion , se ejecuta la tarea 2 hasta que finaliza
en el instante 2.9. A continuacion la tarea 3 comienza a ejecutarse, pero después de
0.1 unidades de tiempo, en el instante 3, la tarea 1 vuelve a estar lista e interrumpe a
la tarea 3. Cuando la tarea 1 termina su segunda ejecucion, la tarea 3 contintia hasta
finalizar en 4.9. Por tanto, los peores tiempos de respuesta de las tareas valen 1, 2.9 y
4.9 respectivamente, y el sistema es planificable.

Aplicando el algoritmo (5.2), con la inicializacién s_in; =wc;.;+p; , se tiene:

Tarea 1:

pi=1,d=3, ,=3

S10=Ss_in; =wcy+p; =pi=1

Sl,lzpl'[sl,o/tlll: 1-1=1 =S1,0

wei=s1, =1

Por tanto we;= 1, y como se cumple que we < d), la tarea 1 es planificable.

Tarea 2:

p1= 13p2: 193 d1:3s d2: 59 t1:3s t2:5

S0=S8_inp=wc,+p,=1+19=29

$2,17 pl'[Szy() / tﬂ + PZ'[SZ,O / fz] = 1[29/3] +
1.912.9/51=1+1.9=2.9 =5,

WC= 821 = 2.9

Por tanto we,= 2.9, y como se cumple que wea< da, la tarea 2 también es planificable.
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Tarea 3:

p1= 1ap2: 1-9’p3: 15 d1:39 d2: 5: d3: 157 t1:3a t2:59 1= 15

8§3,0= WC2 +p3 =29+1=39

s31= prisso / 6l + pylsso / 6l + pslsso / 1= 113.9/31 +
1.943.9/51+ 113.9/151=1-2+1.9+1 = 4.9

s30= prissy /6l + pylsyy 1 6l + pslsyy / 1= 114.9/31 +
1.974.9/51+ 114.9/151=1-2+1.9+1 = 4.9 = 53,

WC3= 832 = 4.9

El peor tiempo de respuesta de la tarea 3 es wez= 4.9, y como se cumple que wes< d,
la tarea 3 también es planificable. Por tanto, tal y como ya se dijo antes, el sistema es
planificable.

Este andlisis se puede ampliar para tener en cuenta la existencia de tiempos de
bloqueo en las tareas, causados por el acceso de una tarea menos prioritaria a un
recurso compartido (ver capitulo 2). En efecto, si denominamos b; al tiempo de
bloqueo de una tarea i, el tiempo de finalizacion de cada tarea se obtiene calculando
s de forma iterativa segun (5.3) hasta que se verifica s; 5 =s; 1.

En este algoritmo el tiempo de bloqueo se trata como un tiempo extra de ejecucion al
comienzo del periodo de ocupaciéon, aumentando los tiempos de respuesta de las
ejecuciones en dicho periodo.

i1
(53) Si,k(Si,k—l) =b +p, +ZP,- [%Si’k_]‘l

t

siendo la inicializacion de s:
(54) Si,O :bi +ij
Jj=1

Ademas se puede tener en cuenta la existencia de “release jitter” j;, de forma que la
ecuacion a resolver iterativamente es:

i-1 St
(5.5) Sik (Si,k—l) =b, +p, +zpj %

j=1 j

Cuando s;x=Ss; .1 , €l tiempo de finalizacion de la tarea i es we, =s,, + j,
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5.2. Extension del analisis de planificabilidad con plazos
menores que los periodos

En primer lugar se va a analizar la extension del analisis anterior a plazos y tiempos
de ejecucion borrosos aplicando tres métodos diferentes: el principio de extension
(apartado 5.2.1), aritmética borrosa (apartado 5.2.2) y aritmética de intervalos
(apartado 5.2.3). Las extensiones propuestas basadas en aritmética borrosa y en
aritmética de intervalos proporcionan los mismos resultados de posibilidad y
necesidad de que el sistema sea planificable que la aplicacion del principio de
extension y de forma significativamente mas rdpida que éste, a pesar de que los
tiempos de finalizacion borrosos obtenidos son s6lo aproximaciones de los que se
obtienen mediante el principio de extension.

Por ultimo, en el apartado 5.2.4 se extiende el andlisis a periodos borrosos.

5.2.1. Principio de extension

Tal y como se vio en el capitulo 3 cuando algunos de los pardmetros que definen las
tareas se modelan mediante nimeros borrosos, la planificabilidad del sistema se
puede medir mediante un grado de posibilidad I, y un grado de necesidad N,nir
que se definen como los valores minimos de posibilidad y necesidad de que cada
tarea i en cada ejecucion j finalice antes del correspondiente plazo absoluto dj;, donde
di=(j-1)t; + d;. Si por ejemplo los tiempos de ejecucion se modelan como niimeros
borrosos, los tiempos de finalizacién son también borrosos y se tiene:

M pianiy= min(M(WCj; < d;; ))
Notanir= min(N(WCy; < dj; ))

Cuando existe un instante critico y las prioridades de las tareas son fijas, el peor
tiempo de respuesta de cada tarea se produce en la primera ejecucion, con lo que es
suficiente comparar los tiempos de finalizacion en la primera ejecucion we;; = we;
con los plazos d;. Por tanto la posibilidad y necesidad de que el sistema sea
planificable son respectivamente:

(5.6) Mpan= _min_ (N (WC, <d,))

i=l..n_tareas
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Nplanif: min (N(WCI <di))

i=l..n_tareas

Si los plazos son también nimeros borrosos, entonces la comparacion entre el tiempo
de finalizacion y el plazo en (5.6) es una comparacion entre conjuntos borrosos (ver
anexo B) y se debe sustituir el plazo numérico d; por el plazo borroso D.

Para calcular los tiempos de finalizacion borrosos WC; se extiende el algoritmo
previamente presentado (5.2) a parametros borrosos. La forma mas general de
extender una funcidn a pardmetros borrosos es mediante la aplicacion del principio
de extension. En el caso de que la t-norma utilizada sea el minimo (ver capitulo 3), la
extension de la funcion we;=f(p;) a tiempos de ejecucion borrosos Py, con & € N |
1<h<i, da como resultado un conjunto borroso WC; cuya funcién de pertenencia se
calcula como:

,uWCi(wci): sup min{y&(ph)} VheN|I<h<i

wei=f ()

donde f es la funcién definida por el algoritmo basico que aparece en (5.2) y que se
rescribe a continuacion:

ALG BASICO:

(5.7)

dado, Sik (Si,k—]) = th [‘isw{_l -‘

h=1 th

if (wc, >d;) tarea i no planificable

Notese que f es no decreciente en pj, discontinua en p; (debido a la operacion
redondeo), y que p,>0 por lo que el resultado de la extension de f a pardmetros
borrosos es, en general, un tiempo de finalizacion borroso no convexo.

Si retomamos el ejemplo anterior formado por tres tareas periddicas de periodos
t=3, =5y =15, y se definen los tiempos de ejecuciéon como niimeros borrosos
triangulares P1= (0.9, 1, 1.05), P,= (1.8, 1.9, 2) y Ps= (0.9, 1, 1.1), la aplicacion del
principio de extension permite calcular los tiempos de finalizacion borrosos de las
tareas.

En la Figura 5.2 se muestra el tiempo borroso de finalizacion de la tarea 2 en su
primera ejecucion, obtenido mediante el principio de extension.
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2.7 29 3 4 1 41
4.033

Figura 5.2:Tiempo borroso de respuesta de la tarea 2, mediante el principio de extension

En este caso, como el tiempo de respuesta de la tarea 2 depende de los tiempos de
ejecucion de las tareas 1 y 2, es decir, es funcion de dos argumentos, la distribucion
de posibilidad de WC; se puede obtener mediante la representacion grafica propuesta
en el anexo A, tal y como se muestra a continuacion en la Figura 5.3.

P2 19

Figura 5.3: Representacion grdfica del tiempo de finalizacion de la tarea 2 en funcion de los tiempos
de ejecucion de las tareas 1 y 2

Se pueden distinguir dos zonas en la Figura 5.3. Cuando la suma de los tiempos de
ejecucion de las tareas 1 y 2 es menor o igual que 3 (zona 1), el tiempo de
finalizacion de la tarea 2 es p;+ps, ya que la tarea 2 se ejecuta inmediatamente
después de que la tarea 1 termine su primera ejecucion. Cuando la suma de los
tiempos de ejecucion de las tareas 1 y 2 es mayor que 3 (zona 2), la ejecucion de la
tarea 2 se ve interrumpida por la segunda ejecucion de la tarea 1, que se produce en
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el instante 3. La tarea 2 no finaliza hasta después de la segunda ejecucion de la tarea
1, por tanto el tiempo de finalizacion de la tarea 2 es 2-p+p;.

En la primera zona, wc, varia desde 2.7 hasta 3. La posibilidad de wc,=2.7 es 0 ya
que soélo el elemento focal conjunto externo R, contiene al punto correspondiente. A
medida que crece wcp, la posibilidad va aumentando hasta que para wc,=2.9 la
posibilidad es 1. Desde 2.9 hasta 3 la posibilidad va decreciendo y en wc,=3 la
posibilidad es 0.33 (1/3 de la diagonal correspondiente a los limites superiores), que
es la integral correspondiente a la asignacion basica conjunta de los elementos
focales desde R, hasta R;. Esos son los elementos focales conjuntos que contienen al
menos un punto de la linea we,=3. Después de we,=3 hay una discontinuidad.

En la zona 2 de la Figura 5.3 la funcidn toma valores desde 4 hasta 4.1. Para we,=4
la posibilidad es 0 y al crecer wc; va creciendo la posibilidad hasta wc,=4.033 cuya
posibilidad es 0.33, la misma que la de wc,=3, ya que son los mismos elementos
focales los que intervienen en el calculo. A partir de wec,=4.033 la posibilidad
decrece hasta que en we,=4.1 vale 0.

Tal y como ya se dijo en el capitulo 3, el calculo de WC; mediante la aplicacion del
principio de extension puede ser muy lento. Si se aplica muestreando los soportes
1P| de los tiempos de ejecucion borrosos P; para una resolucion » en o (ver Figura
5.4), el nimero de muestras de cada soporte es n_m= (2/r)-1 (en el caso de que el
nucleo del niimero borroso lo forme un solo punto). En el célculo de la distribucion
de posibilidad del tiempo de finalizacion de la tarea menos prioritaria WC, 4
mediante el principio de extensidon hay que ejecutar el algoritmo bésico con
pardmetros numéricos (5.7) para todas las combinaciones de los tiempos de
ejecucion de las tareas, es decir se ejecuta n_m"-" numero de veces. En general, para
una tarea i, el algoritmo f'se ejecuta n_m' numero de veces. Por tanto, para el calculo
de los tiempos de finalizacion borrosos de todas las tareas el nimero de veces que se
ejecuta f'es D i=1.n sar (n_mi ). Segun sea el nimero de tareas el célculo se puede hacer
inviable.

G: P] P2

Ao =r $

o =0 -4—e—e—e—e—e—A —f oo
A AN \nm

n_m -

Figura 5.4: Muestreo de JP;[ y ] P,[ para una resolucion r en «
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5.2.2. Aritmética borrosa

La segunda alternativa que se contempla para la extension del andlisis a pardmetros
borrosos es la basada en aritmética borrosa. En (5.8) se muestra la extension del
algoritmo de célculo de la planificabilidad basada en aritmética borrosa, suponiendo
que los tiempos de finalizacion borrosos son fuertemente menores que los periodos.
Aunque los tiempos de finalizacion borrosos que se obtienen son aproximaciones, los
valores de planificabilidad borrosa son los mismos que se obtienen con el principio
de extension.

Algoritmo de Aritmética Borrosa
WC, =0 (crisp)

for i=1 to n_tareas do
S0 =WC_ +PF
(5-8)| while (S, #5,(S,.)) k=k+l
weC, =S,
N/NWC, <d,)
end
stanit ! N iy = min{ N/ N(WC, < d,} i

J

i S
dado S, (S;,-) = z P, EI;%‘l
=

Recordemos que el redondeo clasico hacia arriba que se define como a(b) =[bl=1i |
i-1 <b < i, i€ Z,se puede extender a argumento borroso mediante el principio de
extension como:

,U(B}(i) = sup Ly (b)

donde el resultado [Bl es un conjunto borroso discreto.

Veamos como efectivamente, las aproximaciones de los tiempos de finalizacion
borrosos obtenidos mediante aritmética borrosa en este algoritmo son efectivamente
aproximaciones validas.

Para la tarea 1, se obtiene WC,=P), resultado que coincide con la aplicacion del
principio de extension a we; =0 + py.

Para la tarea 2, S, vale S, 0= P; + P, tanto mediante la aplicacion del algoritmo (5.8)
como mediante la aplicacion del principio de extension a la funcion s, = wey +py =
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p1 tpa. En la siguiente iteracion, con k=1, la aproximacion S>; que se obtiene
mediante aritmética borrosa se calcula como:

Sz,l(Sz,o)=PlEﬁh}+Pztﬁh}pl R+P+pz P1+P21

4 2 4 L

y es uno de los casos ejemplo analizados en detalle en el capitulo 4 (concretamente la
extension de la funcion al(a+b)/tH bl(atb)/t)).

Realizando las operaciones de aritmética borrosa de forma independiente, como se
indica en (5.9), no se tiene en cuenta la relacion funcional existente entre

C:[(pl‘i‘pz)/ll] y d:[(pl‘i‘pz)/l‘g]Z

(5.9) C=[¥—I, D:{g—ljy S, =h [C+P D
1 2

Como los términos c=l(p1tp,)/t;ly d=l(p1tp2)/t,] son no decrecientes en p; y en p,, se
tiene que los limites inferiores y superiores de los a-cortes de C y D se pueden
calcular a partir de los limites inferiores y superiores de los a-cortes de P, y P
como:

o) {&(m +&<ﬂ @)= Pl(a) + Z(ﬂ

1 tl

2 2

d(@) [M} d@) [M]

Como s,,1=p1'ctpa-d es creciente en pj, en py, en ¢ y en d, los limites de los a-cortes

de S>, se pueden calcular como:

_ . _ i ) )
s (@) =p@yc@)+p,@)yd@) =p@ ) M +p,@ ) M
50, (@) = p@)ye@) + p,@)d@) = p,@ ) M o) M

Por otro lado, aplicando el principio de extension a la funcion

+ +
52,1(52,0)=p1 Eﬁpl p pz—""pz [Fplt pz-l
1 2
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se obtiene el conjunto borroso exacto S, 7 cuya funcion de pertenencia viene dada
por:

My (2= sup min{ 11, (p). 4, ()}

+ +
2= f(p212)=Dy @F”Ol tlp . w +p, F’U‘ tzp ﬂ

Como f es no decreciente en p; y p», se pueden calcular los limites inferiores y
superiores de los a-cortes de la siguiente forma:

:Sz,l(a)

1 2

si'i;’m):&(a)t%

1 2

ﬁwﬁ&(ﬂ*" @ #Q(GH&(UW

Como estos limites coinciden con los limites de los a-cortes de S>; se deduce que

S».1 es una aproximacion valida de S, 7.

De forma similar, para las siguientes iteraciones, s va creciendo hasta que se
estabiliza al encontrar el resultado del tiempo de finalizacion. El valor s, es no
decreciente con sy4.;, ademds de ser creciente con p; y p. Por tanto, el célculo
iterativo de wc, mediante el algoritmo basico es monotono creciente con los tiempos
de ejecucion y su extension mediante aritmética borrosa proporciona una

aproximacion valida del tiempo borroso de finalizacion exacto, con lo que II(WC; <

dl') = H(Wcipe S d,) YN(WCZ S dl) :N(Wcipe S d,)

Notese que en el algoritmo (5.8) la comparacion entre iteraciones sucesivas de S se
ha expresado como “while(S;r.1=Six)”, de forma diferente a como aparecia en el

algoritmo bdasico con pardmetros numéricos, donde la condicién era “while(s;-
1<s:x)”. Se considera que la forma correcta de extender la comparacion es la
propuesta en (5.8), tal y como se describe en el siguiente estudio.

Extension de la comparacion sii.; < s;x del algoritmo bdsico con pardmetros
numericos

A modo de ejemplo se analiza primero la extension de la funcion real de parametros
numeéricos b=g(a)=2-a. Si a se modela mediante un niimero borroso 4, el principio de
extension permite extender g de tal forma que el resultado es un nimero borroso B =
2:4. Si A es un numero borroso triangular definido por sus vértices 4 = (0.1, 0.2,
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0.3), entonces el namero borroso B obtenido es B = (0.2, 0.4, 0.6), tal y como se
muestra en la Figura 5.5.

0.1 02 03 0.6

Figura 5.5: Comparacion entre dos numeros borrosos

Comparando 4 y B, la posibilidad de que B sea mayor que 4 es [(B>A4)=1 y la de 4
mayor que B es lN(4A>B)=a. Pero en este resultado se ha olvidado la relacion
funcional existente entre ambas variables @ y b. En la Figura 5.6 se muestra la
distribucion de posibilidad conjunta de a y b, donde se ha resaltado la zona del
dominio conjunto que cumple a>b. Para cualquier pareja (a,b) situada en esa zona, la
distribucion de posibilidad conjunta vale 0. Afirmar que el valor de posibilidad de
que 4 sea mayor que B es distinto de cero significa que existen parejas (a,b) en el
soporte conjunto de 4 y B, tal que a>b con posibilidad distinta de cero. Pero esa
condicion no se cumple si tenemos en cuenta la relacion funcional h=2-a.

Figura 5.6: Distribucion de posibilidad conjunta de A y B tal que b=2-a

Si se analiza nuevamente el algoritmo (5.7), se puede observar que entre $; 41 V Sik,
se cumple la relacion funcional:

i S
Six =8(8,41) :th [|i . 1—‘
=1

L,
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Teniendo en cuenta, ademads, la forma iterativa en que se va obteniendo cada valor de
s, se puede observar que la funcion es siempre no decreciente en s: s;; €s siempre
mayor que s;x; y en el momento que se iguala el mayor tiempo de respuesta de la
tarea i ha sido encontrado, y se pasa a buscar el de la siguiente tarea.

Por tanto, al extender la funcion a tiempos de ejecucion borrosos, sk y S;x son
borrosos, pero siempre se tendrd que 1(S; 1 > S;x)=0 debido a la relacion funcional
existente entre ambos, y la condicion de fin del bucle while en (5.8) (tiempo de
respuesta de la tarea encontrado), se puede expresar en términos borrosos como S; x|

= Si Recordemos que  Sj1 = Six ssi Vx €R, p (x)=p; (x)

Ejemplo:

Como se ha visto antes, se pueden realizar las operaciones del algoritmo basado en
aritmética borrosa (5.8) de forma independiente sin tener en cuenta las relaciones
funcionales entre ¢ y d, siendo la aproximacion del tiempo borrosa de finalizacion
una aproximacion valida. Se presenta a modo de ejemplo el mismo sistema de
tiempo real anterior, formado por tres tareas periddicas de periodos #=3, ©=5y
t3=15, con tiempos de ejecucion borrosos triangulares definidos por sus vértices P1=
(0.9,1,1.05), P»=(1.8,1.9,2) y Ps=(0.9, 1, 1.1).

Para la tarea 1, inicialmente WCy = 0 con lo que S1o = 0+ P; = P;. En la iteracion
k=1, se tiene S;; = P, { Sio/ t1—| = P;. Como S;; = Sip , el tiempo de respuesta
borroso de la tarea 1 es S); , esto es, WC, =S, =Pi.

Para la tarea 2, con k=0 se tiene que S, = P + P,=(2.7, 2.9, 3.05) y se muestra en la
Figura 5.7. En la siguiente iteracion k=1, se calcula S>,; como:

So=Pi{ Soo/ti 1+ Py S0/ 1]
= (0.9, 1,1.05)1(0.9, 0.966, 1.0166) 1+ (1.8, 1.9, 2)](0.54, 0.58, 0.61)]
= (0.9, 1, 1.05){1/1 0 0332} + (1.8, 1.9, 2){ 1/1}
~{(0.9,1,1.05)+ (1.8, 1.9,2) } 0 { min((0.9, 1, 1.05) 2, 0.33) + (1.8,1.9.2)}

donde el segundo valor b de cada par o/b es un elemento del dominio Z y el primer
valor o de cada par o/b es el valor de pertenencia de b al conjunto borroso [B], es
decir, 0.33/2 significa que el niimero entero 2 tiene valor de posibilidad 0.33 en el
conjunto borroso [ S»¢ / £, ], 0 dicho de otra forma, tiene un grado de pertenencia al
conjunto borroso [ Sa0/ t1—| igual a 0.33.

El primer término de la union, suma de dos numeros borrosos triangulares, es otro
numero triangular dado por (2.7, 2.9, 3.05). Se puede ver esta parte de S en la
Figura 5.7. El segundo término de la union es suma de min((0.9, 1, 1.05)- 2, 0.33)
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mas un numero triangular (1.8,1.9,2). La funcion de pertenencia del primer sumando
min((0.9,1,1.05)-2, 0.33) = min{-pi1(x),0.33}, es es el numero borroso triangular
2:(0.9,1,1.05)=(1.8,2,2.1) truncado a la altura o=0.33. Por tanto, la funcién de
pertenencia de la suma queda como min{s.p1+p2(x),0.33}. Este es el naimero borroso
triangular (1.8,2,2.1)+(1.8,1.9,2) =(3.6, 3.9, 4.1) truncado a la altura a=0.33, como
aparece en la Figura 5.7.

Sz,o Sz,l
0=0.33
2.7 29  3.05 2.7 29  3.05 3.6 4.1

Figura 5.7: Representacion de S,y S del ejemplo

Comparando S»; con S se puede ver que S»; # S20 , con lo que se continuaria,
dentro del bucle while, en la busqueda de WC,, calculando la siguiente iteracion S .
Sin embargo vemos que una parte del conjunto borroso S si que coincide con Sy .
Expresado con valores numéricos, si para cada punto del soporte de esa zona de S;;
se vuelve a repetir el bucle haciendo &=2, volvera a salir el mismo punto, puesto que
el algoritmo ha encontrado el resultado en dicha zona. En cambio, para los puntos
situados en la zona que va de 3.6 a 4.1, se tiene que 52,1752 y hay que volver a iterar.
Por tanto, es suficiente recalcular la parte de la derecha del conjunto borroso S
continuando el algoritmo con S,; ={ min((0.9, 1, 1.05)- 2, 0.33) + (1.8,1.9,2)}=
min((3.6,3.9,4.1), 0.33).

Asi, con k=2 se tiene:

Sp2=Pi{ Soi/ti |+ Py S /1]
= (0.9, 1, 1.05) min((1.2, 1.3, 1.366), 0.33)1+ (1.8, 1.9, 2)T min((0.72,0.78,0.82),
0.33)]
~ (09, 1,1.050{ 0332} + (1.8, 1.9, 2)-{ 033/1 } = min((3.6, 3.9, 4.1), 0.33)

N
}’2_\0(=033
3.6 4.1

Figura 5.8: Representacion grdfica de S, ;
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Como S, = 5, el tiempo de respuesta borroso de la tarea 2 es la union del conjunto
triangular (2.7, 2.9, 3.05) y de min((3.6, 3.9, 4.1), 0.33). El resultado WC, ={(2.7,
2.9, 3.05) OO min((3.6, 3.9, 4.1), 0.33) } obtenido mediante este algoritmo basado en
aritmética borrosa se puede ver en la Figura 5.9.

Figura 5.9: WC, obtenido mediante aritmética borrosa, comparado con el resultado exacto

En la misma Figura 5.9 se muestra también el resultado exacto WCy” obtenido
mediante la aplicacion del principio de extension (calculado graficamente en la
Figura 5.3 y mostrado en la Figura 5.2). Se puede comprobar que, efectivamente,
tienen los mismos limites de los a-cortes.

Para la tarea 3, con k=0, se tiene:

Ss.0= WCy + Py ={(2.7, 2.9, 3.05) 0 min((3.6, 3.9, 4.1),0.33) } + (0.9, 1, 1.1)
=(3.6,3.9,4.15) O { min((4.5,4.9,5.2),0.33) }

La representacion grafica de S3p se muestra en la Figura 5.10. En la iteracion
correspondiente a k=1 el conjunto borroso S3,; se puede calcular como:

Ssi=Pi | Sso/ty 1+ Py Sso/ta]l+Ps{ Ss0/t5]
= (0.9, 1, 1.05){ (1.2, 1.3, 1.38) 0 min((1.5, 1.63, 1.73), 0.33) |
+(1.8, 1.9, 2){ (0.72, 0.78, 0.83) 0 min((0.9, 0.98, 1.04), 0.33)
+(0.9, 1, 1.1)] (0.24, 0.26,0.276) 0 min((0.3, 0.33,0.35), 0.33) |
=(09,1,1.05){ 1/2} +(1.8,1.9,2)-{ 033/1 J 0.33/2} +(0.9,1,1.1)-{ 1/1}
— (4.5,4.9,5.2) O {min((6.3, 6.8, 7.2), 0.33) }

Este conjunto borroso no convexo Sz ; aparece también en la Figura 5.10.

S$3.0 3.1
a=0.33 a=0.33
3.6 3.9 4.15 4.5 52 6.3 7.2

4.5 49 52

Figura 5.10: Representacion de S; v S3,; del ejemplo
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Como S5, # S3, se vuelve a iterar con k=2:

Ssa=Pi | Ssi/ty 1+ Py Ssi/ta]+Ps{ S5,/ 851

=(0.9,1,1.05) {(1.5,1.63,1.73) 0 min((2.1,2.26,2.4),0.33) |
+(1.8,1.9,2){(0.9,0.98,1.04) 0 min((1.26, 1.36, 1.44), 0.33) |
+(0.9, 1, 1.1){ (0.3, 0.326, 0.34) O min((0.42, 0.45, 0.48), 0.33) |

=(0.9,1,1.05){1/2 O 033/3}
+(1.8,1.9,2){ 033/1 00332}
+(09,1,1.1){ 1/1}

=(4.5,4.9,5.2) 0 {min((7.2, 7.8, 8.25), 0.33) }

0=0.33

4.5 49 52 7.2 8.25

Figura 5.11: Representacion de S; ;

Vemos que S3,%S53,1, aunque la parte correspondiente a (4.5, 4.9, 5.2) coincide. Por
tanto (4.5, 4.9, 5.2) es parte de la solucion del tiempo borroso de respuesta de la tarea
3. Para calcular el resto, continuamos el algoritmo igualando S3, a la parte que es
diferente, esto es, Sz, = {min((7.2, 7.8, 8.25), 0.33) }

Asi, con £=3,

S33= P r S32 / t1—| + P, r S3,2 / tz—l + P r S3’2 / 1‘3—|
= (0.9, 1, 1.05){ min((2.4, 2.6, 2.75), 0.33) |
+(1.8, 1.9, 2) min((1.44, 1.56, 1.65), 0.33) |
+(0.9, 1, 1.1){ min((0.48, 0.52, 0.55), 0.33) |
=(0.9, 1, 1.05){ 033/3 }
+(1.8,1.9,2){ 033/2}
+(0.9,1, 1.1){ 0.33/1}
={min((7.2,7.8, 8.25), 0.33) }

Como S33 = S35 el tiempo de respuesta de la tarea 3 es la uniéon de (4.5, 4.9, 5.2)
obtenido antes, con {min((7.2, 7.8, 8.25), 0.33)}, es decir, WC3= (4.5, 4.9, 5.2) O {
min((7.2, 7.8, 8.25), 0.33) }, que aparece representado en la Figura 5.12.
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WCs

/—\CXZO.33
4.5 49 52 7.2 8.25

Figura 5.12: Representacion de WCj obtenido mediante aritmética borrosa

Una vez calculadas las aproximaciones de los peores tiempos de finalizacion de las

tareas, se comparan con los correspondientes plazos. En la Figura 5.13 se han
dibujado unos plazos como ejemplo.

D,
WC, Dy wC,
a=0.33
_____ (0@}
0.9 1 1.05 2.7 2.9 3.05 3.6 4.1
D
3 WCs
a3 ————-
/_Q=0.33
4.5 4.9 5.2 7.2 8.25

Figura 5.13: Comparacion de los tiempos de respuesta borrosos con los plazos

Para los plazos que aparecen en la Figura 5.13, los valores de posibilidad y
necesidad de que las tareas finalicen antes de sus correspondientes plazos son:

Nwc, D)) =1y N(WC\Dy) = 1-[T(WC>Dy) = 1-a;,
NWCED) = 1 y N(WGC<Dy) = 1-T(WCy>D5) = 1-0.33
M(WC3D;) = a3 y N(WCs<Ds) = 1-I1(WC5>Ds) =0

Y los valores de planificabilidad borrosa del sistema son:
rlplam'f: mln{ I_I(WCISDI) D I_I(WC2SD2) P I_I(WC_’»SD?)) } =0as
Nytanir= min{ N(WC\<Dy) , N(WC><D,) , NWC3<D3) } =0
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En este apartado se ha mostrado que la aplicacion del algoritmo de planificabilidad
(5.8) basado en aritmética borrosa permita calcular el valor de planificabilidad exacta
a partir de tiempos de finalizacion borrosos que son aproximaciones validas de los
exactos.

5.2.3. Aritmética de intervalos

Tal y como ya se ha dicho, la funcién f (el algoritmo bésico) que calcula el peor
tiempo de respuesta wc; de cada tarea es una funcién no decreciente en los tiempos
de ejecucion p;de las tareas mas prioritarias, con lo que se cumple:

we,(@)= 1 (p,@)

1< jsi

we,(a)= f (p,@)

1< j<i

Por tanto, es posible obtener aproximaciones validas convexas mediante el calculo
de intervalos, siendo éstos los a—cortes de los tiempos de ejecucion borrosos. La
aproximacion conserva los limites inferiores y superiores de cada a-corte resultante,
pero puede haber puntos del intervalo que no pertenezcan al a-corte exacto tal y
como se aprecia en la Figura 5.14, donde se muestra la aproximacion convexa W(C,
del tiempo de finalizacién de la tarea 2 en comparacion con el resultado exacto
wCY.

Para acelerar el calculo de los valores de posibilidad y necesidad de que la tarea
finalice antes de su plazo, es suficiente con calcular el punto de corte entre el plazo y
la aproximacién convexa del tiempo de finalizacion, resaltado en la Figura 5.14.

Figura 5.14: Tiempo borroso de finalizacion de la tarea 2 obtenido mediante el principio de

pe

extension WCY* y mediante aritmética de intervalos WC,.
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En este apartado se propone un algoritmo basado en aritmética de intervalos,
suponiendo primero que los plazos son numéricos, y después se extiende a plazos
borrosos.

En (5.10), el algoritmo basado en aritmética de intervalos permite calcular por
biparticion el punto de corte entre el tiempo de finalizacidén borroso y el plazo para
cada tarea, y con ese valor de o del punto de corte calcula la posibilidad y necesidad
de que la tarea sea planificable. El minimo de todas ellas es la planificabilidad
borrosa del sistema.

ALG Aritmética de Intervalos
w6 (0 =0

for i=1 to n_tareas do

we,(0) = ALG BASICOL - =p; (0); s _in, =we,_(0) +pl}
- 1<)<i ] -

we, (1) = ALG BASICO { c=p. ); s_in,=we,_,(0) +pl.]

j
Isjsi 1sjsi

we, (1) = ALG BASICO ( =p,();s_in, =we,_(0)+ pij
I1<j<i -

we,(0) = ALG BASICO [ =D, (0); s _in, =we_ (0) + p,}
Isjsi I<jsi
ALG ZONA
end

S10)|q . N

stans ! N iy = min{ N/ N(WC, < d,} Oi

En (5.10) y en general en todos los demas algoritmos que se van a proponer en este
capitulo de la tesis basados en aritmética de intervalos, los argumentos de la llamada
al algoritmo béasico ALG BASICO son aquellos que en el algoritmo estan sin definir,
como el valor inicial de s o bien aquellos que por ser borrosos hay que precisar en
qué valor concreto del conjunto borroso hay que aplicar el algoritmo basico. En este
caso, como el tiempo de ejecucion de las tareas es borroso, se indica como
argumento de la llamada al algoritmo el valor numérico del tiempo de ejecucion para
el que hay que calcular el tiempo de finalizacion de la tarea, que es siempre el limite
inferior o superior de un a-corte de los tiempos borrosos de ejecucion.

El algoritmo ALG BASICO en (5.7) se rescribe en (5.11), de momento por
simplificar se supone que se verifica s;; < ¢, El valor inicial s_in; con el que se llama
al algoritmo basico desde (5.7) es wc,_,(0)+p; porque es seguro que el tiempo de

finalizacion de la tarea i estara después de ese instante de tiempo.
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De hecho, para cada valor o se podria inicializar el algoritmo bésico con
we,_, (@) +p;, 1nicializacion que estd mas cerca de la solucion que we,(0)+p; . Sin

embargo, consideramos que realizar el célculo de wc,_ (a) tUnicamente para la

inicializacion, alargaria los tiempos de ejecucion del algoritmo.

ALG BASICO:

S0 =8 _in,

(5.11) while (s, -, <s,,(5;,-)) k=k+1
WCi = Si,k

dado, Sik (Si,k—l) = th #Si)kﬂ —‘
h=1

b

El Algoritmo ZONA (5.12) determina la zona en la que hay que realizar la busqueda
por biparticion: en los limites superiores o en los limites inferiores de los a-cortes de
WC,.

ALG ZONA
if (d, < wc,(0) M(WC,<d,)=0, N(WC,<d,)=0
(5.12) [if (d, 2we,(0)) N(WC <d,)=1, N(WC, <d,)=1

if (we,(D<d, <we(l)) M(WC <d)=1, N(WC <d,)=0
if (we,(0)<d, < we,(1)) Biparticion inf

if (we,(1) < d, < we,(0)) Biparticion sup

Cuando el punto de corte entre el tiempo de finalizacion borroso WC; y el plazo se
encuentra en la zona de los limites inferiores de los a-cortes de WC;, la necesidad de
que la tarea finalice antes de su plazo es cero. En este caso se llama al algoritmo
Biparticion inf (5.13) para realizar la busqueda por biparticion del punto de corte.
Biparticion inf obtiene el punto de corte y con ¢l el valor de posibilidad de que la
tarea finalice antes de su plazo.
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Biparticion inf

a,=0 ,a,=1,a =0

while (|w_c,.(a)—d,.| >€)
a=a,+32 "%

(5.13)
we, (@) = ALG BASICO | p, =p; (@); s_in; =we,(0) +p,
Isjsi 1sjsi

if (we,@) <d,) a, =a
if (we(@)>d,) a,=a

end

nwc,<d)=a ; N(WC <d,)=0

En cambio, si el punto de corte entre el tiempo de finalizacion borroso WC;y el plazo
se encuentra en la zona de los limites superiores de los a-cortes de WC,, la
posibilidad de que la tarea finalice antes de su plazo es 1. En este caso se llama al
algoritmo Biparticion sup (5.14) para realizar la busqueda del punto de corte por
biparticion y obtener la necesidad de que la tarea finalice antes de su plazo.

Biparticion sup

a,=0 ,a,=1,a =0

while ([we,(@)-d|>e)
a=a, +3 "%

(5.14) 0
we, (@) = ALG BASICO [ p, = p, @); s_in, =we, (0) + p’}
I<jsi 1)< -

if(w_q(a)<d,) a, =a
if(w_q(a) >d,,) a, =a

end

nwc,<d)=1; N(WC <d)=1-a

Mejora de la inicializacion del Algoritmo Basico:

Para aumentar la rapidez del algoritmo basico, en lugar de inicializar s siempre a
we,_,(0)+p; en los diversos calculos de we; con distintos O, se utilizard este valor

solo para inicializar el calculo de wc,(0) .
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Para los demas calculos de wc; con valor de a distinto de cero, o para calcular
we,;(0), s se inicializa a we,(0), ya que estd asegurado que cualquier tiempo de

finalizacion de la tarea i serd mayor que su propio limite inferior we,(0) .

Aun se puede mejorar esta inicializacion de s en la busqueda por biparticion, si cada
vez que se localiza el punto de corte en el subintervalo derecho de la zona de
busqueda de wc;, se inicializa s con el limite inferior de ese subintervalo derecho. Por
otro lado, cuando se localiza el punto de corte en el subintervalo izquierdo de la zona
de busqueda de wc;, s se inicializa con el mismo valor que en la particion anterior,
que es el limite inferior del subintervalo izquierdo.

Veamos en primer lugar los dos ejemplos de la Figura 5.15 donde el punto de corte
entre el tiempo de finalizacion borroso WC; y el plazo d; esta en la zona de los limites
inferiores de los a-cortes de WC,.

En los dos ejemplos de la Figura 5.15, para calcular wc (0), se inicializa s a
we,,(0) +p;. Para calcular we (1), se inicializa s a wc;(0). Como se verifica que
we; 0)<d; < we; (1), la zona de busqueda por biparticion se encuentra en los limites
inferiores. Asi pues, para calcular we; (0.5), s se inicializa a we; (0). Con ello, el
intervalo [wc,(0),,we,(1) ] queda dividido en dos subintervalos [wc,(0),wc;(0.5) ]y
[we,(0.5), we, ()]

En el ejemplo de la izquierda de la Figura 5.15, se puede ver, una vez calculada
we;(0.5), que we,(0) < d; <wc,(0.5), es decir, el punto de corte se encuentra en el

subintervalo izquierdo [wc;(0),wc;(0.5)]. Por tanto, para calcular wc,;(0.25) s se

inicializa al limite inferior de dicho subintervalo izquierdo: wc;(0).

En el ejemplo de la derecha de la Figura 5.15, se verifica que wc,;(0.5) <d<wc;(1),

es decir, el punto de corte se encuentra en el subintervalo derecho, que es
[we;(0.5), we (1) ]. Para calcular we,(0.75), s se inicializa a we;(0.5) que es el

limite inferior del subintervalo derecho.

A continuacion se presentan dos ejemplos en la Figura 5.16 donde el punto de corte
entre el tiempo de finalizacion borroso WC;y el plazo d; esta en la zona de los limites

superiores de los a-cortes de WC;. En los dos ejemplos de esta figura, para calcular
w_ci(l) se inicializa s a we, (1), y para calcular w_q(O) s se inicializa a w_q(l) . Como

se cumple que w_cl.(l) <d< w_cl.(O) , la zona de busqueda se encuentra en los limites
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superiores. Para calcular w_q(O.S), s se inicializa a w_q(l). De esta forma, el
intervalo [w_q(l) ,w_q(O)] queda dividido en dos subintervalos [w_ci(l) ,w_ci(O.S)] y
[we,(0.5), we, (0) 1.

we (0)  we,(0.5) we, (D) we (0)  we; (0.5)  we (1)

Figura 5.15: Dos ejemplos de buisqueda por biparticion en la zona de los limites inferiores

En el ejemplo de la izquierda de la Figura 5.16, se verifica w_q(l) <d< w_q(O.S) , con
lo que el punto de corte se encuentra en el subintervalo izquierdo [w_q(l) ,w_q(O.S) ].

Asi, para calcular w_q(0.75) , § se inicializa a w_c,.(l) , que es el limite inferior de
dicho subintervalo.

Por otro lado, en el ejemplo de la derecha de la Figura 5.16 se tiene que
we,;(0.5) <di<wc,(0), lo que significa que la zona de busqueda se encuentra en el

subintervalo derecho [w_q(O.S),w_q(O)]. Para calcularw_ci(O.25), s se inicializa a

w_q(O.S) , que es el limite inferior de dicho subintervalo.

we,()  we,(05)  we,(0) wed)  we(0.5) we(0)

Figura 5.16: Dos ejemplos de busqueda por biparticion en la zona de los limites superiores

Si la forma del conjunto borroso WC; fuera como la representada en las figuras
anteriores, podria pensarse que el avance logrado con la nueva inicializacion de s es
pequeno. Sin embargo, no hay que olvidar que la funcion que calcula el peor tiempo
de una tarea es discontinua, debido a la ejecucion de tareas mas prioritarias. Con
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esto, en el caso de los limites inferiores, la distancia que puede haber de wc;(0) a
we,; (1) puede ser considerable debido a la interferencia de tareas mas prioritarias (ver
Figura 5.17), y actualizar la inicializacion de s, en lugar de utilizar siempre wc,(0)

puede llegar a ser muy beneficioso.

WC; di

’
] /
1 /

Figura 5.17: Ejemplo de WC; cuando interfieren tareas mas prioritarias

Con esta inicializacion, el algoritmo basado en aritmética de intervalos queda
modificado con los nuevos valores de s _in;.

ALG Aritmética de Intervalos
w6y (0)=0

for i=1 to n_tareas do

we,;(0) = ALG BASICO p =p,;0); s_in, = =wey (0) +le

J
jsi l</<l

1</<1

p,=p; My s_in, =we, (O)J

we, (1) = ALG BASICO

|/\'m

i =p, (1) s_in, =m(l)]

1<j<i

we,(1) = ALG BASICO {

we,(0) = ALG BASICO | p, = p, (0); s_in, :w_c,.(l)J

/S 1<j<i
ALG ZONA

end

(5.15) M o / Ny = min{ [/ N(WC, < d,} Oi

El algoritmo ZONA es el mismo que aparece en (5.12), mientras que el algoritmo
Biparticion inf que va calculando la cota inferior del intervalo de busqueda en cada
paso y con ella inicializa el algoritmo basico queda como sigue:
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Biparticiéoninf
a,=0 ,a,=1,a =0, cota_inf = we;(0), cota_sup = we,(1)

while (

we,(@)-d| >£)

+0’1 —-a,

a=a,
2

we, (@) = ALG BASICO | p, =p, (@); s _in, = cota_ian

Isjsi Igjsi
if (we(@)<d,) a,=a . cota_inf = we,(@)
if (we(@)>d,) @, =a . cota_sup =we,@)
end
nwc <d)=a ; N(WC <d,)=0

De forma similar, el algoritmo Biparticion sup inicializa el algoritmo bésico con la
cota inferior del intervalo de busqueda:

Biparticiéon sup
a,=0 ,a,=1,a =0, cota_inf = w_q(l), cota_sup = w_c,.(O)
while (‘w_cl.(a') —dl.‘ >£)

a=a,+3"%

we,(@) = ALG BASICO ( p,=p,@);s_in, = cota_ian

Isj<i 1<j<i
if (we,(@)<d,) a,=a . cota_inf =we (@)

it (we(@)>d,) a,=a . cota_sup =we,@)

Plazo borroso

Cuando los plazos son borrosos se pueden calcular los valores de posibilidad y

necesidad de que el sistema sea planificable aplicando de nuevo aritmética de
intervalos.

Como se puede ver en la Figura 5.18, la posibilidad y necesidad de que la tarea
finalice antes de su plazo borroso se puede calcular a partir del punto de corte entre



Capitulo 5: Andlisis borroso de planificabilidad en sistemas con prioridades fijas 201

ambos conjuntos borrosos. Concretamente, en la Figura 5.18 a) dicho punto es el
punto de corte entre los limites superiores de los a-cortes de WC; y los limites
inferiores de D;. En la Figura 5.18 b) es el punto de corte entre los limites inferiores
de WC;y los limites superiores de D;.

D; ,
/N Q. /.
) IWC<Diy=1 b) TIWC,<Di)= oz
NWC<D)=1-cu N(WCi<D)=0

Figura 5.18: Dos ejemplos de comparacion entre tiempo de finalizacion y plazo borrosos

El algoritmo (5.15) basado en aritmética de intervalos permanece igual, sustituyendo
el valor numérico d; por el valor borroso D;, mientras que el algoritmo ZONA (5.16)
que determina la zona de busqueda, compara los limites de los a-cortes de WC; con
los limites de los a-cortes de D; .

ALG ZONA
if (4,002 we,(0) M(WC <D)=1, N(WC,<D)=1
if (,0)< we,(0) M(WC,<D)=0, N(WC, <D)=0

(5.16) if (we, () 2d,(1)) N(WC <D)=0
else if (wc,(1) <d,(1)) Biparticién sup

if (we,()<d,(1)) N(WC,<D)=1

else if(wc, (1) > Z(l)) Biparticion inf

El algoritmo de biparticion de los limites inferiores de WC; (5.17), hace las
comparaciones con los limites superiores del plazo D; correspondiente. Asi pues,

cuando para un valor de Q, d_l.(a') estd a la derecha de wc,(a), el punto de corte se

encuentra en el subintervalo derecho, con lo que para el siguiente valor de a, s se
inicializa a we,(@). En la Figura 5.19 a), la zona de busqueda es [ wc;(0),wc,;(1) ].

Para 0=0.5 se verifica wc,(Q) <a_’i(a') , con lo que el punto de corte se encuentra en
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el subintervalo derecho [ we; (0.5) , WC; (1) ]. Para calcular el tiempo de finalizacién
correspondiente a a=0.75, se inicializa s a wc,(0.5) . Por otro lado, en la Figura 5.19
b), el punto de corte se encuentra en el subintervalo izquierdo [ we;,(0), we; (0.5) ], ya
que se verifica a_’i(a’)< m(a), con 0=0.5. Por tanto, para calcular el tiempo de

finalizacion correspondiente a 0=0.25, se inicializa s a wc,(0) .

a(@) - wa(@

a) b)

Figura 5.19: Busqueda por biparticion en los limites inferiores de WC;

Biparticion inf
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = wc;(0), cota_sup = wc,(1)

while (w_c,.(a) -d,@) >£)
a=a, +47%
(5.17)
we, (@) = ALG BASICO | p; = p, (@); s _in, =cota_inf
- 1)< &

if(ﬁ(a)<3i(a)) @, =a, cota_inf =wc,@)
if (we,@)>d,@)) @, =a . cota_sup =we,@)
end

n(wc,<bp)=a;  N(WC<D)=0

i

El algoritmo de biparticion de los limites superiores de WC; (5.18) hace las
comparaciones con los limites inferiores del plazo D; correspondiente. Asi pues,

cuando para un valor de a, d,(a) estd a la derecha de w_q(a) , el punto de corte se
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encuentra en el subintervalo derecho, por lo que el siguiente valor de s se inicializa a

we,(a).

En la Figura 5.20 a), la zona de busqueda es [w_q(l) ,w_q(O) ]. Para 0=0.5 se puede

ver que w_q(a) <d.(a), con lo que el punto de corte se encuentra en el subintervalo

derecho [w_q(O.S) ,w_ci(O) ]. Para calcular el tiempo de finalizacion correspondiente a

0=0.25, se inicializa s a w_q(O.S). Por otro lado, en la Figura 5.20 b), el punto de

corte se encuentra en el subintervalo izquierdo [w_cl.(l) ,w_q(O.S) ], ya que se cumple

que d, (a)<w_q(a) , con 0=0.5. Por tanto, para calcular el tiempo de finalizacion

correspondiente a 0=0.75, se inicializa s a w_q(l) .

(5.18)

Biparticion sup
a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = we,(1), cota_sup = wc,(0)
while (|w_cl.(a') ~d,@) >£)

a=a,+2 "%

2
we, (@) = ALG BASICO ( p,=p,@)y;s_in = cota_infj
Isjsi 1<jsi

if (we,(@) <d,@)) a@,=a . cota_inf =we (@)

if (we,(@) > d,@)) a,=a . cota_sup =we,@)
end
n(wc,<D)=1; N(WC <D)=1-a

we,(@)< (@) d(@) < we(a)

Figura

a) b)

5.20: Busqueda por biparticion en los limites superiores de WC;
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En los algoritmos anteriores propuestos en este apartado se supone que los tiempos
de finalizacion se encuentran siempre antes de la finalizacion del periodo. Resulta
sencillo adaptar el algoritmo de aritmética borrosa para contemplar el caso en que el
tiempo de finalizacion sobrepase el periodo. Modificando el algoritmo basico como
se indica en (5.19), cuando se detecta que s;; ha sobrepasado el periodo se

interrumpe la iteracion y se iguala we; a t; + &, donde & es un nimero real positivo

cualquiera. Eso supone truncar el tiempo borroso de finalizacion como se indica en la
Figura 5.21. La comparacion con el plazo sigue dando el valor exacto de posibilidad
y necesidad de que la tarea sea planificable.

ALG BASICO:
S0 =8 _in
(5.19) while (s, <s,, and s,, <t;) k =k +1

if 5, =s,, thenwe, =s,,

else we, =¢, +¢

_N Si k-1
dado, s, , (s, ,-,) = th [ﬁ p
h=1 h

|

WC[ di ti . .
A d; f A /48
Quo__ g S A
(8%)
<> <>
&t &

Figura 5.21: Aproximacion al tiempo borroso de finalizacion cuando existe sobrepaso del periodo.

En el caso del algoritmo basado en aritmética de intervalos, todas las operaciones
son operaciones con numeros reales y la busqueda por biparticion determina el
numero de llamadas al algoritmo basico. El numero de veces que se ejecuta el
algoritmo basico es n'n_tareas, donde n se obtiene como se indica a continuacion.

Inicialmente, se calcula wc; para 0=0 y a=1, con lo que n =2 y la longitud del
intervalo o resoluciéon en a es r=1. Se calcula otro valor de we; para 0=0.5, con lo
que n =3 y la longitud del intervalo es 1/2. En general, al calcular » valores de wc;
por biparticion, la longitud del intervalo es 1/2"2=r. Asi pues, despejando n en
funcioén de la resolucion » que se desea obtener, se tiene:
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log(r)
log(Z)

n=2-

El nimero de veces que se ejecuta el algoritmo basico modificado es (n'n_tareas),
independientemente de la forma de los tiempos de ejecucion borrosos.

Ademas, hay que tener en cuenta que gracias a la mejora introducida en la
inicializacion el tiempo que tarda el algoritmo basico para una tarea no es n veces el
tiempo ##; que tarda en la primera llamada (n-t¢)) , sino ( ##, + tt, +...+ tt, ), tal que 1,
2 th2...21tt,

5.2.4. [Extension del analisis para periodos, tiempos de bloqueo y
retraso de la activacion borrosos

Supongamos que existe un instante critico y que los periodos de las tareas son
numeros borrosos, lo que quiere decir que a mas ejecuciones de las tareas, el instante
listo es un numero borroso menos especifico y con mayor soporte.

Tal y como se dijo anteriormente, la funcidon f que representa el algoritmo basico es
no decreciente en los tiempos de ejecucion. Ademas, se puede observar facilmente
que wc; es no creciente respecto a los periodos, es decir, si los periodos aumentan,
we; disminuye o permanece igual.

Segun lo estudiado en el capitulo 4, si f'es no decreciente en a y no creciente en b,
los limites inferiores y superiores del los a-cortes del resultado se pueden obtener

como ¢(a) = (a@).b@)) y ¢(a) = f(a@).b@))

Por tanto, los limites de los a-cortes de los tiempos de finalizacion se pueden
calcular como:

we(a)=1| p, @) 1, @)

Eﬁ Isj<i
we,(a)=f| p, @), 1, @)
1< j<i Isj<i

Se puede aplicar tanto aritmética borrosa como aritmética de intervalos para la
obtencion de aproximaciones validas de los tiempos de finalizacion. Para extender el
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algoritmo (5.8) basado en aritmética borrosa basta con sustituir el periodo numérico
t; por periodo borroso 7i.

Ademas de considerar los tiempos de ejecucion y los periodos borrosos, también se
puede extender el algoritmo de analisis de planificabilidad a tiempos de bloqueo y
“release jitter” borrosos extendiendo la funcion iterativa clasica:

il S Y7
_ i,k-1
Si,k (Si,k—l) - bi +pi +zpj t ’

J=1 J
wce,; =Si,k *+

Se puede ver facilmente que el algoritmo basico que tiene en cuenta estos dos
parametros b; y j; es no decreciente en ambos, con lo que se puede aplicar tanto
aritmética de intervalos como aritmética borrosa para extender el analisis a
parametros borrosos, ya que se verifica:

we, (@)= f| p; @).b@), j, @), t, @)

I<j<i 1< j<i 1< j<i

we,(a)=f| p, @).b@), j, @), t, @)

I<jsi 1< j<i 1< j<i

El algoritmo de analisis de planificabilidad basado en aritmética borrosa con tiempos
de ejecucion, plazos, periodos, tiempos de bloqueo y “release jitter” borrosos queda
como sigue:

Algoritmo de Aritmética Borrosa
WC, =0 (crisp)
for i=1 to n_tareas do
S0 =WC,_ +F
while (S,,,#S,,(5,.)) k=k+1
WC, =S8, +J,
N/NWC,<D,)
end
Ny/Ng=min{N/NWC <D} Oi

=l S +J.
o 5,05,0 =875, 5222

J=1 j
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También se puede calcular la planificabilidad mediante aritmética de intervalos para
los mismos parametros borrosos. Cuando los tiempos de ejecucion, los tiempos de

bloqueo, los

“release jitter” y los periodos son borrosos, los argumentos de la

llamada al algoritmo basico son los valores numéricos de p;, b;, j; y t; con los que se
debe calcular el tiempo de finalizacion, asi como la inicializacion s _in;.

ALG Aritmética de Intervalos
w6 (0)=0

for i=1 to n_tareas do

we,(0)= ALG BASICO[
we,; (1) = ALG BASICO [ ;
- 1< j<i
we, (1) ALG BASICO [
1<)<i

we, (0) ALG BASICO (

ALG ZONA
end

r planif /Np[am'/'

,(0):b,=b,(0%: j, = j, (0% t; =1, (0); s _
j<i 1=/<i ls_/Sz Igj<i 1g)<i
=p, (0:b,=b,(); j, = j, (0 t, =1, (D s_in, = m(m]
i 1<_/<1 1 /<i 15]_51 IS;/<1 15/<
, 3k, =b,(1); j, = j, W t, =, (O s_in, :g(n]
Isjs<i Isjs<i 1<j<i ﬁ

(O)b b(O) Ji =7 (O) t; =t (0); s_in, —wc(l)

Isjsi 1<j<i |<j<l 1<,<x

=min{M/N(WC,< D} Oi

in; =we,,(0) +pr

|

El algoritmo basico que tiene en cuenta los tiempos de bloqueo y los “release jitter”

€S

ALG BASICO:

S0 =S _in
while (s, <s,,) k=k +1
We =St

i-1 s + 7
dado, 5, =b, + p, +th [ﬁlk;—h\‘
= .\

El algoritmo ZONA que aparece en (5.16) permanece igual y los algoritmos
Biparticion inferior y Biparticion superior que realizan la llamada al algoritmo bésico
con los limites de los a-cortes de los parametros borrosos son ahora:
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end

Biparticion inf
a, =

while (‘%(a) -d.@) >£)
a=a,
we,(@) = ALGBASICO| p; = p, (@):b,=b,@); j, = j, @); t, =t, @); s_in, =cota_inf

if (we,(@) <d,@)) a,=a . cota_inf =wc,@)

if(@(a»d_[(a)) a,=a . cota_sup =wc,@)

n(wc <D,)

0 ,a, =1, a =0, cota_inf = we,(0), cota_sup = we,(1)

+Q’1 -4,
2

Igj<i 1gj<i Isj<i 1gj<i Isj<i 1gj<i

a; N(WC,<D,)=0

end

Biparticion sup
a, =

while (‘w_cl.(a') -d,@) >£)

n(wc,<p,)=1; N(WC <D)=1-a

0,a =1,a =0, cota inf = w_q(l), cota_sup = w_c,.(O)

a,—a,
a=a,+——

we,(@) =ALGBASICO| p, = p, @):b=b@); j, = j, @) t, =t, @); s_in, =cotainf]

Isjsi 1sjsi Isjsi 1sjsi Isjsi 1sjsi

if (we,(@) <d,@)) a,=a ., cota_inf =we,@)

if (w_q(a) >a_’,.(a')) a,=a , cota_sup :w_c,.@')

Ambos algoritmos (Biparticion superior y Biparticion inferior) hacen las llamadas al
algoritmo basico con los valores de los limites de los a-cortes de P;, By, J; y T; que
correspondan.
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5.3. Asignacion oOptima de prioridades fijas con
parametros borrosos

En los apartados anteriores se ha propuesto un conjunto de algoritmos para el analisis
de planificabilidad para un sistema con parametros temporales modelados mediante
conjuntos borrosos, dada una asignacion de prioridades fijas. Sin embargo no se ha
abordado como elegir la mejor asignacion de prioridades.

Recordemos que cuando los pardmetros son numéricos, se dice que el algoritmo de
planificacion DMS es 6ptimo entre los algoritmos de prioridades fijas, cuando los
plazos son menores o iguales que los periodos, porque si existe una asignacion de
prioridades fijas que sea planificable, la asignacion dada por DMS también lo es.

Mas aun, DMS es optimo en el sentido de la regla de Jackson que dice que “dado un
conjunto de n tareas independientes, cualquier algoritmo que ejecute las tareas en
orden no decreciente de los plazos es optimo en el sentido de minimizar el retraso
maximo” [Buttazzo, 1997]. O lo que es lo mismo, si todos los tiempos de
finalizacion estdn antes de los correspondientes plazos, dadas dos asignaciones
planificables y una de ellas basada en DMS, la distancia minima de los tiempos de
finalizacion a los plazos correspondientes es maxima para la asignacion DMS.

Hay que tener en cuenta que cuando el plazo es mayor que el periodo, ni RMS ni
DMS son 6ptimos [Lehoczky, 1990].

Sin embargo, cuando los parametros que definen las tareas son numeros borrosos y la
planificabilidad del sistema se expresa con un grado de posibilidad y de necesidad,
se hace necesario redefinir el concepto de optimalidad.

La definicion que se propone en esta tesis es la siguiente:

Diremos que un algoritmo de planificacion es optimo si maximiza la posibilidad y la
necesidad de que el sistema sea planificable.

No se plantea el problema como una biisqueda multicriterio ya que ambas medidas se
maximizan a la vez. Con esta definicion y basandose en la definicion de optimo
clasico, se puede probar que el algoritmo DMS es 6ptimo también con parametros
borroso. La asignaciéon de prioridades dada por DMS cuando los plazos son
numéricos y los tiempos de ejecucion son nimeros borrosos es optima. Esta
afirmacion es un caso particular de la siguiente: si los plazos son nlimeros borrosos y
existe un orden fuerte entre ellos, la asignacion de prioridades obtenida por dicho
orden es Optima.
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En [Burns, Wellings, 1989] se prueba, con parametros numéricos, que el algoritmo
de planificacion DMS es Optimo, en el sentido de que si una asignacion de
prioridades fijas es planificable, la asignacién obtenida con DMS es también
planificable. En lo que sigue se amplia dicha prueba para mostrar que DMS también
es optimo en el sentido de que minimiza el retraso numérico maximo. A partir de la
prueba se desarrolla la prueba extendida a pardmetros borrosos.

Prueba con parametros numéricos

DMS es oOptimo si para cualquier conjunto de tareas, que es planificable por una
asignacion de prioridades O, es también planificable por DMS. La prueba de
optimalidad consiste en transformar las prioridades asignadas por 0, hasta llegar a la
ordenacion DMS. Cada paso de la transformacion conserva la planificabilidad.

Se considera que todas las tareas se encuentran ordenadas segln sus prioridades.
Sean i y j dos tareas con prioridades pr; y pr; adyacentes, tal que en O se verifica pr;>
pryy d>d.

Se define una nueva asignacidon 0’ a partir de 0, intercambiando las prioridades de i
y j. Veamos la planificabilidad del sistema con 0’:

* Ninguna tarea con prioridad mayor que pr; se ve afectada por el cambio de
prioridades mas bajas que él.

* Ninguna tarea con prioridad menor que pr; se ve afectada, ya que sufren la misma
interferencia en su ejecucion de i y de ;.

* La tarea j, que era planificable en 0, tiene ahora una prioridad mayor sufriendo
asi menos interferencia, con lo que sigue siendo planificable en 0’.

Falta por probar que ahora la tarea 7, que ha visto reducida su prioridad, sigue siendo
planificable.

En 0, we; < d,, di <d; y d; < t; y por tanto el proceso i interfiere solamente una vez
durante la ejecucion de ;.

Al intercambiar las prioridades, el nuevo tiempo de respuesta de i, wc;” es igual al
antiguo tiempo de respuesta de j, wc;. Esto es cierto ya que con ambas asignaciones
el tiempo de computacion p; + p; se ha completado con el mismo nivel de
interferencia de procesos mas prioritarios. El proceso j ha sido disparado una sola
vez durante wc; y por tanto, interfiere una vez durante la ejecucion de i en 0’. Por
ello:
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wei” =wej <d; <d;
Por tanto, la tarea i es planificable después del cambio de prioridades.

Continuando este proceso de cambio de prioridad de dos tareas segun el criterio
anterior, se conserva cada vez la planificabilidad, hasta obtener Opys, que a su vez es
también planificable.

Esta prueba, propuesta en [Burns, Wellings, 1989], no analiza sin embargo la
distancia de los tiempos de finalizacién a los plazos correspondientes. En lo que
sigue se amplia la prueba para mostrar que DMS maximiza la minima distancia de
los tiempos de finalizacion a los plazos.

Por un lado se tiene que d; - we; > d; - we; porque en O i es mds prioritaria,
terminando antes su ejecucion y porque d; > d;. Por tanto la distancia minima de las
dos es la de j en la asignacion O.

De la ultima relacion we;” = we; < d; < d;, se puede observar que la distancia del
nuevo tiempo de respuesta de i, we;” hasta su plazo d; es mayor que la distancia del
antiguo tiempo de respuesta de j wc; a su plazo d; :

di - wei’ > d; - we;

Ademaés, como en O’ la tarea j se ejecuta antes por tener mayor prioridad, su
distancia al plazo aumenta:

dj—we;’ > dj - we;

En consecuencia, las dos tareas que intercambian sus prioridades al pasar de 0 a 0’
tienen en 0’ una distancia mayor a sus plazos que el minimo de ambos en 0 (que era
la distancia de j). Podemos afirmar con esto que en cada paso, ademas de mantener la
planificabilidad, se aumenta la minima distancia de los tiempos de respuesta de esas
tareas a sus plazos.

Prueba con parametros borrosos

A partir de esta prueba se puede extender el andlisis al caso de tener parametros
borrosos, y existir orden fuerte entre los plazos. Recordemos (ver el capitulo 3) que
un nimero borroso 4 es fuertemente mayor que un namero borroso B (4>:B) si A#B
y los lados verifican:
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Ja(x) < fp(x)
8(x) = gs(x)

siendo f; la funcion que define el lado izquierdo de un nimero borroso 4 y g4 la
funcion que define el lado derecho de 4.

En la Figura 5.22 se muestran dos ejemplos, uno en el que 4 es fuertemente mayor

que B (4 >¢B) y otro en el que 4’ no es fuertemente mayor que B’ (4’ #:B’)

Figura 5.22: Ejemplo de (A >sB) y (A’ * B’)

Supongamos que tanto los tiempos de ejecuciéon como los plazos son numeros
borrosos (P; y D;) y que existe orden fuerte entre los plazos. Como los tiempos de
ejecucion son borrosos, los tiempos de finalizacion también lo son (WC)).
Supongamos ademads que los plazos son fuertemente menores que los periodos y que
el sistema es planificable segiin la asignacién 0, con un determinado grado de
posibilidad y de necesidad.

Sean i y j dos tareas con prioridades adyacentes, tal que en 0 pr;> pr;y D; >¢ D;.

Supongamos que la de menor prioridad, j es planificable con un cierto valor de
posibilidad y necesidad.

Se define la asignacion O’ a partir de O, intercambiando las prioridades de i y j.
Veamos la planificabilidad en 0”:

* Ninguna tarea con prioridad mayor que pr; se ve afectada por el cambio de
prioridades mas bajas que él.

* Ninguna tarea con prioridad menor que pr; se ve afectada, ya que sufren la misma
interferencia en su ejecucion de i y de ;.
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* La tarea j, que era planificable en 0 con un valor de posibilidad y necesidad,
tiene ahora una prioridad mayor sufriendo asi menos interferencia. Al
intercambiar las prioridades, el nuevo tiempo de respuesta de i, WC;’ es igual al
antiguo tiempo de respuesta de j, WC,. Esto es cierto ya que con ambas
asignaciones el tiempo de ejecucion P; + P; (suma de dos niimeros borrosos) se
ha completado con el mismo nivel de interferencia de tareas mds prioritarias.
WCy = WC; = WC;’ + P; . Como ambos sumandos son fuertemente mayores que
cero, WC;’ es fuertemente menor que WC;. Ademas D; — WC;’ es fuertemente
mayor que D; - WC; con lo que la posibilidad y la necesidad de que j termine
antes de su plazo en 0° es mayor o igual que el minimo de ambas tareas en 0. Es
decir, la tarea j se puede considerar mas planificable con las asignaciones de 0’
en el sentido de que la posibilidad y necesidad de que sea planificable es mayor o
igual que las de O.

* La tarea i en O tiene mas prioridad que j: WC; = WC; + P; con lo que WC; es
fuertemente menor que WC;. Ademas D; < D; con lo que la posibilidad y
necesidad de i de terminar antes que D; es mayor o igual que la de j de terminar
antes de D;. O lo que es lo mismo, la distancia minima de las dos es la de j en O.
Se define la distancia como diferencia entre el plazo y el tiempo de respuesta
borrosos.

» Falta por probar que la tarea i en 0°, que ha visto reducida su prioridad, sigue
siendo planificable con un valor de posibilidad y necesidad mayor o igual que el
minimo de ambas tareas encontrado en 0.

En 0, WC; es menor que D; con un cierto valor de posibilidad y necesidad, D; <,
D;y D; <s t; y por tanto el proceso i interfiere solamente una vez durante la
ejecucion de ;.

Al intercambiar las prioridades, el nuevo tiempo de respuesta de i, WC;’ es igual
al antiguo tiempo de respuesta de j, WC;. El proceso j ha sido disparado una sola
vez durante WC; y por tanto, interfiere una vez durante la ejecucion de i en O’.
Por ello:

WC;? = WC; es fuertemente menor que D; y, a su vez, D; <, D;

D; - WC;’ es fuertemente mayor que D; - WC; con lo que la posibilidad y
necesidad de que i termine antes de su plazo en 0’ es mayor que el minimo
de ambas tareas en 0. Cuando la necesidad de que i termine antes de su
plazo en 0’ sea menor que 1, la diferencia entre el plazo y el tiempo de
respuesta correspondiente no es fuertemente mayor que cero.

En consecuencia, las dos tareas que intercambian sus prioridades al pasar de 0 a 0’
tienen en 0’ una distancia fuertemente mayor a sus plazos que el minimo de ambas
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en 0 (que era la distancia de j). Podemos afirmar con esto que en cada paso se
aumenta la minima distancia de los tiempos de respuesta afectados a sus plazos y la
posibilidad y necesidad de que el sistema sea planificable aumenta o permanece
igual.

Por lo tanto la asignacion de prioridades que establece DMS cuando existe orden
fuerte entre los plazos borrosos es Optima ya que maximiza la posibilidad y
necesidad de que el sistema sea planificable.

Notese que también es posible presentar extender la prueba de la regla de Jackson
[Buttazzo, 1997], a parametros borrosos.

En efecto, sea 0 una asignacion de prioridades diferente de la dada por DMS, esto es,
existen dos tareas a y b con prioridades adyacentes con D, < Dy, tal que la tarea b
precede a la tarea a en 0. Sea O’ una asignacion obtenida a partir de O
intercambiando las prioridades de ambas tareas, de forma que tarea a precede a la
tareaben O’.

En 0 la tarea a termina P, unidades de tiempo después que la tarea b, con lo que WC,
>, WCy, . Como D, <;D; entonces:

Nn(wc,<D,) <TI( WC, < Dy) y N( WC, < D,) <N WCy < D) esto es, el valor
minimo de posibilidad y necesidad se obtiene para el tiempo de finalizacion de la
tarea a.

En 0’ se analizan dos casos:

e Tarea a: el minimo valor de posibilidad y necesidad entre a y b es el
correspondiente a a: MN( WC’, < D,) y N( WC’, < D,). Como en O’ la tarea a se
ejecuta antes que la tarea b, el tiempo de finalizacion de la tarea a en 0° cumple
lo siguiente: WC’, < WC, con lo que, M( WC, < D,) <TI( WC’, < D,)y N( WC,
<D,)SN(WC’,<D,)

e Tarea b: el minimo valor de posibilidad y necesidad entre a y b es el
correspondiente a b: MM( WC’, < D) y N( WC’, < D). Como en O’ la tarea a se
ejecuta antes que la tarea b, WC’, = WC, y como D, <; D, se tiene que IN( WC, <
D) <TI(WC’»y<Dp)y N(WC, < D,) < N( WC’) < Dp).

En ambos casos los valores de posibilidad y necesidad aumentan o permanecen
igual. Realizando un nimero finito de transposiciones de tareas se puede pasar de 0 a
la asignacion de prioridades dada por DMS: Opwms. Y como en cada paso la
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posibilidad y necesidad de que el sistema sea planificable no decrece, Opms es
optimo.

Se puede extender de forma similar esta conclusion a la asignacion de prioridades
dinamicas mediante el algoritmo EDF, si existe orden fuerte entre los plazos
absolutos de las tareas.

5.4. Comparacion con la extension propuesta por Litoiu y
Tadei

El tUnico trabajo encontrado en la literatura de extension del algoritmo de
planificabilidad de tareas con prioridades fijas a parametros borrosos es el de Litoiu
y Tadei. En [Litoiu, Tadei, 1997] se propone un algoritmo de busqueda de asignacion
de prioridades 6ptima cuando los plazos son borrosos y los tiempos de ejecucion son
numéricos. En [Litoiu, Tadei, 2001b], [Litoiu, Tadei, 2001a] extienden el algoritmo a
tiempos de ejecucion y plazos borrosos y la busqueda de la asignacion Optima a
tiempos de ejecucion borrosos. Ademas, en [Litoiu, Tadei, 2001b] se hace un estudio
comparativo de distintos tipos de ordenacién de numeros borrosos y en [Litoiu,
Tadei, 2001a] se presenta un caso de estudio de disefo de un sistema de tiempo real.

En el modelo presentado por dichos autores se introduce una funcion de coste
denominada satisfaccion de planificabilidad para medir el cumplimiento de los
plazos.

Como ya se ha visto en el capitulo 2, en general hay que estudiar el cumplimiento de
todos los plazos situados dentro de un hiperperiodo, es decir, dar una medida del
grado en el que los tiempos de finalizacion wc; de la tarea i respetan los
correspondientes plazos dj; .

Si los plazos son borrosos y los tiempos de ejecucion son numéricos, la funcion de
satisfaccion de planificabilidad S (wc;j) de una tarea i en su ejecucion j propuesta por
los autores depende del tiempo de finalizacion de la tarea i en la ejecucion j que es
un valor numérico, y se calcula como ([Litoiu, Tadei, 2001a; Litoiu, Tadei, 2001b]):

1 if we; <a,

— % 1
S, (wcl.j) =41 - if a; swc; <b,

0 if we; > bij
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Donde ;4(Dj) es la funcion de pertenencia del plazo borroso Dj;. La funcion Sy(wcy)

es continua y estrictamente decreciente en el soporte [a;;, b;] de Dy, ya que el plazo
se ha modelado mediante un nimero borroso, y por tanto convexo (ver Figura 5.23).

Para una asignacion de prioridades determinada, la satisfaccion de planificabilidad es
el minimo de las satisfacciones de todas las tareas en todas las ejecuciones dentro de
un hiperperiodo. Si se desea encontrar la asignacion de prioridades Optima, el
problema consiste en maximizar dicha satisfaccion minima.

Por otro lado, si los plazos son numéricos y los tiempos de ejecucion son borrosos se
define la satisfaccion de planificabilidad S,.i(d;) para la tarea i en su ejecucion j
como ([Litoiu, Tadei, 2001a; Litoiu, Tadei, 2001b]):

0 if d, <e,
d.
"u(we,)a(we,
S, (d,)= If e, )atwe) if e, <d, <,
LU_I H (Wcii)d (Wcz/)
1 if dii >ﬁ/

donde 1( WCy) es la funcion de pertenencia del tiempo de finalizacion borroso WCj.
Swei(dy) es estrictamente creciente en el soporte [ey, f;] de WC;; (ver Figura 5.23).
Los tiempos de finalizacion borrosos obtenidos por los autores son conjuntos
borrosos convexos debido a la simplificacién que utilizan del cociente borroso, que
transforman en cociente cldsico, y por eso S, es estrictamente creciente. Sin
embargo, tal y como se ha visto en esta tesis esos tiempos no tienen por qué ser
convexos, en cuyo caso la funciéon de satisfaccion serd una funcidon mondtona
creciente, no estrictamente creciente.

De nuevo, para una asignacion de prioridades determinada, la satisfaccion de
planificabilidad es el minimo de las satisfacciones de todas las tareas en todas las
ejecuciones dentro de un hiperperiodo. Si se desea encontrar la asignaciéon de
prioridades Optima, el problema consiste en maximizar dicha satisfaccion minima.

Cuando tanto los tiempos de ejecucion como los plazos son borrosos la satisfaccion
de planificabilidad S;; de una tarea i en su ejecucion j se obtiene como el punto de
corte de Sy y Sy (ver Figura 5.23). Con lo que el problema de planificacion consiste
en maximizar el minimo Sj.
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1 A s, Dy WC; S, i

Sij

tiempo
Figura 5.23:Satisfacciones Sy, Syei ¥ Sy

Cuando existe un instante critico el algoritmo (5.2) calcula el peor tiempo de
ejecucion de cada tarea. La extension propuesta por Litoiu y Tadei para tiempos de
ejecucion borrosos (5.20) se basa en la aplicacion de la aritmética borrosa y permite
obtener los tiempos de finalizacidon borrosos de las tareas, a partir de los cuales se
calcularan las satisfacciones de planificabilidad. Suponen que los tiempos de
finalizacion estan antes de los periodos correspondientes.

WC, =0 (crisp)

for i=1 to n_tareas do

S, =WC,_ +P
2001 hite (S.,0'<'S.,) k=k+l
WC, =S,
end

dado S, (S,,)=B,+3 P05, "/,

J=1

Los autores consideran ademds los tiempos de bloqueo que aparecen cuando se
retrasa la ejecucion de una tarea porque otra menos prioritaria esta utilizando un
recurso compartido.

Las operaciones del algoritmo (5.20) son operaciones de aritmética borrosa, salvo el
cociente ‘/” y el redondeo hacia arriba [ 1. En (5.20) S;x1 “/° ¢ se simplifica para el

valor numérico més desfavorable fi/# siendo f; el limite superior del soporte de Sj-i.
Por tanto, la operacion redondeo se realiza con niimeros clasicos. Los autores lo
justifican por el hecho de que asi se simplifican las operaciones y porque se
contemplan mejor los requisitos de tiempo real donde se debe considerar el peor
caso. Con ‘<’ expresan una ordenacion de nimeros borrosos.
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Consideramos que la extension propuesta por Litoiu y Tadei presenta algunos
problemas, relacionados con la simplificacion de la division borrosa, el empleo de la
funciéon de satisfaccion definida por los autores y la ordenacion de los nimeros
borrosos.

Simplificacion de la division borrosa

Para hacer un analisis para el peor caso, basta con tener el mayor valor de los
tiempos de ejecucion y ejecutar el algoritmo de planificabilidad con parametros
numéricos. Pero si lo que se desea es aprovechar al maximo la informacién
disponible, que estd modelada en forma de conjuntos borrosos, hay que procurar no
perder informacion en el proceso de extension del andlisis de planificabilidad. De
poco sirve realizar algunas operaciones mediante aritmética borrosa si por otro lado
en otras se introducen simplificaciones pesimistas que pueden hacer que el resultado
sea parecido o incluso igual que el que se obtendria al realizar el analisis clasico del
peor caso.

Para ver el efecto que puede tener la simplificacion en la division borrosa, de forma
aislada al calculo de satisfaccion, vamos a calcular las medidas de posibilidad y
necesidad de planificabilidad si se aplica el cociente simplificado para el peor caso y
a compararlas con las que se obtienen mediante el principio de extension.

En el ejemplo planteado anteriormente, un sistema formado por tres tareas periddicas
de periodos #=3, ©»n=5y t=15, con tiempos de ejecucion borrosos triangulares
definidos por sus vértices P;= (0.9, 1, 1.05), P,= (1.8, 1.9, 2) y P~= (09, 1, 1.1) y
plazos d\=2, d,=3.1 y d5=15, para la tarea 2 inicialmente se tiene S, o= WC, + P,= P,
+ P,=(2.7,2.9, 3.05).

Segun la simplificacion introducida por los autores, en lugar de calcular S, =1 S;,0/t/]

se aproxima como [ 3.05/], con lo que S, = (3.6, 3.9, 4.1). En la siguiente iteracion
se tiene S»» = S»1 = WC,. Por tanto, tal y como se puede ver en la Figura 5.24, se
tiene que MN(WCy<d>)=0 y N(WC,<d,)=0y los valores de posibilidad y necesidad de
que el sistema sea planificable son ,1,i=0 Y Npiani/=0.

Por otro lado, mediante la aplicacion del principio de extension se tiene que
N(WC<dy))=1 'y N(WCY*<d,)=0.66. Como WC{* y WC{* son fuertemente
menores que sus correspondientes plazos, los valores de planificabilidad del sistema
son Myani=1'y Npiani=0.66.

Se puede observar que el resultado obtenido con la simplificacién propuesta por
Litoiu y Tadei es muy pesimista en comparacion con la aplicacion del principio de
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extension. Se podria haber escogido un ejemplo con posibilidad 1 y necesidad menor
que 1 tan préoxima como queramos a 1, que sin embargo con la simplificacion que
proponen hubiera dado lugar a valores de posibilidad y de necesidad nulos.

d
wey i RN/4e
_La=033" ",
N
2.7 29 3 3.6 4 7 4.1

Figura 5.24: Tiempo de finalizacion exacto WCY* y aproximacion WC, obtenida simplificando la
division borrosa

Satisfaccion

Los autores expresan la planificabilidad del sistema en términos de grado de
satisfaccion, cuya funcion definen como se ha mostrado previamente. Esto supone
realizar una transformacién mas o menos justificada de la informacién de partida. En
esta tesis se propone trabajar directamente con la informacion disponible en forma de
conjuntos borrosos y expresar la planificabilidad del sistema mediante las medidas
de posibilidad y planificabilidad existentes ya en la teoria de la Posibilidad. Evitar
transformaciones de la informacion evita pérdidas de informacion, asi como
problemas de interpretacion adicionales.

Ademas los autores no justifican la aplicacion de la aritmética borrosa. Tal y como se
ha demostrado en esta tesis, los resultados de los tiempos de finalizacion borrosos
obtenidos mediante aritmética borrosa son menos especificos que los obtenidos
mediante el principio de extension. A pesar de ser aproximaciones, la medida de
posibilidad y de necesidad que se obtiene de la comparacion con los plazos es la
misma. Aun en el caso de que Litoiu y Tadei no hubieran realizado la simplificacion
de la divisién borrosa, no parece que el resultado expresado en términos de
satisfaccion de planificabilidad coincida con el que se habria obtenido mediante el
principio de extension, ya que las integrales del tiempo de finalizacién borroso
exacto y del aproximado por aritmética borrosa son diferentes en general, como en el
ejemplo de la Figura 5.25.
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27 29 3 305 36 Y 41

Figura 5.25: WC, obtenido mediante aritmética borrosa y tiempo de finalizacion exacto WC,"*

Ordenacion de numeros borrosos

Otro problema detectado es que los autores proponen utilizar métodos de ordenacion
de numeros borrosos para la comparacion entre S;x y Six1 ([Baas, Kwakernaak,
1977], [Watson et al., 1979], [Liou, Wang, 1992], [Buckley, 1985], [Bortolan,
Degani, 1985]), lo que puede llevar a confusion ya que se olvida la relacion
funcional existente entre ambos, tal y como se ha analizado anteriormente en este
capitulo.

Por otro lado, cuando los plazos son borrosos, los autores proponen un algoritmo de
busqueda de la asignacion de prioridades que maximiza la satisfaccion de
planificabilidad. En [Litoiu, Tadei, 2001b] los autores comparan los resultados
obtenidos segun diferentes métodos de ordenacion de numeros borrosos, aplicados a
la ordenacién de los plazos [Baas, Kwakernaak, 1977], [Watson et al., 1979], [Liou,
Wang, 1992], [Buckley, 1985], [Bortolan, Degani, 1985].

Tal y como afirman los autores, los resultados de planificabilidad varian segtn el
método de ordenacion empleado, de forma que es cuestion de elegir el método mas
adecuado. A pesar del estudio comparativo de distintos métodos de ordenacion de
nuimeros borrosos que aparece en el articulo, consideramos que no se puede llegar a
la conclusion de que un método es mejor que otro, ya que la satisfaccion (o la
posibilidad y necesidad de planificabilidad) depende no sélo de los plazos, sino
también de los tiempos de ejecucion.

Asi, para los mismos plazos, dependiendo de los tiempos de ejecucion de las tareas,
sera mejor una asignacion de prioridades u otra (asociada a un orden de los plazos
borrosos) y la asignacion de prioridades propuesta por el método de ordenacion
puede ser o no la de maxima planificabilidad.

Esto se ilustra mediante el siguiente ejemplo. Dadas dos tareas tarea a, y tarea b, con
plazos borrosos D, y Dy, se trata de determinar qué tarea debe ser la mds prioritaria.
En la Figura 5.26 se muestran dos situaciones diferentes: que el tiempo de respuesta
de la tarea menos prioritaria sea WC, o WC,’. En ambos casos se supone que el
tiempo de finalizacion de la tarea mas prioritaria estd muy por debajo de ambos
plazos con lo que los valores de posibilidad y necesidad de que la tarea mas
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prioritaria sea planificable son 1. Asi pues, la planificabilidad del sistema vendra
dada por la planificabilidad de la tarea menos prioritaria.

a) Si el tiempo borroso de respuesta de la tarea menos prioritaria es WC; en la Figura
5.26, los valores de planificabilidad que se obtienen con las dos asignaciones de
prioridades posibles son los siguientes:

- Si el orden escogido es primero ejecutar la tarea a y luego la tarea b, el tiempo
de finalizacion de la tarea b es WC,, ya que es la menos prioritaria. Por tanto los

valores de planificabilidad de esta tarea son [I(WC,<Dp)= 1y N(WC,<Dy) =
0.75

- Si el orden escogido es primero la tarea b y luego la tarea a, entonces hay que
comparar WC, con D, , con lo que I[I(WC,<D,)= 0.8 y N(W(C,<D,) = 0.

Por tanto en este caso es mejor que la tarea a sea mas prioritaria.

Figura 5.26: Dos casos de tiempo de finalizacion de la tarea menos prioritaria: WC,y WC,’

b) Si el tiempo borroso de respuesta de la tarea menos prioritaria es WC,’ en la
Figura 5.26:

- Siel orden escogido es primero la tarea a y luego la tarea b, hay que comparar
WC2, con Db dando H(WC2,§D[7): 0 y N( WCz’SDb): 0

- Si el orden escogido es primero la tarea b y luego la tarea a, entonces hay que
comparar WC,’ con D, dando II(WCy,’<D,)= 0.3 y N(WCy,’<D,)= 0

Por tanto en este caso es mejor que la tarea b sea mas prioritaria.

Es decir, para los mismos plazos borrosos, dependiendo de los tiempos de
finalizacion (y por tanto de los tiempos de ejecucion) borrosos, la asignacion optima
varia.
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5.5. Comparacion entre el analisis de planificabilidad
posibilista y el probabilista

Tal y como ya se vio en el capitulo 3, y mas en detalle en el anexo C, la probabilidad
y la posibilidad modelan diferentes tipos de incertidumbre (N(E)<P(E)<II(E)). A

pesar de ello, existen diversas propuestas de transformacion entre distribuciones de
probabilidad y de posibilidad. Tras haber analizado la planificabilidad de sistemas de
tiempo real modelando la incertidumbre mediante numeros borrosos, cabe
preguntarse si los resultados son comparables a los que se hubieran obtenido de
haber modelado la incertidumbre mediante distribuciones de probabilidad.

Para comparar los resultados obtenidos por ambos caminos se propone el siguiente
procedimiento. Se estudiardn todas las combinaciones posibles de asignaciones de
prioridades fijas y se buscard la mejor asignacion en términos de planificabilidad.
Para ello se va a analizar un ejemplo de un sistema formado por tres tareas
periodicas, con periodos numéricos. Los tiempos de ejecucion y los plazos son
inciertos y se modelan mediante conjuntos borrosos en un caso o mediante
distribuciones de probabilidad en el otro. Cada asignacion de prioridades tiene por
tanto unos valores de posibilidad y necesidad de que sea planificable (que se
calcularan mediante aritmética de intervalos) en el modelo posibilista, y un valor de
probabilidad de que sea planificable en el modelo probabilista.

La comparacion se realizara en los siguientes términos:
* La mejor asignacion para cada modelo

* Grado de planificabilidad de la mejor asignacion en relacién con las otras
asignaciones

* Rapidez del método cuantificada en nimero de llamadas al algoritmo basico, que
es idéntico en ambos casos

* La comparacion se realiza exigiendo una precision similar (¢) en el valor de
posibilidad y necesidad y en el valor de probabilidad.

* Se van a utilizar dos tipos de transformacién entre distribuciones de posibilidad y
de probabilidad, elegidas porque son féicilmente interpretables, de aplicacion
sencilla, y porque en ambos casos la aplicacion de la transformaciéon inversa
permite obtener la distribucion de posibilidad de partida.
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Estas transformaciones son la basada en normalizacion (que en los ejemplos se
denominard Prob;) y la basada en los principios de méxima especificidad y razén
insuficiente o “insufficient reason” (que en los ejemplos se denominard Prob,),
descritas ambas en el anexo C.

Dada una distribucién de posibilidad, la probabilidad que se obtiene aplicando la
transformacion basada en normalizacion es:

pi=m/ 2T j=ln

En el caso continuo, el denominador pasa a ser el area de la distribucién de
posibilidad.

La transformacién inversa es m; = p; / p1 , con p;> pr>..> pn, que en el caso
continuo se expresa como T(x) = p(X) / pm , CON Py, = Supx p(x)

Por tanto, si se modela un tiempo de ejecucidon mediante un nimero borroso
triangular, la funcion de densidad de probabilidad asociada mediante esta
transformacion es también triangular y escalada para que su area sea 1. Ver Figura
5.27

T4 f/’4

Figura 5.27: Transformacion normalizada probabilidad-posibilidad

La transformacion de posibilidad a probabilidad basada en méaxima especificidad y
razon insuficiente se aplica de la siguiente forma: dada una distribucion de
posibilidad m,

e En el intervalo unidad: se selecciona un valor de o de forma aleatoria
(distribucion uniforme) en (0,1] y se considera A ={x| 7(x)>«}

* En el a-corte seleccionado A : se obtiene un valor de x de forma aleatoria
(distribucion uniforme) en el intervalo A, .

Esta transformacion aparece ilustrada en la Figura 5.28 a). La transformacion
inversa a esta se puede expresar de la siguiente forma:

) = Y min(p(x), p(x,)
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La solucién continua es  771(x) = j_w min( p(x), p(t)) dt . Esta transformacion aparece

ilustrada en la Figura 5.28 b).

fa

b)

Figura 5.28: Transformacion de posibilidad a probabilidad basada en mdxima especificidad y razon
insuficiente. Transformacion de probabilidad a posibilidad inversa de la anterior

Ejemplo 1:

Los periodos son t; =4, t, = 6 y t3 = 16. Los tiempos de ejecucion son nimeros
borrosos triangulares: P;=(0.4, 0.5, 0.7), P,=(0.9, 1, 1.1) y Ps=(0.7, 0.8, 0.9). Los
plazos son también numeros borrosos triangulares: D1=(1.5, 2, 4), D,=(2.5, 2.75,3) y
Ds=(2, 3, 3.5).

e=0.1 |V Asignacion de prioridades
llamadas
3,2,1 2,3,1 3,1,2 1,3,2 2,1,3 1,2,3
- 90 11=0.875 11=0.875 =1 I =1 =1 =1
N=0 N=0 N=0.75 N=10.75 N=0.5 N=0.5
Prob; [1500  |0.57 0.5 1 1 0.92 0.93
Prob, [1500  |0.42 0.44 1 1 0.96 0.96

Tabla 5-1: Ejemplo 1. Comparacion Posibilidad-Probabilidad

Los resultados obtenidos por el modelado posibilista se corresponden a la fila
indicada con T. Los resultados obtenidos por el modelado probabilista basado en
normalizacidn se corresponden a la fila indicada con Prob, y los basados en méxima
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especificidad y razon insuficiente se corresponden a la fila indicada con Prob,. En
cada columna aparece una asignacion de prioridades de manera que el primer
nimero es la tarea mas prioritaria y el ultimo es la menos prioritaria. Por ejemplo
3,1,2 indica que la tarea 3 es la mas prioritaria y la tarea 2 la menos prioritaria.

Se puede ver en este ejemplo, ver Tabla 5-1, que las asignaciones que maximizan la
posibilidad y necesidad también maximizan la probabilidad. Para una precision
€=0.1, se observa que hay gran diferencia en el nimero de llamadas al algoritmo
basico por ambos caminos.

Ejemplo 2:

En este segundo ejemplo, los periodos son #; = 4; t, = 6; t3 = 16. Los tiempos de
ejecucion son numeros borrosos triangulares definidos por sus vértices: P;=(0.5, 0.7,
0.9), P,=(0.8, 0.9, 1) y Ps=(0.7, 0.8, 1.2). Los plazos son también niimeros borrosos
triangulares: D1=(1.5, 2, 4), D,=(2.5, 2.75, 3) y Ds=(2, 3, 3.5). Se puede ver en este
ejemplo, ver Tabla 5-2, que las asignaciones que maximizan la posibilidad y
necesidad también maximizan la probabilidad. Para una precision de 0.02, se observa
que hay gran diferencia en el numero de llamadas al algoritmo basico por ambos
caminos.

225

e=0.02 |’ Asignacién de prioridades
llamadas
3,2,1 2,3.,1 3,1,2 1,3,2 2,1,3 1,2,3
112 =083  |[1=0.83  |II=1 =1 =1 =1
T N=0 N=0 N=0.37 |N=0.37 N=034 |N=0.34
Prob; 15000 0.47 0.45 0.90 0.93 0.80 0.82
Prob, | 15000 0.32 0.33 0.96 0.95 0.88 0.91

Tabla 5-2: Ejemplo 2. Comparacion Posibilidad-Probabilidad

Ademés, se ha observado que para un numero de llamadas comparable al de la
posibilidad, esto es, con 126 llamadas al algoritmo basico, con el modelo de
probabilidad no es posible distinguir correctamente la mejor asignacion de entre las
cuatro ultimas.
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Ejemplo 3:

En este ejemplo la solucidon obtenida por teoria de la posibilidad es Unica, y coincide
con la de probabilidad, con las dos transformaciones analizadas. Es la
correspondiente a la asignacion de prioridades 1,3,2 como se puede ver en la Tabla
5-3.

Los periodos son ¢, = 4, t, = 6 y t3 = 16. Los tiempos de ejecucion son niimeros
borrosos triangulares: P;=(0.5, 0.7, 0.9), P,=(0.8, 0.9, 1) y P5=(0.7, 0.8, 1.2). Los
plazos son también numeros borrosos triangulares: D1=(1.2, 2, 4), D,=(2.5,2.75,3) y
Ds=(2, 3, 3.5). Se puede ver en la Tabla 5-3, que la asignacion que maximiza la
posibilidad y necesidad también maximiza la probabilidad. Para una precision de
0.02, se observa que hay gran diferencia en el numero de llamadas al algoritmo
basico por ambos caminos.

e=0.02 |’ Asignacion de prioridades

llamadas

32,1 2,3,1 3,1,2 1,3,2 2,13 1,2,3

115 =083  |11=0.83 |[II=I m=1 =1 m=1
T N=0 N=0 N=034 [N=037 |N=034 |N=034
Prob, | 12000 0.41 0.4 0.83 0.91 0.74 0.8
Prob, | 12000 0.31 0.28 0.92 0.97 0.89 0.9

Tabla 5-3: Ejemplo 3. Comparacion Posibilidad-Probabilidad

Ejemplo 4:

En este ejemplo las soluciones obtenidas por teoria de la posibilidad 2,1,3 y 1,2,3, no
coinciden con la de probabilidad 1,3,2 (practicamente igual que 3,1,2), con las dos
transformaciones analizadas. Ver la Tabla 5-4.

Los periodos son ¢, =4, t, = 6 y t3 = 16. Los tiempos de ejecucion son nimeros
borrosos triangulares: P1=(0.375, 0.4, 0.5), P,=(0.875, 0.9, 1) y Ps=(0.85, 0.875, 1).
Los plazos son también nimeros borrosos triangulares: D1=(1.75, 2, 2.25), D,=(2,
2.5,3.5) y D3=(1.5, 3, 3.75). Se puede ver en la Tabla 5-4, que en este ejemplo no se

ha exigido la misma precision € en el modelo posibilista y en el probabilista. De
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hecho, en probabilidad, para un nimero mucho mayor de llamadas al algoritmo
basico (3600 frente a 111), la precision conseguida es bastante menor (0.08
aproximadamente frente a 0.01).

N° Asignacion de prioridades
llamadas
3,2,1 2,3,1 3,1,2 1,3,2 2,1,3 1,2,3

e=0.01 1111 [[=0437  |T1=0437 |TI=1 =1 =1 =1
T N=0 N=0 N=0.39 N=0.39 N=0.453 N=0.453
e=0.09 13600 |0 0 0.91 0.92 0.82 0.82
Prob;
e=0.08 13600 |0 0 0.95 0.96 0.91 0.9
PI‘Obz

Tabla 5-4: Ejemplo 4. Comparacion Posibilidad-Probabilidad

Por el camino de la posibilidad, se optaria por dar a la tarea 3 la prioridad més baja,
mientras que por el camino de la probabilidad se daria la prioridad mas baja a la
tarea 2. Se puede ver que aunque la probabilidad de estas asignaciones (3,1,2 y 1,3,2)
es mayor que la de las asignaciones elegidas por la via de la posibilidad (2,1,3 y
1,2,3), sus valores de probabilidad estan cercanos, sobre todo en comparacion con las
otras asignaciones, cuya probabilidad es 0. Se observa que también los valores de
posibilidad y necesidad estdn cercanos y claramente mas alejados de las otras
asignaciones.

Es interesante destacar, que en todos los ejemplos que se fueron analizando las
asignaciones Optimas proporcionadas por el camino de la posibilidad y de la
probabilidad eran las mismas y que fue preciso disefiar muy cuidadosamente el
ejemplo 4 para lograr un caso en el que no coincidieran.

Ejemplo 5:

Veamos un ejemplo en el que en la ejecuciéon de una tarea interfieren varias
ejecuciones de otras tareas. Se puede considerar que el tiempo de ejecucion aleatorio
obtenido de la tarea mas prioritaria es el mismo en las distintas ejecuciones que
interfieren en la menos prioritaria, o bien se pueden generar diferentes valores del
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tiempo de ejecucion, independientes para cada ejecucion. En la Tabla 5-5, se ha
afladido el caso Prob, con la modificacion de generar numeros aleatorios
independientes para las distintas ejecuciones. Este caso se denomina Py jyg

Los periodos son #; = 3, t, = 5 y 3 = 15. Los tiempos de ejecucion son nimeros
borrosos triangulares: P;=(0.9, 1, 1.1), P,=(1.9, 2, 2.1) y Ps=(1.9 2, 2.1). Los plazos
son también nimeros borrosos triangulares: D;=(1.9 2, 2.1), D,=(3.5, 4, 4.5) y
Ds=(13.4,13.7, 14.7)

e=0.1 |\ Asignacion de prioridades

llamadas

3,2,1 2,3,1 3,1,2 1,3,2 2,13 1,2,3

91 =0 =0 =0 =0 =0 =1
T N=0 N=0 N=0 N=0 N,~0 N=0.125
Prob, 345 0 0 0 0 0 0.66
Prob, 345 0 0 0 0 0 0.66
Prob,.ing | 645 0 0 0 0 0 0.7

Tabla 5-5: Ejemplo 5. Comparacion Posibilidad-Probabilidad

5.6. Extension del analisis de planificabilidad con plazos
mayores que los periodos

Los algoritmos de analisis de planificabilidad presentados en los apartados anteriores
solo son validos cuando los plazos son menores o iguales que los periodos. Para
realizar el anélisis de planificabilidad con parametros numéricos cuando los plazos
pueden ser menores, iguales o mayores que los periodos, se puede aplicar (5.21).

Este algoritmo fue desarrollado por Lehoczky ([Lehoczky, 1990]) y fue obtenido
también, de forma independiente, por Tindell ([Tindell, 1992], [Tindell et al., 1994]).
Es aplicable tanto a tareas periddicas como esporadicas, es decir tareas no periddicas
con tiempos entre llagadas acotados.
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Al realizar el andlisis de planificabilidad del sistema, se puede comprobar en primer
lugar el limite de utilizacion, que debe estar por debajo del 100%. Si no fuera asi, los
tiempos de respuesta crecerian indefinidamente y el sistema no seria planificable.

Si se cumple dicha condicidén necesaria, se calculan los peores tiempos de respuesta
de las tareas y se comparan con los plazos correspondientes. El célculo del peor
tiempo de cada tarea se puede hacer mediante la aplicacion del algoritmo (5.21), en
el que las tareas estdn ordenadas de acuerdo a su prioridad, siendo la tarea 1 la mas
prioritaria.

En (5.21), para cada tarea se inicializa s y el contador n. Para cada tarea i, el contador
n varia de 1 hasta el niimero de ejecuciones de la tarea i que hay dentro de un
periodo de ocupacion.

El periodo de ocupacion se prolonga mientras los tiempos de respuesta e;, son
mayores que el periodo ¢,

Cuando s;,=s; .1 el tiempo de finalizacion de la tarea i en su ejecucion n es s;4. Si el
tiempo de respuesta correspondiente a esta ejecucion es menor o igual que el periodo
t;, el periodo de ocupacion ha terminado y se puede obtener el peor tiempo de la tarea
i, como el maximo de todos sus tiempos de respuesta.

for i=1 to n_tareas do

Si0 =le:pj , n=l1
loop ]
while (s, #5,,,) {if (s;4 >t (n —1) +d,) tarea i no planificable
k=k+1}
e, =S, (n —l)
if(e,.,,, >t,.) {n =n+l; s, =85, +p,}
else { we, = max(ei,x) [N ,d4 < n ; Siguiente tarea}

endloop
end
= Si‘k—]
84 (840) =nlp, +ZP,-
j=1

¢

J

(5.21)

Ejemplo A:

En este ejemplo el peor tiempo de respuesta se produce en la segunda ejecucion de
una tarea.
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Sean dos tareas con periodos #1=9 y ©=15, los tiempos de ejecucion son p;=2 y
p=11.5y los plazos son d,=7 y d»=15.1

Aplicando el algoritmo clasico (5.21) tal y como se detalla a continuacidn, se tiene
que wcey,1=2, wep 1=15.5, wep =31, we, 3=44.5.

Para la tarea 1, inicialmente s, g=p;=2 y n=1. Para k=1, s, ,=1p; =2= s1. Por tanto,
wey1=2. Como we, 1=2< t,, se pasa a analizar la siguiente tarea.

Para la tarea 2, inicialmente se tiene que s, 0=p1+ p»=13.5 y n=1.

Para k=1, Sz,lzl'pz +pr [ Sz,()/ 11]: 11.5+2 13.5/91=15.5. Con k=2, 52,2:1 1.5+21
15.5/91=15.5= s,. Por tanto el tiempo de finalizacion de la tarea 2 en su primera
ejecucion es wey 1=15.5. Como wey 1> th, hay que calcular el tiempo de finalizacion
de esta tarea en la siguiente ejecucion n=2.

Por tanto, continuando con n=2, s,,=15.5+11.5=27. Para k=3, 5,5=2-11.5+2 27 /
9F23+6=29. Para k=4, 5,4=2-11.5+21 29/ 9E23+8=31. Para k=5, 5,5=2-11.5+21 31/
9E23+8=31= s,4. Por tanto el tiempo de finalizacion de la tarea 2 en su segunda
ejecucion es wez»=31. El periodo de ocupacion no ha terminado porque we; 2>2- t,
por tanto hay que calcular el tiempo de finalizacion de esta tarea en su tercera
ejecucion.

Asi pues, para n=3, 5,5=31+11.5=42.5. Con k=6, 5,6=3-11.5+2 42.5/ 9F44.5. Con
k=17, 557=3-11.5+21 44.5/ 9=44.5= s, 6. Por tanto el tiempo de finalizacion de la tarea
2 en su tercera ejecucion es wcy3=44.5. Como se cumple que wc,3<3- £, el periodo
de ocupacion ha terminado y no es necesario calcular siguientes ejecuciones de la
tarea 2.

Por tanto, el peor tiempo de respuesta de la tarea 2 se produce en su segunda
ejecucion y vale 16. Como el peor tiempo de respuesta no respeta su plazo d; la tarea
y el sistema son no planificables.

Si por el contrario el tiempo de ejecucion de la tarea 2 fuera menor que en el caso
anterior y de valor p,=10.6, el tiempo de respuesta de esta tarea también seria menor,
de forma que en la primera ejecucion se tiene wc=14.6. Como es menor que el
periodo, este seria el peor tiempo de respuesta y no haria falta seguir calculando otras
ejecuciones de dicha tarea.
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tarea 1

0 I2 9 11 18 20

27 29
. P !
tarea 3 P ! !
] ] ] ] |
? i L A i iT
MTITTT [TTI] [CTTTTl Ik
0 1465 29.6 30

Periodo de ocupacion

o: tiempo de finalizacion 1: tiempo listo

Figura 5.29: Ejemplo A: tiempo de finalizacion menor que el periodo

De hecho, si se aplicara el algoritmo para la segunda ejecucion, el resultado obtenido
de tiempo de finalizacion wc,,=29.2 seria incorrecto ya que el periodo de ocupacion
habria finalizado antes. El resultado correcto es wcyr=trtp,t2-p1 = 29.6, 0.4
unidades mayor que el resultado anterior, que es precisamente el tiempo de espera
desde que finaliza la primera ejecucion en 14.6 hasta que se produce el siguiente
tiempo listo de la tarea 2 en el instante 15 (ver Figura 5.29).

Para la posterior extension del algoritmo a parametros borrosos, se detalla en lo que
sigue el resultado del algoritmo en el caso de que se ignore la comprobacion de final
de periodo de ocupacion, es decir, si a pesar de que un tiempo de finalizacion esté
antes del siguiente tiempo listo, se sigue calculando la siguiente ejecucion de la tarea.

En efecto, para una tarea i cualquiera, si wc;<t;, los demés tiempos de finalizacion
de esa tarea wc;; también son menores que el siguiente tiempo listo wc’;x <k't;, y
ademads, como el peor tiempo de respuesta se da en la primera ejecucion, se cumple
que t- wei< keti- weiy y también, di- weii< diy— wei; Vk. Como en este caso el
resultado we;; obtenido al aplicar el algoritmo ignorando la comprobacion de fin de
periodo de ocupacién es incorrecto, se tiene que wc;x= wc’ix. Al eliminar dicha
comprobacidn, el algoritmo considera que el periodo de ocupacion no ha terminado,
supone que no existen huecos o tiempos de espera en la ejecucion y por tanto se tiene
que weix < we'iy con lo que di- wei< dig— we'ix < dix— weir. Es decir, aunque se
calculen mas ejecuciones de la tarea, el peor caso se sigue dando en la primera
ejecucion, y el resultado de peor tiempo de respuesta proporcionado por el algoritmo
es correcto.

Cuando en la primera ejecucion hay sobrepaso del periodo, empieza un periodo de
ocupacion. Entonces, Vk we;y es el resultado correcto si los tiempos de finalizacion
anteriores Vj=1..k-1 sobrepasan el siguiente tiempo listo, es decir, wc;; >jt;.
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Si existe una ejecucion j anterior a k (j<k) que no sobrepasa el periodo wc;; < j't;,
entonces ese tiempo de finalizacion wc;x no es correcto y puede sobrepasar o no el
tiempo listo correspondiente. En el calculo exacto se cumple que el peor tiempo de
respuesta de una tarea se produce dentro del periodo de ocupacidn, en la ejecucion p
tal que p<j. Por tanto, como la ejecucion k estd fuera del periodo de ocupacion se
tiene que wc'ix —k't;< weip, - prt; y también, we'iy —dip< weip — dip. El resultado
incorrecto we;x obtenido mediante el algoritmo cumple que we;x <wc;x. Con lo que
weik —dig < we'ix —dix< wei, — d;p. Es decir, el peor caso se sigue dando en p, con lo
que el peor tiempo de respuesta que proporciona el algoritmo es exacto.

El algoritmo (5.21) se puede ampliar para tener en cuenta la existencia de tiempos de
bloqueo en las tareas, causadas por el acceso de una tarea menos prioritaria a un
recurso compartido. El tiempo de bloqueo de una tarea i se denomina b; .

La diferencia con el algoritmo (5.21) estd en la inicializacion de s (5.22) y en la
ecuacion principal de calculo iterativo (5.23). En este algoritmo, el tiempo de
bloqueo se trata como un tiempo extra de ejecucion al comienzo del periodo de
ocupacion, aumentando los tiempos de respuesta de las iteraciones en dicho periodo.

(522) Si0 =, +Zi:pj

(5.23) 8, (8,,)=b +nlp, +iz_]:p,f [‘3&:—1]
j=1 J

En [Tindell et al., 1994], [Burns, Wellings, 1996] ademas se extiende el algoritmo al
caso de que exista “release jitter”:

i S+ 7
(5'24) Stk (Si,k—l) :b[ +n g?i +pr [‘S%JJ—‘
Jj=1 j

€, =8, "L (n _1) +J;

Ejemplo B:

El sistema de este ejemplo consta ahora de tres tareas, con periodos #,=10, =15y
3=35, tiempos de ejecucion p;=4, pr=6 y p3=6, tiempos de bloqueo b,=0, h,=2 y
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b3=0, y plazos d,=10, d,=16, d5=35. La tarea 1 es la mas prioritaria y la 3 la menos
prioritaria. Como se puede ver, la tarea 2 es la Gnica con tiempo de bloqueo y que
ademas tiene su plazo mayor que el periodo.

En primer lugar la utilizacion total del procesador es 4/10 + 6/15 + 6/35 = 0.97, que
estd por debajo del 100%, por lo que se debe seguir con el andlisis de
planificabilidad.

En la Figura 5.30 se representan las ejecuciones de las tareas 1 y 2 durante el periodo
de ocupacion. Se dibujan las ejecuciones de la tarea 1 que al ser mds prioritaria
expulsa a la tarea 2. Ademas, se tiene en cuenta el bloqueo que sufre la tarea 2
debido a tareas menos prioritarias afiadiendo al comienzo de su ejecucion el tiempo
de bloqueo.

tarea 1

by b 8

0 I4 lq 14 2? 24 30 ¢
tarea 2 ! I I | !
' ' ' ! '
? i by | I i l T
L 1]
0 15 16 26 30 ¢
Periodo de ocupacién
o: tiempo de finalizacion T: tiempo listo

Figura 5.30: Ejemplo B: Tarea con bloqueo y plazo mayor que el periodo

El tiempo de respuesta de la tarea 2 en su primera ejecucion es 16 y en la segunda es
26-15=11. Por tanto el peor tiempo de respuesta de la tarea 2 es 16, que es menor que
el plazo.

Veamos ahora el célculo del peor tiempo de la tarea 2 mediante la aplicacion del

algoritmo (5.23). Inicialmente s, , = b, +Z p;»conlo que sp0=2+4+6 = 12

J=1

Calculamos en primer lugar el tiempo de respuesta de la tarea 2 en su primera
ejecucion n=1.

Para k=1, aplicando (5.23) se tiene 52,1 = 2+1-(6)+41 12/101= 16

Como 521 Zs20 se vuelve a calcular para k=2, s,,= 2+1~(6)+4-|_16/ 101=16

Como 57, = 52,1 este es el tiempo de finalizacion de la tarea 2 en su ejecucion n=1
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El tiempo de respuesta de la tarea 2 en su ejecucion n=1 es, segin la ecuacidon
ein=Sir-tir(n-1), ex1=s22-t,°(1-1)=16-0=16

El periodo de ocupacion no ha terminado, ya que el tiempo de respuesta e, | es mayor
que el periodo: e, >15. Por tanto se calcula el tiempo de respuesta en su segunda
ejecucion n=2, s, ,=s2, + p» =16+6=22

Para k=3, 53 = 2+2-(6)+4] 22/10 = 26. Como s,3 Z 52, se continua con k=4, s,4 =
2+2+(6)+4 22/10 1= 26

Como 574 = 523 este es el tiempo de finalizacion de la tarea 2 en su ejecucion n=2. El
tiempo de respuesta de la tarea 2 en su ejecucion n=2 es, segun la ecuacion e; ,=s;; —
tr(n-1), ex2=s24-t"(2-1)=26-15=11. El periodo de ocupacién ha terminado, ya que el
tiempo de respuesta e, es menor que el periodo: ey <15.

Hay dos ejecuciones en el periodo de ocupacion. El maximo de los dos tiempos de
respuesta es e; ] =16 y éste es el peor tiempo de la tarea 2 wc,. Como we, < d; , esta
tarea es planificable.

5.6.1. [Extension del algoritmo a tiempos de ejecucion y plazos
borrosos.

Si el plazo y el periodo son numéricos, se puede distinguir claramente qué algoritmo
hay que extender para modelar el sistema con tiempos de ejecucion borrosos: o el
algoritmo para plazos menores que los periodos o el que admite plazos mayores.
Pero si, por ejemplo, el plazo es también borroso, entonces es posible que para
ciertos valores del soporte sea menor que el periodo y para otros sea mayor (ver
Figura 5.31). El objetivo que se plantea en este apartado es extender el algoritmo
(5.21) de forma que se pueda obtener la posibilidad y necesidad de planificabilidad
también cuando no se verifica que los plazos son menores o iguales que los periodos.

Figura 5.31: Ejemplo en el que no existe orden fuerte entre el plazo y el periodo

La extension de este algoritmo a argumentos borrosos es muy similar a la planteada
en el apartado 5.2 para el algoritmo de calculo de los peores tiempos cuando los
plazos son menores o iguales que las tareas.
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Algoritmo basado en aritmética borrosa
El algoritmo propuesto basado en aritmética borrosa es el que se muestra en (5.25).
Cdlculo de wc;,

wc';, es el instante del punto de corte entre WC;, y D;,=(n-1)-t/+D;. Se entiende por
punto de corte el punto necesario para calcular los valores de posibilidad

[(WC;,<D;,) y necesidad N(WC;,<D,,), como se indica en la Figura 5.32.

Si el tiempo de finalizacidon borroso se calcula mediante aritmética borrosa (5.25),
este tiempo puede ser un conjunto borroso no convexo. En tal caso, el punto de corte
seria el de su aproximacion convexa con el plazo, tal y como se muestra en la Figura
5.33. Si no hay punto de corte y WC;, > D;, entonces wc*;,, =0, y se termina porque
la posibilidad y necesidad de que el tiempo de finalizacion de la tarea i en su
ejecucion n esté antes del plazo son 0), y la tarea y el sistema no son planificables,
por lo que no es necesario seguir el analisis.

for i=1 to n_tareas do

=P, n=l
I
loop

while (S, #S,,.,) k=k+1

we,, =S,

l.f(WCci,n >n IIL)
n=n+l,; S, =S

else
N,/N,=min(N/N(WC, <D,)) 08 N& < n
Siguiente tarea

end

endloop
end

O-29)s,,(5,.= nuuip,t% 1

M

/N min(M,/N,) 00 N& < n_tareas

planif plzmt/

Si no hay punto de corte y WC;, < D;, entonces:

Si II( WC;,, >nt;)=0, wc‘;, = n't; +¢ y se continta calculando la siguiente
ejecucion de i.
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Si II( WC;,, >n-t;)=0, wc;, = 0 (y se termina con esa tarea).

WCi’n
H( WCi,nSDi,n)zl

N( WCI,nSDi,n): 1 -Q

H( WCi,nSDi,n):u
N( WCI,nSDi,n):O

WCi,

|
|
i
T
WC in

Figura 5.33: Punto de corte cuando el tiempo de finalizacion es un conjunto borroso no convexo

Descripcion del algoritmo basado en aritmética borrosa:

Si el tiempo de finalizacion de la tarea i en su ejecucion n es fuertemente menor que
el siguiente instante listo, el periodo de ocupacién ha terminado y no hace falta
analizar la siguiente ejecucion n+1. El peor caso en el valor de planificabilidad
borrosa hay que buscarlo dentro del periodo de ocupacion. Concretamente, si n=1,
entonces el peor caso se da en la primera ejecucion.

Se pueden distinguir dos casos basicos: que el punto de corte se encuentre antes del
periodo o después del periodo.

1) El punto de corte entre el tiempo de finalizacion y el plazo es menor que el
siguiente tiempo listo: wc;, < n°t;, 0 lo que es lo mismo, el punto de corte entre el
tiempo de respuesta y el plazo esta antes que el periodo €, < ..

En ese caso el peor valor de planificabilidad borrosa de la tarea se da en una
ejecucion p <n. Por tanto no es necesario analizar iteraciones posteriores y se
continua con la siguiente tarea.

Prueba:

a) H(EIHSDI)IO y N(EIHSDI):O

Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real
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De acuerdo con la Figura 5.34, se define a;, como:

(5.26) a,=max a| e, (a)<d @)

de forma que II(E;,<D,)= o

Figura 5.34: Punto de corte antes del periodo y N(E;,<D;)=0

Como todos los puntos ¢, ,(@)| a <a, estan antes de ¢, para dichos valores de

tiempo de respuesta el periodo de ocupacién ha terminado y, por tanto, el peor
tiempo de respuesta de la tarea i se da en una ejecucion p dentro del periodo de
ocupacion. Es decir:

527V a<ay, Ip<n| e (a)2e, (@)

pestalque ¢ (a)=max ¢ (a) Vj<n
En la ejecucion p se define ay:
(5.28) ap,=max a| ¢ (@) < d,(@)

Teniendo en cuenta (5.26), (5.27) y (5.28), se cumple que a, < a,. Y por tanto
H(EZPSDI) S H(EZI’ISDI)

Falta probar que para ejecuciones posteriores el valor de planificabilidad
borrosa es mayor que en p:

vV a<ay, el periodo de ocupacion ha terminado. Como a,<a,, se cumple que

ei,n+j (a) < ez_,p(a)
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Si se define o,y = max <a/| ¢,,,,(a)<d,(a), teniendo en cuenta lo anterior,

se cumple que a,+; >ay, y por tanto II(E;,,<D;) > II(E;,<D;). Esto significa

que el peor caso se da en una ejecucion menor o igual a n, con lo que no es
necesario calcular siguientes ejecuciones de la tarea i.

b) H(EIHSD,):I yN(EanDl)io

De acuerdo con la Figura 5.35, ahora se define o, como o, = min «

a(a) <d,(a), de forma que N(E;,<D;)= 1-q,

{\

Figura 5.35: Punto de corte antes del periodo y N(E;,<D;) =0

]
1
]
H
=
e iLn

Como todos los puntos ;(a) | @ >ay, estan antes de ¢;, para dichos valores el

periodo de ocupacidn ha terminado y por tanto, el peor tiempo de respuesta de
la tarea i se da en una ejecucion p dentro del periodo de ocupacion. Es decir,

Va>a,Ip<n|e (a)ze, @) ypestal que ¢ (a)=max e (@) Vj<n
En la ejecucion p se define ahora o, como:

ap=min a| ¢, (@) <d,(@)
Teniendo en cuenta lo anterior, se cumple que o, > «, y por tanto

N(Ei,pSDi):l-CYp S N(Ei,nSDl’):l—Ozn

Falta probar que para ejecuciones posteriores el valor de planificabilidad
borrosa es mayor que en p:

YV a >ay, el periodo de ocupacion ha terminado. Como a,> a;,, se cumple que

€ s (o)< el.,p(a’)
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Se define a,+; = min a| e

i,ntj

(a)<d (a). Teniendo en cuenta lo anterior se

cumple que a,+; <ay, con lo que N(E; ,+;<D;)=1-a,+; > N(E; ,<D;)=1-q,

Es decir, el peor caso se da en una ejecucion menor o igual a n, con lo que no
es necesario calcular siguientes ejecuciones de la tarea i. [

2) Veamos ahora el caso en el que el punto de corte entre el tiempo de finalizacion y
el plazo esta a la derecha del siguiente tiempo listo, wc;, > n°t; 0, lo que es lo
mismo, el punto de corte entre el tiempo de respuesta y el plazo estd después que
el periodo €°;, > t.. En tal caso, el periodo de ocupacion no ha terminado y hay
que seguir calculando la ejecucion n+1, por lo que el resultado que se obtiene de
planificabilidad borrosa de la tarea es exacto incluso si el punto de corte €°;, se da
en una zona incorrecta de E; .

Prueba:

Tal y como ya se describio en el algoritmo clasico si, una vez terminado el
periodo de ocupacién, en lugar de finalizar se sigue calculando la siguiente
ejecucion de la misma tarea, el resultado de dicho tiempo de respuesta es
incorrecto, y concretamente es menor que el tiempo de respuesta exacto.
Partiendo de dicha afirmacion, supongamos que el tiempo de respuesta de la
ejecucion anterior n-1 tiene parte del soporte menor que el periodo, tal y como se
indica en la Figura 5.36 a). Entonces se cumple que,

Vo<, ¢, (@) <t = e ()< efj @)

En la Figura 5.36 b) se muestra en trazo discontinuo la zona del tiempo de
respuesta correspondiente a e/, (@) .

Figura 5.36: Tiempos de respuesta de la tarea i en a) ejecucion n-1, b) ejecucion n
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Se va a probar que, incluso si el punto de corte entre el plazo y el tiempo de
respuesta estd en la zona incorrecta, el valor de planificabilidad de la tarea es
exacto.

Es decir, si a, = max «| Z(a’) 2 ¢, (), suponiendo que el punto de corte estd en

la zona incorrecta, se tiene que o, < ap, como en la Figura 5.36.

Por otro lado, el valor de « del punto de corte exacto se define como o/, = max «

| d.(a)= e/"(a). Como a, < ay, e, (a,)<e/,(a,) y se tiene que o, <a,. O lo

que es lo mismo,

(5.29) TI(E"*;,, <D)< TI(E;n <D)).

Para los valores de a menores que ay, el periodo de ocupacion ha terminado, y

como el peor tiempo de respuesta se da dentro del periodo de ocupaciéon se
cumple:

in

dp<nl|e, (@)z2e, (@) ,V ala, donde p es tal que ¢ (@) es el maximo

tiempo de respuesta.

En la ejecucion p se define o, = max « | Z(a) 2e, ,(a)y como p es el peor caso,
a,<ad”,. O lo que es lo mismo, II(E;, <D;) < II(E";, <D;) y aplicando (5.29) se
tiene que II(E;, <D;) < 1I(E;, <D)), es decir el valor de planificabilidad borrosa

de la tarea i sigue siendo II(E;, <D,). Por tanto, al comparar los tiempos de

finalizacion borrosos obtenidos mediante la extension borrosa con los plazos, la
peor ejecucion coincidird con la que se tendria si los tiempos de finalizacion
fueran exactos y los valores de posibilidad y necesidad de que la tarea sea
planificable también coinciden.

La demostracion en el caso de tener II(E;, <D)=1 y NE;, <D;)=0, no se

muestra porque es similar a la ya presentada. [

Algoritmo basado en aritmética de intervalos

A continuacion se muestra el algoritmo basado en aritmética de intervalos, en el que
se busca el punto de corte mediante el método de biparticion. De nuevo, segliin la
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posicion de dicho punto de corte, se calculan siguientes ejecuciones de la misma
tarea o se pasa a la siguiente tarea.

En primer lugar se presenta el algoritmo general.

ALG Aritmética de Intervalos
wc,,(0) =0
foTi =1 to n_tareas do
we, o (0) =we,,,(0) , n=1
loop
= p;(0); s _in; =we;,,(0) +p,»j

J
I<jsi 1<j<i

we,,(0) = ALG BASICO[

J
Isjsi 1<jsi

we, , (1) = ALG BASICO { ;=p; (s s_in, =wci,n(0)J

we, (1) = ALG BASICO [ =p, (s s_in, =we,, (DJ

J J
Igjsi 1jsi

we,,(0) = ALG BASICO ( = p, (0); s_in, =wc,, (1)]

lsfjsi 1< j<i
ALG ZONA
if we, >nt,
n=n+l
else
n,/N,=min{M/N(WC,_ <D } D&l NE& s n
siguiente tarea
end if
end loop
end
/N

planif

:min{l'll./Ni} UiON|k & n_tareas

planif

donde D;, = (n-1)t+D; y el algoritmo basico que se muestra a continuaciéon ya
aparecia en el algoritmo de pardmetros numéricos (5.21).

ALG BASICO:
S0 =8 _in;

i

while (s;,_, <s,,) k=k +1

i-1 s,
dado, s, =n'p, +Y . p, [FLW

h=1 th

El algoritmo ZONA establece la zona de busqueda por biparticion.
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ALG ZONA
if (d,,(0) 2w, (0) N(wc, <D, )=1, N(WC,

in s s s in

<D,)=1

if (wcl.,n 0)= n~t,.) wep, =nt, +0
(5.30) else wey, =0
if (d,,(0)< wc,,(0) M(WC,<D,)=0, N(WC,<D,)=0, wc, =0
if (we,, ()24, (1)) N(WC,<D,)=0
else if (we, ,(1)<d, (1)) Biparticion sup

if (we,, () <d,, (1) N(wc,<D,)=1

else if(wc, ,(1) > Zn(l)) Biparticion inf

Y los algoritmos de busqueda por biparticion el la zona de limites inferiores o de

limites superiores de los a-cortes de los tiempos de finalizacidon son los siguientes.

Biparticion inf
a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = wc,,(0), cota _sup = wc,, (1)

in

in

while (wc. (@)-d,, @) >£)

a,—a,
a=aq,+——2

we,; (@) = ALG BASICO { p; =p,(@); s_in, =cota_inf

I<jsi 1<j<i

if (we,, (@) <d,@) a,=a , cota_inf =wc,@)

in

if(wc. (a)>Z(a)) a,=a , cota sup =wc,,@)

in

n(wc,<p,)=a;  N(WC,<D,)=0; we, =we,@)
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Biparticion sup

a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = wc,,(1), cota_sup = wc,,(0)

in

while ( we, (@) =d,, @) >g)

a,—a,
a=a,+—-—

we, (@) = ALG BASICO [ p,=p, @) s_in, =cota_inf]

Isjsi 1sjsi

in

if (we,, (@) <d,, @) a,=a , cota_inf =we,,@)

if (W(a) >d,, (a)) a, =a , cota_sup =wec, @)

in in
end

n(wc,<n,)=1; N(wC, <D, )=1-a ; wc =we,, @)

in

Extension del ejemplo A aplicando el algoritmo basado en aritmética borrosa:

Veamos ahora la extension a tiempos de ejecucion borrosos P1=(2,2,2) y P>=(10.6,
11.1, 11.5) del ejemplo 2 planteado anteriormente, donde los periodos son #=9 y
t=15, y los plazos son d,=7y d,=15.1.

Aplicando el algoritmo extendido se obtiene que para la tarea 2 el tiempo de
finalizacion en su primera ejecucion es W(C, 1=(14.6, 15.1, 15.5). Como el punto de
corte entre el plazo y el tiempo de finalizacién se encuentra después del siguiente
tiempo listo, se calcula la siguiente ejecucion de la tarea 2. El tiempo de finalizacion
en la segunda ejecucion de la tarea 2 es W(,,=(29.2, 30.2, 31) (ver Figura 5.37). De
nuevo, el punto de corte estad después del siguiente tiempo listo por tanto se calcula el
tiempo de finalizacion de la tercera ejecucion WC,3=(41.8, 43.3, 44.5). Como este
tiempo es menor que el tiempo listo correspondiente 45, el periodo de ocupacion ha
terminado. El peor caso en el céalculo de planificabilidad borrosa se dard en la
primera o en la segunda ejecucion.

Los tiempos de finalizacion WC,, y WC, 3 son aproximaciones que no conservan los
limites de los a—cortes. Esto es debido a que, tal y como se vio en el ejemplo con

pardmetros numéricos, para aquellos valores de wc,; menores que el periodo, el
calculo de wcy» mediante este algoritmo, que considera que se ha superado el
periodo, es incorrecto y para aquellos valores de wc,, menores que (2-periodo), el
calculo de we;3 es incorrecto. Cuando el tiempo we;; es menor que el periodo, el
tiempo we,, también es menor que 2-periodo, ya que en ese caso el peor tiempo de
respuesta se da en la primera ejecucion. Por tanto, la zona incorrecta de we,, esta
siempre antes del instante listo siguiente. Como el plazo es mayor que el periodo, el
punto de corte entre el tiempo de finalizacion y el plazo se encuentra siempre en la
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zona correcta del tiempo de finalizacion que es la de aquellos valores que superan el
periodo, y el resultado de planificabilidad borrosa es exacto.

175
WCZJ

2-tr+d>=30.1

1)

14.6 15 15.1 155 29.2 30 30.2 31

Figura 5.37: Tiempos de finalizacion de la tarea 2 en su primera y segunda ejecucion

En la Figura 5.37 se marca con linea discontinua la forma que tendria el tiempo
borroso exacto en la segunda ejecucion, cuando en la primera ejecucion no se supera
el periodo.

Se puede ver que en la primera ejecucion II( WC, 1 <d>)=1 y N( WC,,<d,)=0, y en la
segunda 1I( W(C,,<2-d>)=0.9 y N( W(,,<2-d,)=0. El peor caso se da en la segunda
ejecucion, con lo que la planificabilidad borrosa del sistema es I1s=0.9 y Ns=0.

5.6.2. Extension del algoritmo con tiempos de bloqueo y retraso de
la activacion

El algoritmo de planificacion considerando tiempos de bloqueo borrosos y “release
jitter” (5.24) es similar a la extension borrosa propuesta antes, afladiendo los tiempos
de bloqueo y “jitter” borrosos. En (5.31) se muestra el algoritmo basado en
aritmética borrosa, para tiempos de bloqueo, “release jitter”, tiempos de ejecucion y
plazos borrosos.

El algoritmo propuesto basado en aritmética borrosa proporciona una aproximacion
del tiempo de finalizacion de cada tarea en cada ejecucion dentro del periodo de
ocupacién. En general dicha aproximacién no tiene los limites exactos de los
a-cortes. A pesar de ello se verd que el resultado de planificabilidad borrosa es
exacto.
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for i=1 to n_tareas do
S0 =B, +2Pj ;0 n=l
j=1
loop
while (S, #S,,,) k=k+1
we,, =S, +J,
if(wc”i,n >n E,)
n=n+l; S, =8, tF
else
N,/N,=min(N/N(WC,_ <D,.)) 08 NE s n
Siguiente tarea
end
endloop

end

(5'31) Slk(Skl) B+HUD+SP/[% 1k1+J‘}

/'

/N

T i p,am./=min(|'|,./N,.) U0 N&l < n_tareas

Y el algoritmo basado en aritmética de intervalos, con busqueda por biparticion es:

ALG Aritmética de Intervalos

we,,(0)=0

for i=1 to n_tareas do
we, o (0)=we,_,(0); n=1

loop

we, (0)— ALGBASICO[ ;= p,; (0) b(O) J; = J; )s _in, =we, 1(0)+p,]
Isj<i 1gj<i I</j<i l</<1

we; (1) ALG BASICO | p; = p, (1); b=b,(1); j; = j, (;s _in, =wc,,(0)
Isj<i 1<j<i Isjsi 1sjsi -

we,, (1) = ALG BASICO[ =, 0:b=b(); j, = j, (1) s_in, _wc,,,(l)]
Isjsi 1<jsi Isjsi 1sjsi

we,,(0) = ALGBASICO( =, (0:5,=0,0); j, = j, (0); s ii—wc“,(l))
Isjsi 1sjsi Isjsi 1sjsi

ALG ZONA

if we;, >nt,

n=n+l
else

n,/N,=min{N/N(WC_ <D} 0O NH s »n
siguiente tarea
end if
end loop
end
/N

siang ! Ny =min{M,/N} OO0 NH < n_tareas
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Donde D;, = (n-1)t/+D; y el algoritmo basico es

ALG BASICO:

S0 =8 _In
while (s, <s,,) k=k+1
we,, =S, +J;

i1 s 4
dado, 5, =b, +np, +2ph [*alkl—]h—l

h=1 th

El algoritmo ZONA es el mismo que aparece en (5.30). Los algoritmos Biparticion
inferior y Biparticion superior son:

Biparticion inf
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = wc,,(0), cota_sup = wc, (1)
while (‘Wci,n(a’) —Zﬂ(a)‘ >£)

a,—aq,
a=aq, +——2

we, (@) = ALG BASICO (pj =p;@)b=b@); j, = j, @); s_in, =cota_inf

Isjsi 1<jsi Isjsi 1<jsi
if (we,, (@) <d,@) a,=a , cota_inf =wc,,@)

if(wc,.’n(a)>3,.(a)) a,=a , cota_sup =we,,@)

end

Biparticion sup
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = wc, (1), cota_sup = wc,,(0)
while (|wcl.,” (@)-d,, @) >g)

a,—a,
a=a, +=——=

Isjsi 1<jsi Isjsi 1sjsi

we, (@) = ALG BASICO [ p,=p,@ib=b@); j, = j, @) s_in, :cota_ian

if (we,, (@) <d,, @) @ =a , cota_inf =we,,@)
if(wcm (@) >dm(a')) a,=a , cota_sup =we,, @)

end
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Extension del ejemplo B:

El sistema consta de tres tareas, de periodos #,=10, ©,=15 y #=35. Los tiempos de
ejecucion son: P1=(3.9, 4, 4.1), P,=(4.8, 5.9, 6.1) y P;=6. Los tiempos de bloqueo
son: B1=0, B»=(1.9, 2, 2.1), B3=0. Los plazos son: D;=10, D,=(15.9, 16, 16.1),
D3:35.

La tarea 1 es la mas prioritaria y la 3 la menos prioritaria. Como se puede ver, la
tarea 2 es la tinica con tiempo de bloqueo y que ademas tiene su plazo mayor que el
periodo.

Veamos los calculos de tiempos para la tarea 2.

S0=By+ P+ P,=(10.6,11.9, 12.3)

n=1

Sy1=By+ 1-Py+ Py [ S0/t 1= By + Py +{Py1/2}= (14.5, 15.9, 16.4)
Sz,z =B, +1:P,+P;- rSz,1/11—| =B, + P, +{P1'1/2}: Sz,l

Como se cumple que S»» = 511 éste es el tiempo de finalizacion de la tarea 2 en su
primera ejecucion WC,; = S, (ver Figura 5.38).

Como (S22 > 1'ty) # 0, el periodo de ocupacidon no ha terminado y que hay que
calcular el tiempo de finalizacién en la segunda ejecucion. Sin embargo, para
determinados valores del tiempo de finalizacion no se cumple que sea mayor que el
periodo: para los limites inferiores de los a—cortes con o menor que 0.357. Es decir,
solo para tiempos de ejecucion mayores que 5.19 (que es el limite inferior del a-
corte con 0=0.357) se cumple que el tiempo de finalizacion en la primera ejecucion
supera el periodo.

En la segunda ejecucion n=2 de la tarea, S, = S»» + P, = (19.3, 21.8, 22.5). Ver
Figura 5.38.

Para k=3, S5 = By + 2P, + Py - [ Spo/t1 1= (11.5, 13.8, 14.3) +{P,"1/3}= (23.2, 25.8,
26.6). Ver Figura 5.38.

Como S>3 # 5> se continua iterando, k=4
Sha=By+2:Py+ Py [ 853/ 1= (11.5,13.8, 14.3) +{Py'1/3}= S5

Como S>3 4 = S>3 se cumple que WCr = S14
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WCZJ Sz,2

14.5 159 16.4 19.3 21.8 225

Figura 5.38: Calculo iterativo del tiempo de finalizacion de la tarea 2 en su primera y segunda
ejecucion

Como el tiempo de finalizacion en la primera ejecucion supera el periodo sélo para
tiempos de ejecucion mayores que 5.19 (que es el limite inferior del a-corte con
0=0.357), el tiempo de finalizacion de esta tarea en la segunda ejecucion calculado
mediante este algoritmo es valido s6lo a partir de wey2=24.13, que es el limite
inferior del a-corte con 0=0.357 (ver Figura 5.38). Para valores menores, los
valores exactos de la funcién de pertenencia estan por debajo. En la Figura 5.38
aparece marcado con linea discontinua. Si el plazo es mayor que el periodo, el punto
de corte del plazo con el tiempo de finalizacion en el caso mas desfavorable estara
siempre a la derecha de dicho punto, en este caso, se trata de la primera ejecucion.

Como lN(S24 > 2-;) = 0 quiere decir que el periodo de ocupacion ha terminado.

Hay que comparar cada tiempo de finalizacion con el plazo correspondiente (ver
Figura 5.39).

rI(WC2’1 <Dy)=1 N(WCz’l <D;)=1-0.833=0.166
H(WC2’2< 1't2+D2): 1 N(WC2’2< 1't2+D2): 1

WCz,z

145 159 164 232 258 26.6 30.9

Figura 5.39: Comparacion de los tiempos de finalizacion de la tarea 2 con los correspondientes
plazos

Habria que coger el minimo de estos valores junto con los resultantes de céalculo de
peores tiempos de la tarea 1 y de la tarea 3, para obtener la posibilidad y necesidad

de que el sistema sea planificable.
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5.6.3. Extension del algoritmo con periodos borrosos

Cuando los periodos son borrosos y los demds parametros son numéricos, los
tiempos de respuesta de las tareas son conjuntos borrosos. Existe una dependencia
funcional entre el tiempo de respuesta de la tarea i y los periodos de las tareas mas
prioritarias.

Los tiempos de respuesta de las tareas son no crecientes con los periodos. Por esa
razon, el algoritmo con parametros numéricos se puede extender a periodos borrosos
mediante aritmética borrosa o mediante aritmética de intervalos:

(532) ¢, = f(1)) sz(g) OjON/1</<i

Por otro lado, el tiempo de respuesta de i es independiente de su propio periodo ¢
Como wc;, = e;, + (n-1)t; comparar wc;, con n-t; (que es el siguiente instante listo)
es lo mismo que, restando a ambos términos (n-1)-¢;, comparar e;, con ¢;. Por tanto, al
extender a niimeros borrosos no hay relacion funcional a tener en cuenta en la
comparacion de conjuntos borrosos E;, y T;. Por el contrario, no se deben comparar
los conjuntos borrosos WC;, y n'T; como si fuesen independientes, porque wc;,
depende de ¢,.

Por la misma razon se puede comparar directamente E;, con su plazo D; ya que son
independientes. No se debe comparar, por el contrario WC;, con D;, como si fueran
independientes ya que wc;, = e;, + (n-1)t;y d; = d; +(n-1)¢;

Por tanto, el algoritmo extendido a periodos, tiempos de ejecucion, tiempos de
bloqueo y plazos borrosos en términos de aritmética borrosa queda:
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for i=1 to n_tareas do
Si,o:Bf+Zij ;0 n=1
j=1
loop
while (S, #S,,.,) k=k+1
E,=S8,+J,—~(n-) T
if (N(E,, >T)#0)

in

n=n+l; S, =8, +F

else
N,/N,=min(N/N(E,<D)) 08 N& s »n
Siguiente tarea
end
endloop
end

S,atJ
SIK(S!/(I) B+nU’+ZP [‘ST—‘

J=1 J

r /N

planif

=min(M,/N,) OO0 N& < n_tareas

planif

Y el algoritmo basado en aritmética de intervalos con busqueda por biparticion:

ALG Aritmética de Intervalos
we,,(0)=0
Qz’ =1 to n_tareas do
we, ,(0)=we,_, (0); n=1
loop
, (0:5,=b,0); j, = j; (0); 1, =1, (0);s_in, =we,,,(0)+p,

J
1<js<i 15/51 Isj<i 1<j<l Isjsi 1sj<i

we, (1) = ALG BASICO

we;, (0) = ALG BASICO(

=0, 05 b=b,(); j; = J; (5 1 —r,.(l);s_in,:wci,,,w)J

Isj<i 1sj<i Isjsi 1sj<i Isjsi 1sjs<i

; s, =b,(1); j; = j, (0 t; =1, (1); s _in, =W6',-,n(1)J

we, (1) = ALG BASICO | p;
1<j<i

1<jsi Isj<i Isj<i l<]<1 1<j<l
we,,,(0) = ALGBASICO | p, = p, (0);:5,=b,(0); j, = j, (0); t, = ¢, (0); s_in, =we,, (1)
Isjsi 1sj<i Isjsi 1sj<i 1sj<i 1<j<1
ALG ZONA

if [ef, >4,(0)] n=n+l
else [I1,/N,= min{l'l /N(E,_x < D,,)} U0 NK s n ; siguiente tarea
end if

end loop

end
/N

planif

:min{l'll./Nl.} Ud Nl < n_tareas

rl planif

|
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El algoritmo ZONA que tiene en cuenta la existencia de periodos borrosos es:

ALG ZONA

¢, (0)=we,,(0) =(n =1y1,(0)

in

e, () =we,, (1) =(n =1yt,(1)

¢.,(0) = we,, (0) =(n ~1)7,(0)

¢, (1) = we,, (1) = (n =1y1,(1)

if (d,(0)2¢,(0) N(E,<D)=1, N(E,<D,)=1,

if [e:(O)»_,.(O)] ¢, =4,(0)+0

elsee’, =0

in W i

if (e, () 2d,(1) N(E,<D)=

else if (e, (1)< d,(1)) Biparticion sup
if (e, ()< d,(1) N(E,<D)=1

else if(e,, (1)>d,(1)) Biparticion inf

if (4,(0)<e,(0) M(E,<D)=0, N(E,<D)=0, ¢, =0
0

donde los algoritmos de buisqueda por biparticion en los limites superiores y en los

limites inferiores de los d—cortes son:

Biparticiéon inf

in

a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = wc,,(0), cota_sup = wc, (1)

while (

in(”)‘i,-(a)‘ >5)

a,—a,

a=a,+

Isjsi 1gjsi I<jsi 1S Isjsi 1<

if (ei,n @< 67,-(0’)) a,=a , cota_inf =wc,, @)

if(e,.m (a)> Z(a)) a, =a , cota_sup =wc, @)

.<D)=a; N(E,<D)=0; ¢, =¢,@)

in

we, (@) = ALG BASICO (pj =p,@)b=b@); j, =Jj @)t :7(0'); s _in; = cota_inf

|
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Biparticion sup
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = wc, (1), cota_sup = wc,,(0)

in

while (

en(@)=d @) >¢)

a, —a,
a=a,+———°2

we,,(@)=ALGBASICO | p, =p, (@b =b@); j, = j, @); t, =t, (@); s_in, =cota_inf

in
Isjsi 1sjsi Isjsi 1sjsi Isjsi 1sjsi

in

if (¢, (@) <d,@)) a,=a . cota_inf =wc,,@)

in

if (¢,,(@)>d,@)) a,=a , cota_sup =wc,, @)

n(e,<p)=1;  N(E,<D)=1-a; & =c,(@)

5.7. Extension del algoritmo de calculo del tiempo de
bloqueo para el protocolo PIP

Uno de los protocolos de sincronizacion, descritos en el capitulo 2, para implementar
la seccion critica de las tareas cuando éstas comparten recursos es el protocolo PIP o
protocolo basico de herencia de prioridades.

Recordemos que en este protocolo se utiliza un semaforo para implementar la
seccion critica. Cuando el recurso estd ocupado, la peticion se encola de acuerdo con
su prioridad. Al encolar una peticion, la prioridad de la tarea que est4 utilizando el
recurso se eleva temporalmente al valor de la prioridad encolada y asi se evita que
haya expulsion en la seccion critica por parte de otra tarea, lo que produciria una
inversion de prioridades no acotada. Al liberar el semaforo la tarea que estd al
comienzo de la cola accede al recurso.

El tiempo de bloqueo que puede sufrir cada tarea cuando hay recursos compartidos
en el sistema depende del tipo de protocolo utilizado, de la asignacion de prioridades
y de los tiempos de utilizaciéon de los recursos. En el capitulo 2 se presento el
algoritmo de calculo de los tiempos de bloqueo cuando el protocolo es PIP.

En la extension de dicho algoritmo a argumentos borrosos se considera que las
prioridades de las tareas son fijas y que el tiempo de utilizacion de un recurso » por
parte de las tareas es borroso RU;. A modo de ejemplo se muestra la extension del
algoritmo de célculo de los tiempos de bloqueo para este tipo de protocolo:
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6.

7.

Se ordenan las tareas de acuerdo con su prioridad. La tarea 1 es la mas
prioritaria.

Inicializacion de B: B = 0 (clasico)

Comienzo con la tarea menos prioritaria: i = n

B,’ =B
B = max (RU;, B)
Sii=1, termina el algoritmo. Si pr;.; > pc,, entonces B = 0 (clasico)

Iterar: i =i-1y continua en el paso 4.

Donde la operacion borrosa max indica el madximo de una serie de nimeros borrosos
[Dubois, Prade, 1980]. El maximo de dos numeros borrosos es otro nimero borroso
obtenido tal y como se indica en la Figura 5.40 con linea discontinua:

!
/A

Figura 5.40: Maximo de dos numeros borrosos

Se utiliza la funcidon maximo extendida, ya que el resultado no tiene porqué ser igual
a ninguno de los operandos. Si se hubiera extendido directamente la expresion “Si ru;
> b, entonces b = ru;“ a nimeros borrosos, el resultado podria ser o B o RU;

5.8. Planificabilidad de sistemas con servidores aperiodicos

En este apartado se va a estudiar la extension del andlisis de planificabilidad de
sistemas formados por tareas periodicas planificadas segin un criterio de prioridades
fijas y por tareas aperiodicas que son atendidas mediante un servidor. Se analizan
dos tipos de servidor, que ya fueron descritos en el estado del arte: Servidor
Esporadico (Sporadic Server: SS) [Sprunt et al., 1989] y Servidor Aplazable
(Deferrable Server: DS) [Lehoczky et al., 1987],[Strosnider et al., 1995].
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5.8.1. Servidor Esporadico

Cuando se utiliza un Servidor Esporadico para atender a las tareas aperiddicas, el
peor tiempo de respuesta de la tarea periodica i se obtiene cuando s;;=s;;.; mediante

la ecuacidn iterativa
S, _
B, + |,
. ‘

Se puede ver que existe interferencia del servidor de tareas aperiddicas en la
ejecucion de las tareas periddicas, retrasando su respuesta. Esta interferencia
depende de la capacidad del servidor ¢, y del periodo del mismo .

i-1
Sik = P +Z
=1

S k-1
t.]

Tal y como se puede ver en la ecuacion, desde el punto de vista de la
planificabilidad, el Servidor Esporadico (SS) se puede sustituir por una tarea
periddica con el mismo periodo y tiempo de ejecucion [Sprunt et al., 1989].

Por tanto, la extension de la formula anterior a valores borrosos de la capacidad y
periodo del servidor sigue el mismo razonamiento que se presentd para extender el
analisis de planificabilidad de tareas periddicas con tiempos de ejecucion y periodos
borrosos. Al igual que ocurre con los tiempos de ejecucion, el algoritmo iterativo es
no decreciente con la capacidad del servidor. Al igual que pasa con los periodos de
las tareas periddicas, el algoritmo es no creciente con el periodo del servidor SS. Por
tanto se cumple que los limites inferiores y superiores de los O-cortes de los tiempos
de finalizacioén borrosos se pueden obtener a partir de los limites de la capacidad y
del periodo del servidor de la siguiente forma:

we(a)= £ (e,@).1,@))
we(a)= £ (e,@)1,@)
donde fes el algoritmo iterativo.

Asi pues, el algoritmo de planificabilidad basado en aritmética borrosa cuando los
tiempos de ejecucion, los plazos, los periodos, la capacidad del servidor y el periodo
del servidor son borrosos es:
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Algoritmo de Aritmética Borrosa

WC, =0 (crisp)

Ny /Ng=min{N/N(WC, < D,}

for i=1 to n_tareas do
S0 =WC_ +P,
while (S, #8,,(S,.)) k=k+1
we, =S,,
N/NWC,<D,)
end

i—1 S
dado Si,k(Si,k—l):P,' +Z [‘]( —|+C [‘5 IT{»I—‘
Jj=1 j

Ui

s

Donde C; es la capacidad borrosa del servidor y 7 es el periodo borroso del servidor.

El algoritmo basado en aritmética de intervalos, para los mismos parametros
borrosos y con la inicializacidén propuesta en el apartado 5.2.3 es:

ALG Aritmética de Intervalos
w6 (0)=0

for i=1 to n_tasks do

we,(0)= ALG BASICO[ ;= 1, (0)ic,=¢,(0):t,=t,(0); t; =1, (0): s_in, =we,,(0) +p,
Isjsi 1sjsi Isjsi 1<jsi -

we,(1) = ALG BASICO[ = p, Wie, =, (it =t, (0 t; = 1, (1); s_in, :wci(O)]

- Isj<i 15,’51 lsjsi 1<j<i -

we, (1) = ALG BASICO [ p,=p, (e, =c, (e, =t,(1); t, =1, () s_in, :wc,,(l)]
Isjsi 1<j<i - 1Sjsi 1Sjsi -

we,(0) = ALGBASICO[ =D, (0)c,=c, (0%, =t (0); ¢, =1, (0);s_in,.:w_c,.(1)]
Isjsi 1<jsi - Isjsi 1sjsi

ALG ZONA

end
(5.33) | |
siant ! Ny =min{ N/ N(WC, < D} Oi

|

Donde el algoritmo bésico es:

ALG BASICO:

S0 =S _in,

wc, _Si,k

dado, s,

while (s, <s,,) k=k+1

i—1
Sik-1
=S
h=1 h
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El algoritmo ZONA (5.16), es el mismo que se mostrd en el apartado de prioridades

fijas y plazos menores o iguales que los periodos. Los algoritmos Biparticion
Superior y Biparticion Inferior son:

Biparticion inf

a,=0 ,a,=1,a =0, cota_inf = we;(0), cota_sup = we,(1)

while (‘wcl. (@) -d,(@) >.9)
a=a,+3"% ;a"

(5.34)

we; (@) = ALG BASICO{ p; =p; (@), =c @)1, :Z(a ) & :t_j@' ); s _in, =cota_inf
- 1)< Isjsi - 1<jsi 1<)si
if (we,(@) <d,@)) a,=a , cota_inf =we,@)
if(m(a’) >Z(a’)) a,=a , cota_sup =m@)

end

n(wc,<b)=a ; N(WC,<D)=0

Biparticion sup

a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = w_c,.(l), cota_sup = w_q(O)

while (|w_cl.(a’) ~d (@) >g)
a=a,+3 "%

(5.35)
we, (@) = ALG BASICO{ p,=p,@)c,=c,@)t,=t,@); t, = t, @); s_in, =cota_inf
Isjsi 1gjsi - 1<)<i ﬁ

if (we,(@) <d,@)) @, =a . cota_inf =we,@)
if (we,(@) > d,@)) a, =a . cota_sup =we,@)

end

n(wc,<p,)=1; N(WC, <D)=1-a

5.8.2. Servidor Aplazable

Cuando el servidor utilizado para atender a las tareas aperiodicas es el Servidor
Aplazable (DS) no resulta tan sencillo extraer conclusiones sobre la extension del
analisis de planificabilidad como en el caso anterior.

La férmula utilizada para calcular el peor tiempo de una tarea i, cuando s;;=s; .1 €s:
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i-1 —
S. S C
— ik—1 ik-1 s
Si,k_pi+§, g?j-'- 1+ Bs
=i t

s

En este caso la monotonicidad de la funcion aparece enmascarada. Si consideraramos
que s; k1 es constante, la funcion:

S C
1+ ik-1 K m‘

no es mondtona en ¢;. La forma de dicha funcién seria la indicada en la Figura 5.41.

300

250
200}

150 /
100 -

50+

Figura 5.41: Ultimo sumando de s; en funcion de c; suponiendo que s;,.; es constante

Sin embargo, hay que tener en cuenta que s;4; no €s constante sino que a su vez
depende de ¢,. A continuacion se presenta la prueba de que el algoritmo iterativo es
mondtono no decreciente en c;.

En primer lugar, suponemos que ¢;<t;, ya que el servidor debe dejar tiempo para la
ejecucion de las tareas periodicas. Para simplificar, estudiamos la respuesta de la
tarea periddica mas prioritaria i=1 y por tanto no hay interferencia de otras tareas
periddicas. Este supuesto no afecta al resultado.

Comenzamos el analisis partiendo de s 0=0. Como ¢;<t,, (-1<- ¢y/t; <0), y por tanto,

S0 T 6

sy =pt 1+ [d, =p, +c,
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En la siguiente iteracion, sustituyendo s; ; por su valor:

t

N

S, =D +(1 {mn [d, =p, +(1 +n,) Id donde n, ON-{0}

En la siguiente iteracion, podemos ver la relacion del nuevo valor n; con respecto a
no:

+(1+ - +
S5 =Dy +(1+[p1 (L4n)e, = D [d =p, +£1 +{—pl tnz 2, D d =p {1 +) g

t s

N

+n, & +n, &
donde n; [UN-{0}. Ademas como % >%, entonces {%—‘ 2{%1, 0

s N N N

lo que es lo mismo, n, 2 n,

En la siguiente iteracion se tiene:

+(1+ -
S4= D +[1+PD1 (Ln)e, =< U [d =p, +(1 +{—pl +t”3 2, U d =p, 1 +m,) g

t N

N

+ +
donde ny ON-{0}. Ademas como n, =n, entonces {pl n, L6, —‘ > (pl m, 12, —‘, olo
t t

N N

que es lo mismo, n, 2 n,.

Para una iteracion £, se tiene:

+(1+ - +
5. =P +[1_{Pl ( nk—l)cs CS—‘ @ =p, J{l {MD d =p, 4(1 +’”lk) £l

t

N

donde n; LIN-{0}.

Ademés como n,_, 2n,_, entonces

b +n, @ +n,, [d
Py T s—‘zlrpl My S—‘, o lo que es lo
t

N

mismo, n, 2n,_, .

De forma similar se continuaria el andalisis hasta que s; y=s; 41

Si observamos ahora el efecto que tiene un incremento en c; sobre el tiempo de
respuesta:
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Al aumentar ¢, también aumenta s, =p +c .. También s, = p, +(1 +n2) d,

p tnld
t

N

—D IEs :p] +(1 +7’l3) IE.L Ve

aumentado, o permanece igual, tanto el término n,; como el factor ¢, con lo cual
aumenta.

aumenta. El tercer valor de s, s,; = p, +(1 +{

p +n ld,
t

N

El cuarto s, =p +(1 +{ U d, =p, +(1 +n4) . ve aumentado, o

permanece igual, tanto el término n4 (porque n; aumenta o permanece igual y ¢
aumenta) como el factor c;.

Para cualquier iteracion, el valor de s aumenta al aumentar c,, con lo que el valor del
peor tiempo de la tarea también aumenta.

+
Sk — D +(1 +|7%—D ld, =p, +(1 +”k) d,

N

En consecuencia, tenemos que el tiempo de finalizacion de la tarea i en el peor caso
es mondtona creciente con la capacidad del servidor.

Por otro lado, el tiempo de finalizaciéon es mondtono no creciente con el periodo de
las tareas, como ocurre con los periodos de las tareas periddicas,.

Por tanto, al igual que con el servidor SS, los limites inferiores y superiores de los
a-cortes de los tiempos de finalizacion borrosos se pueden obtener a partir de los
limites de la capacidad y del periodo del servidor como:

we(a)= £ (e@).1,@)
we(a) = f(e,@).1,@)
donde fes el algoritmo iterativo.

Como hay operaciones parciales crecientes y otras decrecientes en ¢, no es posible
extender el andlisis mediante aritmética borrosa ya que daria una aproximacion no
valida de los tiempos de finalizacion borrosos.

El algoritmo basado en aritmética de intervalos con busqueda por biparticion es el
mismo que aparece en (5.33), donde el algoritmo basico es:
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ALG BASICO:

S0 =S _in

while (s, <s,,) k =k +1

wc, :SiA,k

i-l s s —c
h=l L t,

El algoritmo ZONA (5.16) es el mismo que para prioridades fijas y plazos menores o
iguales que los periodos. Los algoritmos Biparticiéon Superior (5.35) y Biparticién
Inferior (5.34) coinciden con los presentados para el servidor SS.

Concluyendo, en este capitulo se han propuesto extensiones borrosas del analisis de
planificabilidad para tiempos de ejecucion, plazos, periodos, tiempos de bloqueo,
“release jitter”, y capacidad y periodo de los servidores SS y DS borrosos. Se han
propuesto algoritmos, tanto para el caso de que los plazos sean fuertemente menores
que los periodos, como para cualquier plazo. Las extensiones basadas en aritmética
borrosa y la basadas en aritmética de intervalos proporcionan los mismos resultados
que la aplicacién del principio de extensién. Unicamente no es posible extender el
algoritmo mediante aritmética borrosa en el caso de tener un servidor DS si la
capacidad del servidor es borrosa.
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6. Analisis borroso de planificabilidad en
sistemas con prioridades dinamicas: EDF
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Tal y como se describido en el capitulo 2, el algoritmo “Earliest Deadline First”
(EDF) es un algoritmo de planificacion dindmica expulsor que selecciona la tarea a
ejecutar de acuerdo con su plazo absoluto, de forma que la tarea con el plazo mas
cercano se ejecuta con la prioridad mas alta. EDF no hace suposicion alguna sobre la
periodicidad de las tareas, por lo que se puede usar para planificar tanto tareas
periddicas como aperiddicas.

Se pueden encontrar en la literatura diversos andlisis para determinar si el sistema es
planificable cuando las tareas son periddicas. Dichos analisis distinguen dos
situaciones diferentes: que el plazo sea igual al periodo o que el plazo sea menor que
el periodo. En este capitulo se describen los andlisis de planificabilidad y se
extienden a tiempos de ejecucion, plazos y periodos borrosos.

En el apartado 6.1 se extiende el andlisis de planificabilidad basado en la utilizacion
total del procesador a tiempos de ejecucion y periodos borrosos cuando los plazos de
ejecucion de las tareas son iguales a los periodos.

En el apartado 6.2 se extiende el analisis de planificabilidad cuando los plazos de las
tareas son menores que los periodos. En ese caso el analisis se basa en la demanda
del procesador y se extiende a tiempos de ejecucion borrosos, sin embargo no se
puede extender este andlisis en general a plazos y periodos borrosos aplicando
aritmética de intervalos o aritmética borrosa con los mismos resultados de
posibilidad y necesidad que la aplicacion del principio de extension. Por ultimo en
este apartado cuando los plazos son borrosos se definen la posibilidad y necesidad
total como los valores de posibilidad y necesidad de planificabilidad teniendo en
cuenta todas las asignaciones de prioridades segun las posibles ordenaciones de los
plazos, y se muestra que, si existe orden fuerte entre los plazos absolutos borrosos, la
posibilidad y necesidad total coincide con la posibilidad y necesidad dadas por la
asignacion de prioridades asociada al orden fuerte.

6.1. Plazos iguales a los periodos

En capitulos anteriores se expuso que en sistemas con prioridades fijas la forma de
determinar si un sistema es planificable es calcular los tiempos de finalizacion de las
tareas en un hiperperiodo y compararlos con los correspondientes plazos. Cuando
existe un instante critico es suficiente con calcular los tiempos de finalizacién en la
primera ejecucion ya que ese es el mayor tiempo de respuesta de cada tarea. Por otro
lado, la condicion del limite de utilizacion total del procesador no proporciona una
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condicidon necesaria y suficiente en este caso, sino solo suficiente ([Liu, Layland,
1973)).

En cambio, cuando un sistema tiene los plazos de las tareas iguales a los periodos y
se planifica segun el algoritmo de planificaciéon EDF, la condicion dada por el limite
de utilizacion si proporciona una condicion necesaria y suficiente de planificabilidad
del sistema, por lo que no es preciso calcular los tiempos de finalizacion de las tareas
([Buttazzo, 1997]).

Cuando para todas las tareas periddicas el plazo es igual al periodo, se dice que el
sistema es planificable con EDF si y so6lo si la utilizacion total es menor o igual
que 1.

n_tar

(61)2”«1

l

En este caso el limite de utilizacion es 1, por lo que las tareas pueden utilizar el
procesador al 100% y ser planificables. En el ejemplo de la Figura 6.1 se compara la
planificacion dos tareas 4 y B obtenida mediante RMS y la obtenida mediante EDF.
Los periodos de las tareas son t4= 5y ¢z = 7, los plazos son iguales a los periodos y
los tiempos de ejecucion son py=2y pp=4.

RMS
A
! ! ! ! ! 351
tarcal?» i ! i | | | |
! 1 b ?! i i '¢ i
T i i i i i i_l_l
0 7 14 21 28 351
EDF
tarea A
5 | | 10 , 15| . 20 . 25| 30 . 35 ¢
tarea$ | | | | i i | |
i Al i o i i i
T i p i i i + i ?
[TTT] [TTT1
14 21 28 35

Figura 6.1: Dos tareas planificadas mediante RMS y mediante EDF
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La utilizacion total del procesador en este ejemplo es U = 2/5 + 4/7 = 0.97, lo que
quiere decir que el 97% del tiempo del procesador se utiliza en la ejecucion de tareas
periddicas quedando disponible el 3% restante. Como U>In2, no es posible
garantizar la planificabilidad de las tareas con RMS, mientras que si se garantiza con
EDF.

Tal y como se ve en la Figura 6.1, con RMS se produce un sobrepaso del plazo de la
tarea B en su primera ejecucion, mientras que con EDF todas las tareas terminan
antes de su plazo. También se puede apreciar la diferencia en el nimero de veces que
las tareas son expulsadas. En el ejemplo se ve que con RMS la tarea B es expulsada
cinco veces en un hiperperiodo, definido como el minimo comun multiplo de los
periodos (ver capitulo 2), y en este caso vale A=t,tz. En cambio, con EDF la tarea B
es expulsada una sola vez en 4 [Buttazzo, 1997].

A continuacion se presenta la condicion de planificabilidad expresada en funcion del
hiperperiodo 4. Tanto (6.1), como la nueva condicidn se van a utilizar para extender
el analisis de planificabilidad basado en la utilizacion del procesador a parametros
borrosos.

6.1.1. Ecuacion de planificabilidad de EDF en funcion del
hiperperiodo

Dado el hiperperiodo / de las tareas de un sistema, podemos decir que transcurrido
un tiempo 4 de ejecucion del sistema, éste se encuentra en la misma situacion que al
principio del hiperperiodo siempre y cuando la utilizacion del procesador sea menor
o igual al 100%. Por tanto, es suficiente con analizar el sistema en un hiperperiodo.

El algoritmo de planificacion EDF permite una utilizacion de la CPU del 100%
correspondiente a un total aprovechamiento de la CPU, por lo que el tiempo en que
la CPU est4 ocupada durante un hiperperiodo, sin que se sobrepase ningun plazo, es
cOmo maximo A.

En un hiperperiodo 4, la tarea i se ejecuta un nimero A/t; de veces y el tiempo de
CPU que ocupa la tarea i en & es p;( h/t;). Asi, teniendo en cuenta la ejecucion de
todas las tareas del sistema, el tiempo total que la CPU estd ocupada en un
hiperperiodo es:

t

1

n_tar
> p Ed
i=1
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Como ya se ha dicho, el tiempo maximo en que la CPU puede estar ocupada es el
propio hiperperiodo, con lo que la condicion de planificabilidad queda:

(6.2) Z pdi<n
i=1

L

Dividiendo ambos términos por /4, se obtiene la ecuacion de partida (6.1), por tanto,
ambas desigualdades son equivalentes.

En el caso limite en que el término de la izquierda de (6.2) es igual a 4, la CPU esta
utilizada al 100%, y se puede decir que el tiempo de finalizacion de la ultima tarea
ejecutada (en su Ultima ejecucion dentro del hiperperiodo) es 4. De forma similar, si
la utilizacion es mayor del 100%, el primer término de la desigualdad se puede
interpretar como el tiempo de finalizacion de la ultima tarea ejecutada en ese
hiperperiodo, tiempo que es mayor que /. Esto se debe a que en 4 la CPU esta
ocupada en todo momento.

Cuando la utilizacion es menor que 100%, entonces el resultado del primer término
de la desigualdad es menor o igual que el tiempo de finalizacion de la tltima tarea
ejecutada en /, ya que ese término no tiene en cuenta que puede haber “huecos” en la
ocupacion de la CPU, es decir, que no tienen porqué ejecutarse todas la tareas
seguidas sin interrupcién en la ocupacion de la CPU, sino que por el contrario,
normalmente existen huecos en los que la CPU queda libre, desde que una tarea
finaliza una ejecucion, hasta que la siguiente esta lista.

6.1.2. Extension del analisis de planificabilidad a tiempos de
ejecucion borrosos

En este capitulo se propone extender la ecuacion de utilizacion del procesador a
parametros borrosos para obtener las medidas de posibilidad y de necesidad de que el
sistema sea planificable, en lugar de aplicar el célculo inicialmente propuesto a partir
de los tiempos borrosos de finalizacion de las tareas dentro de un hiperperiodo y que
se expresa como:

rlplanifz mzn(I_I(WCU < dif ))
Nytanir=min(N(WCy; < dy; )) LieN| 1< i<n_tareas

El resultado obtenido de planificabilidad borrosa que se obtiene a partir de la
utilizacion total es el mismo que el que se obtiene si se calculan los valores de
posibilidad y de necesidad de planificabilidad segun las expresiones anteriores, pero
es mas rapido de calcular mediante la ecuacion de utilizacion.
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Siendo asi, se puede extender la ecuacion (6.1) que se rescribe a continuacion:

n_t

arp_
=<
zl t =h

=

a tiempos de ejecucion borrosos P;, segin se indica en (6.3), donde 1 es un nimero
clasico, segun se describe a continuacion.

(63) Y.

n_tar

S

i=1 t,‘

Extender (6.1) a parametros borrosos es equivalente a extender (6.2), por lo que en la
expresion de (6.1) con parametros borrosos el 1 de la desigualdad sigue siendo
numérico, independientemente de si el hiperperiodo es borroso o numérico. Al
aplicar el principio de extension a (6.2), se ha de escoger el mismo valor de /# a un
lado y al otro de la ecuacion, por lo que se puede simplificar, obteniéndose el valor
numérico 1 en (6.3).

Por tanto, hay que comparar los dos términos de (6.3) calculando la medida de
posibilidad y la medida de necesidad (6.4) de que la utilizacion total borrosa sea
menor o igual que 1, para dar el grado de planificabilidad del sistema:

(6-4) Wptaniy =T1 ( Z ﬂs 1] Nplanif':N[ z 5 < IJ

i=1 ti i=1 t,‘

Notese que el término de la izquierda de (6.1) es una funcién continua creciente en
pi. Por esa razon, se puede obtener mediante aritmética de intervalos y aritmética
borrosa el resultado exacto de utilizacion borrosa del procesador.

Ejemplo:

Sea un sistema de tiempo real formado por dos tareas periddicas cuyos periodos son
t1=3 y =5y cuyos tiempos de ejecucion estan modelados como nimeros borrosos
triangulares P1=(0.9, 1, 1.1) y P,=(3.2, 3.3, 3.6).

Se puede calcular el primer término de (6.3) mediante aritmética borrosa como:

> £-05L1D B2 35'3’ 36) _ (0.3, 0333, 0.366) +(0.64, 0.66, 0.72)

=) 3

1

Con lo que el nimero borroso triangular resultante es Z L= (0.94, 0.993,1.086)

=1 4
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Comparando la utilizacion total borrosa con el numero clasico 1, se obtienen las
siguientes medidas borrosas de planificabilidad del sistema, que se ilustran en la
Figura 6.2.

NEF
piany=11| Y = <1|=1

i=1 ti

2 2
Nplanif: N {zﬁ < IJZI'H(ZQ > 1j=1-0928=0072

i=1 %

0.94 0.993 1 1.086

Figura 6.2: Representacion grdfica de la condicion borrosa de planificabilidad extendiendo (6.1)

Por otro lado, si en lugar de extender (6.1), se extiende (6.2) a tiempos de ejecucion
borrosos, el hiperperiodo 4 vale 15, y se tiene:

22:3 [.‘:tf =(14.1,14.9,16.3)

i=l

Comparando dicho niimero borroso triangular con el hiperperiodo #=135, se tienen los
siguientes valores de posibilidad y de necesidad, ilustrados en la Figura 6.3.

l_Iplanif= H[ie E][té < 15]=1
i=1 i

2
Nytanig= N (ZR dti < 15] =1-0.928=0.072

i=1

En la Figura 6.3 se muestra el nimero borroso triangular obtenido del calculo
borroso anterior (14.1, 14.9, 16.3), el plazo de la tarea y un ejemplo, en linea
discontinua, de como podria ser el tiempo de finalizacion de la ultima tarea que se
ejecuta en A, (el tiempo de finalizacion de la tarea 1 en su quinta ejecucion) cuando
¢éste es menor que 2, de forma que el tiempo de finalizacién es mayor o igual que
(14.1, 14.9, 16.3). Cuando el tiempo de finalizaciéon es mayor o igual que /4, éste
coincide con el tramo correspondiente del numero borroso triangular (14.1, 14.9,
16.3).
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14.1 14.9 15 16.3

Figura 6.3: Representacion grdfica de la condicion borrosa de planificabilidad extendiendo (6.2)

Se puede observar que los resultados de posibilidad y de necesidad coinciden al
extender las ecuaciones (6.1) y (6.2) a tiempos de ejecucion borrosos.

También es posible obtener los tiempos de finalizacion de las tareas mediante
simulacion del sistema de tiempo real en un hiperperiodo. Si los tiempos de
ejecucion son numeros borrosos, se pueden obtener aproximaciones validas de los
tiempos de finalizacién borrosos mediante simulacioén por intervalos de los tiempos
de ejecucion, tal y como se ha descrito en los capitulos 3 y 5, ya que los tiempos de
finalizacion son funciones no decrecientes con los tiempos de ejecucion.

Tomemos como ejemplo un sistema de tiempo real con tres tareas periodicas 4, By
C con periodos iguales a sus plazos y de valores #,=3, #53=5 y tc=15. Sus tiempos de
gjecucion son numeros borrosos triangulares P,=(0.9;1;1.1), Pp=(1.9;2;2.1) y
P=(1.9;2;2.1). La Figura 6.4 muestra las distribuciones de posibilidad del tiempo de
finalizacion de C en su primera ejecucion obtenidas aplicando el principio de
extension y simulacion por intervalos.

99 10 10.9 11 11.2

Figura 6.4: Tiempo de finalizacion de C en la primera ejecucion mediante el principio de extension
(linea continua) y mediante simulacion por intervalos (linea discontinua)
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6.1.3. Extension del analisis de planificabilidad a periodos borrosos

Ademas de extender la ecuacion (6.1) a tiempos de ejecucion borrosos, también se
puede analizar la forma de extenderla a periodos borrosos.

Es importante distinguir el modelado de los periodos como numeros borrosos de
otras dos situaciones diferentes en las que se modela la incertidumbre en torno al
periodo, ya sea el plazo o ya sea una incertidumbre fija en el tiempo listo, tal y como
se describe a continuacion.

a) El periodo es numérico y el plazo es borroso en torno al periodo numérico.

En este caso al ser el periodo numérico y el plazo borroso, periodo y plazo no
coinciden, por lo que no se puede extender la ecuacion (6.1) a parametros borrosos,
ya que solo es valida cuando ambos coinciden. En [Terrier et al., 1995] los autores
confunden ambos conceptos, tratando de definir un hiperperiodo a partir de los
plazos borrosos en lugar de hacerlo a partir de los periodos numéricos, y no
resuelven el anélisis de planificabilidad en esa situacion.

b) El periodo t es numérico, y existe una incertidumbre fija R en torno al tiempo
listo.

En este caso, el periodo es numérico y existe incertidumbre acerca del instante de
activacion inicial de las tareas, y por tanto de igual forma en las sucesivas
activaciones o instantes listos. La incertidumbre no aumenta al aumentar el numero
de ejecuciones, como ocurre al modelar los periodos como nimeros borrosos.

Asi, el instante listo en la primera ejecucion es 0-¢# + R, donde R es un numero
borroso con nucleo ={0} (ver Figura 6.5)

Y el instante listo en la n* ejecucion es (n-1)¢ + R, donde el primer sumando es

numérico y el segundo es borroso.

0

Figura 6.5: Numero borroso R con nicleo={0}
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En este caso, tanto los periodos como los plazos son numéricos y coinciden, y la
incertidumbre aparece en todos los tiempos listos de las tareas. Recordemos que si no
existe un instante critico, es decir si no hay un instante en el que todas las tareas
estan listas a la vez, entonces no se puede aplicar la ecuacion (6.1).

Tarea A

~0 3 6 9 12 15 t
Tarea B

/A A A A

i t
0 5 10 15

Figura 6.6: Dos tareas con tiempo listo borroso en torno a periodos numéricos

En la Figura 6.6 se muestran los tiempos listos borrosos de dos tareas con periodos
numéricos #4=3 y tp=>5 respectivamente. Los nlimeros borrosos R; y R, que modelan
la incertidumbre en torno al periodo son distintos y aparecen dibujados. Si nos
fijamos por ejemplo en los instantes en que estan listas por primera vez las tareas 4 y
B en el limite inferior del a-corte con a=0 (que en la figura se han marcado con un
circulo), se observa que no coinciden.

Por tanto, si se desea calcular la planificabilidad borrosa del sistema cuando los
periodos y los plazos son numéricos y hay una incertidumbre R en torno a los
periodos para modelar el tiempo listo, no se puede utilizar la féormula (6.1). En este
caso, se pueden obtener los tiempos de finalizacion borrosos mediante simulacion y
posteriormente compararlos con los plazos con el fin de calcular la planificabilidad
del sistema. Si se calcula la planificabilidad por este camino, hay que tener en cuenta
que el tiempo de finalizacién de una tarea y el plazo correspondiente (que coincide
con el tiempo listo de la siguiente ejecucion) no son independientes y por tanto no se
pueden comparar ambos numeros borrosos como si lo fueran.

Siendo el tiempo de ejecucion un numero clésico, el tiempo de finalizacion resultante
es un conjunto borroso debido a que el tiempo listo es borroso. En el caso mas
sencillo, para la tarea mas prioritaria, en su primera ejecucion, el tiempo de
finalizacion es el tiempo listo mas el tiempo de ejecucion WC=R+p,;. Existe, por
tanto una relacion funcional entre el tiempo de finalizacion y el tiempo listo. El plazo
con el que se compara ese tiempo de finalizacion también es borroso ya que este
tiempo es el plazo relativo, que es numérico, mas el tiempo listo inicial, que es
borroso. Como el plazo relativo numérico es igual al periodo se tiene D; ;= R+d,=
R+t



Capitulo 6: Andlisis borroso de planificabilidad en sistemas con prioridades dinamicas: EDF 271

Por tanto, para obtener las medidas de posibilidad y de necesidad de que el tiempo de
finalizacion esté antes del plazo correspondiente hay que extender r+p;<r+t; que,
simplificando, es lo mismo que extender p;<¢; . Por lo que:

H(WC1<D1’1): 11 (p1<t1)
N(WC1<D1,1) = N(p1<l‘1)

que se reduce a una comparacion entre nimeros clasicos.

Una vez aclarados los dos casos anteriores, a continuacion se estudia la extension del
analisis de planificabilidad a periodos borrosos.

Si el periodo 7; es borroso, al aumentar el nimero de ejecuciones aumenta la

incertidumbre del tiempo listo correspondiente, tal y como se muestra en la Figura
6.7.

Tarea 1 T AT] T2'T1 T 3-T)

0 3 6 9 t
TareaZT TTZ T2-Tz
0 5 10 t

Figura 6.7: Dos tareas con periodos borrosos

Asi, si existe un instante critico se tiene:
Tiempo listo en la primera ejecucion = 0-7;
Tiempo listo en la n“ejecucion = (n-1)-T;
Como ya se ha mencionado, la ecuacion (6.1):
n_tar
32

= L

1

es equivalente a su expresion (6.2) en funcion del hiperperiodo A4:
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i=1

i

Sin embargo, al extender el andlisis a periodos borrosos, deja de existir un
hiperperiodo definido de forma cierta y precisa. Por tanto es necesario estudiar el
problema en detalle para determinar si es posible extender (6.1) a periodos borrosos.

El significado del hiperperiodo, cuando los periodos son borrosos, se puede ilustrar
mediante el andlisis de intervalos. Para cada limite de cada a-corte de los periodos
borrosos se obtiene una tupla de periodos numéricos, y se puede calcular el
hiperperiodo numérico asociado a la tupla de periodos. Aunque los hiperperiodos
pueden ser muy diferentes para las distintas tuplas, como se vera en el siguiente
ejemplo, se puede aplicar para cada una de ellas la ecuacidon (6.2) y por tanto,
simplificando, se puede aplicar a cada tupla la ecuacion (6.1). Por lo que es
equivalente a aplicar aritmética de intervalos a la extension borrosa de (6.1), donde el
1 es un niimero clasico, a pesar de no existir un hiperperiodo cierto.

Sean dos tareas con periodos borrosos 77=(2.9, 3, 3.1) y 7>=(4.9, 5,5.1)

Primero se analizan los periodos con a=1, es decir, ;=3 y #,=5. Para estos periodos,

el hiperperiodo es 4=15.

Los periodos asociados al limite superior del ad—corte con a=0 son #,=3.1 y £©=5.1,
que cambiando de escala con k=10 se tiene k=31 y kt,=51. El valor del
hiperperiodo es 4=31-51=1581. En un hiperperiodo, la tarea 1 se ejecuta 51 veces
(que es 1581/31) y la tarea 2 se ejecuta 31 veces (que es 1581/51).

Aplicando (6.2) y el cambio de escala £, se tiene:

(ke ety + pr( Bkl k) < h

p1-10-(1581/31) + p,-10-(1581/51) < 1581
p1-10-(51) + p2-10-(31) < 1581

Para los periodos asociados al limite inferior del ad—corte con a=0, #,=2.9 y £,=4.9, el
valor del hiperperiodo es #=29-49=1421, aplicando de nuevo un cambio de escala
k=10.

De forma similar, los periodos asociados al limite superior del ad—corte con a=0.7
son #,=3.03 y £©=5.03 que, cambiando de escala con k=100, se tiene k#,=303 y
k-t,=503. El valor del hiperperiodo es 4=303-503=152409. La tarea 1 se ejecuta 503
veces en un hiperperiodo y la tarea 2 se ejecuta 303 veces.
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Como se ve, para diferentes valores de los periodos, el hiperperiodo /# varia mucho
pero la aplicacion de la ecuacion (6.2) es correcta. Si se divide para cada pareja de
periodos, los dos términos de p;-(h'k / k't)) + pr( bk / kt;) < h por h, y se simplifica
el factor £, la ecuacion resultante es (6.1) aplicada a los limites de los a—cortes de los
periodos borrosos T;, es decir, se ha resuelto mediante aritmética de intervalos la
ecuacion borrosa:

n_tar

65) > % <1
i=1

i
donde el término de la derecha es numérico.

Se ha comprobado que a pesar de no existir un unico hiperperiodo para el analisis del
sistema (problema planteado y no resuelto por Terrier [Terrier et al., 1995]), se puede
extender la condicion de planificabilidad (6.1) a periodos borrosos.

En el mismo ejemplo de antes, con periodos borrosos 77=(2.9, 3, 3.1) y 7>,=(4.9,
5,5.1), si los tiempos de ejecucion numéricos son p=1 y p,=3.4, aplicando (6.5) se
tiene:

pUTy+ pal Ty = 1/(2.9, 3, 3.1) + 3.4/(4.9, 5, 5.1)

Y las medidas de posibilidad y necesidad que se obtienen son:
leanifZH ( (pl/T1 +p2/T2 )S 1 ) =045 Nplanifzo

Para ese valor de 0=0.45 los periodos asociados al limite superior del a-corte son
t1=3.055 y £,=5.055. Para dichos periodos la utilizacion numérica asociada del
procesador es 1, el valor de /4 es h=(3055-5055)/5=3088605, la tarea 1 se ejecuta
1011 veces en & y la tarea 2 se ejecuta 611 veces.

Si ademas de periodos borrosos los tiempos de ejecucion también son borrosos, las
medidas de posibilidad y de necesidad de que el sistema sea planificable son:

”,m"P ”,m"P
leanif:H(Z?lSIJ Nplanif:N(z?lSIJ

i=1 i i=1 i

El resultado es el mismo que si se aplica el principio de extension, aritmética de
intervalos o aritmética borrosa ya que la funcion > =i , 4 (p: / %) es continua,
creciente en p; y decreciente en ¢;.
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6.2. Plazos menores que los periodos

Cuando los plazos no coinciden con los periodos la ecuacion (6.1) es una condicion
necesaria pero no suficiente de planificabilidad, y en su lugar el analisis se puede
realizar usando un criterio de demanda del procesador [Buttazzo, 1997]. Veamos
primero este enfoque en el caso de que los plazos sean iguales a los periodos.

La demanda de procesador de una tarea i en un intervalo [tm, tm+I] es el tiempo de
procesamiento que la tarea i requiere en dicho intervalo y que debe completar en el
instante tm+/ o antes. Con el algoritmo EDF, este es el tiempo de procesamiento
requerido en [fm, tm+[] que debe ser ejecutado con plazos menores o iguales que
tm+I.

Para un conjunto de tareas periddicas, con plazos iguales a los periodos, invocadas
en el instante tm=0, la demanda de procesador acumulada en un intervalo [0,/] es la
cantidad total de tiempo de procesamiento cp(0,/) que se tiene que ejecutar con
plazos menores o iguales a /. Esto es,

& (0.0) :ZH )

i

donde el redondeo hacia abajo de un niimero x se expresa como | x |. El teorema de
Jeffay y Stone afirma que la planificabilidad de un conjunto de tareas periddicas
planificadas mediante EDF queda garantizada si y solo si la demanda de procesador
acumulada en un intervalo [0,/] es menor que el tiempo disponible, esto es, que la
longitud del intervalo /. O lo que es lo mismo: Un conjunto de tareas periodicas es
planificable con EDF si y solo si para todo [, [ >0,

(6.6)] 2 ZLLJ D,

Es suficiente con comprobar (6.6) para los valores de / iguales a los tiempos listos
menores que el hiperperiodo /4. Si se cumple la ecuacion para los tiempos listos / =7,
también se cumple para todo / & [ry, 7x+1), ya que se verifica:

VI Er rin), {LJ = {r—kJ
t] |t

donde ry es el tiempo listo de una tarea en una ejecucion cualquiera y 741 es el
primer tiempo listo que se produce después de 7, ya sea de la misma tarea o de otra.
Ademas, los valores de / para los que se debe comprobar la ecuacion (6.6) se pueden
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reducir a los tiempos listos que se encuentran dentro del periodo de ocupacion. El
periodo de ocupacion es el menor intervalo [0, /*] en el que el tiempo total de
procesamiento wp(/*) requerido en [0, /*] se ejecuta por completo, donde:

n Z sk
wp (%) = ert_‘l b,
i=1 i
El periodo de ocupacion bp se puede definir como:
bp=min{ [* | wp(l*) = 1*}

El algoritmo para calcular el periodo de ocupacion bp es:

Periodo ocupado

l*:Zn:pi

i=1
I'=w,(1%)
h=mem(t,t,,..t,)
while (/'# [*) and (/'< h)

{ =1

I'=w, (%) )

if(l'sh) b, =1*

else b, =

6.7)

Cuando el sistema esta sobrecargado el procesador esta siempre ocupado y el periodo
de ocupacion es infinito. Si el sistema no estd sobrecargado, el periodo de ocupacion
termina al comenzar un tiempo de procesador disponible, o bien con el tiempo listo
de una tarea periodica.

De acuerdo con lo anterior, para determinar la planificabilidad de un conjunto de
tareas periodicas, se debe comprobar la ecuacion (6.6) para todo [ € &, donde:

7\?: {l”u | l",'J' S min(bp,h), 1§1§n, ]21}
y donde r;; es el tiempo listo de la tarea i en su ejecucion ;.

Veamos a continuacion la extension al caso de tener plazos menores que los
periodos. El enfoque de demanda del procesador queda expresado mediante el
siguiente teorema ([Buttazzo, 1997]). Si D = {d;x | dix = kt;+d; , d;x < min(bp,h),
1<i<n, k>0}, entonces un conjunto de tareas periodicas con plazos menores que
los periodos es planificable si y solo si
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i=1 i

6.8)V1eD zziul'tdeﬂJ o,

Ejemplo:

Sean tres tareas con periodos #,=4, =6 y t3=7, tiempos de ejecucion p;=1, p,=2.5y
p3=2.3, y plazos d,=4, d,=6 y ds=6. Notese que para la tarea 3 el plazo no coincide
con el periodo. Por tanto el que la utilizacion total sea menor o igual a uno es una
condicion necesaria pero no suficiente para que el sistema sea planificable.

n_tar
En este caso se tiene: z bi 0.995 <1

i=1 i

La Figura 6.8 muestra una parte de la planificacion de las tareas, concretamente,
hasta que la tarea 1 sobrepasa su plazo en el instante 48 finalizando su ejecucion en
48.1. El hiperperiodo de este sistema es #=84. El periodo de ocupacion, aplicando el
algoritmo (6.7), es bp=83.6 y es menor que el hiperperiodo. Tal y como se ve en el
ejemplo, el sobrepaso del plazo se puede producir en cualquier punto del periodo de
ocupacion. No se tiene por qué dar ni en la primera ejecucion de las tareas ni al final
del periodo de ocupacion. El segundo término de la desigualdad (6.8), que
corresponde a la demanda de procesador, a menudo coincide con el tiempo de
finalizacion de la tarea en una determinada ejecucion, pero no siempre es asi.

tarea 1
%1 T 6~8T 10.3T 13.6T 19.4T 22.9T 26.2T 29.7T 355 37 T 23 T 48'1ﬁ
[T 11 7 (1 T T [] []
0 4 8 12 16 20 24 28 2 36 40 44 48
tarea 2
T| M Tl‘llﬁ TH‘ZrIfT 1| |‘|‘34h5T aniinmi T
0 6 12 18 24 30 36 42 48
tarea 3
0 7 14 21 28 35 ) 49

Figura 6.8: Planificacion de tres tareas mediante EDF
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Por ejemplo, comprobando la ecuacion para / = d3 3 = 27 se tiene:

27223“&27_‘11‘J+1] p, =252

=\

1

En este caso, el segundo término de la desigualdad coincide con el tiempo de
finalizacion de la tarea 3 en su cuarta ejecucion, tal y como se ve en la Figura 6.8.

En cambio, para /=d, =40 se obtiene:

40223‘,&40;61"J+1j [h; =36.5

i=1 i

que es distinto, el tiempo de finalizacion de la tarea 1 en su décima ejecucion
wer10=37. Esta diferencia se debe a que no se contabiliza que la tarea 3 ha ejecutado
una parte de su sexta ejecucion, concretamente 0.5 unidades de tiempo.

6.2.1. Extension del analisis de planificabilidad a tiempos de
ejecucion borrosos

El objetivo de este apartado es proporcionar medidas de posibilidad y de necesidad
de planificabilidad del sistema extendiendo la desigualdad (6.8) a tiempos de
ejecucion borrosos mediante la aplicacion de aritmética borrosa y aritmética de
intervalos. Recordemos la desigualdad citada:

donde D = {d;x | dix = k-t +d; , dix < min(bp,h), 1<i<n, k>0}.

Se puede observar que los valores de / dependen de los periodos y de los plazos, y
son independientes de los tiempos de ejecucion. Estos valores de / son los plazos
absolutos de las tareas en las sucesivas ejecuciones, dentro del periodo de ocupaciéon
o del hiperperiodo y no son borrosos ya que en este caso solo los tiempos de
ejecucion lo son.

El segundo término de la desigualdad, que es la demanda de procesador c,, es una
funcioén creciente en los tiempos de ejecucion p;. Por tanto, aplicando la propiedad de
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funciones mondtonas (ver capitulo 4), es posible obtener los limites inferiores y
superiores exactos de los a-cortes de la demanda borrosa de procesador, como:

o@=/(p@)  e@=r(n@)

siendo f(p,)= Z&l_d" J +1] .

i=1 t[
Una vez obtenida la demanda borrosa aproximada C,, se compara con el valor de /,
que es numérico. Como la aproximacion borrosa obtenida es valida, los valores de
posibilidad y necesidad de que / sea menor o igual que la demanda borrosa son

exactos.

Asi, para tiempos de ejecucion borrosos, se puede extender el andlisis de
planificabilidad tanto mediante aritmética borrosa (6.9) como mediante aritmética de
intervalos (6.10).

Mediante aritmética borrosa (6.9), se pueden calcular las medidas borrosas de

planificabilidad extendiendo la desigualdad a tiempos de ejecucion borrosos y
tomando el minimo de las medidas de posibilidad y de necesidad para cada valor que

toma /:
) 2 I-d,
6.9 N, =min< M1} /2 p -+ 1|LP
i=1 i
N iy = min{N(l > ﬂl —d, J +1J U’,J}
» i=1 t[

V1D,V 1<i<n_tareas

Donde D = {d; | dix = k't;+d; , dix < min(bp,h), 1<i<n, k>0},y b, es el periodo de
ocupacién y 4 es el hiperperiodo. El periodo de ocupacion se calcula aplicando (6.7).

Como ya se ha dicho, también es posible obtener las medidas borrosas exactas de
planificabilidad aplicando aritmética de intervalos, y para acelerar el célculo se
puede aplicar la blisqueda por biparticion del punto de corte entre la demanda
borrosa del procesador C, y el valor numérico que toma /. El algoritmo basado en
aritmética de intervalos con busqueda por biparticion es:
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(6.10)

ALG Aritmética de Intervalos

ALG ZONA'
end

My / Ny = min{ 1 (C, (01, )/ N (C, 0,0 1, } Dick

donde el algoritmo ZONA’ (6.11) determina si la zona de busqueda del punto de
corte se encuentra en los limites superiores de los a-cortes de C,, o bien en los

limites inferiores.

6.11)

ALG ZONA'
it (4, 2e,0) N(C,(1,)s,)=1. N(C, (1) <,) =1,
I

(c0):
if (7, <¢,(0)) n(c/,([,k)sl[,k)

1
S
2
a
—_
T~

£
~
IN
o~
=~
~——
1
=

it (c,21,) N(C,(L,)<sh,)=0
else if (g(l) <l,,) Biparticion sup'

if (e, <1,) M(C,(h)<1,)=1

elseif(c,(1)>/,) Biparticion inf"

Si la zona de busqueda se encuentra en los limites inferiores, la necesidad de
Co(li)<lix es 0. El algoritmo Biparticiéon inf’ (6.12) realiza la busqueda por
biparticion, con la precision € deseada, y el valor o del punto de corte es la
posibilidad de Cy(/; 1)< lix.
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Biparticion inf'
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = ¢,(0), cota_sup = c,(1)

>¢)

while (‘c_p @) -1,

_ a,—a,

a=aq,+——2
(6.12)
- lik _d]
o= 5| o
SO 2|77 2
1f(cp(a)<ll!k) a,=a , cota_inf =c,@)
1f(cp(a') >l,’k) a,=a , cota_sup =c,@)
end

n(c,aosi,)=a; N(C,a0s1,)=0

De forma similar, si la zona de busqueda se encuentra en los limites superiores la
posibilidad de C,(/;4)< [;x es cero, y el algoritmo Biparticion sup’ (6.13) realiza la
busqueda del punto de corte por biparticion para calcular la necesidad de C,(/;1)< /; .

Biparticion sup’
a,=0 ,a,=1,a =0, cota_inf = c_p(l), cota_sup = c_p(O)
while ([c, (@) ~1,.| >¢)
— a,—aq,
6.13)] TN
¢,(@) :Z[ Z"*t_d"J+1}p_j(a)
= j

if (c,(@)<1,) @ =a . cotainf=c,@)

it (c,(@)>1,) a,=a . cota_sup =c,@)
end

n(c,tost,)=1:  N(CG)sl,)=1-a

Ejemplo:

Recordemos el ejemplo ya planteado anteriormente con todos los parametros
numéricos, en el que el sistema estad formado por tres tareas con periodos #,=4, t,=6 y
1;=7, tiempos de ejecucion p;=1, p,=2.5 y ps=2.3, y plazos d,=4, d,=6 y d3=6.

El hiperperiodo es #=84, el periodo de ocupacion es b,=83.6 y se calcula aplicando
el algoritmo (6.7). Si se aplica (6.8) para determinar la planificabilidad del sistema,
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se observa que la desigualdad no se cumple para /=48, ya que para ese valor se tiene
c,=48.1.

Si se modelan los tiempos de ejecucion como niimeros borrosos triangulares P;=(0.8
09 1.1), P,=(2.3 2.4 2.6) y P;=(2.1 2.2 2.4), podemos obtener los valores de
posibilidad y necesidad de que el sistema sea planificable aplicando el algoritmo
basado en aritmética de intervalos (6.10):
1. Se determina la zona de busqueda por biparticion:
Para E(O) , U>1, por tanto no es necesario calcular ¢, ya que el sistema no es
planificable para estos valores de los tiempos de ejecucion.
Para ;i(l) , UL1, b,=11.9, se cumple (6.8) para todo /. Por tanto el sistema es
planificable.

2. De acuerdo con el algoritmo ZONA’, el punto de corte entre C, y / se encuentra
en los limites superiores de los a-cortes.

3. Biparticion:

Para o=0.5, p,(0.5), U<I1, b,=83.6 y /=48. En este caso no se cumple (6.8) ya
que para ese valor de / se tiene que ¢,=48.1.

Se sigue aumentando sucesivamente el valor de o hasta que para a=0.5626 se
tiene que con E(O.S +0.0625), U<1, b,=47.93, se cumple (6.8) para todo /. Por
tanto el sistema es planificable para los limites superiores de los a-cortes con
a=0.5625

Por el contrario, para a=0.5+ 0.0625/2=0.53125, los tiempos de ejecucion son

2(0.53125) , ¥y no se cumple (6.8).

Si consideramos que la precision conseguida en o es suficiente, las medidas de
planificabilidad borrosa son:

leanile Npla;;gf:1'0.5625:0.4375

6.2.2. Extension del analisis de planificabilidad a tiempos de
ejecucion, periodos y plazos borrosos

En este apartado se va a analizar si es posible extender la condicion de
planificabilidad de este tipo de sistemas a periodos y plazos borrosos, ademas de los
tiempos de ejecucion, aplicando aritmética borrosa y aplicando aritmética de
intervalos. Para ello, se va a comprobar si las aproximaciones de la demanda borrosa
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del procesador obtenidas por ambos métodos son aproximaciones validas y si el
resultado de comparar la demanda borrosa con L es exacto.

Analizaremos en primer lugar si la demanda de procesador es mondtona con los
plazos y los periodos. Sea / = kt;+d;. La demanda del procesador para ese valor de /

€S:
c,(t,,d,;)= Z& 4+, dJ+1]~p,-

. kt +d —d,
Si i=j entonces %ﬂ .=(k+1)

i

y este sumando de la demanda del procesador es independiente del periodo ¢y del
plazo d;

jotio
ti

L kt +d. —d,
Por el contrario, si i=f entonces | | ———— |+1 | p, = (t d;,t ,d° ,pl)

donde g(4", d;", t;, d;i, p;") indica que este sumando es una funcién no decreciente
con 4, d; y p; y no creciente con t;y d;.

Por tanto, para todo i, j se tiene ¢,= g’(¢;", d;', t;, di’, pi")

Por otro lado, se observa de manera inmediata que [ = f'(4;", d;"), esto es, [ es no
decreciente con ¢y d;, ya que:

le {di,k | di,k = kt;y+d; , di,k < mil’l(bp,h), 1<i<n, kZO}

El valor borroso L para t; y d; borrosos se calcula de forma exacta mediante
aritmética borrosa o mediante aritmética de intervalos, ya que se trata de una funcion
continua y monotona.

Por otro lado, se pueden calcular aproximaciones borrosas de ¢, con los limites
exactos de los a-cortes mediante aritmética de intervalos, o bien aplicando aritmética
borrosa, dado que se verifica la propiedad de las funciones mondtonas:

e, @ =¢'(1,@).d,@).5@).d,@),p,0))
c,(@=g'(r@).d,@)..@).de).pa)
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Por tanto es posible extender a periodos y plazos borrosos los dos términos de la
desigualdad:

donde D = {diy | di = kti+d; , diy < min(bph), 1<i<n, k>0}.

El paso siguiente es la comparacion de los conjuntos borrosos L y la aproximacion
valida borrosa C,. Los resultados de posibilidad y necesidad que se obtienen de la
comparacion entre L y la demanda del procesador borrosa exacta coinciden con los
que se obtienen si se sustituye la demanda exacta por una aproximacion valida,
siempre que no exista relaciéon funcional entre los conjuntos que se estan
comparando. Sin embargo, en este caso existe una relacion funcional entre /'y ¢, ya
que ambos dependen de ¢ y d;. Es preciso tener en cuenta dicha relacion ya que los
valores de posibilidad y necesidad que se obtienen al compararlos como si fueran
independientes no coinciden con la aplicacion del principio de extension.

En el siguiente ejemplo se muestra que, a pesar de tener aproximaciones validas de la
demanda del procesador, las medidas borrosas resultantes de comparar dichos
conjuntos con L, olvidando la relacién funcional existente entre ellos, no coinciden
con los resultados que proporciona el principio de extension.

Ejemplo:

Sea un sistema formado por dos tareas y cuyo periodo de ocupacion es tal que D =
{dip =d\, drpo=d>}, es decir, s6lo se analiza la primera ejecuciéon de cada tarea.
Ademas, solo se produce una ejecucion de cada tarea en dicho periodo, con lo que
l(I-d;) / t;<1. En este caso ¢, coincide con el tiempo de finalizacion de la tarea.

Si d1<d, entonces para /=d|, se tiene c,=p=wci, y para [=d, , c,=pi+p,=wc,. Es decir,
si d; es menor que d, entonces la tarea 1 se ejecuta antes y su tiempo de finalizacion
es wc; = p; que coincide con la demanda de procesador para /=d,. En este caso la
tarea 2 se ejecuta después de la tarea 1 y su tiempo de finalizacion es wey = p1+p2
que coincide con la demanda de procesador para /=d, .

Si di>d, entonces para I=d>, se tiene c,=p,=wc,, y para [=d,, c,=pi1+tp,=wc;. Es decir,
si d, es menor que d; entonces la tarea 2 se ejecuta antes y su tiempo de finalizacion
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es wcy = pp que coincide con la demanda de procesador para /=d,. La tarea 1 se
ejecuta después de la tarea 1 y su tiempo de finalizacion es we; = p1+p, que coincide
con la demanda de procesador para /=d, .

Para que el sistema sea planificable se tiene que cumplir que [>c, para I=d, y I=d,. O

lo que es lo mismo se debe verificar:

(6.14) {(di<d>) AND (p1 <di ) AND (pitp> < d>) } OR
OR { (d2<d\ ) AND (p2 < d> ) AND (pitp2 < di) }

Si se extiende el andlisis a parametros borrosos, la posibilidad de que el sistema sea
planificable se puede obtener aplicando el principio de extension de la siguiente
forma:

I_Iplanif = sup{ sup d1r<1;112in (/Jpl (p1)7ﬂ1>1+p2 (pl +p2)a/’[Dl (dl)a,uDz (dz)),

pisd,
pitpysdy

sup dI>13iIl (iufi+Pz (p1+p2)"upz (pZ)"uDl (dl)”uDz (dz)) }

1>d,
p1tpy<d,
Prsdy

O lo que es lo mismo:

rlplam'f = sup{ min (,upI (pl)a,umpz (p1 +pz)uuq (d1)nup2 (dz))a

d,<d,
Pi<d

(6.15) Pt
dll;%zln (/'IRHD2 (pl +p2)9/'1P2 (pz)aﬂDl (dl),,LID2 (dz)) }

pitpy<d,
pr=d;

La necesidad de que el sistema sea planificable, se puede expresar como uno menos
la posibilidad de que no sea planificable, y para que el sistema no sea planificable
basta con que no se cumpla />c, para alguno de los valores de /, /=d,, o bien /=d>. Es
decir, para que el sistema no sea planificable se debe verificar:

(6.16) {[(p1>di)AND (di<dx)] OR [(p1+p2>di)AND (d1>d>) ]}
OR {[(p2>dr)AND (d2<d; )] OR [(p1+p2>d>y)AND (dr>d; )]}

Extendiendo la expresion anterior a parametros borrosos, la posibilidad de que el
sistema no sea planificable es:
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rlelan[f = Sup{ Sup 1(}?({2(/’[131 (pl)’/'IDl (dl)’/’ID2 (dz)),

Pr>d;

sup min (/'IR+P2 (pl +p2),,UDl (dl)"uDz (dZ))’

d,>d,
pitpy>d,

sup mln(/Jp2 (Pz) Hp, (dl)nuDz (dZ))’

d\>d,
P2 >d2

sup min (,UPHDZ( +p2)7/'1D1 (d1)a/JD2 (dZ)) }

d,<d,
ptpy>d,

Con lo que la necesidad de que el sistema sea planificable es uno menos dicha
posibilidad, esto es:

Nplamf = 1 - rlelam:/“ :1 _Sup{ 1;,21;} (l’IP1 (pl)alle (dl)al’lD2 (d2))a

p>d,

min (,UPIHDZ (P1 -i_pz)aluDl (dl)’luDz (dZ))’

d,>d,
pi+py>d,

Erlrlldn(,up (p2)stp, (d,)s 1, (dz))°

)2 >d2

min (,UPIHD( VD)t ()5 i, (dZ)) }

En el ejemplo de la Figura 6.9 se puede ver que la posibilidad de que d> sea mayor
que d; es q; .

Figura 6.9: Ejemplo de tiempos de finalizacion de dos tareas y sus plazos

A continuacioén se muestra por separado la comparacion con cada valor de /, esto es,
con cada plazo. Se observa en la Figura 6.10 que la posibilidad II[(D;<D;) AND
(P1<D))] es o , y la posibilidad II[(D,<D;) AND (P,+P, < Dj)] es o .
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Figura 6.10: Tiempo de finalizacion de la tarea 1 y comparacion con su plazo

Por otro lado, comparando con el otro plazo D, la posibilidad II[(D;<D,;) AND
(P1tP; < Dy)] es 0, y la posibilidad II[(D,<D;) AND (P,<D;,)] es as, tal y como se
muestra en la Figura 6.11.

Figura 6.11: Tiempo de finalizacion de la tarea 2 y comparacion con su plazo

Para obtener la posibilidad de que el sistema sea planificable, estudiamos en primer
lugar el primer término de (6.14):

(di<d, ) AND (p1 < d; ) AND (p1tp2 < dr)

La posibilidad de ese término es el minimo de la posibilidad II[(D;<D,;) AND (P; <
Dy)] y de la posibilidad II[(D;<D,) AND (P,+P, < D,)]. Esto es, el minimo de o y
0, que es igual a 0:

II { (D1<D2) AND (Pl < D]) AND (P1+P2 < Dz) }
=min ( II {(D;<D;) AND (P; < D)}, II {(D1<D;) AND (P1+P, < D)} )
= min (o, 0)=0

La posibilidad del segundo término de (6.14):

(dy<d; ) AND (p2 < d>» ) AND (p1tp2 < dy)



Capitulo 6: Andlisis borroso de planificabilidad en sistemas con prioridades dinamicas: EDF 287

es el minimo de la posibilidad II[(D,<D;) AND (P,+P, < D))] y de la posibilidad
II[(D,<D;) AND (P, < D,)]. Esto es, el minimo de o, y a3 , que €s a:

IT { (D2<D;) AND (P, < D,) AND (P,+P; < D))}
= min ( II {(D2<D1) AND (P1+P2 < D])}, II {(D2<D1) AND (P2 < Dz)} )
= min (Ocz, 0&3)2 Q)

La posibilidad de que el sistema sea planificable es el supremo de las posibilidades
de ambos términos (6.15), esto es el supremo de 0 y oy , que es ap.

leam’f =2

Sin embargo, si se calcula, por un lado el conjunto borroso C, correspondiente a
L=D, y por otro lado el conjunto borroso C, correspondiente a L=D, , y se compara
cada demanda borrosa con el valor de L correspondiente como si fueran
independientes (6.17), los resultados de planificabilidad borrosa que se obtienen no
coinciden con los del principio de extension que se acaban de calcular.

(6.17) T1{D,>WC; AND D,>WC,}

El conjunto borroso C, correspondiente a L=D; es el tiempo de finalizacién borroso
de la tarea 1 WC,. Cuando d; es menor que d,, ese tiempo de finalizacion es el
tiempo borroso de ejecucion de la tarea 1, que es Py, pero truncado a la altura de «,
que es la posibilidad de D;<D, (ver Figura 6.10). Cuando d; es mayor que d», el
tiempo de finalizacion WC, es el tiempo borroso de ejecucion de la tarea 1 mas el de
la tarea 2 (ver Figura 6.10), esto es P;+P, (sin truncar, porque la posibilidad de
D>D; es 1). En la Figura 6.12 se muestra el tiempo borroso de finalizacion WC,
resultante y su plazo correspondiente.

Comparando L=D; con el conjunto borroso C,= WC; se obtiene, como se ve en la
Figura 6.12, que II(L>C,)=II(D1>WCi)=au.

D

Figura 6.12: Aproximacion: tiempo de finalizacion de la tarea 1 y comparacion con su plazo
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Por otro lado, el conjunto borroso C, correspondiente a L=D, es el tiempo de
finalizacion borroso de la tarea 2 W(C,. Cuando d; es menor que d», ese tiempo de
finalizacion es el tiempo borroso de ejecucion de la tarea 2, que es P+P,, pero
truncado a la altura de o, que es la posibilidad de D1<D, (ver Figura 6.11). Cuando
d; es mayor que d,, el tiempo de finalizacion W(, es el tiempo borroso de ejecucion
P, de la tarea 2 (ver Figura 6.11), sin truncar, ya que la posibilidad de D,>D; es 1.

Se puede observar en la Figura 6.13 la comparacion entre el tiempo borroso de
finalizacion WC,; resultante y su plazo correspondiente, de forma que con L=D,, se

tiene II(L>C,)=II(D,>W(Cr)=as.

Figura 6.13: Aproximacion: tiempo de finalizacion de la tarea 2 y comparacion con su plazo

Como se debe cumplir la desigualdad para todos los valores de L, para que sea
planificable se debe cumplir que D;>WC, AND D,>WC,, por lo que la posibilidad
de que sea planificable (6.17) es:

leanif' = H( DleCl AND D22WC2 ) = n’llIl( H(D]EWCl), H(DQZWCQ) )
=min(a,03) = Q3.

Este resultado no es exacto, ya que no coincide con el obtenido mediante el principio
de extension, I,y =0w.

En resumen, los resultados obtenidos por un lado mediante el principio de extension
y por otro suponiendo independencia entre /'y ¢, son:

Principio de extension Independencia

leanif: (8%) leanif: Q3

Npla”l'fzo Nplam'f:o
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Se puede observar que en este caso al suponer independencia se obtiene un resultado
de planificabilidad borrosa mas optimista que el que se obtiene al aplicar el principio

de extension.

Veamos a continuacion otro ejemplo, donde la posibilidad resultante es 1 y la
necesidad es distinta de cero. Igual que en el ejemplo anterior, se observa en la
Figura 6.14 que la posibilidad de que D, sea mayor que D; es o .

Figura 6.14: Ejemplo de tiempos de finalizacion de dos tareas y sus plazos

A continuacion se muestra por separado cada caso de /, esto es, la comparacion con
cada plazo. En la Figura 6.15 se puede ver que la posibilidad II[(D<D,) AND (P; <
D))] es oy , y que la posibilidad II[(D,<D;) AND (P;+P, < Dj)] es 1. Ademas, se
puede ver que la posibilidad II[(D<D,) AND (P, > D;)] es 0. Y la posibilidad
H[(D2<D1) AND (P1+P2 > Dl)] es oy .

Figura 6.15: Tiempo de finalizacion de la tarea 1 y comparacion con su plazo

Por otro lado, comparando con el otro plazo D,, se observa en la Figura 6.16 que la
posibilidad II[(D<D, ) AND (P,+P, < D;)] es au, y que la posibilidad I1[(D,<Dy)
AND (P, < D»)] es 1. Ademas, se puede ver que la posibilidad II[(D;>D,) AND (P,
> Dy)] es as. Y la posibilidad II[(D,>D;) AND (P+P,> D;)] es .
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Figura 6.16: Tiempo de finalizacion de la tarea 2 y comparacion con su plazo

En el célculo de la posibilidad de que el sistema sea planificable, la posibilidad del
primer término de (6.14), ( di1<d, ) AND ( p; < d; ) AND ( p1+p2 < d») es el minimo
de la posibilidad II [( D1<D, ) AND ( P; < D; )] y de la posibilidad II [( D;<D; )
AND ( P1+P, < D,)]. Esto es, el minimo de o y o, que es o

IT{ (D1<D, ) AND (P, < D;)AND ( P1+P, < Dy) }=
= min (IT{( D\<D, ) AND (P, < Dy ) }, II{ ( D1<D; ) AND ( P;+P> < D;) })
=min(ay, o= oy

La posibilidad del segundo término de (6.14), ( d><d; ) AND ( p» < d> ) AND ( p1+pa
< d;) es el minimo de la posibilidad IT [( D,<D; ) AND ( Pi+P, < D;)] y de la
posibilidad II [( D,<D; ) AND ( P, < D, )]. Esto es, el minimode 1 y 1, que es 1:

IT{ ( D,<D; ) AND ( P, < D, ) AND ( P1+P, < Dy)}=
=min (II{( D,<D; ) AND ( P1+P, < D;) }, ITI{ (D,<D; ) AND ( P, < D,)})
=min(l, 1)=1

La posibilidad de que el sistema sea planificable es el supremo de las posibilidades
de ambos términos (6.15), esto es, el supremo de o y 1, que es 1.

leam'f =1

La necesidad de que sea planificable es uno menos la posibilidad de que no sea
planificable (6.16), esto es, uno menos la posibilidad de:

{[(P1>D1)AND (D <D;)] OR [(Pi1+P,>D;)AND (D, >D;)]} OR
OR {[(P,>Dy;)AND (D,<D;)] OR [(P1+P,>D;)AND (D>>Dy) ]}

Esto es:
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Nplanif: 1 — sup{ O, o, A3, ()Lz} = 1 - Q2

Veamos el resultado que se habria obtenido de no tener en cuenta la dependencia
entre C, y L. Comparando L=D; con el conjunto borroso C, correspondiente (que es
el tiempo de finalizacion de la tarea 1), se observa en la Figura 6.17 que
H(LZ Cp):H(Dlz WC1)=1 y H(L<Cp):H(D1<WC1): Q2.

wcC,

(87

Figura 6.17: Aproximacion: tiempo de finalizacion de la tarea 1 y comparacion con su plazo

En la Figura 6.18 se compara el tiempo de finalizacion con el otro valor de L, L=D,,
y se tiene que II(L>C,)=II(D,>WCy)=1 y II(L<C,)=II(D<WC5)= oy

D,
wC,

Figura 6.18: Aproximacion: tiempo de finalizacion de la tarea 2 y comparacion con su plazo

Por tanto, si no se tiene en cuenta la relacion funcional existente entre la demanda
del procesador y /, se tiene Ilyjuir = 1 Y Npwnir =1-sup{ow, au} = I-ay. Estos
resultados no coinciden con los que se obtienen con el principio de extension.

En resumen, los resultados de planificabilidad borrosa obtenidos mediante el
principio de extension, y por otro lado sin tener en cuenta la relacion funcional entre
cpy [, son:
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Principio de extension Independencia
leanif': 1 leanif': 1
Nplunile‘()LZ Nplam_'le'eil

Se puede observar que en este caso, al suponer independencia, se obtiene un
resultado de planificabilidad borrosa mas pesimista que el que se obtiene al aplicar el
principio de extension.

En los ejemplos anteriores se ha mostrado que al existir dependencia entre los
tiempos de finalizacion y los plazos no es posible calcular C, y L, y hacer la
comparacion como si fueran independientes. La comparacion entre ambos conjuntos
borrosos no es valida para el calculo de planificabilidad. Por tanto, no es posible
extender el algoritmo basado en aritmética borrosa o en aritmética de intervalos
cuando los plazos y los periodos son borrosos debido a la dependencia funcional
existente entre ¢, y /. Seria necesario aplicar el principio de extension o bien
encontrar algin otro procedimiento de calculo que obtuviera los mismos resultados.

6.2.3. Posibilidad y necesidad total cuando existe orden fuerte en los
plazos

Tal y como se ha visto antes, la posibilidad y la necesidad de que el sistema sea
planificable depende del orden de los plazos absolutos, esto es, de la prioridad
asignada a cada tarea en cada momento. Asi, se tiene en cuenta que si el plazo 1 es
menor que el plazo 2, la tarea 1 es mas prioritaria. En tal caso el valor de C, depende
de dicha asignacion de prioridades y se ve afectado por el valor de posibilidad de que
se verifique D;< D,. También se tiene en cuenta que si el plazo 1 es mayor que el
plazo 2, la tarea 2 es mas prioritaria y el valor de C, depende de dicha asignacion de
prioridades y se ve afectado por el valor de posibilidad de que se verifique D> D..
Podemos denominar posibilidad y necesidad total a aquellas medidas que tienen en
cuenta todos los 6rdenes posibles entre los plazos.

En el capitulo anterior, al analizar la planificabilidad de un sistema con prioridades
fijas, se proponian medidas de posibilidad y de necesidad de planificabilidad dada
una Unica asignacion de prioridades fijas de las tareas. Si los plazos eran borrosos, se
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suponia que se elegia una asignacion y mediante los algoritmos propuestos se
proporcionaban medidas de planificabilidad borrosa para ese sistema con dicha
asignacion. Si existia un orden fuerte entre los plazos, se proponia elegir la
asignacion dada por ese orden fuerte.

En lugar de esas medidas de posibilidad y de necesidad, se podrian haber dado las
medidas de posibilidad y necesidad total, teniendo en cuenta todos los oOrdenes
posibles entre los plazos, esto es, todas las asignaciones de prioridades fijas posibles,
en lugar de una determinada (como por ejemplo, la asignacion mas posible).

Asi, en el ejemplo de la Figura 6.19, habria que dar la posibilidad y la necesidad de
planificabilidad, en lugar de por ejemplo para la asignacion dada por el orden fuerte
(tarea 2 mads prioritaria), para todas las asignaciones conjuntamente, dado que cada
asignacion tiene un valor de posibilidad asociado.

D, D

Figura 6.19: Plazos borrosos de dos tareas

Es decir, en el analisis de planificabilidad de DMS con plazos borrosos se podria
tener en cuenta que el tiempo de finalizacion de las tareas depende de la posibilidad
de las distintas asignaciones. Si un sistema esta formado por dos tareas con plazos
borrosos D; y D», y tanto la posibilidad de D; < D,, como la posibilidad de D, > D,
son distintas de cero, se pueden dar dos asignaciones de prioridades diferentes vy,
dependiendo de la asignacion, el tiempo de finalizacién borroso de cada tarea es
diferente.

Los dos ejemplos anteriores de planificacion con EDF se podrian corresponder
también al andlisis de un sistema formado por dos tareas, planificadas mediante
DMS, con plazos borrosos. Los valores de C, analizados serian los tiempos de
finalizacion de las dos tareas en su primera ejecucion, que son los peores tiempos de
respuesta cuando las prioridades son fijas y existe un instante critico. Los valores de
L analizados en dichos ejemplos serian los plazos borrosos de ambas tareas. Por
tanto, la posibilidad y necesidad de que el sistema sea planificable con DMS
teniendo en cuenta todas las asignaciones posibles (posibilidad y necesidad total) no
se pueden calcular sin tener en cuenta la dependencia de los tiempos de finalizacion
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con los plazos, con lo que al obtener aproximaciones borrosas de los tiempos de
finalizacién y compararlas posteriormente con los correspondientes plazos, los
resultados de planificabilidad borrosa no son exactos.

Para DMS se probd, y para EDF se indico, que si existe orden fuerte entre los plazos,
la asignacion de prioridades dada por ese orden fuerte es la 6ptima (ver capitulo 5).
Basado en esta afirmacion se puede probar que si existe orden fuerte entre los plazos,
la posibilidad y necesidad total de que el sistema sea planificable coincide con la
posibilidad y necesidad que se obtiene para la asignacion optima.

Esto significa que si existe orden fuerte entre los plazos no es preciso tener en cuenta
todas las asignaciones de prioridades posibles sino unicamente la correspondiente al
orden fuerte, lo que simplifica los célculos.

Posibilidad total cuando existe orden fuerte entre los plazos

Generalizando (6.14), la posibilidad total de que un sistema formado por n tareas sea
planificable se calcula como la posibilidad:

(6.18)II{ [ (o) AND (WC,' <D,) AND (WC,' <D;) AND ... (WC,' <D,)]OR
OR [ (0®) AND (WC,*> <D;) AND (WC,> <D,) AND ... (WC,* <D,) ] OR

... OR[(¢"") AND (WC"” <Dy) AND (WC,” <Dy) AND ... (WC,"” <D,)] }

Donde we/ es el tiempo de finalizacién de la tarea i dada una asignacion de
prioridades k, con i=1..n. Ademas o* es un orden determinado de los plazos, por
ejemplo di<d, < d3<...<d,, con k=l.np siendo np el numero de permutaciones
posibles en la asignacion de prioridades, es decir np=Perm(n).

Por tanto, la posibilidad total es el supremo de las posibilidades de los np términos
de (6.18) asociados a los distintos 6denes (0")... (0™).

Supongamos que para k=f existe orden fuerte entre los plazos borrosos y dicho orden
viene dado por o .

Por la definicion de optimo dada cuando hay parametros borrosos, se tiene que la
posibilidad de que el sistema sea planificable siendo la asignacion de prioridades la
dada por el orden fuerte o/ es mayor que la posibilidad con cualquier otra asignacion.
O lo que es lo mismo:
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II [ (WC{ <D;) AND (WCy <D,) AND ... (WC,/<D,)]
> sup {II [(WC\*<D;) AND (WC,'<D,) AND ... (WC,* <D,)]} VY k=1..np /k=f

Ademaés, como la posibilidad del orden fuerte () es 1, se verifica:

II [ (WC{ <Dy) AND (WCy5 <D,) AND ... (WC,/ <D,)]
=TI [ (/) AND (WC{ <D;) AND (WCY <D,) AND ... (WC,/ <D,)]

ya que
IT [(o') AND (WCY <Dy) AND (WCY <D,) AND ... (WC,/ <D,)]
=min {II[()], I[(WC{ <DV, T [((WCS <D,)],... TL [(WC/ <D,)]}
=min{  T¥C/ <DL, L [(WC <Dy].... L[(WC, <D,)]}
=11 [ (WC{ <D,) AND (WC4 <D,) AND ... (WC;/ <D,)].

Por otro lado, dado que en general la posibilidad de otros 6rdenes distintos del orden
fuerte es menor o igual que 1, se tiene:

II [ (o") AND (WC,* <D,) AND (WC,* <D,) AND ... (WC,k <D,) ]
< I[ (WC\*<D)) AND (WC)* <D,) AND ... (WC,} <D,) 1V i=1..np / k=f,

Con lo que:

II [ (WC{ <D;) AND (WCy <D,) AND ... (WC,/ <D,)]
> sup { II [ (WC\* <Dy) AND (WG, <D,) AND ... (WC,} <D,) 1}
> sup { I [ (o") AND (WC,* <D,) AND (WC," <D,) AND ... (WC,*<D,) 1}
Vi=1..np/k=f

Es decir, la posibilidad total de que el sistema sea planificable coincide con la
posibilidad que se obtiene para la asignacion Optima, ya que es el supremo de las
posibilidades de los np términos de (6.18) asociados a los distintos 6rdenes.

Necesidad total cuando existe orden fuerte entre los plazos

A continuacion se va a probar que si existe orden fuerte entre los plazos, la necesidad
total de que el sistema sea planificable coincide con la necesidad que se obtiene para
la asignacion Optima.

La necesidad de que el sistema sea planificable es uno menos la posibilidad de que
no sea planificable, esto es:
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Nplanif: l- HNplanif

Y la posibilidad de que el sistema no sea planificable es la posibilidad de que al
menos una de las tareas no cumpla su plazo (wc; >d;) OR (wc>d,) OR ... (we, >d,)

Teniendo en cuenta las distintas asignaciones de prioridades, la posibilidad de que el
sistema no sea planificable se puede expresar, generalizando (6.16) como:

HNplanif =1I {
[(0") AND (WC,'>D;)] OR [(0*)AND(WC,*>D;)] OR...[(0")AND(WC,"">D))]
OR [(0") AND (WC,'>D5)] OR [(0>)AND(WC,*>D5)] OR...[(0"")AND(WC,"">D>)]

OR [(0") AND(WC,'>D,)] OR[(0*) AND(WC,*>D,)] OR...[(¢"")AND(WC,"”>D,)]}

Hay que probar que la anterior expresion de posibilidad total de que el sistema sea no
planificable es igual a la posibilidad de que el sistema sea no planificable
considerando soélo el orden fuerte, esto es:

HNplanif =
II{ [(0") AND(WC,'>D))] OR [(0*) AND (WC;*>D;)] OR...[(0"")AND(WC,"">D))]
OR [(0" )AND(WC,'>D,)] OR [(0%) AND (WC,*> >D,)]OR...[(0"")AND(WC,"">D>)]

OR [(0")AND(WC,'>D,)] OR [(0*)AND (WC,*>D,)]OR...[(¢")AND(WC,"”>D,)]}
=II{ [(¢')AND (WC{>D,)] OR [(¢/) AND (WC5>D,)] OR...[(¢/) AND (WC,;/>D,)] }

Para ello consideremos dos asignaciones de prioridades contiguas (o)) y (o/)
correspondientes al orden fuerte y a otra asignacion que se diferencia de la anterior
en el intercambio de dos prioridades contiguas, las de las tareas i y j, con j=i+1
siendo el orden fuerte el que viene dado por di< d>< ..<d< d;<..<d,

Entre (/) y (o/ ™) las dos tareas que se ven afectadas, por tanto son las tareas i y j.

Y la posibilidad asociada relacionada con el célculo de no planificabilidad es:

II{ [() AND(WC/>D)] OR[(d) AND (WC/>D;]OR
OR [ (¢ ™) AND (WC/ "' >D))] OR[ (¢ ") AND (WC/ "' >D))] }

Para este cambio de prioridades se desea probar que la posibilidad méxima de los dos
términos implicados es la del orden fuerte:

(6.19)I1{ [(o) AND(WC/>D)] OR[(d) AND (WC/>D;]OR
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OR[ (¢ ™) AND (WC/ ™' >D)] OR [ (¢/ ") AND (WC/ ™' >D))] }
=II{ [(d) AND(WC/>D)] OR[(d) ANDWC'>D)] }

Prueba:
a) Supongamos en primer lugar que
I1{ [(¢) AND (WC;/ >D))] } > I1{ [(¢/) AND (WC;>D))] }

esto es, de acuerdo con la Figura 6.20, II{ [ (of) AND (Wij >Dj)] }=on y II{ [(of)
AND (WCl-f>Dl-)] }=a3 y se tiene que oy > qg.

En este caso hay que probar, de acuerdo con (6.19), que o, es mayor que el supremo
de las posibilidades de (o/™") AND (WC,/™' >D;) y de (¢/"") AND (WC/"' >D)).

wc/=wc,/"!

D,

Figura 6.20: Tiempos de finalizacién de dos tareas i y j con dos asignaciones de prioridad o' y o/ y
sus plazos

En la Figura 6.21 se puede ver la comparacion del tiempo de finalizacion de i, con su
plazo con las dos asignaciones. Se muestra con relleno rallado la comparacion
correspondiente al orden fuerte de forma que la posibilidad de (of) AND (WC,-f >D;)
se observa que es as.

En la misma figura se muestra la comparaciéon correspondiente a la asignacion (of h
con relleno sombreado. El tiempo de finalizacion de la tarea i en este caso es un
numero borroso triangular truncado a la altura de o, que es la posibilidad de que d;
>d;. Ese nimero borroso triangular es igual al tiempo borroso de finalizacion de la
tarea j cuando la asignacion de prioridades es (of) que aparece en la Figura 6.22, es
decir Wij, tal y como se presentd en la prueba de la asignacion de prioridades
optima borrosa en el capitulo 5. La zona de valores posibles de D; y D;, que cumplen
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d; >d;, también aparece sombreada en la Figura 6.21. Como se debe cumplir que
WC/*' >D; y a la vez que D; >D;, se puede observar en la Figura 6.21 que es como
comparar WC; /" con D;, en lugar de compararlo con D;. Ademas, como mucho la
posibilidad del término analizado(o’") AND (WC/*! >D)) es la posibilidad de (/).

Figura 6.21: Tiempos de finalizacién de la tarea i con dos asignaciones de prioridad o' y o' y
comparacion con su plazo

Por tanto, la posibilidad del término de (6.19), (o/"") AND (WC/"' >D)) es:

[ (WC/"' >D;) AND (D;>D)) ] = min{ I (WC;’ >D)), L (D>D)) } =
min{o,a ) <ag

Ademas, como WC;' = wC;/ ™" + P, , entonces WC;/ >s WC;” ™" (donde > indica
fuertemente mayor), como se puede ver en la Figura 6.22. Debido a esta propiedad se
tiene, II[WC,/ > D; 1> 11 [ WC/™' > D; ], es decir ap> I1 [ WC;/ ™' > D; 1.

Y asuvez II [ Wij+1 >D;i1>1I[( Wij+1 >D;) AND (D;>D;) ], con lo que
o> TI[(WC/" > D;) AND (D;>D)) ]

Por lo que se verifica que ap es mayor o igual que el supremo de las posibilidades de
(0" AND (WG >D;) y de (o/"") AND (Wij “ >Dj), porque se ha demostrado
que es mayor o igual que ambas.

Asi pues, como se ha supuesto que oy > as, se cumple que la posibilidad de los
cuatro términos indicados en (6.19) se puede calcular directamente con el orden
fuerte y es o
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Figura 6.22: Tiempos de finalizacion de la tarea j con dos asignaciones de prioridad o' y o' y
comparacion con su plazo

b) Continuando con la prueba de (6.19), solo resta verificar que se cumple también
cuando II{ [(o/) AND (WC;’ >D))] } < II{ [(¢/) AND (WC;’ >D))] }. Esto es, en la
Figura 6.23, I1{ [(o/) AND (WC;’ >D;)] Y=y y II{ [(¢/) AND (WC;/ >D))] }=as y se
tiene que cp<ag

En este caso hay que probar que s ademds, es mayor que el supremo de las
posibilidades de (o/"") AND (WC//"' >D,) y de (¢/*") AND (WC/"' >D)).

we/'=wc/!™!

Figura 6.23: Tiempos de finalizacién de dos tareas i y j con dos asignaciones de prioridad o' y o'*' y
sus plazos

De nuevo, se observa en la Figura 6.24 que WC*! es un nimero borroso triangular,
que coincide con WC_]-f , truncado a la altura de o y que aparece sombreado y ademas
se han sombreado también los valores de los plazos que cumplen d; >d; y por tanto:

T [(WC"! >D;) AND (D>D))] = min{ TI(WC;/ >Dy), T(D#Dj) } = min{oo,01} <an

Y se ha partido de que se verifica que oy < as, por lo que:
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II[(WC/"'>D;) AND (D>Dj)]<cs

Figura 6.24: Tiempos de finalizacion de la tarea i con dos asignaciones de prioridad o y o' y
comparacion con su plazo

Igual que antes, como WC;” = WC;/ ™' + P; , entonces WC;/ >s WC;/ ™" donde >
indica fuertemente mayor (ver la Figura 6.25). Debido a esta propiedad, se tiene
Iwe;’ > D; 1> [ WG/ ™ > D; 1. A su vez, se verifica IT [ WG,/ ™' > D; ] >
I[(WC/™ > D;) AND (D, >D)) ]. Esto es, az > o > I [ ( WC;/ ™' > D; ) AND (D;
>Dj) ].

Con lo que también con oy < a3 se cumple que la posibilidad de los cuatro términos

de (6.19) son menores o iguales que la posibilidad con el orden fuerte, cuyo valor en
el ejemplo es as

Figura 6.25: Tiempos de finalizacion de la tarea j con dos asignaciones de prioridad o' y o' y
comparacion con su plazo

Continuando el analisis para toda pareja de tareas con prioridades contiguas, se
demuestra facilmente que en cada intercambio de prioridades, la asignacion asociada
al orden fuerte proporciona el valor maximo de posibilidad de que el sistema sea no
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planificable, hasta llegar a la asignacion de prioridades para todas las tareas dada por
dicho orden fuerte. Con lo que se ha probado que:

Maptani=TT{[(0) AND(WC{>D1)|OR[ (o)) AND(WC5>D2)|OR...[(¢) AND(WC,/>D,)]}

y con ello Ny = 1 -IT{ [(¢) AND (WC/>D)] OR [(¢) AND (WCy>D,)] OR...[(¢)
AND(WC,/>D,)]} O

Por tanto, si existe orden fuerte en los plazos, la posibilidad y necesidad total de que
el sistema sea planificable coincide con la posibilidad y necesidad que se obtiene
para la asignacion correspondiente al orden fuerte. De forma similar se podria
plantear la prueba para EDF.

Volviendo al andlisis de planificabilidad de un sistema planificado mediante el
algoritmo EDF, se puede concluir que si existe orden fuerte entre los valores
borrosos LeD* entonces es posible extender el analisis de planificabilidad a plazos
borrosos mediante aproximaciones con limites inferiores y superiores de los a—cortes
exactos.

Para ello, en el primer término de la desigualdad se mantienen los parametros
borrosos L, y en el segundo, se utilizan valores numéricos de /, y de d;, en (/-d;)/t; que
verifiquen el orden fuerte entre los plazos. Por ejemplo, si los plazos son borrosos y
su nucleo es un conjunto unitario, y los periodos numéricos, se puede tomar el nucleo
como plazo numérico.

VIeD,VLED* L zzal"tdeuJug
i=1 i

LGD*: {D,‘)k | Dz’,k = k'lﬂ‘Di , D,‘)k S mil’l(bp,]’l), 1§l§n, kZO}

Veamos el mismo ejemplo presentado antes en este capitulo modelando ademas los
plazos como nimeros borrosos. Sea un sistema formado por tres tareas con periodos
t1=4, =6 y t:=7. Los tiempos de ejecucion son P1=(0.8, 0.9, 1.1), P,=(2.3,2.4,2.6) y
P3=(2.1,2.2,2.4). Los plazos son D1=(3.7, 3.8, 3.9), D,=(5.8, 5.9,6) y D5=(5.9,6,6.1).

Para todos los valores de L siempre existe un orden fuerte entre ellos, que es el
mismo orden que se da entre los valores numéricos de / calculados a partir de los
valores numéricos d,=3.8, d>,=5.9 y d;=6. Por tanto, para el calculo del segundo
término de la desigualdad se consideran los valores numéricos de los plazos d,=3.8,
d=59y d3=6. Asi| € D= {d,i | diy = k'ti+d; , dij < min(bp,h), 1<i<n, k>0}.Y en
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el primer término de la desigualdad esta el valor borroso correspondiente L& D*=
{Dik| Dix = kti+D; , Dix < min(bp,h), 1<i<n, k>0}.

VIeD,VLED* L zzal_deuJug
i=1 i

De nuevo, el punto critico para el calculo de planificabilidad se da en /=48:
M piani=min(M(L>C,))=T(L>Cy) | L= 11-t,+Dy =(47.7, 47.8, 47.9).
Nptan= min(N(L>C,,))= N(L>C,) | L=11-t;+D, = (47.7,47.8, 47.9).

Para /=48, se tiene C,=12-P+8-P,+7-P3=(42.7, 45.4, 50.8). Cuando /=48, entonces el
valor borroso correspondiente es L=(47.7, 47.8, 47.9) y comparando ambos
conjuntos borrosos se obtiene M(L>C,) = 1, N(L>C,)) = 1-0.56 = 0.44, por lo que la
planificabilidad del sistema es:

rlplam'le Nplam'f =(0.44

En este capitulo se ha demostrado que es posible extender de forma sencilla el
analisis de planificabilidad de sistemas planificados mediante el algoritmo EDF en
ciertos casos. Asi, cuando coinciden los plazos y los periodos, se puede extender la
condicion de planificabilidad a tiempos de ejecucion borrosos y a periodos borrosos
y el célculo se puede realizar aplicando aritmética borrosa o aritmética de intervalos,
produciendo los mismos valores de posibilidad y necesidad de que el sistema sea
planificable que la aplicacion del principio de extension.

Cuando los plazos son menores que los periodos, se puede extender el analisis de la
misma forma si s6lo los tiempos de ejecucion son borrosos, porque los valores L&
D* son independientes de los tiempos de ejecucion.

Sin embargo, como tanto L como C, dependen de los plazos y de los periodos, no es
posible extender el andlisis a periodos y plazos borrosos aplicando sin mas
cualquiera de los dos métodos citados y suponiendo independencia entre L y C,, ya
que el resultado no coincide con los valores de posibilidad y de necesidad
proporcionados por el principio de extension. Unicamente en el caso de que exista
orden fuerte entre los plazos absolutos es posible extender el andlisis a tiempos de
ejecucion y plazos borrosos mediante aritmética borrosa o aritmética de intervalos.
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7. Metodologia de disefio de sistemas de
tiempo real. Caso ejemplo
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En este capitulo se propone en primer lugar una extension de la metodologia de
disefio de sistemas de tiempo real, cuando la incertidumbre de sus parametros
temporales se modela mediante conjuntos borrosos interpretados como distribuciones
de posibilidad. Esta metodologia, descrita en el apartado 7.1, se centra en la
obtencion de un disefio de alto nivel, orientado al analisis temporal del sistema y se
obtiene a partir de los algoritmos borrosos de planificabilidad propuestos en esta
tesis.

En el apartado 7.2 de este capitulo se presenta un caso ejemplo basado en el sistema
de proteccion automatica ferroviario, donde se aplica la metodologia propuesta para
el diseno de una parte de este sistema de tiempo real. En este caso ejemplo se
muestra que se puede obtener mucha mas informacién acerca de la planificabilidad
del sistema cuando se realiza un andlisis borroso que si Unicamente se estudia el caso
mas desfavorable de planificabilidad, de manera que un disefio que seria rechazado
atendiendo al andlisis en el peor caso, segin el andlisis borroso es considerado
valido, e incluso se puede mejorar aumentando la frecuencia de ejecucion de una
tarea critica.

7.1. Extension de la metodologia de disefio de sistemas de
tiempo real

En este apartado se describen las fases de la metodologia propuesta centrada en el
analisis temporal cuando los parametros temporales de las tareas se conocen de
forma incierta y se modelan como conjuntos borrosos y se recogen, dentro de la fase
3 de la metodologia, las extensiones borrosas del analisis de planificabilidad
propuestas en esta tesis.

Las fases de la metodologia de disefio de sistemas de tiempo real son:

* Descripcion del entorno, del sistema, del interfaz y requisitos del sistema

* Disefio y modelado del sistema: tareas y planificacion

* Analisis de planificabilidad

* Modificacion del disefo, a partir de las conclusiones obtenidas de la fase anterior

Como a lo largo de toda la tesis, solo se consideran sistemas monoprocesador, con
planificador expulsor basado en prioridades.
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En esta metodologia no se pretende considerar de forma exhaustiva todos los casos y
posibles implementaciones que se pueden dar en los sistemas de tiempo real, sino
que se pretende mostrar que es posible modelar situaciones muy diversas e introducir
incertidumbre en dichos modelos. De esta forma, aplicando la teoria de la
posibilidad, se puede obtener mds informacion acerca de la planificabilidad del
sistema que si sOlo se modela el peor caso y se pueden expresar requisitos en
términos de valores de posibilidad o de necesidad, que no se pueden expresar en
términos del peor caso, tal y como se ilustra en el caso ejemplo del apartado 7.2. Asi,
es posible obtener disefios validos por medio del modelado de la incertidumbre que
serian rechazados si Unicamente se modela y analiza el caso mas desfavorable de
planificabilidad. Por otro lado, el célculo de la planificabilidad borrosa del sistema
mediante los algoritmos propuestos en esta tesis es mas rapido que la simulacion a
partir de modelos probabilistas de los parametros de las tareas.

1. Descripcion del entorno, del sistema,
del interfaz y requisitos del sistema

<:> SISTEMA

2. Diserio y modelado del sistema:

tareas y planificacion
Tarea 2 | |Tarea3
Planiﬁcacio'n@
| Tiempo de CPU.

3. Analisis de planificabilidad

SISTEMA <: E

4. Modificacion del diserio

Figura 7.1: Metodologia de diserio de sistemas de tiempo real



306 Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

7.1.1.  Descripcion del entorno, del sistema, del interfaz y
requisitos del sistema

En la primera fase de la metodologia se propone realizar una descripcion del entorno
en el que se encuentra el sistema y con el que se comunica, de los interfaces entre el
entorno y el sistema de tiempo real que se desea disefar y los requisitos que se
exigen al sistema y a los interfaces del sistema con el entorno. Las demandas
realizadas a los sistemas de tiempo real provienen de las necesidades de la aplicacion
y se denominan requisitos. La definicion de los requisitos es una tarea que requiere
un conocimiento profundo de la aplicacion que se desea implantar y es de gran
importancia, ya que a menudo los fallos producidos en grandes sistemas se producen
por una mala definicion de los mismos. Estos requisitos se pueden dividir en
requisitos funcionales y requisitos no funcionales, entre los que se encuentran los
requisitos temporales. En sistemas de tiempo real hay que definir de forma precisa y
conjuntamente los requisitos funcionales y los no funcionales para construir la
especificacion del sistema ([Joseph, 1996]).

7.1.2. Disefio y modelado del sistema: tareas y planificacion

En esta segunda fase de la metodologia hay que proponer un disefio de alto nivel
(modelado de las tareas y de su planificacion) del sistema que cumpla los requisitos
funcionales exigidos al sistema. Cuando se disponga de dicho modelo, en la siguiente
fase se verificaran los requisitos temporales impuestos al sistema en la primera fase
de la metodologia.

El modelado del sistema consiste en definir y modelar las tareas que lo van a
componer, asi como disefiar la planificacion de dichas tareas.

7.1.2.1. Disefio y modelado de las tareas

Para poder cumplir con la funcionalidad requerida al sistema hay que definir las
tareas que lo van a componer, proceso en el que se pueden distinguir cinco pasos:

1. Identificacion de las tareas
2. Para cada tarea, determinacion de si es periodica, esporadica o aperiddica

3. Para cada tarea, determinacion de si es estricta, flexible o firme.
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4. Identificacion de los recursos compartidos y de las relaciones entre tareas

5. Modelado de los parametros temporales de las tareas

1. Identificacion de las tareas

En primer lugar hay que repartir la funcionalidad requerida al sistema en las tareas
que la van a llevar a cabo. Una tarea puede cumplir uno o varios requisitos
funcionales, y un requisito funcional puede ser cumplimentado por la ejecucion de
varias tareas. Los requisitos temporales del sistema se tratardn de cumplir
imponiendo restricciones temporales a las tareas disefiadas, modelando sus
parametros temporales (paso 5 dentro de la fase de disefio y modelado de las tareas).

2. Para cada tarea, determinacion de si es periodica, esporadica o aperiodica

Para cada tarea se debe determinar si es perioddica, esporadica o aperiodica. Una tarea
es periddica si el tiempo entre lanzamientos consecutivos de la tarea es constante,
esporadica si existe un tiempo minimo entre llegadas consecutivas y aperiodica si ese
tiempo no estd acotado (ver capitulo 2).

Dos formas posibles de implementar una tarea esporadica son, bien la utilizacion de
una interrupcion para atender a la peticion y meterla en la cola de las tareas listas
para ejecutarse, bien que en cada interrupcion de reloj se compruebe si ha llegado
una peticion de dicha tarea, en cuyo caso se pone en la cola de las tareas listas. En el
paso 5 de esta fase se describe el modelo asociado a cada implementacion.

Por otro lado, si hay tareas aperiddicas en el sistema, uno de los mecanismos
existentes para atenderlas es utilizar un servidor aperiodico. Se puede utilizar, por
ejemplo, un Servidor Esporadico (“Sporadic Server” o SS) o un Servidor Aplazable
(“Deferrable Server” o DS).

3. Para cada tarea, determinacion de si es estricta, flexible o firme

Para cada tarea también hay que especificar si se debe asegurar el cumplimiento de
su restriccion temporal (tarea estricta), si se permite que no lo cumpla (tarea flexible)
0 si tiene algun requisito estricto y otro flexible (firme). Si una tarea de tipo estricta
no cumple su restriccion temporal o plazo de ejecucion entonces el sistema es no
planificable y el disefio no es valido, con lo que habria que modificar el disefio y
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volver a analizar la planificabilidad del nuevo disefio, de acuerdo con la metodologia
propuesta.

Es posible garantizar el cumplimiento de las restricciones temporales tanto de las
tareas periodicas, como de las esporadicas, por lo que este tipo de tarecas pueden
tener requisitos temporales estrictos. Sin embargo, no se puede garantizar las
restricciones temporales de las tareas aperiddicas, si las tuviera, con lo que este tipo
de tareas seran siempre flexibles.

4. ldentificacion de los recursos compartidos y de las relaciones entre tareas

Llegados a este punto del disefio, hay que identificar los recursos de las tareas,
determinar si son compartidos por varias tareas y protegerlos. Si las tareas comparten
recursos ¢éstos deben ser protegidos frente a accesos simultdneos mediante un
protocolo de sincronizacion y en tal caso hay que identificar dichas tareas y los
recursos compartidos para calcular mas adelante, una vez asignadas las prioridades,
los tiempos de bloqueo que pueden sufrir las tareas.

Ademaés hay que definir si existe relacion de precedencia entre las tareas, de forma
que antes de comenzar la ejecucion de una tarea otra deba haber terminado. Las
relaciones de precedencia se pueden modelar mediante transacciones (ver capitulo 2,
apartado 2.6) formadas por un conjunto de tareas que se deben ejecutar en un orden
preestablecido. Las transacciones tienen plazos asociados, que reflejan propiedades
“end-to-end” o principio-a-fin.

Una transaccion se puede implementar como una tarea periddica de periodo igual al
de la transaccion, seguida de una serie de tareas esporadicas. La tarea periddica es la
primera en la relacion de precedencia y cuando termina lanza la tarea esporadica que
le debe seguir segiin dicha relacion. Cuando la tarea esporadica termina, lanza la
siguiente tarea esporadica, que es la tercera en la relacion de precedencia, y asi
sucesivamente.

T —» T /T
Figura 7.2: Ejemplo de transaccion compuesta por tres tareas: la tarea 1 es periodica y las tareas 2
v 3 son esporddicas
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5. Modelado de los parametros temporales de las tareas

Es importante recordar que el modelado del sistema que se esta realizando en esta
fase esta centrado en las caracteristicas temporales del mismo. Por tanto, ademas de
definir las tareas y su funcionalidad, hay que modelar los pardmetros temporales que
describen cada tarea.

Los parametros temporales que se pueden especificar en esta fase son el tiempo de
ejecucion de la tarea, el plazo de ejecucion, el periodo, el tiempo de utilizacion de un
recurso compartido con otras tareas, y el “release jitter” o retraso de la activacion de
una tarea. Los pardmetros temporales del servidor aperiddico son el periodo y la
capacidad.

Si una tarea i es periodica se deben especificar, ademas de su tiempo de ejecucion p;,
su periodo ¢, asi como su plazo d, si lo tiene.

Si una tarea es esporadica se deben especificar su tiempo de ejecucion y por lo
menos el tiempo minimo entre llegadas consecutivas. También se deben especificar
su plazo si lo tiene. Estas tareas se puede modelar como tareas peridodicas cuyo
periodo ¢ es igual al tiempo minimo entre llegadas consecutivas. Por tanto, al
analizar la planificabilidad de la tarea y del sistema se estara estudiando el caso mas
desfavorable al suponer que esta tarea esta lista cada ¢;.

Si una tarea es aperiddica se deben especificar su tiempo de ejecucion, y en este caso
el plazo, si lo tiene, es necesariamente flexible. Si se utiliza un servidor aperiddico
del tipo Servidor Aplazable (DS) o Servidor Esporadico (SS) para atender a las
tareas aperiddicas hay que especificar el periodo del servidor ¢ y la capacidad ¢, del
mismo.

Cuando un mismo recurso es compartido por varias tareas, hay que especificar
cuanto tiempo utiliza cada tarea i dicho recurso ru;. Si ademas una tarea puede sufrir
un retardo en su activacion, hay que especificar el valor de dicho tiempo,
denominado “release jitter” j;.

Es posible modelar las dos implementaciones propuestas de una tarea esporadica
mediante los pardmetros que se acaban de describir. Asi, si se implementa mediante
una interrupcion que atiende la peticion de la tarea colocandola en la cola de las
tareas listas para que la tarea asociada se ejecute con la prioridad que se le asigne, en
el modelo aparece una nueva tarea de interrupcion con un tiempo de ejecucion
correspondiente al tiempo de ejecucion de la interrupcion p;,, y con un periodo igual
al minimo tiempo entre llegadas consecutivas de la tarea esporadica ;. Si el disefio de
la planificacidon que se realiza mas tarde en esta fase se basa en prioridades fijas, la
prioridad de esta tarea es la maxima, por ser una tarea de tipo interrupcion.
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Si la tarea esporadica se implementa mediante sondeo o “polling”, de forma que en
cada interrupcion de reloj si ha llegado una peticion de la tarea esporadica se pone en
la cola de las tareas listas, en el modelo se debe anadir a la tarea un “release jitter”
igual al periodo de la tarea de reloj. Este periodo es el maximo retardo que puede
sufrir la tarea si la peticion llega justo cuando ha terminado la tarea de reloj, en cuyo
caso hay que esperar un periodo completo de reloj para encolar la tarea.

Dependiendo de la informacion disponible se pueden representar los pardmetros de
forma distinta: como nimeros clasicos correspondientes al caso mas desfavorable,
como distribuciones de posibilidad y como distribuciones de probabilidad.

Parametros numéricos

Si la tarea esta en fase de disefio se deben dar al menos los tiempos mas
desfavorables desde el punto de vista de la planificabilidad. Asi, los valores mas
desfavorables correspondientes a tiempo de ejecucion, “release jitter”, capacidad del
servidor aperiodico y tiempo de utilizacion de recursos son los maximos ya que
cuanto mayores sean estos tiempos, mayores son los tiempos de finalizacion de las
tareas.

Por otro lado, el peor caso para la planificabilidad del sistema se da con los valores
minimos de los periodos y de los plazos, ya que cuanto menor sea el plazo, mas cerca
se encuentra el tiempo de finalizacion de no cumplirlo, y cuanto menor sea el
periodo, hay mas interferencia en tareas menos prioritarias, retrasando asi sus
tiempos de finalizacion.

Para una tarea esporadica se debe dar al menos el minimo tiempo entre llegadas, que
se puede considerar como el minimo periodo teniendo en cuenta que, en general, no
se conoce con precision y con certeza.

Distribuciones de Posibilidad

Si se dispone de mas informacion, se pueden modelar los parametros
correspondientes mediante conjuntos borrosos interpretados como distribuciones de
posibilidad.

En general puede ser interesante modelar los tiempos de ejecucion mediante
conjuntos borrosos P;, cuyo limite superior del soporte p,(0) es el maximo tiempo
de ejecucion p; considerado antes para el caso mas desfavorable.



Capitulo 7: Metodologia de disefio de sistemas de tiempo real. Caso ejemplo. 311

Un periodo borroso 7; puede modelar una tarea periodica a la que se permite una
pequefia variacion en su periodo, o bien una tarea esporadica, en cuyo caso el limite
inferior del soporte #,(0) es el minimo tiempo entre llegadas consecutivas de la tarea

esporadica.

El modelado borroso del plazo D;, aparte de responder a un conocimiento incierto del
mismo, puede tener relacion con el tipo de tarea al que corresponde: si es una tarea
estricta o una tarea flexible. Tal y como se ha dicho antes, si una tarea es estricta se
debe asegurar que termina su ejecucion antes del plazo correspondiente. Si el modelo
en alguno de sus parametros es borroso esto se traduce en que la posibilidad y la
necesidad de que la tarea termine antes de su plazo ha de ser 1:

LH(WC; < D) =NWC; <Dy)=1

Esta condicion es independiente de como esté modelado el plazo y de como sea el
tiempo de finalizacion numérico o borroso. En principio, en este caso es mas
adecuado modelar el plazo como un niimero clésico, pero si el plazo depende de otro
parametro que también es borroso, podria ser modelado también como un numero
borroso (este punto se ilustra en el apartado 7.2, el caso ejemplo).

Si una tarea es flexible, se permite que en algunas ejecuciones la tarea no cumpla el
plazo correspondiente. A menudo se trata de tareas con llegadas no acotadas, pero se
podrian modelar también tareas esporadicas y periddicas a las que se permite cierta
flexibilidad en el cumplimiento de sus plazos. Esta mayor flexibilidad definida con
parametros numéricos permitiendo sobrepasos temporales de los plazos, se puede
modelar en términos borrosos permitiendo que en el peor caso la posibilidad y la
necesidad de que la tarea finalice antes de su plazo sean distintas de 1. Es mas
apropiado modelar el plazo como un nimero borroso, aunque también se puede
modelar como un niimero clasico.

Ademas, tanto el plazo borroso como el valor de posibilidad y necesidad de que la
tarea finalice antes de su plazo pueden modelar la utilidad del resultado que
proporciona la tarea: cuanto mas cerca de 1 estén los valores de posibilidad y
necesidad, mas util, bien por precision del resultado, bien por ser un resultado mas
completo.

Mediante los algoritmos de andlisis de planificabilidad borrosos propuestos en esta
tesis se puede calcular la planificabilidad del sistema cuando los pardmetros se
modelan como niimeros borrosos 0 como conjuntos borrosos no convexos, continuos
o discontinuos, siempre y cuando su soporte esté acotado.
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Distribuciones de probabilidad

Si alguna tarea ya estd implementada y se dispone de un dato preciso, se utilizaria
dicho parametro numérico. Si se tiene informacion probabilista mediante una
distribucion de probabilidad de un determinado tiempo, se propone en esta
metodologia transformar dicha distribucion de probabilidad en una distribucion de
posibilidad. De esta forma se utiliza un modelado homogéneo de la informacion que
facilita la interpretacion de los resultados obtenidos (aunque se pierde alguna
informacion).

La transformacion propuesta es la basada en normalizacion, ya que se trata de una
transformacion muy sencilla que consiste en normalizar la distribucion haciendo que
el nucleo del conjunto borroso tenga posibilidad 1. Ademas, se ha mostrado mediante
algunos ejemplos que los resultados de planificabilidad obtenidos mediante la
distribucion de probabilidad y mediante la distribucion de posibilidad resultante de la
transformacion, son parecidos atendiendo a la asignacion de prioridades que
maximiza la planificabilidad del sistema, al igual que ocurre con la transformacion
basada en maxima especificidad y razon insuficiente.

La transformacion es m; = p;/ p; , con p1> p,>...> py , que en el caso continuo se
expresa como T(X) = p(X) / pm , con py, = supx p(x)

Por tanto, si se modela un tiempo de ejecucion mediante una funcion de densidad de
probabilidad, el nimero borroso triangular asociado mediante esta transformacion es
también triangular y escalado para que su moda tenga posibilidad 1. Ver Figura 7.3

Figura 7.3: Transformacion probabilidad-posibilidad basada en normalizacion

7.1.2.2.  Diseiio de la planificacion de las tareas

Una vez identificadas y modeladas las tareas que componen el sistema, hay que
disenar la su planificacion. Dado que la planificacion mas apropiada se basa en la
asignacion de prioridades, ya que permite una mayor flexibilidad a la hora de
introducir modificaciones en el sistema, ya sea afiadiendo o quitando tareas, o
modificando los parametros que describen las tares existentes, se trata por tanto de
decidir si se opta por un sistema de prioridades fijas o dindmicas.
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Si las prioridades son fijas y los plazos son numéricos, se propone que se asignen
segun el algoritmo DMS, ya que este algoritmo es optimo en el sentido de que si
existe una asignacion de prioridades fijas que es planificable, la asignacion dada por
DMS también es planificable. Segin DMS la tarea mas prioritaria es la que tiene el
menor plazo y la menos prioritaria la de mayor plazo. Si los plazos son borrosos y
existe orden fuerte entre ellos, se propone asignar las prioridades de acuerdo con
dicho orden fuerte, ya que esa asignacion maximiza la posibilidad y la necesidad de
que el sistema sea planificable.

Si las prioridades son dindmicas se puede utilizar el algoritmo de planificacion EDF.

Es posible tener en cuenta en el modelo el tiempo que el planificador consume por el
manejo de colas, poniendo una tarea a la cola de las tareas listas cuando, por
ejemplo, se ha cumplido su periodo. Para ello basta con introducir una nueva tarea j
en el modelo por cada tarea i periddica o esporadica con el tiempo de ejecucion p o,
correspondiente al manejo de las colas y periodo igual al de la tarea i, t;=t;.

Si se ha optado por asignar prioridades fijas a las tareas y hay recursos compartidos
por varias tareas, se puede utilizar el protocolo basico de herencia de prioridades
(PIP) para evitar inversiones de prioridades no acotadas. En este protocolo se utiliza
un semaforo para implementar la seccion critica. Cuando el recurso estd ocupado, la
peticion se encola de acuerdo con su prioridad. Al encolar una peticion, la prioridad
de la tarea que esta utilizando el recurso se eleva temporalmente al valor de la
prioridad encolada (hereda su prioridad). Esta herencia es la que evita que haya
expulsion en la seccidn critica por parte de otra tarea, lo que produciria una inversion
de prioridades no acotada. Al liberar el seméaforo la tarea que estd al comienzo de la
cola accede al recurso.

Una vez determinadas las prioridades fijas, los tiempos de utilizacion de los recursos
y el protocolo de sincronizacion utilizado, se puede calcular el tiempo de bloqueo b;
que sufre cada tarea i. Si el protocolo de sincronizacién es PIP los tiempos de
bloqueo se pueden calcular mediante el algoritmo (7.1) que permite obtener tiempos
de bloqueo borrosos a partir de tiempos de utilizacion de recursos borrosos RU..

(7.1) Calculo del tiempo de bloqueo con el protocolo PIP

1. Se ordenan las tareas de acuerdo con su prioridad, siendo la tarea 1 la
mas prioritaria.

2. Inicializacién de B: B = 0 (clasico)
3. Comienzo con la tarea menos prioritaria: i = n

4. Bl'zB
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5. B= max (RU;, B)

6. Sii=1, termina el algoritmo.
Si pri.1 > pc,, entonces B = 0 (clasico)

7. Iterar: i =i-1y continta en el paso 4.

Recordemos que max es la operaciéon maximo borroso, y que este algoritmo se
describe en el apartado 5.7 de esta tesis. Si los tiempos de utilizacion de recursos son
nimeros clasicos se sustituye en (7.1) el tiempo borroso de utilizacion de recurso
RU; por el tiempo numérico ru; y los tiempos de bloqueo borrosos B; y B por los
tiempos numeéricos b; y b de forma que queda el algoritmo ya descrito en el capitulo
2, conocido en la literatura.

7.1.3.  Analisis de planificabilidad.

La tercera fase de la metodologia, sobre la que se ha centrado principalmente esta
tesis, es la obtencion de medidas borrosas de planificabilidad del sistema. En esta
tesis se han definido algoritmos de célculo de la planificabilidad borrosa basados
tanto en aritmética borrosa como en aritmética de intervalos. En esta metodologia se
propone utilizar los algoritmos basados en aritmética de intervalos ya que su
complejidad no aumenta al utilizar conjuntos borrosos no triangulares, y las
operaciones elementales como la suma o la division tienen una complejidad similar.

Los casos analizados se pueden agrupar en los siguientes:
» Sistema con prioridades fijas y con plazos menores o iguales que los periodos

Se propone un algoritmo basado en aritmética de intervalos con busqueda por
biparticion, que contempla la existencia de tiempos de bloqueo y “release jitter”
en las tareas, y permiten calcular la posibilidad y necesidad de planificabilidad
del sistema a partir de tiempos de ejecucion, plazos, periodos, tiempos de
bloqueo y “release jitter” borrosos.

» Sistema con prioridades fijas y servidor aperiddico.

Cuando existen tareas aperiodicas atendidas por servidores aperiodicos del tipo
esporadico y aplazable, se propone la utilizacion del algoritmos de
planificabilidad basados en aritmética de intervalos desarrollados en esta tesis,
que extienden el andlisis a tiempos de ejecucion, periodos, capacidad del
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servidor y periodo del servidor borrosos. En este caso analizado las tareas
periddicas tienen los plazos menores o iguales que los periodos.

e Tareas con relacion de precedencia.

Cuando existen tareas con relacion de precedencia entre ellas se propone
implementarlas de forma que la primera tarea sea periddica y el resto son
esporadicas. Cada tarea esporadica es lanzada cuando finaliza la tarea anterior.
En este caso se propone un analisis de planificabilidad en el apartado 7.1.3.3.

» Sistema con prioridades fijas y con plazos mayores que los periodos.

Igual que en el caso anterior, los algoritmos propuestos en esta tesis permiten el
calculo exacto de la planificabilidad borrosa del sistema. En primer lugar se
presentan los algoritmos basados en aritmética de intervalos que tienen en
cuenta tiempos de ejecucidn, plazos, tiempos de bloqueo y “release jitter”
borrosos. En segundo lugar, se presentan los algoritmos basados en aritmética de
intervalos que extienden el analisis de planificabilidad ademas de para los
parametros borrosos anteriores, para periodos borrosos. Estos algoritmos, junto
con los basados en aritmética borrosa han sido desarrollados en el apartado 5.6.
de esta tesis.

* Sistema con prioridades dindmicas y con plazos iguales a los periodos.

En esta tesis se ha analizado también la asignacion de prioridades dindmicas de
acuerdo con el algoritmo EDF. Cuando los plazos son iguales a los periodos, es
posible calcular la planificabilidad borrosa a partir de tiempos de ejecucion y
periodos borrosos.

» Sistema con prioridades dindmicas y con plazos menores o iguales a los periodos.

Cuando los plazos son menores que los periodos se puede extender el andlisis a
tiempos de ejecucion borrosos y se propone aplicar el algoritmo desarrollado en
el apartado 6.2 basado en aritmética de intervalos. No se ha encontrado la forma
de extender el analisis mediante aritmética de intervalos o aritmética borrosa
cuando los plazos o los periodos son borrosos.

7.1.3.1. Prioridades fijas, con plazos menores o iguales que los periodos.

Tal y como se dijo en el capitulo 2, cuando los plazos coinciden con los periodos y
no hay tiempos de bloqueo ni “release jitter”, existe una condicion suficiente aunque
no necesaria de planificabilidad en el andlisis clasico:
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(12 Lt v < (n) =n [@2% —1)

1 n
donde 7 es el numero de tareas.

En el anélisis con parametros borrosos se puede realizar esta comprobacion previa,
antes de aplicar el algoritmo de calculo de tiempos de finalizacion. Si no hay tiempos
de bloqueo ni “release jitter” y los plazos son iguales a los periodos, se aplica la
desigualdad (7.2) para el peor caso como se muestra en (7.3), y si se cumple la
desigualdad entonces el sistema es planificable con posibilidad y necesidad igual a 1.
Si no se cumple la desigualdad para el peor caso, se aplica el algoritmo basado en
aritmética de intervalos propuesto en esta tesis.

2O, O _ Loy
(7.3) L2 40 +...+tl(0) [@2 1)

Como ya se vio en el capitulo 5 de esta tesis, el algoritmo de andlisis de
planificabilidad propuesto (7.4) es valido para tareas periddicas, con plazos menores
o iguales que los periodos y con prioridades fijas asignadas con cualquier criterio,
incluido la asignacion segin RMS o DMS. Si los plazos y/o los periodos son
borrosos la condicidon para poder aplicar el algoritmo es que los plazos sean
fuertemente menores que los periodos. Si todos los pardmetros son numéricos basta
con aplicar el algoritmo basico clasico (7.5), donde el valor inicial de s es s _in; =
weil T pi

ALG Aritmética de Intervalos
we, (0) =0
for i=1 to n_tasks do

=P, (0:5,=b,(0%; j, = j, (0% t; =1, (0); 5 _in, =wc,_ 1(0)+P,]

J
Isj<i 1g)<i Igj<i 1g)<i 1 /<i 1<j<l

we,(0)= ALG BASICO(

Wb, =b,(0); j, = j, (s 1, =1, (1); s _in, :m(o)]

J
j<i Isjsi 1<jsi 1</<z Isjsi

Wb, =b,(0); j, = j, (s 1, =1, (1); s _in, :@(1)J

J
j<i Isj<i Isjs<i l</<1 l<j<l

we,(0) = ALGBASICO[ =p, (0);5,=b,(0); j, = j, (0); t, = ¢, (0); sin,,:w_c,.(n]

Jj
I<jsi 1<j<i 1<j<i |<j<l 1<j<i |<j<l
ALG ZONA
end

(7.4) o

stany ! N iy =min{ [/ N(WC, < D} 0i

Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real



Capitulo 7: Metodologia de disefio de sistemas de tiempo real. Caso ejemplo.

317

Donde el algoritmo basico (ALG BASICO) es:

ALG BASICO:
S0 =8 _In
(7.5) while (s, <s,,) k=k +1

we, =58,

i—1 s, + /
dado, s;, =b, +p, +Z Py I#M;—Jh—‘
h=l1 h

Si por el contrario los tiempos de ejecucion, los plazos, los periodos, los tiempos de
bloqueo o el “release jitter” son borrosos, se puede aplicar el algoritmo (7.4) basado
en aritmética de intervalos. El algoritmo no calcula las aproximaciones validas de los
tiempos de finalizacion borrosos sino que Unicamente realiza una busqueda por
biparticion de los puntos de corte entre los tiempos de finalizacién y los plazos

borrosos, para calcular la planificabilidad borrosa exacta del sistema.

El algoritmo ZONA (7.6) utilizado en el algoritmo basado en aritmética de
intervalos, determina la zona de busqueda del punto de corte y llama al algoritmo de
busqueda por biparticion en la zona de los limites superiores (Biparticion sup (7.8)) o

de los limites inferiores (Biparticion inf (7.7)) de los a-cortes de los tiempos de

finalizacion.

(7.6)

ALG ZONA
if(ﬂ(O)zw_ci(O)) N(wc,<D)=1, N(WC,<D)
if (d,(0) S we,(0)) M(WC,< D)
if (we,() 2 d, (1)) N(WC,<D,)=0

i i

else if (we,(1) <d,(1)) Biparticion sup
if (we,()<d,(1) N(WC<D)=1

else if(w_q. 1> Z(l)) Biparticion inf

0, N(WC,<D)
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Biparticion inf
a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = we,(0), cota_sup = we,(1)
while (‘%(a) -d,@) >£)
a=a, +4% ;a"
(7.7)
we, (@) = ALG BASICO( p,=p,@yb=b@); j,=j, @)t =t @)s_in :cotaian
- Isjsi 1sjsi - Isjsi 1sjsi Isjsi 1<jsi
if (we,(@) <d,@) a,=a . cota_inf =we,@)
if(wc,(a)>2,.(a)) a,=a , cota_sup =we,@)
end
nwc,sb)=a ; N(WC,<D,)=0
Biparticion sup
a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = w_q(l), cota_sup = w_q(O)
while (‘w_cl.(a') -d,@) >£)
a=a, +47%
(7.8)

we, (@) = ALG BASICO{ p,=p,@);b=b@); j,=j, @) t, =t, @); s_in, =cota_inf

1<k 1/ e isjs isjsi sisi
if (we,(@) <d,@) a,=a . cota_inf =wc,@)
if (w_c,.(a') >ﬂ(a')) a,=a , cota_sup :w_c,.@')

end

n(wc,<p)=1; N(WC <D)=1-a

Si s6lo se dispone del valor mas desfavorable de algiin parametro, en el algoritmo
basado en aritmética de intervalos se sustituyen los limites de los a-cortes por el

valor numérico correspondiente. El valor mds desfavorable de un tiempo de
ejecucion, de un tiempo de bloqueo y de un “release jitter” para la planificabilidad
del sistema es el valor maximo y de un plazo y un periodo es el valor minimo. Asi,
en el caso de que el plazo de la tarea i fuese numérico hay que sustituir en el

algoritmo los limites inferiores d (@) y superiores Z(a) de los a-cortes del plazo
por d;. Si las tareas no tienen tiempos de bloqueo o “release jitter”, se sustituyen los
parametros correspondientes por cero.

Resulta sencillo adaptar el algoritmo de aritmética de intervalos para contemplar el
caso en que el tiempo de finalizacioén sobrepase el periodo, tal y como se describié en
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el apartado 5.2.3. Modificando el algoritmo basico como se indica en (7.9), cuando
se detecta que s;x ha sobrepasado el periodo se interrumpe la iteracion y se iguala we;

a t; + & . Eso supone truncar el tiempo borroso de finalizacion. La comparacion con

el plazo sigue dando el valor exacto de posibilidad y necesidad de que la tarea sea
planificable.

ALG BASICO:
S0 =8 _in,
(7.9) while (s, <s,, and s,, SQ(O)) k=k+l1

if s, =s,,, thenwc, =s,, +,

else we, =¢,(0) +¢,

i s+
dado, s, , (s, ;) =b, +th [F”‘I—J”-‘
=1

4

7.1.3.2.  Prioridades fijas y servidor aperiddico

Cuando ademads de tareas periddicas el sistema de tiempo real estd formado por
tareas aperiodicas atendidas por un servidor aperiddico de tipo esporadico (SS) o
aplazable (DS), se puede analizar su planificabilidad en presencia de informacion
incierta, como tiempos de ejecucion, plazos, periodos, capacidad del servidor y
periodo del servidor borrosos. El ambito de aplicacion de los algoritmos de analisis
de planificabilidad desarrollados en el apartado 5.8. es para plazos de las tareas
periddicas menores o iguales que los periodos, por lo que la condiciéon en términos
borrosos es que la posibilidad y necesidad de que los plazos sean mayores que los
periodos son nulas.

Servidor Esporadico

Cuando las tareas son atendidas por un Servidor Esporadico (SS) con periodo del
servidor ¢, y capacidad c;, es posible extender el analisis mediante aritmética de
intervalos aplicando (7.10).
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ALG Aritmética de Intervalos
w6 (0)=0

for i=1 to n_tasks do

we, (0) = ALG BASICO

l<_/<l Isjsi Isj<i 1<jsi

= p, (0);¢,=¢,(0):1,=1,(0; 1, =1, (0); 5 _in, = @(O)m]

]<j<, 1<j<i 1<j<,

we,(1) = ALG BASICO

%(1) = ALG BASICO [pl =p; ;e =c¢ (1),tt =t (1), t, =1, (1) s _in, = wc, (O)J
[ M);c, =c, (1),tt =t (1) =1 A); s_in, =%(1)]

p; =P
Isjsi 1<jsi 1</<z Isjsi
we, (0) ALG BASICO | p; = p, (0),cY =c, (O),tq t(O), t; =1, (0); s_in, =wc, (I)J
Isj<i 1g)<i I<j<i 1<_/<,
ALG ZONA
end
(7.10) . .
M i ! N oy = min{ M/ N(WC, < D,} O

Donde el algoritmo bésico es:

ALG BASICO:
S0 =8 _in;

(7.11) while (s, <s,,) k =k +1

WC =Sy

i1
Sik-1 Sik-1
dado, s, = p, +zph *c
=] Ly L

El algoritmo ZONA (7.6), es el mismo que se mostrd en el apartado de prioridades
fijas y plazos menores o iguales que los periodos. Los algoritmos Biparticion Inferior
(7.12) y Biparticioén Superior (7.13) son:
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(7.12)

(7.13)

Biparticion inf
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = wc,(0), cota_sup = wc,(1)
while (‘w_ci(a') -d@) >£)

+0'1 —a,

a=a,
2

Isj<i 1sj<i Isj<i 1sj<i

we, (@) = ALG BASICO[ p,=p, @)c,=c@)t,=t,@); t, =t, @); s_in, =cota_inf

if (we(@) <d,@)) a,=a . cota_inf =we,@)

if(@(apZ(a)) a,=a . cota_sup =wc,@)

end
n(wc,<D,)

a; N(WC <D)=0

Biparticion sup

a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = w_q(l), cota_sup = w_q(O)
while ([we, (@) -d,(@)| >¢)

a=a, +47%

we, (@) = ALG BASICO{ p,=p,@)c,=c,@)t,=t,@); t, = t, @); s_in, =cota_inf
Isjsi 1<jsi - Isjsio 1<jsi
if (we,(@) <d,@)) a,=a ., cota_inf =wc,@)
if (w_c,.(a') >é(a')) a, =a , cota_sup =w_c,.@')
end
n(wc,<p,)=1; N(WC <D)=1-a

Si todos los tiempos son numéricos, se aplica el algoritmo clasico (7.11) donde s _in;
=WCi-1 T pi

Servidor Aplazable

Si las tareas aperiddicas son atendidas por un Servidor Aplazable (DS), se propone
utilizar el algoritmo basado en aritmética de intervalos con busqueda por biparticion,
que es el mismo que aparece en (7.10), donde el algoritmo basico es:
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ALG BASICO:

S0 =8_1n;

(7.14) while (s, <s,,) k=k+1

we; = Sik

i-1 S, s, —c
dado, Si,k =p; +2ph [|i ik l—‘ +C.v 1 +|V ik-1 ,;—l
h=1 t, f,

El algoritmo ZONA (7.6) es el mismo que para prioridades fijas y plazos menores o
iguales que los periodos. Los algoritmos Biparticion Inferior (7.12) y Biparticion
Superior (7.13) coinciden con los propuestos para el servidor SS. Al igual que con el
servidor anterior, si todos los tiempos son numéricos, se aplica el algoritmo clasico
(7.14) donde s_in; = wc; + p;

7.1.3.3. Tareas con relacion de precedencia

Si una transaccion formada por # tareas con relacion de precedencia se implementa
de manera que la primera tarea es periddica y el resto son esporadicas y lanzadas por
la tarea que les precede al finalizar (ver el apartado 2.6 de esta tesis), se puede
modelar suponiendo que todas se lanzan en el mismo instante, pero que se ejecutan
en el orden correcto porque las tareas predecesoras tienen prioridades mas altas.
Entonces, el tiempo total de respuesta de la transaccion es igual al tiempo de

respuesta de la tarea esporadica final, con lo que se debe cumplir que we, < d. Aqui

el valor de wc, se mide relativo al comienzo de la transaccion e incluye los tiempos
de finalizacion de las tareas anteriores.

Por tanto la transaccion se modela de forma que estd compuesta por n tareas con
periodos iguales y prioridades consecutivas, o bien por una tarea peridodica con
tiempo de ejecucion igual a la suma de los tiempos de ejecucion de las n tareas de la
transaccion y de prioridad igual a la prioridad de la primera tarea de la transaccion.
Para realizar el andlisis de planificabilidad hay que aplicar el mismo algoritmo de
prioridades fijas con plazos menores que los periodos ya presentado.

7.1.3.4. Prioridades fijas, con plazos mayores que los periodos

Cuando los plazos son mayores que los periodos es posible que no baste con calcular
la primera ejecucion de cada tarea, ya que el peor tiempo de respuesta se da dentro
del periodo de ocupacion con lo que es preciso calcular el numero de ejecuciones
correspondiente dicho periodo.
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Tiempos de ejecucidn, plazos, bloqueos v “release jitter” borrosos

El algoritmo basado en aritmética de intervalos con busqueda por biparticiéon que
tiene en cuenta ademds la existencia de tiempos de bloqueo y de “release jitter”

borrosos es (7.15).

ALG Aritmética de Intervalos
we,,(0)=0
for i=1 to n_tareas do

we, o (0) =we,_(0); n=1

in

we, (0) = ALG BASICO[ =, (05:6=b,00%; j, = j, (0);
1sj<i

i 1sjs<i Isjsi Isjsi

ALG ZONA
if we;, >n,
n=n+l

else

(7.15) n,/N,=min{N/N(WC,_ <D, } 0O NH s n:

end loop
end
/N

planif

=min{M,/N} OO0 N& < n_tareas

I_I planif

loop
we,;,(0) = ALG BASICO{ ; = p;(0):5,=b,0); j, = j, (0);s _in, =wc, WCi ,(0) +p,]
- Isjsi 1sjsi - Isjsi 1sjsi
we, (1) = ALG BASICO [ ,=p; () b, b(l) J; = J; s _in, = we, (O)}
- Isj<i m Isjsi 1sjsi
we, (1) = ALG BASICO [ o =p, Ab=b,01); j, = j, () s_in, =we,, (1)]
Isj<i 1£)<i Isj<i 1g)<i

s_in, =wc,, (1)]

siguiente tarea

Donde D;, = (n-1)-t+D; y el algoritmo bdsico es:

ALG BASICO:

S0 =S _in

(716) Whlle(5“<5 ) k=k+1

ik

Wci,n - i,k +Ji

h=1 h

i-1
dado, s,, =b, +n-p, +th [ﬁ%

g
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Este algoritmo basico (7.16) es el que habria que aplicar si todos los pardmetros son
numeros clésicos, donde el valor inicial de s es s_in; = we,; + p;

El algoritmo ZONA (7.17) establece la zona de busqueda por biparticion, que puede
ser en la zona de limites inferiores (7.18) o de limites superiores (7.19) de los

a-cortes de los tiempos de finalizacion.

ALG ZONA
it (d,,(0)2we,,(0) N(Wwe, <D, )=1, N(WC,<D,)=1,

in in

if (wc. 0)= n~t,) wep, =nt, +0

(7.17) else we;, =0
if (d,,(0)<we,,(0) N(WC,<D,)=0, N(WC,<D,)=0, wc, =0

if (we,,()2d,, (1)) N(wC,<D,)=0

else if (we,

in

(1)<d,,(1)) Biparticion sup

in in in

if(@(l)sd_.(l)) n(wc,<n,)=1

else if(we, ,(1) > d, (1)) Biparticion inf

Donde wc®; , es el instante del punto de corte, si existe, entre WC;, y D;,. Se entiende
por punto de corte el punto necesario para calcular los valores de posibilidad

[(WC;,<D;,) y necesidad N(WC;,<D,,), como se indica en la Figura 7.4.

WCi, n D in

wc'ip

Figura 7.4: Punto de corte wc;,, que se obtiene de la comparacion entre WC;, y D;,
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(7.18)

Biparticion inf
a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = wc,,(0), cota_sup = we,,(1)

while (‘K @) —Zﬂ(a)‘ >g)

a=a, £
we, (@) = ALG BASICO (p/ =p;@)b=b@); j, = j, @); s_in, =cota_inf
- Isjsi Isjsi - Isjsi Isjsi
if(wcm (@) <Zn(a)) a,=a ., cota inf =we,,@)
if (we,,(@)>d,@)) @, =a , cota_sup =we,, @)
end
n(wc,<bp,)=a ; N(wc,,<D,)=0; wc, =we,, @)

(7.19)

Biparticion sup
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = wc, (1), cota_sup = wc,,(0)
while (|wcm (@)~d,, @) >g)
a=a, +479%
we,, (@) = ALG BASICO [ p,=p,@sb=b@); j, = j, @) s_in, :cota_ian
Isjsi 1sjsi Ijsi 1<j<i
if (we,, (@) <d,, @) @ =a , co_inf =wc,,@)
if (we,, (@) >d,, @) @, =a . cota_sup =we,, @)
end
n(we,<n,)=1; N(wc, <D, )=1-a ; wc =we, (@)

Periodos borrosos

La extension del andlisis de planificabilidad a periodos borrosos requiere trabajar con
los tiempos de respuesta de las tareas en lugar de con los tiempos de finalizacion
para evitar dependencias funcionales entre parametros.

El algoritmo basado en aritmética de intervalos, para plazos mayores que los
periodos, con tiempos de ejecucion, plazos, tiempos de bloqueo, “release jitter” y
periodos borrosos es:
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ALG Aritmética de Intervalos
we,,;(0) =0

for i=1 to n

_tareas do
We 0)= WC;_y 0); n=1
loop

we; (0) = ALG BASICO = p,; (0);5,=b, (0) J; =

[ jj (0); tj :T/(O);S—ini :Wci,rz—l(0)+pi]
l<]<l Isjsi Isjsi 1sjsi Isjs<i 1gj<i -
we, (1) = ALGBASICO | p, = p, (1); b=b,(1); j, = j, 1); t, =1, (D:s_in, =wc, ,(0)
- Isjsi 1sjsi Isjs<i 1gj<i Isjs<i 1<j<i -
we,, (1) = ALaBasico | p, = p, (:b,=b,(1): j, = j, (s 1, = ¢, (1 s _in, = we,, (1)
1< j<i 1</<, I<jsi 1<jsi 1<jsi 1</<l
we, ,(0) = ALG BASICO (p, =p, (0):5,=b,0); j, = j, (0 t, =1, (0);s_z'n,»=wc,,n(1)]
Isj<i 1<jsi I<j<i 1<jsi Isjsi 1sjsi
ALG ZONA
if |e, >¢(0) n=n+l
20y Tl >u0)]
else /N[—min{I'I/N(E[TXSD[} Ut N s »n; siguiente tarea
end loop
end
rl planif /N

sy =min{,/N} 00 N& < n_tareas

El algoritmo bésico es el mismo que aparece en (7.16), y el algoritmo ZONA que
establece la zona de bliisqueda por biparticion es

ALG ZONA

e, (0)=we,,(0)=(n=1)1,0): e, (1) =wc,, (1) ~(n ~,(1)
€.,(0)=we,, (0)=(1 =1%,(0); e, (1) =we,, (1) ~(n ~D5,(1)

if (4,0)2e,(0) N(E,<D)=1, N(E,<D)=1,
(721)|

f [e,_n(0)>t_,.(0)] ¢, =1,(0)+0

elsee’ =0

in

it (@(0)se,©0) N(E,<D)
1f(e”,(l)>d(1)) N ( )

else if (ei’n (1)<d,(1)) Biparticion sup
if (¢,,()<d,(1) N(E,<D)=1

else if(e,, (1) > d,(1)) Biparticion inf

0, N(E,<D,)=0, ¢,=0
0

Los algoritmos de busqueda por biparticion el la zona de limites inferiores (7.22) y
de limites superiores (7.23) de los a-cortes de los tiempos de finalizacion son
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(7.22)

Biparticion inf
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = we, ,(0), cota_sup = wc, (1)
while ( 6, (@)= d,(@) >£)
a=a,+3 "%
we,,(@)=ALGBASICO | p, =p, @):b,=b@); j, = j, @); t, =t, @); s_in, =cota_inf
I Isjsi 1sjsi - Isjsi 1sjsi Isjsi 1<jsi
if ¢, (@ <d,@) a,=a . cota_inf =we,,@)
if(em (a) >Z(a)) a,=a , cota_sup =wc,,@)
end
N(e,<p)=a; N(E,<D)=0; &, =¢,@

Biparticion sup

a,=0 ,a, =1, a =0, cota_inf = wc, (1), cota_sup = wc,,(0)

while (a(a’) ~d @) >£)
—_ a, —a,
(7.23)| a=a*——F—
we,,(@)=ALGBASICO | p, =p, @);b,=b(@); j, = j, @); t, =t, @); s_in, =cota_inf
Isj<i 1sj<i Isj<si 1s)si I<j<i lsﬁ
if (¢, (@) <d,@)) a,=a . cota_inf =wc,,@)
if (., (@)>d,@)) @, =a . cota_sup =wc,, @)
end
N(E,<D)=1:  N(E,<D)=1-a; ¢ =e,(@)
7.1.3.5. Prioridades dinamicas. EDF

Plazos iguales a los periodos

Cuando las tareas son periddicas con prioridades dindmicas asignadas segun EDF, si
los plazos son iguales a los periodos es posible extender el andlisis de
planificabilidad a tiempos de ejecucion y periodos borrosos.

La planificabilidad borrosa es:

n_tar n_tar

it P
(7.24) TLyanir=11( Z ?’g 1) Nytanit=N( z ?, <1)
i=1

=l £ i= i
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De esta forma se compara el nimero borroso que se obtiene de la utilizacion total del
procesador con la cota superior que puede tomar dicha utilizacion, que es un nimero
clasico.

Si existen tareas estrictas y los valores de posibilidad y necesidad de que el sistema
sea planificable son distintos de 1, es preciso aplicar el algoritmo basado en la
demanda del procesador (7.25) para determinar si las tareas estrictas verifican sus
plazos con posibilidad y necesidad igual a 1.

Plazos menores que los periodos

n_tar n_tar
El primer paso consiste en comprobar II( Z ?’ <1)y M z ?"S 1), ya que si son
i=1 i i=1 i

cero, la posibilidad y necesidad de que el sistema sea planificable es cero (por ser
una condicidon necesaria pero no suficiente). En caso contrario, para tiempos de
ejecucion borrosos se puede extender el analisis de planificabilidad mediante
aritmética de intervalos (7.25).

ALG Aritmética de Intervalos
w6 (0)=0
0,0 D

129 - iﬂli‘k_de”} (0): e,m= i[vkz_deﬂ}

j=1 4 -

_ o (|1, -d, — — (11, -d, —
Z0= 5[ B s o= 2[Rt o

ALG ZONA

end

n

/N

planif

=min{N(C,¢,)<1,)/N(C,0,

i ik

)<i,} Dik

planif

donde D = {d; | dix = k'ti+d; , dix < min(bp,h), 1<i<n, k>0},y b, es el periodo de

ocupacion y 4 es el hiperperiodo. El periodo de ocupacién, que en este caso es un
valor numérico, se calcula como:
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Periodo de ocupacion
=Y ps I'=w()
i=1

h=lem(t,t,,..1,)
(7.26) | while (I'#/*) and (I'< h) {

*=1

I'=w,(1%) }
if(I'sh) b, =1*
else b, =

donde wP(z*):iR—j P,

i

El algoritmo que determina la zona de buisqueda por biparticion del punto de corte
entre C, y [; es:

ALG ZONA
it (4, 2c,0) N(C,(1,)<1,)=
( NE

1
(7.27) it (s SC_”(O)) i (o ( ik l[,k) =0, N(C (l[,k)s l[’k) =0,

it (c,21,) N(C,(1,)<sh,)=0
else if (g(l) <l,,) Biparticion sup

if (c, () <1,,) n(cp(z,.’k)sz,.,k)zl
elseif(c,(1)>/,) Biparticion inf

Y los algoritmos de busqueda en la zona de limites inferiores (7.28) y limites
superiores (7.29) de los a-cortes de C, son:
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Biparticion inf
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = ¢, (0) cota_sup = ¢ (l)

>¢)

a,-a,

while (‘_p

a=a,+

=3[ e

lf(c @<L,

(7.28)

=a , cota_inf =¢, @)

) o
1f(c (a) >l,k) =a , cota sup :c_p(a')

end
n(c,ansi,)=a; N(c,ast,)=0

Biparticion sup
a,=0 ,a,=1, a =0, cota_inf = c_p(l), cota_sup = Z(O)

while (|e, (@) -lf,k| >¢)

aa+ a,

(7.29) E

o N

( ()<, a’l =a , cota_inf =¢ (a)

it(c,(@)>1,) a,=a . cota_sup =c,@)

end
I_I(Cp(li,k)Sli,k):l 5 N(Cp(li,k)slivk)ZI_a

Si todos los pardmetros son numéricos hay que comprobar que se verifica:

(7.30) VI €D z>zﬂl td Jﬂj@i

=] i

donde D = {d;; | dix = kti+d; , dix < min(Bp,h), 1<i<n, k>0}

No se ha encontrado una extension del andlisis de planificabilidad basada en
aritmética borrosa o en aritmética de intervalos cuando los plazos y los periodos son
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borrosos debido a la dependencia funcional existente entre ¢, y /, por lo que se hace
necesario recurrir al principio de extension.

7.1.4. Modificacion del diseno

Una vez concluido el analisis de planificabilidad del sistema hay que analizar los
resultados y, si procede, proponer cambios en el modelo, para volver a realizar el
analisis de planificabilidad del nuevo modelo, en la fase 3 de la metodologia. Al final
de la fase 3, se pueden presentar dos situaciones diferentes: que el sistema no sea
planificable, con lo que hay que proponer cambios con el fin de conseguir un disefio
de sistema que cumpla las restricciones temporales, o que el sistema sea planificable,
en cuyo caso se puede estudiar la introduccion de alguna mejora en el modelo.

Sistema no planificable

Cuando el sistema no es planificable se puede modificar el criterio de asignacion de
prioridades si se considera que puede mejorar la planificabilidad del sistema. Si en el
modelo analizado en la fase anterior los plazos eran numéricos y se habian asignado
las prioridades fijas de acuerdo con el algoritmo DMS, no habra mejora alguna en la
planificabilidad del sistema si se cambian las prioridades estaticas, ya que DMS es
optimo. En cambio, si se podria analizar el modelo basado en prioridades dindmicas
asignadas mediante el algoritmo EDF, ya que éste mejora la planificabilidad del
sistema. Sin embargo, si hay tareas estrictas y tareas flexibles y con la asignacion
DMS una tarea estricta no es planificable, habria que intercambiar su prioridad con
una tarea flexible de mayor prioridad segin DMS.

Otra posibilidad es introducir mas informacion acerca de los pardmetros. Es posible
que exista informacion actualizada acerca de los pardmetros numéricos, que habria
que modificar en el modelo. Si se dispone de mas informacion se podria modelar
alguno de los parametros mediante distribuciones de posibilidad, o incluso, en caso
de tener datos estadisticos podria modelarse alguno de ellos mediante distribuciones
de probabilidad. Con todo ello se analizaria la planificabilidad del sistema en la fase
3 de la metodologia.

Si las modificaciones anteriores no son posibles, o bien ya se han introducido y a
pesar de ello el sistema contintia siendo no planificable, hay que explorar otras
modificaciones que conllevan desventajas. Se puede aumentar el periodo de alguna
tarea, perdiéndose funcionalidad y/o requisitos temporales del sistema, lo que reduce
la interferencia de dicha tarea en las menos prioritarias, disminuyendo sus tiempos de
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respuesta. Por otro lado, una disminucion del tiempo de ejecucion de alguna tarea,
permitiria mejorar la planificabilidad del sistema a costa de empeorar la precision del
resultado de la tarea y la funcionalidad del sistema. De forma similar, si se reduce el
nimero de tareas no criticas a ejecutar, mejoraria la planificabilidad empeorando el
cumplimiento de requisitos funcionales no criticos.

Sistema planificable

Otra posibilidad es que, ain cumpliendo todas las restricciones temporales, se pueda
modificar el disefio con el fin de mejorar sus prestaciones funcionales o sus tiempos
de respuesta sin que se vea comprometido el cumplimiento de las restricciones
temporales. Para ello se puede analizar la reduccion del periodo de alguna tarea si
interesa que se ejecute mas a menudo, o aumentar el tiempo de ejecucion si con ello
se consigue mayor precision en el resultado, o aumentar el numero de tareas a
ejecutar ampliando de esta forma la funcionalidad del sistema con tareas no previstas
inicialmente.

En resumen, se ha presentado en este apartado una metodologia de disefio de
sistemas de tiempo real centrada en el objetivo de lograr que se respeten las
restricciones temporales, en la que los parametros temporales se pueden modelar
mediante nimeros borrosos que se interpretan como distribuciones de posibilidad.
Esta metodologia se aplica al caso ejemplo que se describe en el siguiente apartado,
donde se modelan el sistema y sus parametros en primer lugar mediante niimeros
clasicos y después se introducen modificaciones para lograr que el sistema sea
planificable consistentes en cambiar la asignacion de prioridades fijas de las tareas y
modelar algunos pardmetros mediante conjuntos borrosos.
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7.2. Caso ejemplo

7.2.1. Descripcion del entorno, del sistema, del interfaz y requisitos
del sistema

En este apartado se presenta un caso ejemplo basado en un sistema ferroviario de
proteccion automatica (ATP: Automatic Train Protection). El objetivo es, partiendo
de la descripcion temporal del sistema, proponer un modelo del mismo y realizar el
analisis temporal. En primer lugar se han escogido numeros cldsicos para modelar
los parametros temporales del sistema. Los numeros se han escogido para que el
ejemplo sea ilustrativo y se supondran adimensionales. Los valores numéricos
escogidos representan el peor caso para cada uno de los parametros. El analisis
temporal correspondiente da el resultado de planificabilidad del sistema en el caso
mas desfavorable.

En segundo lugar se propone una definicion més realista (al modelar la
incertidumbre) de los pardmetros, mediante nimeros borrosos y se realiza el analisis
borroso de planificabilidad.

Sistema de proteccion automatica

El sistema de proteccion automatica de un tren es un sistema de seguridad que se
ocupa de mantener el nivel de integridad del sistema, asegurando el correcto
funcionamiento, y en caso de fallo detiene al tren, que es su estado seguro. Es el que
maneja las restricciones de velocidad en cada tramo de via, el estado de las puertas y
de los frenos, y lleva cuenta de la posicion y velocidad del tren en cada momento.
Este sistema supervisa en todo momento la circulacion del tren, ya sea manual o
automatica y, si detecta un fallo grave, un sobrepaso de la velocidad maxima o
pérdida de comunicacién, detiene al tren. Existe redundancia para aumentar la
fiabilidad y la disponibilidad del sistema (ver Figura 7.5).

El sistema de proteccion automatica del tren tiene una parte embarcada en el tren que
consta del médulo principal, el modulo de posicion y velocidad, el modulo de
comunicaciones, el modulo de entradas y salidas discretas, y el modulo de recepcion
de coédigos de velocidad.

El modulo principal es el que controla al resto de moddulos, vigilando si su
funcionamiento es correcto y en caso contrario enviando la orden de terminar a todos
los modulos.
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El modulo de posicion y velocidad mide la posicion y velocidad del tren en cada
momento y mide distancias recorridas bajo peticion, a partir del instante en que
recibe la peticion.

El moédulo de comunicaciones envia y recibe informacién de los sistemas
redundantes con el fin de comparar dicha informacion, que debe coincidir en todo
momento.

El médulo de entradas y salidas discretas se ocupa del control de las puertas y de los
frenos: en caso de fallo la salida que indican es la correspondiente a puertas cerradas
y freno activado.

El médulo de recepcion de codigos de velocidad recibe la sefial modulada, que es
transmitida por la via, la decodifica, y el cddigo resultante lo envia al modulo
principal. En este ejemplo se ha escogido el mdédulo de recepcion de codigos de
velocidad y se va a modelar una de sus partes, ya que se trata de un sistema de
tiempo real, con la suficiente riqueza funcional como para presentar un ejemplo
ilustrativo.

| ATP
Sistema de proteccion automadtica
Principal
Velocidad y /\ W) .
posicion =
Comunicaciones

E/S discretas

Codigo de . g
velocidad |~ Serial
7:\/\ Via

Figura 7.5: Sistema de proteccion automatica embarcado
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Moddulo de recepcion de codigos de velocidad. Procesador principal.

El médulo de recepcion de codigos de velocidad del ATP contiene dos procesadores.
Por un lado, el procesador principal recibe el espectro de la sefial que le envia el
procesador secundario (ver la Figura 7.6). Por otro, el procesador secundario recibe
la sefial modulada captada por la antena del tren y obtiene el espectro en frecuencia
de dicha sefial, que envia al procesador principal.

A partir del espectro el sistema correspondiente al procesador principal tiene que
determinar los valores de portadora y moduladora de la sefal. Esa pareja (portadora,
moduladora) define una velocidad méxima permitida del tren que tiene un cddigo
asociado, y el cédigo de velocidad es enviado por el procesador principal de este
moédulo de codigo de velocidad, al médulo principal. Si hay pérdida de la sefial, se
cuenta el espacio recorrido por el tren y si recorre un cierto umbral de distancia sin
sefial (hueco maximo), el sistema da la alarma al médulo principal, que se ocupa de
enviar la orden de detencion del tren. Valores por debajo si estan permitidos porque
hay zonas sin sefial, como por ejemplo la union entre tramos de via.

La cuenta del espacio recorrido la realiza el modulo de velocidad y posicion del tren
y comienza cuando el modulo de cddigo de velocidad realiza una peticion. Al llegar
al umbral definido como distancia maxima sin sefial, o hueco maximo, el modulo de
velocidad y posicion del tren envia un evento al modulo de codigo de velocidad.

En este caso ejemplo se va a analizar el sistema correspondiente al procesador
principal.

maximo excedido

Peticion de sdul
informe de M,Od,u 0 de
estado codigo de
velocidad
I
Modulo | o r |
principal Sincronizaci Espectz:o dela |
< senial .
7 L] Procesador Procesador I
Informe de principal secundario
estado | < :
!
Codigo de | Informe de 1
velocidad/Hueco 1 autocomprobacion 1
1 |

Comienza/para L.
Hueco maximo

Modulo |g—Cuenta espacio] i
exceaido
velocidad y

posicion

Figura 7.6: Interfaces del procesador principal del modulo de codigo de velocidad
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En lo que sigue se usaran datos temporales medidos en unidades de tiempo (u.t.).

El andlisis de la sefial y obtencion del codigo de velocidad se debe ejecutar cada 65
u.t., para que, en caso de pérdida de la sefial, se detecte como méximo en ese tiempo
y se pueda cumplir el requisito de distancia de frenado del tren desde el momento en
el que se perdio la senal. Esta funcion es critica, por lo que debe finalizar antes del
lanzamiento de la siguiente ejecucion.

Ademas, el sistema correspondiente al procesador principal del modulo de codigo de
velocidad debe ejecutar funciones de autocomprobacion peridodicamente cada 110
u.t., salvo una de ellas que comprueba la zona de memoria en la que trabaja la tarea
de andlisis de la sefial que se ejecuta con un periodo mayor que la anterior, 220 u.t.,
para que interfiera menos en la funcion critica de analisis.

Del mismo modo, el procesador secundario realiza también funciones de
autocomprobaciéon como muy pronto cada 110 u.t., con lo que el procesador
principal (que es el sistema analizado) debe recoger los informes de dicho
procesador secundario.

Procedentes del modulo principal, llegan a este sistema (procesador principal del
moédulo de codigo de velocidad) dos tipos de eventos: eventos de sincronizacion,
para sincronizar el mdédulo de cédigo de velocidad, y eventos de peticion de estado
del modulo, para que el modulo de codigo de velocidad informe al mddulo principal
del estado en que se encuentra, y le envie los informes de autocomprobacién que
estén disponibles.

La sincronizacion se debe ejecutar lo antes posible, y no debe finalizar mas alla de
10 u.t. después de recibido el evento. El tiempo minimo entre llegadas consecutivas
del evento es 55 u.t.. El tiempo minimo ente llegadas consecutivas del evento de
peticion de informe de estado del modulo es 110 u.t..

El requisito, tanto para la tarea de funciones de autocomprobacion (sin memoria
compartida) como la de recepcion de informes del procesador secundario, es que
debe ser posible que exista algiin informe de cada una disponible antes de la llegada
de la siguiente peticion de estado por parte del mddulo principal. La tarea de
autocomprobacion que comparte memoria con la tarea de andlisis de la sefial, al tener
un periodo mayor, debe terminar antes de su periodo de 220 u.t., para que la
frecuencia de envio de informes sea razonable.

Soélo se permite que exista una interrupcion en el sistema que se va a disefiar ya que
al ser un sistema critico de seguridad se busca que sea lo més determinista posible.



Capitulo 7: Metodologia de disefio de sistemas de tiempo real. Caso ejemplo. 337

7.2.2. Modelo de las tareas con tiempos numéricos y planificacion
del sistema

En este apartado se va a modelar el sistema y sus tareas con pardmetros numéricos
para realizar el analisis de planificabilidad en el peor caso, para una asignaciéon de
prioridades fijas definida de acuerdo con el algoritmo DMS. A partir de los
resultados obtenidos se observara que puede resultar interesante modificar el disefio
cambiando las prioridades de dos tareas. Asi pues, en el siguiente apartado se
realizara el andlisis de planificabilidad con esa nueva asignacion de prioridades y se
obtendran conclusiones.

7.2.2.1. Diseio de las tareas

De acuerdo con la descripcion del sistema y de sus requisitos funcionales y
temporales realizada en la fase anterior de la metodologia, se pueden identificar las
siguientes tareas:

» Tarea de analisis de la sefial y obtencion del codigo de velocidad
* Tarea de sincronizacion

» Tarea de autocomprobacion

* Tarea de autocomprobacion en zona de memoria compartida

* Tarea de envio de informe de estado al mdédulo principal

* Tarea de recepcion de informes del procesador secundario

* Ademas, se precisa otra tarea que se ocupa de actualizar el reloj del sistema

Las tareas que se ejecutan a peticion del médulo principal, la sincronizacion y el
envio de informe de estado, pueden considerarse como esporddicas. Las tareas de
analisis de la sefial y obtencion del codigo de velocidad, de ejecucion de funciones
de autocomprobacion, de recogida de informes de autocomprobacion del otro
procesador y la tarea de reloj pueden considerarse como periodicas.

Dado que se estd presentando el analisis de planificabilidad que se realizaria durante
la fase de disefio de un sistema de tiempo real, la incertidumbre estd presente en el
conocimiento que se tiene acerca del sistema. Como primera aproximacion, los
parametros del modelo utilizado son nimeros clasicos por lo que deben representar
el caso mas desfavorable desde el punto de vista de la planificabilidad del sistema.
Asi, para los tiempos de ejecucion se deben proporcionar los maximos tiempo de
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ejecucion que se consideran posibles, y lo mismo con los tiempos de utilizacion de la
memoria compartida y el “release jitter”. Por otro lado, el caso més desfavorable se
da para los minimos valores de los periodos y de los plazos. Como resultado del
analisis se obtiene la planificabilidad del sistema en el peor caso.

Tarea de sincronizacion

A partir de los requisitos del sistema, la tarea de sincronizacion se puede considerar
como una tarea esporadica con tiempo minimo entre eventos consecutivos de 55 u.t.,
con lo que se propone modelarla como una tarea periddica de periodo #;,=55 u.t.
Como debe finalizar como muy tarde 10 u.t. después del lanzamiento de la tarea, el
plazo de ejecucion es ds;, =10 u.t. Se estima que el tiempo méaximo de ejecucion es
Psine = 0.1 ut.

Tarea de envio de informe de estado al modulo principal

Teniendo en cuenta la descripcion de los requisitos del sistema, la tarea de envio de
informe de estado al modulo principal se puede considerar esporadica con tiempo
minimo entre eventos consecutivos 110 u.t., con lo que se propone modelarla como
una tarea periddica de periodo fir =110 u.t.. El plazo de esta tarea es igual a su
periodo dinf est = tinf est =110 u.t. y se requiere que lo cumpla porque esta tarea es
estricta. El maximo tiempo de ejecucion se estima que €S pinf esr = 8 U.L.

Tarea de analisis de la sefial y obtencion del codigo de velocidad

La tarea de andlisis de la sefial y obtencion del codigo de velocidad puede
considerarse critica y perioddica con #.,; =65 u.t., y por ser critica es también estricta,
con plazo d.oq = t.04=065 u.t. El méximo tiempo de ejecucion de la tarea de analisis es
Peod =40 u.t.

Tarea de autocomprobacion

Para cumplir los requisitos del sistema, se considera que la tarea de
autocomprobacion es periodica, con t,y =110 u.t. El plazo de esta tarea es diy =
tinf est =110 u.t., ya que se requiere que la posibilidad o la probabilidad de que haya
algin informe disponible antes de la llegada de la siguiente peticién de estado por
parte del modulo principal ha de ser mayor que cero. Es decir, no se considera un
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disefio valido si resulta imposible tener un informe disponible cuando llegue la
siguiente peticion. Es una tarea firme ya que existe flexibilidad en el cumplimiento
del plazo, pero se debe asegurar que no es totalmente imposible el envio de un
informe. Su maximo tiempo de ejecucion se estima que es p.;; = 20 u.t.

Tarea de autocomprobacion en zona de memoria compartida

De la descripcion de los requisitos del sistema se extrae que la tarea de
autocomprobacion en zona de memoria compartida se puede considerar periddica de
periodo t.s » =220 u.t. El plazo es igual al periodo dyes » = tiest » =220 u.t. y aunque es
una tarea no critica se requiere que esta tarea finalice antes de su plazo.

Se considerara que en el peor de los casos el tiempo de utilizacion de la zona de
memoria por parte de esta funcion de autocomprobacion es ruyey , =2y el tiempo de
ejecucion €s Preg p= 5.

Tarea de recepcion de informes del procesador secundario

La tarea de recepcion de informes del procesador secundario se puede considerar
como una tarea periddica con periodo fiy s =110 u.t. El plazo es diys sec = tinf est
=110 u.t., ya que se requiere que sea posible que haya algin informe disponible antes
de la llegada de la siguiente peticion de estado por parte del modulo principal. Al
igual que ocurria con la tarea de autocomprobacion, la tarea de recepcion de
informes del procesador secundario es una tarea firme. El maximo tiempo de
ejecucion que se considera posible €s pinf sec = 1 ULt

Tarea de reloj

La tarea de reloj se ejecuta a nivel de interrupcion y es perioddica con 7. =5 u.t.. Su
tiempo de ejecucion maximo se considera que es p.; = 0.05 u.t.

Una vez identificadas las tareas del sistema necesarias para cumplir los principales
requisitos funcionales del sistema, se analizan otras cuestiones como el modelado de
la funcién de recepcion de hueco maximo excedido, como afecta al modelo la
comunicacion con el procesador secundario, la decision de como implementar las
tareas esporddicas y como afecta al modelo, y el modelado del tiempo que se
consume por manejo de colas.



340 Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

Recepcion del evento de hueco maximo excedido

Para el modelado y andlisis temporal del sistema no hay que tener en cuenta la
posible interferencia de esta funcién en las tareas identificadas previamente. La
razén es que si llega este evento, es unico ya que el efecto del evento de hueco
maximo excedido y el correspondiente informe al modulo principal es que los
moédulos son cerrados y el sistema deja de ejecutar sus tareas. Externamente, si se
confirma dicha alarma, el tren es detenido. Por tanto, no hace falta modelar esta
tarea. Solamente seria necesario tenerla en cuenta si se desease analizar el tiempo de
respuesta del sistema desde la llegada del evento hasta que informa al mddulo
principal, en el peor de los casos.

Modelado de la comunicacion con el procesador secundario

Hay dos tareas que requieren recepcion de informacion del procesador secundario: la
tarea de andlisis y codigo de velocidad, que recibe el espectro de la sefial generado
por el procesador secundario, y la tarea de recepcion de informes de
autocomprobacion de dicho procesador. La comunicacion entre ambos se realiza a
través de una memoria compartida, protegida mediante un semdaforo, por lo que
ambas tareas pueden ver retrasada su ejecucion si la memoria estd siendo utilizada
por el otro procesador, precisamente mientras escribe los datos que esperan las
tareas. Esos retardos, que son los tiempos de escritura del espectro y del informe, se
pueden modelar como retraso de la activacion de las tareas o “release jitter”. El
“release jitter” de la tarea de codigos de velocidad se estima que es j.,s=1 u.t. y el de
recogida de informes jj,s sec =0.5 u.t.

Implementacion y modelado de las tareas esporddicas

Tal y como se ha descrito en la metodologia, una forma de implementar las tareas
esporadicas es considerar que el evento llega mediante una interrupcién y en tiempo
de interrupcion se encola, con un tiempo asociado p;,. La tarea asociada se ejecutara
con la prioridad que se le asigne, por lo que en el analisis temporal hay que afadir a
todas las tareas la posible interferencia por la ejecucion del manejador de
interrupciones. Asi, en la siguiente ecuacion iterativa para el céalculo del tiempo de
finalizacion:

S, S, S,
— ik-1 i,k-1 ik-1
SixSim)=p, Z p; Do + z Pint

JUhp(i) tj tclk & esp tg
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se tiene que esp es el conjunto de tareas esporadicas lanzadas por interrupciones y
pime €S el tiempo de interrupcion (suponiendo que es constante para todas las
interrupciones)

Sin embargo, dado que por seguridad del sistema existe la restriccion de que so6lo
puede haber una interrupcidn, que obviamente tiene que ser la interrupcion del reloj
de periodo 7. , no se puede implementar la llegada de tareas esporddicas mediante
interrupcion.

Se decide por tanto utilizar la segunda implementacion, que consiste en que durante
la interrupcion de reloj se comprueba si ha llegado el evento de la tarea esporadica.
En el peor de los casos el evento llegaria justo cuando ha terminado de ejecutarse la
tarea de interrupcion de reloj, con lo cual tendria que esperar un periodo completo de
reloj para ser encolado. Este retardo se puede modelar como un “release jitter” j=t. .
Por tanto, el “release jitter” de la tarea de sincronizacidn es jg,c = S u.t., y el de la
tarea de envio de informe de estado jis o = 5 u.t..

Manejo de cola

Para tener en cuenta el retardo por la manipulacion de la cola que realiza el
manejador de interrupciones de reloj, hay que considerar las sobrecargas causadas
por cada tarea periodica y esporadica. Este retardo puede modelarse mediante dos
parametros: p.r , la sobrecarga de cada interrupcidon supuesto que no se mueve
ninguna tarea de la cola, y p.., que es el coste de mover una tarea de la cola de
retardo a la cola de ejecucion. La ecuacion del analisis temporal queda como sigue:

S. S.
_ i k-1 k-1
Sic (i) =b +p, + § p; Do —‘ + § , Peola
O () L Lae | 5 pots

donde /p(i) es el conjunto de tareas mas prioritarias que 7, y psts es el conjunto de
tareas periodicas y esporadicas.

Se considerara que para este sistema p.,;,,=0.05 u.t.

7.2.2.2. Diseiio de la planificacion de tareas

El siguiente paso de esta segunda fase (disefio y modelado del sistema) de la
metodologia consiste en escoger una asignacion de prioridades de acuerdo con el
criterio del tamano del plazo de ejecucion, esto es segin DMS ya que se trata de un
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algoritmo de planificaciéon 6ptimo. Por tanto, se decide asignar prioridades fijas
segun el tamafio de los plazos de forma que la mds prioritaria es la tarea de reloj y
después, en el orden que se indica: sincronizacion, analisis de la sefial y obtencion y
envio del coédigo de velocidad, envio de informe de estado al modulo principal,
ejecucion de rutinas de autocomprobacion, recepcidon de informes de
autocomprobacion del otro procesador y ejecucion de la rutina de autocomprobacion
en zona de memoria compartida por la tarea de codigos de velocidad.

Tiempos de bloqueo

Como ya se ha dicho, la tercera tarea (analisis de la sefial y codigo de velocidad) y la
séptima (tarea de autocomprobacion en zona de memoria compartida) comparten
zona de memoria. Asi, la tarea mas prioritaria de las dos puede sufrir bloqueo, pero
también pueden sufrir bloqueo, dada la asignacion de prioridades elegida, todas
aquellas tareas que, a pesar de no compartir zona de memoria con las anteriores,
tienen una prioridad menor que la tarea de analisis de la sefial y codigo de velocidad.

Se selecciona el protocolo de sincronizacion PIP para implementar la seccion critica,
por lo que, aplicando el algoritmo de célculo del bloqueo b a partir de los tiempos
numéricos de utilizacién de recursos compartidos (version numérica de (7.1)), se
obtiene =2 para todas las tareas, desde la tarea de cddigos de velocidad, hasta la
tarea de recogida de informes del procesador secundario, ambas incluidas.

Asi pues, el calculo de los tiempos de bloqueo es:
n=7
i=n="7:b7= by ,=b=0.Como ru; = ru,, , =2 > b, entonces b =2
i=06:bs= by sec = b=2. COmo rug = ritjns 5o = 0 < b, entonces b = 2
i=15:bs5= b, =b=2. Como rus = ru,, =0 <b, entonces b =2
i=4: by = bjyf oo =b = 2. COMO 714 = ¥l oo = 0 < b, entonces b = 2
i=3:b3=b.pq=b=2. ruz=ruq = 0.Como pr., > pc, = pcy = pr.,q entonces b =0
i=2:b,=bg,.=b=0.
i=1: bl :bdk:b:O.

A continuacidn se resumen los parametros de las tareas del sistema modeladas con la
asignacion de prioridades seleccionada. De acuerdo con lo descrito anteriormente,
los pardmetros temporales que caracterizan a las tareas se deben haber escogido
estimando los casos mas desfavorables. Para los valores de tiempos de ejecucion,
bloqueos y “release jitter”, los peores tiempos corresponden a los valores maximos,
mientras que para los plazos y los periodos de las tareas esporadicas los valores mas
desfavorables son los minimos.
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Periodo | Tiempo de| Release Tiempo Plazo

ejecucion Jitter de
blogqueo
RC]Oj t.=5 pC,kZO.OS, d.;=0.1
pcola:O~05
Sincronizacion toine=55 DPsine=0.1 | jon= te=5 dgin =10
Analisis de sefial y te0=05 Peo=40 Jeodi=1 beod=2 d 0 =05

codigo de velocidad

EnViO de informe de tinf_e:tzllo pinf_e:t:8 jinf_est = tclk birgf_estzz dirgf_est:

estado al modulo =5 Linf es=110
principal

Funciones de Les=110 | Pres=20 bes=2 dies=110
autocomprobacion

Recepcion de informe | s oc=110 | pins sec=1 | Jinf sec=0.5 Dinf sec=2 | dins sec=11

de autocomprobacion 0

del procesador

secundario

FunCién de ttestibzzzo V4 testﬁbzs dtestibzzzo

autocomprobacion en
zona de memoria
compartida

7.2.2.3. Analisis de planificabilidad

A partir del modelo del sistema con parametros numéricos se puede realizar el
analisis de planificabilidad aplicando (7.5) para determinar si el sistema es o no
planificable. Para ello todas las tareas deben respetar sus plazos, incluso las tareas
firmes ya que su requisito es que debe haber algiin informe disponible en el momento
del correspondiente plazo. Como en este caso solo se conocen los tiempos maximos
de ejecucion, la conclusion es que el tiempo de finalizacion de dichas tareas debe
estar antes del plazo.

La sobrecarga causada por el manejo de la cola se denominara en adelante M y viene
dado en la iteracion k del céalculo del tiempo de finalizaciéon por la siguiente
expresion:
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M= Z Do Stk—l =p. {jk_]—‘-FlVSk_l—l-'- tsk—l +|V‘jk—l—‘ + tSk—l 4 tSk—l

fUpsts f sinc tcod inf est test inf sec

Tarea de reloj

Como la tarea de reloj es la mas prioritaria, su tiempo de finalizacion coincide con su
tiempo de ejecucion. Se considera que primero se ejecuta esta tarea y que luego se
realizan las funciones de manejo de cola en tiempo de interrupcion de reloj, por lo
que el tiempo M correspondiente a esas funciones no retrasa la finalizacion de la
tarea de reloj. Por tanto, se tiene que el tiempo de finalizacion es we.;=p.=0.05

Sincronizacion

El céalculo del tiempo de finalizacion de la tarea de sincronizacion en la iteracion &
debe tener en cuenta la interferencia de la tarea de reloj y el tiempo de manejo de
colas, y viene dado por:

S, _
5. (82) = Dyine P #L—‘ +M

clk

_ Sk-1
M_ z pcola
fOpts t/

Psinc =0.1 ;jsinc :53 dxinc = 10: DPeik :005: Teik =5

So = Pclk +psinc =0.05+0.1=0.15

s1=0.1+0.05{0.15/51+0.3=0.45

5=0.1+0.0510.45/51+0.3=0.45=3,

WCsine = 82 +jsinc =0.45+5=545

Por tanto wcy,e = 5.45. Como wegine < dgine €l peor tiempo de respuesta de la tarea es
menor que el plazo, y por tanto la tarea es planificable.
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Analisis de seifial y codigo de velocidad

Para el calculo del tiempo de finalizacion de esta tarea hay que tener en cuenta,
ademas de la interferencia de tareas mas prioritarias y el tiempo de manejo de cola, el
tiempo de bloqueo que sufre por parte de tareas menos prioritarias. Se tiene:

Sy Sp- + ‘sinc
Sk (Sk—l) :bcod +pcod +pclk [%L—I +psinc #M—‘ +M

clk f

sinc

_ Skl
M_ Z pcola
/Cps Ly

Pcod :409 bcod :Z;jcud :1; dcod = 657 Prsine :01, Lsine :55;jvinc :5; DPeik 20057 Teik
=5

So = Peik + Psine + Peoa=0.05+ 0.1 + 40 =40.15

s1=2+40+ 0.05140.15/51+ 0.1145.15/551+ 0.3 =42.85
55=2+40+ 0.05742.85/51+ 0.1142.85/551+ 0.3 =42.85= s,

WCeod = 82 T Jeoa = 42.85+1=43.85

Por tanto, el tiempo de finalizacion es wceoq = 43.85. Como wceoq < deoa €l peor
tiempo de respuesta es menor que el plazo y en consecuencia, la tarea es planificable.

Envio de informe de estado al médulo principal

De forma similar, esta tarea también sufre interferencia por parte de tareas mas
prioritarias, y retraso debido al manejo de colas y bloqueo. Por ello se tiene:

S St S, tJ
— k-1 k-1 sinc k-1 od
Sk (Sk—l) - binffest +pinf7€st +pclk I# ¢ —‘ +psinc [‘;l ¢ s —‘ +pcod ¢ <~ +M
clk

sinc cod

— Skl
M_ Z pcola
/Cpis Ly



346 Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

DPinf est :8;jinf;est :57 binf;est :27 dinf;est =1 105 Pcod :40, Teod :65;jcod :1; DPsine :01,
tsinc :55;jsinc :53 pclk 20059 tclk :5

So = Pcik +psinc +pcod +pin_/‘;est =0.05+0.1+40+8=48.15

s1=2+8+ 0.05148.15/51+ 0.1153.15/55 1+ 40{49.15/65 1+ 0.3 =
50.9
s;=2+8+ 0.05150.9/51+ 0.1155.9/55 1+ 401 51.9/651+ 0.3 =51.05

s3=2+8+ 0.05151.05/51+ 0.11 56.05/55 1+ 401 52.05/65 1+ 0.3 =
51.05=s,

WCinf est = 83 F jinf et = 51.05+5= 56.05

Finalmente se tiene que el tiempo de finalizacion vale wciys s = 56.05.
Como Weiys et < dins o5t €Sta tarea también es planificable.

Funciones de autocomprobacion

En este apartado se han modelado los parametros temporales para el peor caso, lo
que no permite introducir el requisito firme segun el cual debe ser posible tener un
informe disponible antes del plazo de la tarea. Si se verifica el plazo en el peor caso,
se tiene certeza de que todos los informes estan disponibles en ese instante, pero si
no se verifica el plazo, no se puede determinar si es posible que exista algin informe
disponible, con lo que el disefio deberia ser rechazado.

El célculo del tiempo de finalizacion de esta tarea periddica, que se encarga de
comprobar el propio sistema, viene dado por:

Ky S Y, S, tJ
—_ . k-1 k-1 : k-1 od
Sk (Sk—l) - btest tn ptest +pclk 4;' —‘ +psinc Slm—‘ +pcod ¢ -

tclk t cod

sinc

Sk—l + .]ir@f_est
t

inf _est

+ p inf est + M

M: Z pcola Stk__]

SfOpts f
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Prest :20a bt(:st :29 dtest =1 lOa lrest = 1 10: Pinf est :8;jirl_/‘;est :59 tir_lf;est =1 10, Pcod :4Oa leod :65;jc‘od :1’ Psinc
:015 Lsine :55;jsinc :5; Peik :005: Teik =5

So = Pelk +psinc +pcod +pinf;est +ptest =0.05+0.1+40+8+20=68.15

n=1

51 =2+20+0.05768.15/51+ 0.1 73.15/55 1+ 401 69.15/65 1+ 81 73.15/110 1+ 0.4=111.3
§5=2+20+0.051 111.3/51+0.11 116.3/55 1+ 401 112.3/65 1+ 8{ 116.3/110 1+ 0.05-12 = 120.05

s3 =2+ 20+ 0.051 120.05/5 1+ 0.11 125.05/55 1+ 401 121.05/65 1+ &1 125.05/110 1+ 0.05-12 =
120.15

s4 =2+ 20+ 0.05] 120.15/5 1+ 0.11 125.15/55 1+ 401 121.15/65 1+ &1 125.15/110 1+ 0.05-12 =
120.15= 53

Wctest,l =84 = 12015

Como s4 >ty , N=2

S4 =384 T Press = 140.15
ss =2 + 2:20 + 0.051 140.15/5 1+ 0.1 145.15/55 1+ 401 141.15/65 1+ 81 145.15/110 1+ 0.05-13 =
180.4

§¢ =2+ 2:20 + 0.051 180.4/5 1+ 0.1 185.4/55 1+ 401 181.4/65 1+ 81 185.4/110 1+ 0.05-14 =
180.95

s7=2 +2:20 + 0.051 180.95/5 1+ 0.1 185.95/55 1+ 401 181.95/65 1+ 81 185.95/110 1+ 0.05-14 =
180.95= s

WCtest,Z =87 = 18095 Y WCtest,Z < 2 ttest

El tiempo de finalizacion de la tarea de autocomprobacidn en su primera ejecucion es
Weges 1 = 120.15. Como se puede observar, en este caso el tiempo de finalizacion no
respeta el plazo wcyes,; > diesr con lo que la tarea no es planificable.

En el célculo de este tiempo de finalizacion se ha detectado que se ha sobrepasado el
periodo s4 > t,5 con lo que el periodo de ocupacidon no ha terminado. Con el fin de
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obtener el peor tiempo de respuesta de la tarea, se contintia con el calculo de la
segunda ejecucion.

Asi, el tiempo de finalizaciéon de la tarea de autocomprobacidon en su segunda
ejecucion es weges 2 = 180.95. Como Weyegr 2 < tres Tdiess =220, el tiempo de respuesta
en esta segunda ejecucion es menor que el plazo. Ademas ha terminado el periodo de
ocupacion, ya que Wces2 < 2* tieg

Como la tarea no cumple el plazo en su primera ejecucion no se puede determinar si
se cumple el requisito firme y en consecuencia no es planificable.

Recepcion de informe de autocomprobacion del procesador secundario

Al igual que con la tarea de autocomprobacion, si se verifica el plazo en el peor caso,
se tiene certeza de que todos los informes estan disponibles en ese instante, pero si
no se verifica el plazo, no se puede determinar si es posible que exista algiin informe
disponible, y el disefio no puede ser considerado valido.

El tiempo de finalizacién de la tarea periddica encargada de recibir los informes de
autocomprobacion ejecutados por el procesador secundario viene dado por:

Ky S Y. S, tJ
—_ . k-1 k-1 sinc k-1 cod
Sk (Sk —1) - binfjec tn pinfisec + pclk +psinc +pcod
tclk tsinc tcod
S, tJ. s
k-1 inf est k-1
+ pinf_est + ptest +M
tirgf_est ttest
S
_ k-1
M - z p cola

fOpts t/
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Pinf sec :17 binfisec :2a jinfisec :05: tinfisec =1 10, dinfisec =1 103 Prest :20, liest = 110, Dinf est :85 jinfiest :55
tir;f_est :1 109 pcod :409 tcod :65;jcod :1 5 psinc :01, tsinc :55;jsinc :53 pclk 20059 tclk :5

So = Pclk +psinc +pcod +pin_/‘;est +ptest +pirgf;sec =0.05+0.1 +40+8+20+1=69.15

n=1
s1=2+1+0.05169.15/51+0.11 74.15/55 1+ 404 70.15/65 1+ 81 74.15/110 1+ 20 69.15/110 1+
04=1123
s,=2+1+0.051112.3/51+ 0.1 117.3/55 1+ 40 113.3/65 1+ 81 117.3/110 1+ 20 112.3/110 1+
0.05-12=141.05
s3 =2+ 1+ 0.05 141.05/5 1+ 0.11 146.05/55 1+ 401 142.05/65 1+ 81 146.05/110 1+ 201

141.05/110 1+ 0.05-13 = 181.4

$4=2+1+0.051181.4/51+0.11 186.4/55 1+ 401 182.4/65 1+ 81 186.4/110 1+ 20 181.4/110 1+
0.05-14 =181.95
ss =2+ 1+ 0.057 181.95/5 1+ 0.11 186.95/55 1+ 401 182.95/65 1+ &I 186.95/110 1 + 207

181.95/110 1+ 0.05-14 = 181.95=s4

WCinf sec,1 = S5 +j,',!f’7sa- = 181.95+0.5= 182.45

Como 55> tiys g, N=2

S5 =385 +pinf7.vec: 182.95
s¢ =2+ 21 + 0.05] 182.95/5 1+ 0.11 187.95/55 1+ 401 183.95/65 1+ 81 187.95/110 1+ 201

182.95/110 1+ 0.05-14 = 182.95=s5

WCinf sec,2 = S6 +jir_lf;sec = 182.95+0.5=183.45 Y WCinf sec,2 <2 tl'}’_lf;_)'(.’L'

El tiempo de finalizacion de la tarea en su primera ejecucion €s Wcins sec,; = 182.45.
Se observa que este tiempo de finalizacion no respeta el plazo Wcinf sec,i > dinf sec CON
lo que la tarea no es planificable.

Durante el calculo del tiempo de finalizacion en la primera ejecucion de la tarea, se
detecta que s5 > fir 5o 10 que significa que el periodo de ocupacion no ha terminado.
Con el fin de obtener el peor tiempo de respuesta de la tarea, se sigue calculando la
segunda ejecucion. Con n=2, se obtiene el tiempo de finalizacion de la tarea en su
segunda ejecucion, que vale Wciyr sec2 = 183.45. Como Weins sec.2 < ting sec Ting sec
=220, la tarea respeta el plazo en su segunda ejecucion. Ademas ha terminado el
periodo de ocupacion, ya que Wcins sec.2 < 2* linf sec-
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Funcion de autocomprobacion en zona de memoria compartida

Esta tarea es la tarea periddica de comprobacion que comparte zona de memoria con
la tarea de codigo de velocidad, provocando bloqueos a las tareas mas prioritaria que
ella misma hasta la tarea de cddigo de velocidad incluida.

— Sk -1 Sk ! + jsinc Sk -1 + jcod
Sk (Sk—l) - ptestib +pc[k I:E —‘ +psinc [Fl +pcad
tclk Z‘sinc ZLCoai

S, _ + j . Ky S, _ + j e
k-1 inf est k-1 k-1 inf sec
+ p inf est + p test [‘i —‘ +p inf sec + M

tin/;est test inf sec

M: Z pcola Sk 1

fCpts ly

DPrest b :5a dtestib :2209 Dinf sec :1’ jir_lf;sec :059 tl'}’_lf;_)'(.’L' =1 109 Drest :207 Liest = 1 109 Dinf est :8;jinf;ext :5a tinf;est
=1 lo;pcod :407 leod :65;jcod :1;psinc :Ol, Lsine :55;jsinc :5; Pelk 20057 Leik =5

So :pc/k +psinc +pcod +pinf;est +ptest +pinf7sec +ptest7b = 005+ 01+ 40 +8+20 +1+ 5: 74 15

s1=5+0.05174.15/5 1+ 0.11 79.15/55 1+ 40 75.15/65 1+ 81 79.15/110 1+ 20 74.15/110 1+ 1
74.65/110 1+ 0.4 =115.35

52=5+0.057115.35/51+ 0.1 120.35/55 1+ 401 116.35/65 1+ 81 120.35/110 1+ 20 115.35/110 1
+ 11 115.85/110 14+ 0.05-12 =145.1

s3=5+0.051 145.1/5 1+ 0.11 150.1/55 1+ 40 146.1/65 1+ 81 150.1/110 1+ 20 145.1/110 1+ 1
145.6/110 1+ 0.05-13 =185.45

54=5+0.051185.45/51+ 0.1 190.45/55 1+ 401 186.45/65 1+ 81 190.45/110 1+ 20 185.45/110 1
+ 11 185.95/110 1+ 0.05-14 =186

§5=5+0.051186/51+0.11191/55 1+ 401 187/65 1+ 81 191/110 1+ 201 186/110 1+ 11 186.5/110
14+ 0.05-14 =186=s,

WCiest p = 55 = 186

Por tanto, el tiempo de finalizacion es Wcyey » = 186. COmo Weyesr p < dies: » 1a tarea
es planificable.



Capitulo 7: Metodologia de disefio de sistemas de tiempo real. Caso ejemplo. 351

7.2.2.4. Resumen y conclusiones

En la siguiente tabla se resumen los tiempos de finalizacion calculados previamente.
Se resaltan en negrita aquellos que no respetan el plazo correspondiente.

Tarea de reloj weey = 0.05

Sincronizacion WCiine = 5.45 < dine

Analisis de sefial y codigo de velocidad | we oy =43.85 <d.,p4

Envio de informe de estado al modulo | we,y oy = 56.05 < diyy o

principal
Funciones de autocomprobacion WCost,1 = 120.15 > dip

WC[ES[,Z = 18095 < ttest +dte.rt
Recepcion de informe de WCing sec,1 = 182.45 > diys gec
autocomprobacion del procesador
secundario WCinf sec.2 = 183.45 <tiyr soc Tlinf sec

Funcion de autocomprobacion en zona | Weey » = 186 < djey »
de memoria compartida

Se observa que tanto la tarea de funciones de autocomprobacion como la de
recepcion de informe de autocomprobacion del procesador secundario son no
planificables ya que no respetan el plazo en el peor caso y no se puede determinar
por tanto si es posible que tengan algin informe disponible en ese instante.
Atendiendo a los tiempos de ejecucion de las dos tareas no planificables, en el
siguiente apartado se propone intercambiar las prioridades de ambas tareas con el fin
de mejorar la planificabilidad de la tarea de recepcion de informe de
autocomprobacion del procesador secundario, a pesar de que con dicho cambio la
tarea de autocomprobacion seguiria siendo no planificable.
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7.2.3. Modificacion del disefio: nueva asignacion de prioridades

Nueva asignacion de prioridades

Analizando los resultados anteriores se deduce que podria ser favorable para la tarea
de recepcion de informe del procesador secundario intercambiar la prioridad con la
tarea de autocomprobacion ya que el tiempo de ejecucion pjs s €s mucho mas
pequeio que py., Y con la asignacion anterior la tarea de recepcion de informes se ve
muy retrasada debido a que deben finalizar dos ejecuciones de la tarea de
autocomprobacion antes de poder ejecutarse. Si se intercambia la prioridad de las
tareas no planificables del caso anterior, la tarea de autocomprobaciéon continuara
siendo no planificable en su primera ejecucion, ya que su tiempo de finalizacion sera
mayor que 120.15 al disminuir su prioridad. A pesar de eso se han calculado los
resultados para dicha asignacion de prioridades con el fin de comprobar como queda
la tarea de recepcion de informe de autocomprobacion del procesador secundario.

Tanto las tareas con prioridad mayor que estas dos tareas, como la tarea de prioridad
menor, no se ven afectadas por el intercambio de prioridades y sus tiempos de
respuesta son los mismos que en el caso anterior. Asi pues, con la nueva asignacion
la quinta tarea por orden de prioridad es la de recepcion de informe de
autocomprobacion del procesador secundario y la sexta es la correspondiente a las
funciones de autocomprobacion.

7.2.3.1. Analisis de planificabilidad con la nueva asignacion

Recepcion de informe de autocomprobacion del procesador secundario

Con la nueva asignacion de prioridades esta tarea se ve afectada por la interferencia
de las mas prioritarias que son: reloj, sincronizacion, obtencion y envio del codigo de
velocidad, y envio de informe de estado al moddulo principal. El tiempo de
finalizacion viene dado por:

S St J.
— k-1 k-1 sinc
Sk (Sk -1 ) - binfisec + pinfisec + pclk +psmc +pcod
clk tsinc
Ry
k-1 inf est
+ p inf est +M

t,

inf est
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M: Z pcola Stk__]

SfUOpts f

Dinf sec :1; binf;sec :2;jinf7sec :05, tinfjec =1 105 dinfjec =1 105 Dinf est :8;jinfie.vt :5; tmfiest =1 107 Pcod :405 Leod
:65;jcod :l;psinc :01, tsinc :SS;jsinc :Sa pclk :005, tclk :5

So = Pcik +psinc +pcod +pin_/‘;est +pirgf;sec =0.05+0.1+40+8+1=49.15

s1=2+1+0.05149.15/51+ 0.1 54.15/55 1+ 401 50.15/65 1+ 81 54.15/110 1+ 0.3 = 51.9
s, =2+1+0.05151.9/51+0.1156.9/55 1+ 401 52.9/65 1+ 81 56.9/110 1+ 0.3 = 52.05
s3=2+1+0.0552.05/51+0.11 57.05/55 1+ 401 53.05/65 1+ 81 57.05/110 1+ 0.3 = 52.05 = s,

WCinf sec = 53 +jiygf_sgg =52.55

Con esta nueva asignacion de prioridades, el tiempo de finalizacion de la tarea de
recepcion de informes del procesador secundario es wciyr sec = 52.55. En este caso, a
diferencia de lo obtenido con la otra asignacion de prioridades, como Wciys sec <
dinf sec , 1a tarea de recepcion de informe del procesador secundario es planificable.
Como respeta el plazo en el caso mas desfavorable, verifica el requisito firme ya que
no solo es posible que tenga un informe disponible en el plazo sino que se asegura
que todos los informes estdn disponibles en ese instante.

Ademas el periodo de ocupacion ha terminado ya que Wcins sec < tinf sec, cON lo que no
es necesario calcular posteriores ejecuciones de la tarea, ya que el peor tiempo de
respuesta se da en la primera.

Funciones de autocomprobacion

Con la nueva asignacion de prioridades esta tarea se ve afectada por la interferencia
de las mas prioritarias que son: reloj, sincronizacion, obtencion y envio del codigo de
velocidad, envio de informe de estado al médulo principal, y recepcion del informe
del procesador secundario.

_ Sk-1 Siat F Jsine Siat ¥ Jeod
Sk (Sk—l) - btest + N Pros +pclk [% p —‘ +psinc +pcud

clk t tcod

sinc

Sk—l + Jinf_est + Sk -1 + Jinf_sec
¢ inf sec

inf est inf sec

+ p inf est +M
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M: Z pcola Stk__]

SfUOpts f

DPrest :207 btest :2a test = 110: dte.rt =1 107 Pinf sec :17 jinfisec :05: tinfi.vec =1 10, Dinf est :87 jinfie.vt :57 tinfie.rt
:1 109 pcod :409 tcod :65;jcod :1 5 psinc :01, tsinc :55;jsinc :53 pclk 20059 tclk :5

So = Pelk +psinc +pcod +pin_/‘;est +pirgf;sec +ptest =005+0.1+40+8+1+20=69.15

s1=2+20+0.05169.15/5 1+ 0.1 74.15/55 1+ 401 70.15/65 1+ 81 74.15/110 1+ 11 69.55/110 1+
04=1123

5, =2+20+0.057 112.3/51+ 0.11 117.3/55 1+ 401 113.3/65 1+ 81 117.3/110 1+ 14 112.8/110 1+
0.05-12=122.05

s3 =2 +20 + 0.057 122.05/5 1+ 0.11 127.05/55 1 + 401 123.05/65 1+ &1 127.05/110 1+ 1
122.55/110 1+ 0.05-12 = 122.15

sq4 =2 +20 + 0.057 122.15/5 1+ 0.11 127.15/55 1 + 401 123.15/65 1+ &1 127.15/110 1+ 11

122.65/110 1+ 0.05-12 = 122.15 = 53

WCost, = 122.15

ComO Wctest,l > ttest s }’l:2

Sy =S4 t Press = 142.15
ss =2 +2-20 + 0.051 142.15/5 1+ 0.1 147.15/55 1+ 401 143.15/65 1+ 8{ 147.15/110 1+ 1

142.65/110 1+ 0.05-13 = 182.4

S =2 +2-20 + 0.05{ 182.4/5 1+ 0.1 187.4/55 1+ 40 183.4/65 1+ 81 187.4/110 1+ 1 182.9/110 1
+0.05-14 = 182.95
§7 =2 +2-20 + 0.051 182.95/5 1+ 0.11 187.95/55 1+ 401 183.95/65 1+ 81 187.95/110 1+ 11

183.45/110 1+ 0.05-14 = 182.95 = s

WCiest,2 = S7 = 182.95 Y WCiest,2 <2 Liest

Con esta asignacion de prioridades, el tiempo de finalizacion de la tarea de
autocomprobacidon en su primera ejecucion es wcyy,; = 122.15. Tal y como ya se
habia predicho, el tiempo de respuesta es mayor que con la otra asignaciéon de
prioridades (120.15).

Como Wcesr,1 > diest » NO se puede verificar si la tarea cumple su requisito firme, con
lo que este disefio no es valido. Ademas, Wcy; > tes por lo que el periodo de
ocupacién no ha terminado y se continua el calculo para la segunda ejecucion de la
tarea n=2.
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El tiempo de finalizacion de la tarea de autocomprobacidn en su primera ejecucion es
WCiesr2 = 182.95. Como Wceiesr2 < tiesr Tdiest =220, la segunda ejecucion de la tarea
respeta el plazo. Ademas ha terminado el periodo de ocupacion, ya que weyes > < 2
test Y POT tanto no es necesario calcular ejecuciones posteriores de esta tarea.

7.2.3.2. Resumen y conclusiones

Resumiendo, los tiempos de finalizacion con la nueva asignacion de prioridades son
los siguientes:

Tarea de reloj weer = 0.05
Sincronizacion WCsine = 5.45 < dinc
Analisis de sefal y cddigo de velocidad WCeod = 43.85 < diou

Envio de informe de estado al modulo | wcins ese = 56.05 < dins oo
principal

Recepcion de informe de autocomprobacion | Weins sec = 52.55 < dinf sec
del procesador secundario

Funciones de autocomprobacion WCtest,1 = 122.15 > dipgy

WCiest 2 = 18295 < ttest +dt€sl

Funcién de autocomprobacion en zona de | wciey » = 186 < dieq »
memoria compartida

Por tanto, con esta asignacion de prioridades la tarea de autocomprobacion continta
siendo no planificable, pero la tarea de recepcion de informe del procesador
secundario pasa a ser planificable. A pesar de que el sistema sigue siendo no
planificable, queda confirmado que esta asignacion de prioridades es mejor ya que la
tarea de autocomprobacion tiene un tiempo de finalizacion sélo ligeramente mayor
que antes, y por otro lado se ha conseguido que el tiempo de finalizacion de la tarea
de recepcion de informes del procesador secundario sea mucho menor.

En cualquier caso, dado que el sistema no es planificable se considera que este
disefio no es valido. Si Uinicamente se realiza un modelado del peor caso, habria que
recortar la funcionalidad del sistema, bien reduciendo el tiempo de ejecucion de una
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tarea critica, por ejemplo eliminando alguna funcidon de autocomprobacion no critica,
o aumentando el periodo de una tarea, o cualquier otra modificacion que llevara a un
disefio planificable, aunque sin cumplir todos los requisitos iniciales del sistema. En
lugar de esto, se propone modelar la incertidumbre existente en el conocimiento de
algunos parametros temporales mediante distribuciones de posibilidad, y expresar el
requisito firme de las tareas de autocomprobacion y de recepcion de informes del
procesador secundario como una medida de posibilidad.

7.2.4. Modificacion del diseno: introduccion de incertidumbre en
algun plazo

Se puede tener en cuenta que en realidad los plazos de las tareas de recepcion de
informes del procesador secundario y las funciones de autocomprobacién estan
asociados al comienzo de la tarea de envio del informe de estado al modulo
principal, es decir, en una ejecucion i de ambas tareas, éstas deben finalizar durante
el periodo de envio de informes i-1, antes de que se lance la tarea de envio de
informes en la ejecucion i. Por tanto, diys sec = drest = tinf est

De acuerdo con la fase 2 de la metodologia propuesta, como la tarea de envio de
informes al modulo principal es esporadica, se puede modelar el periodo, y por tanto
los anteriores plazos como nimeros borrosos cuyo valor mas pequeno del soporte es
110 que es el minimo tiempo entre llegadas de la tarea esporadica. Ese valor minimo
que se considera posible es precisamente el valor numérico utilizado en el modelo
anterior para realizar el andlisis de planificabilidad en el peor caso. Por tanto, se
modela el periodo como un nimero borroso triangular (110, 115, 116) tal y como se
muestra en la Figura 7.7. A las tareas firmes (autocomprobacion y recepcion de
informes del procesador secundario) se les exigird que tengan algin informe
disponible para enviar antes de la llegada de la siguiente peticion de informe. En
términos posibilistas, para las tareas estrictas la posibilidad y la necesidad de que la
tarea finalice antes de su plazo han de ser 1, sea borroso o numérico el plazo. Para las
tareas firmes, se permiten valores de posibilidad menores que 1, pero deben ser
mayores que 0. Si son mayores que cero se puede interpretar que es posible que
finalicen la tarea de autocomprobacion o la tarea de recepcion de informe del
procesador secundario antes de que llegue el siguiente evento de peticion de informe
de estado, lo que se considera suficiente para estas tareas, dado que son tareas no
criticas y con requisitos temporales firmes y no estrictos.
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Tinfiest

110 115 116

Figura 7.7: Modelo borroso del periodo de la tarea esporadica: envio de informe de estado al
modulo principal

Si se conserva el modelo numérico para el periodo de la tarea esporddica pero se
introduce flexibilidad en los plazos asociados a dicho periodo, se tiene que tif esr =
110 y Dinf_sec = Dtest = (1 10, 1 15, 1 16)

7.2.4.1. Analisis de planificabilidad

Dado que los tiempos de ejecucion de las tareas, los periodos, los tiempos de bloqueo
y los valores de “release jitter” no se han visto modificados, los tiempos de
finalizacion son los mismos que los obtenidos en el apartado anterior, y simplemente
hay que comparar esos tiempos con los plazos borrosos para obtener las medidas de
posibilidad y necesidad de planificabilidad del sistema. Se presentan los resultados
para la segunda asignacion de prioridades que se estudid en el caso clasico ya que era
mas favorable en cuanto al nimero de tareas planificables.

weer =0.05y dep = 0.1 =  Hween< der)=Nween< der)=1

WCsine = 5.45'y dsine = 10 = H(Wesine< dsine) =NWCsinc< diinc)=1

WCeod = 43.85 'y deoa = 65 = H(Weeoa< deod)=N(WCcoa< deoa)=1

WCinf est = 56.05 'y dipf o = 110 = Weinf esr< dinf est) ENWCinf e5i< dinf est)=1
WCinf se¢=52.55Y Din sec =(110,115,116) = II(WCins sec<Dinf sec)=N(WCinf sec<Dinf sec)=1

WCtest 1 =122.15 y Dtest :(1 10, 11 5,1 16) = H(Wctest’]< Dtest)=N(wctest,I<Dtest)=0 ya

que 122.15 es fuertemente mayor que Dy

Weie2 = 18295 Y lugtDio = (220,225,226) = T(Weisr2 < fiostDies) =
M (Wctest,2<ttest+D test) =]
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WCtest b — 186 y dtestib =220 = H(WcteAvt7b< dtestﬁh):N (Wctest7b< dtestib)zl

7.2.4.2. Resumen y conclusiones

La conclusion de la aplicacion de la fase 3 de la metodologia propuesta es la misma
que con los plazos numéricos: el sistema es no planificable debido a que la tarea de
autocomprobacion es no planificable, con lo que habria que redisenar el sistema. Sin
embargo, mediante un modelo mas detallado y realista que el peor caso de algunos
parametros se puede obtener mas informacion del analisis de planificabilidad. Si con
los nuevos modelos, que incluyen el caso mas desfavorable y otros mas favorables,
se obtiene que las tareas estrictas estdn garantizadas en el peor caso, y las firmes
tienen un valor de posibilidad de que sean planificables mayor que cero, entonces el
disefo es valido de acuerdo con los requisitos del sistema.

7.2.5. Modificacion del disefio: plazos, tiempos de ejecucion y
tiempos de utilizacion de memoria borrosos

Mediante el modelado borroso de algunos parametros se presenta de forma mas
completa la informacion incierta disponible acerca de los mismos. De esta forma es
posible obtener los valores de planificabilidad borrosa del sistema en lugar de
unicamente la planificabilidad en el caso mas desfavorable. De momento se mantiene
en este apartado el andlisis con el minimo tiempo entre llegadas de las tareas
esporadicas es 55 u.t., con lo que #in=55 y ftises=110, aunque si se introduce
flexibilidad en los plazos dius sec ¥ diess para modelar que son tareas firmes. El tiempo
de utilizacion de la zona de memoria compartida por la tarea menos prioritaria de
autocomprobacion se modela como un numero borroso triangular RU = (1.8, 1.9, 2),
con lo que los tiempos de bloqueo pasan a ser nimeros borrosos iguales a RU.

Tarea reloj:

Los parametros temporales de la tarea de reloj son:

tclkZSa pclk:O~053 pc'ola:O'OSa dclk:()-os

Esta tarea es estricta, por tanto se requiere que [I(we ;< dey J=N(Weew< dei )=1
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=D

s 1

Pei=0.05

Figura 7.8: Tarea de reloj
Sincronizacion:

Los parametros temporales de la tarea de sincronizacion son:
tsinczssa psinczo- 1 ,jsiiic: tclkzsa dsinc:10

Esta tarea también es estricta, por lo que se requiere que II(wcgine< dsinc) =

N (Wcsinc<dsinc): 1
T dsinc: 1 O T

psinc:O . 1

Z‘Sinczs 5

Figura 7.9: Tarea de sincronizacion

Andlisis de sefal y cddigo de velocidad:

Los pardmetros temporales de la tarea de andlisis de sefial y codigo de
velocidad son:

te0i=65, Peoi=(38, 39, 40), jeor=1, Buoi=(1.8, 1.9, 2), deoa=65

Notese que se conservan los peores tiempos de ejecucion y de bloqueo. Esta
tarea es estricta, por lo que se requiere que II(WC. i< deoa ) = N(WC,pa<

dcoq)=1. Como el tiempo de ejecucion y el bloqueo son borrosos, el tiempo de
finalizacion de esta tarea también lo es.

leoa=65

L A fee

Poi=(38,39,40)

Figura 7.10: Tarea de andlisis de la serial y envio del codigo de velocidad
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Envio de informe de estado al modulo principal:

Los parametros temporales de la tarea de envio de informe de estado al
modulo principal son:

ZLinf_estzlloa Pinf_est:(6o9a 79 8)9 jinf_est: Lelk :59 Bl’nf_est:(loga 19> 2); dz’nf_est:
tinf_est: 110

Notese que se conservan los peores tiempos de ejecucion y de bloqueo. Esta
tarea es estricta, por tanto se requiere que II(WCiys i< dinf est ) = N(WCips es<

dins es)=1. De momento, el periodo y el plazo de esta tarea esporadica se
modelan con un valor numérico.

Lint estzl 10

[N

Pinf;est:(6'97758)

Figura 7.11: Tarea de envio de informe de estado al modulo principal

Recepcion de informe de test del procesador secundario:

Los parametros temporales de la tarea de recepcion de informe de test del
procesador secundario son:

l‘in]isec:1 10, Pinfjec:(o-7a 08: l)ajinfjec:O-Sa Binfje‘c:(l-8: 19> 2)7 Dinfjec: (1 10,
115, 116)

Notese que se conservan los peores tiempos de ejecucion, de bloqueo y del
plazo. Esta tarea es firme, por lo que unicamente se requiere que II(WCiy sec<

Dins sec ) >0 Esto es asi porque se considera que si se cumple II(WCiy sec<

Dinfsec ) >0, pero no se cumple II(WCiy sec< Dinfsec )= NWCinf sec<

Dius sec)=1, entonces puede que se haya recibido parte de los informes del
procesador secundario en el instante de plazo y por tanto serd posible enviar

una parte de los informes al modulo principal. Pero si II(WCiy sec< Dinf sec )

=0 se considera que el disefio no es adecuado ya que es seguro que no hay
ningun informe disponible del procesador secundario.
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110

tinj;sec:
T A TADmfsec—(llo,us,na)

Pinj;sec:(o.7,0.8,l)

Figura 7.12: Tarea de recepcion de informes del procesador secundario

Funciones de autocomprobacion:

Los parametros temporales de la tarea de autocomprobacién son:

tes=110, Py = { 0.1 /17, 19), 0.6 / [19, 19.5), 0.9 / [19.5, 20), 1/ 20 } (ver
Figura 7.13), Bes=(1.8, 1.9, 2), Dyos,= (110, 115, 116)

Notese que se conservan los peores tiempos de ejecucion, de bloqueo y del
plazo. Esta tarea se puede considerar como una ejecucion incremental ya que
estd compuesta de varias funciones de autocomprobacion: en el instante 17
alguna funcion ha terminado y se modela de forma que en ese instante la tarea
total se ha ejecutado con una posibilidad 0.1. Desde 17 u.t. hasta 19 u.t. se
gjecutan otras y no es hasta ese instante 19 que podemos decir que ese
conjunto de funciones ha terminado, con lo que la tarea total se ha ejecutado
durante el intervalo con la misma posibilidad 0.1 y en 19 u.t. pasa a ser 0.6.
Desde 19 u.t. hasta 19.5 u.t. se ejecuta otro conjunto de funciones que no
podemos decir que han finalizado hasta 19.5 u.t., por tanto la tarea total se ha
ejecutado durante el intervalo con la misma posibilidad 0.6 y en 19.5 u.t. pasa
a ser 0.9. Entre 19.5 u.t. y 20 u.t. se ejecutan las funciones restantes y se sabe
que en 20 u.t. han finalizado. Por tanto la tarea total se ha ejecutado durante
el intervalo con la misma posibilidad 0.9 y en 20 u.t. pasa a ser 1.

17 19 19.5 20

Figura 7.13: Modelo borroso del tiempo de ejecucion de la tarea de autocomprobacion

Esta tarea es firme, y se requiere que sea posible tener un informe disponible
en el instante en el que llegue la siguiente peticion de informe de estado. Por

361
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tanto la condicion que se debe verificar es [I(WCi< Dies; ) >0. Esto es asi
porque se considera que si se cumple que [I(WCy< Dy ) >0, pero no se
cumple II(WCis< Diess )= N(WCies< Diess )=1, entonces se puede dar la
situaciéon admisible de que se hayan ejecutado parte de las funciones de
autocomprobacion en el instante de plazo y por tanto sera posible enviar una
parte de los informes al modulo principal. Pero si II(WCiy< Diesr ) =0 se
considera que el disefio no es adecuado ya que es seguro que no habra ningin
informe de autocomprobacién disponible.

ttest: 11 0

IJ\ D, =(110,115,116)

Pu={0.1/[17, 19),0.6 /[19, 19.5),
0.9/[19.5,20), 1/20}

Figura 7.14: Tarea de autocomprobacion

Funcion de autocomprobacion en zona de memoria compartida:

Los parametros temporales de la tarea de autocomprobacién en zona de
memoria compartida son:

ZLte‘st_bzzzoa Drest b= 5 y dtest_b:220

Esta tarea es estricta, por tanto se requiere que II(WCiy »< diesip ) =
N ( WCtest_b< dtest_b ):1

ttestibzzzo

dtpvl\hzzz 0

p testibzs

Figura 7.15: Tarea de autocomprobacion en zona de memoria compartida
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7.2.5.1. Analisis de planificabilidad

Tarea de recepcion de informes del procesador secundario mas prioritaria que
la tarea de autocomprobacion

En primer lugar, dentro de la fase 3 de la metodologia, se va a analizar la
planificabilidad del sistema dada la asignacion de prioridades que permitia que la
tarea de recepcion de informes del procesador secundario fuera planificable (por ser
mas prioritaria que la tarea de autocomprobacion). Toda tarea que es planificable en
el caso mas desfavorable analizado en el modelo clasico es planificable con
posibilidad y necesidad igual a 1 en el modelo borroso, ya que se conservan los
peores tiempos. A continuacidon se resumen en una tabla los parametros del modelo.

Reloj tc,k=5 pdk=0.05, dc,k=0.05
Peoia=0.05

Sincronizacién txinc:ss p.vinc:0~ 1 j.w'nc: tclk:5 dxinczlo

Analisis de sefial y te0i=05 P...~(38,39, 40) Jeoi=1 B.ou= d.oi=65

codigo de velocidad (18,1.92)

Envio de informe de tinf;estzl 10 | P inj;est:(6~9a7>8) J inf est— Leix =5 Binj;est: dinf;est:

estado al médulo (1.8.1.9.2) Linf es=110

principal

Recepcion de informe | £ 5ec=110 | Py 5ec=(0.7, 0.8, 1) | jins 56=0.5 Binf sec= Dinf sec=

de autocomprobacion (1.8,1.9,2) | (110,115, 116)
del procesador
secundario

: Ptest =
Funciones de tes—=110 Bios= D,osi=
autocomprobacion {0.1/17.19), (1.8,1.9,2)

0.6/[19,19.5), (110, 115, 116)

0.9/[19.5,20),
1/20}

Funcion de tiest 5=220 | Prest 5=5 Arest =220
autocomprobacion en
zona de memoria
compartida

Todas las tareas que eran planificables en el modelo clésico (la tarea de reloj,
sincronizacion, analisis de la sefial, informe de estado, recepcion de informes del
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procesador secundario y autocomprobacion en zona de memoria compartida), son
también planificables con el modelo borroso con posibilidad y necesidad iguales a 1.
Recordemos que en el modelo borroso los valores maximos del soporte de los
tiempos de ejecucion y tiempos de bloqueo borrosos coinciden con los tiempos del
modelo cléasico y lo mismo sucede con los valores minimos de los plazos borrosos.
Por tanto:

H(ween< de)=N(ween< der)=1

H(WCsine< dsine =N(WCsine< dsinc)=1

[(WCeoa< deoa)=N(WCoa< deoa)=1

H(WCins esr< ding est) FN(W Cinf esi< dinf es)=1
LI(WCins sec< Dinf sec)=N(WCipf sec< Dinf sec)=1
T(W Crest,2< tiesitDiest) =N(WCles1,2< tiesrtDiest) =1

H( WCte.vt7b< d testib):N ( WCtesz;b< d testib)zl

Falta por calcular la posibilidad y necesidad para la tarea de autocomprobacion en su
primera ej ecucion: H( WCteS,,1< Dtest), N( WCteS,,1< Dtest)-

Para ello se va a utilizar el método de biparticion del algoritmo basado en aritmética
de intervalos para prioridades fijas y plazos mayores que los periodos (7.15), (7.16),
(7.17), (7.18) y (7.19). Por tanto no se obtendra el tiempo borroso de finalizacion,
sino unicamente el punto de corte entre el tiempo de finalizacion borroso y el plazo,
con el cual se calcula la posibilidad y la necesidad de que la tarea finalice antes de su
plazo.

Peot 0740, P, (058, p, . (01, Py, (0020, by, (0)=2. d,,, (0)=110

WCtESt’l (O) So = Peik +psinc +pcod +pinf;est +pinf7sec +ptest =005+0.1+40+8+1+20=

69.15

s1=112.3, s5,=122.05, s53=122.15, s4=1s;

WCy (0)=122.15  wc,, ., (0)> d,, (0)
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M(l) = a(l):”a pinf_est (1) = pinf_est (1):7’ pirgf_sec (1): pinf_sec (1):08’

Weais D= | Py (D= Proy (0=20, b, (D= b, ()=19, d, ()= d,,,, (=115

wc 1
fest! ( ) So = Pelk +psinc +pcod +pinf;est +pinf7sec +ptest =0.05+01+39+7+08+20=

66.95

s1=109, s,=116.5, s53=117.6, s4=3s53

e

WCpoy (D= WCy (D=117.6 > d,,,, (1)= d,,,, (1)=115

Peot 0 =38, Doy (0) =69, p,. . (0) =07, p,, (0) =17, b, (0) =18,

Wctest,l (0) dtest (0):1 16

So :pclk +psim‘ +pcod +pinfie.vt +pmf7sec +pte.rt = 005 + 01 + 38 + 69 + 07 + 17 =
62.75

S1= 656, Sy = 1037, S3 = 10405, S4 =83

WC,, 1 (0)=104.05 < d,  (0)=116. Zona de blisqueda por biparticion es la de los

test

limites inferiores de los a-cortes del tiempo de finalizacion.

Pt (05) =385, p., (05 = 695 p,.. (0.5 = 075 p,,(0.5-19,

b, (0.5=185, d,_ (0.5=1155

Weiesta (03) | ¢ 6535, 5,=106.85, s,=1143, s3=1153, s,=11535, s5=sa,

WC,,q,; (0.5)= 115.35 < d,,, (0.5)=115.5. Por tanto el punto de corte se encuentra

entre 0.5y 1

Peot (0.75) =38.75, D,/ o, (0.75)= 6975, p,., . (0.75) =0.775, p,,, (0.75)=19.5,

B,y (0.75)=1.875, d,,, (0.75)=115.75

WEiesti (075) | ¢ 66,15, 5,=107.93, s,=1154, s3=11648, s;5=s5

WC,, 1 (0.75)= 116.48 > d,,, (0.75)=115.75. Por tanto el punto de corte se

test

encuentra entre 0.5y 0.75
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Peog (0.625) =38.625, p, ., (0.625) = 69625, p,. .. (0.625) = 0.7625,

Dt (0.625)=19.5, b, (0.625)=1.8625

we,,, ; (0.625) S, =606, §,=107.64, s,=115.1, s53=116.16, s4=1s53

WCpy, (0.625)= 11616 > d,,, (0.625)=115.625. Por tanto el punto de corte se

encuentra entre 0.5 y 0.625

Considerando que la precision es suficiente diremos que el punto de corte se
encuentra aproximadamente en o=0.6 con lo que II(WCys <Dis)=0.6 y
N ( WCtest, 1 <D lesl)zo .

Por tanto, la planificabilidad borrosa del sistema es:

leanif = min { H(chlk<dclk)a H(Wcsinc < dsinc)a H( WCCOd<dCOd)3 H( Wcinfiest<dinfiest)a
H( WCinfisec<D infisec) 5 H( WCtest, 1 <D test)aH( WCtest, 2<t test+D test) 9 H( WCtestih<d testih) }

Nplanif = min { N(chlk<dclk)a N(Wcsinc < dsinc): N( WCcod<dcod)9 N( WCirgf_est<dinf_est)9
N ( WCinf_sec<D inf_sec)a N ( WCtest, 1 <D test)> N ( WCtest,2<t test+D test)> N ( WCtest_b<d test_b)}

leamf: 0.6 Nplanif: 0

Es importante destacar que si solo se hubiera realizado el anélisis de planificabilidad
a partir del modelo clésico, se hubiera descartado este disefio por no ser planificable,
pero gracias a este resultado del analisis borroso se puede considerar que el disefio es
valido: todas las tareas estrictas son planificables con posibilidad y necesidad 1, el
sistema es planificable con posibilidad 0.6 y ese valor es el valor de planificabilidad
de una tarea firme, con lo que se considera aceptable.

7.2.5.2. Tarea de recepcion de informes del procesador secundario menos
prioritaria que la tarea de autocomprobacion

Si en lugar de tener esta asignacion de prioridades se hubiera utilizado la asignacion
inicial, en la que la tarea de recepcion de informes del procesador secundario es
menos prioritaria que la tarea de autocomprobacion, los valores de planificabilidad
borrosa serian menores que en el caso anterior, tal y como se muestra a continuacion.
Aplicando (7.15), (7.16), (7.17), (7.18) y (7.19) se tiene:
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Wcirgf_sec,l (0)

pcod (0):40’ pirg/’_est (0):8’ ptest (0):20’ mf sec (O) 2 pinf_sec (0):08’
(0)=110

mf sec

So = Peik + Prsine + Pecod +pinf;est + Prest +pinj;.sec =0.05+01+40+8 +20+1 =
69.15

s1=112.3, 5,=141.05, s3=181.4, 54=181.95, s55=154

WCpp ey (0= 18245 > d,. . (0)=110

mf sec

Wcirgf;sec,l ( 1 )

Wcinfisec,l (1) =

Pesd D = Poog 39 Doy ) = Doy D=1, Py () = Py, (D720,
b

inf sec

( 1) - birgf_sec ( 1):1 9, pinf_sec ( 1): pinf_sec ( 1):0'8’ dirgf_sec ( 1):

(D)=115

mf sec

So = Pelk +ps‘inc +pcod +pin/;est +ptest +pinf;sec =0.05+0.1+39+7+20+0.8 =
66.95

S1 = bi)zf_:ec + pilzf_:ec + pclk [ so/tclk ] + psinc ’- (s0+jsinc)/tsinc ] + pcod [ (S0+jcod)/tcod ] +

DPinf est I (S0+jinf;est)/tinj;est | +ptest I So/ttes‘t I+ M= 109
s, =116.5, 53 =136.8, 5, = 176.05, 55 = 176.6, 56= 55

(O=d. . (1)=115

inf sec mj sec

Wci”f,secxl (1) Wcm] sec,1 (1) =177.1 < d

Wcirgf;sec,l (O)

pcz)d (0) :38’ pinf_est (0) 6. 9 ptest (0) ’ mf sec (0) = 1‘8’ pinf_sec (O) = 0‘7’

(0)=116

mf sec

So = Pelk +psinc +pcod +pinf783t +pte$t +pinf;s‘ec =005+0.1+38+69+17+0.7=
62.75

S1 = bi)zf_:ec + pilzf_:ec + pclk [ so/tclk ] + psinc ’- (s0+jsinc)/tsinc ] + pcod [ (S0+jcod)/tcod ] +
Dinf est 1 (Sotfing est)binf est 1+ Diese 1 So/tiese 1+ M = 1.8 + 0.7 + 0.051 62.75/5 1+
0.11 67.75/55 1+ 381 63.75/65 1+ 6.91 67.75/110 1+ 171 62.75/110 1+ 0.35 =

65.6
Sy = 1037, S3 = 10405, S4= 83

WC,r ey (0) = 10455 < d (0)=116. Por tanto la zona de busqueda por

inf sec

biparticion es la de los limites inferiores del tiempo de finalizacion.

367
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@(0.5) =385, Piyres (0.5) = 695, @(0.5)=19, bmfim (0.5)=1.85,
WC,y seet (0.5) %(0.5) =0.75, dm/;sec (0.5)=115.5
8o =65.35, s, =106.85, s5,=114.3, s3=133.55, s,=172.3, s5=172.85, s
=55
WC,yr sy (0.5)= 173.35 > dinfisec (0.5)=115.5. Por tanto el punto de corte se
encuentra entre 0 y 0.5
M(O.ZS) =38.25, Dy ey (0.25) = 6.925, @(0'25):19’ bmf_m (0.25)=1.825,
WC,y sect (029) M(O.ZS) =0.725, dinfisec (0.25)=115.75
§o = 65.05, 5, =106.28, 5, = 113.7, 53 = 132.95, 54 = 171.45, 55 =172, 56 = 55
WC,r sy (0.25)= 172.5 > dW_Sgc (0.25)=115.75. Por tanto el punto de corte se
encuentra entre 0 y 0.25
@(0.125) =38.125, M(O.IZS) = 69125, @(0.125)=19,
WC,y et (0125) lﬂ (0.125)=1.8125, %(0.125) =0.7125, dmf-_sec, (0.125)=115.875
So=064.9, 5, =105.89, 5, =113.4, s3=132.65, 5, =171.03, 55 =171.58, 56 = 55
WCr oey (0.125)=172.08 > dl.nfjec (0.125)=115.875. Por tanto el punto de corte
se encuentra entre 0 y 0.125
M(O.%ZS) =38.0625, P, (0.0625) = 6.90625, @(0.0625):17,
WC, sec l@ (0.0625)=1.80625, M(0.0&S) =0.70625, dm,gsec (0.0625)=115.9375
(0.0625) So = 64.63125, 5, =103.74, 5, = 104.19, 55 =5,
WC,,r sy (0.0625)= 104.69 < dinf_sec (0.0625)=115.9375. Por tanto el punto de
corte se encuentra entre 0.0625 y 0.125

Por tanto, para una precision en o de 0.0625 se tiene que el punto de corte se
encuentra aproximadamente en a=0.0625 con lo que II(WCiys sec,iI<Dinf 5ec)=0.0625 y
NWCins see, 1<Dins sec)=0. La planificabilidad de la tarea de autocomprobacion es
mayor que con la asignacion anterior ya que se ejecuta con mas prioridad, con lo que
H( WCtest, 1<Dtest) Z 0.6 y N( WCtest, 1<Dtest) Z 0
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La planificabilidad del sistema es el minimo de las planificabilidades borrosas del
sistema, por lo que, cuando la tarea de recepcion de informes del procesador
secundario es menos prioritaria que la tarea de autocomprobacion, queda finalmente:

leam‘f: 0.0625 Nplanz'f: 0

7.2.5.3. Resumen y conclusiones

En el analisis clasico realizado en el apartado 7.2.2.3., donde la tarea de recepcion de
informes del procesador secundario es menos prioritaria que la tarea de
autocomprobacion, solo se puede decir de la tarea de autocomprobacion y de la tarea
de recepcion de informes del procesador secundario que, dada la informacion
disponible del peor caso, ambas son no planificables. En el analisis realizado con el
modelo borroso ambas tareas tienen un valor de planificabilidad borrosa distinto de
cero, ya que en el modelo se introduce informacién adicional al peor caso estudiado
en el analisis clasico, pero el de la tarea de recepcion de informes es muy pequefio
(0.0625) debido al retraso que sufre por la ejecucion de la tarea de
autocomprobacion.

Con la otra asignacion (donde la tarea de recepcion de informes del procesador
secundario es mas prioritaria que la tarea de autocomprobacion), el analisis clasico
muestra que la tarea de recepcion de informes si es planificable y que unicamente la
tarea de autocomprobacion no lo es, dado el peor caso. Cuando se utilizan
distribuciones de posibilidad en el modelado de la incertidumbre se puede expresar
el requisito de las tareas firmes en términos de medidas de posibilidad, y a partir de
los parametros temporales borrosos se obtiene que la posibilidad de que el sistema
sea planificable es 0.6.

Por tanto, con cualquiera de las dos asignaciones, cuando se analiza el sistema en el
caso mas desfavorable unicamente se puede concluir que no es planificable, mientras
que con el modelo borroso los requisitos firmes de las tareas de autocomprobacion y
recepcion de informes del procesador secundario se pueden expresar con medidas de
posibilidad de manera que la posibilidad de que estas tareas respeten sus plazos debe
ser mayor que cero. La posibilidad de que el sistema sea planificable es distinta de 0
en ambos casos, gracias a la informacion adicional introducida en el modelo borroso
del sistema. En consecuencia se puede ver que es preferible la asignacion de
prioridades donde la tarea de recepcion de informes del procesador secundario es
mas prioritaria que la tarea de autocomprobacion, ya que su valor de planificabilidad
borrosa es mayor. Este disefio es valido ya que todas las tareas estrictas son
planificables con posibilidad y necesidad igual a 1 y la tarea con posibilidad igual a
0.6 es una tarea firme.
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7.2.6. Modificacion del modelo: periodo de la tarea de envio de
informes de estado borroso

En el apartado anterior se han modelado mediante conjuntos borrosos algunos
tiempos de ejecucion de las tareas y algunos plazos, mientras que el periodo de la
tarea de envio de informes al mddulo principal, que es una tarea esporadica, se ha
modelado para el caso mds desfavorable, esto es, para el tiempo minimo entre
activaciones consecutivas, esto es 110u.t.

En este apartado se introduce informacién adicional en el modelado del periodo de
esta tarea con el fin de comprobar si las medidas de posibilidad y necesidad de
planificabilidad del sistema se ven afectadas. Asi pues, ahora se considera que el
periodo es un nimero triangular borroso Tiur esr = (110, 115, 116) de manera que se
conserva el caso mas desfavorable modelado anteriormente que es 110 u.t., tal y
como se describe en el apartado 7.2.4. Notese que coincide con los plazos borrosos
de las tareas de recepcion de informes del procesador secundario y de
autocomprobacion. En lo que sigue solo se analiza la asignacion de prioridades
donde la tarea de recepcion de informes del procesador secundario es mas prioritaria
que la tarea de autocomprobacion, ya que su valor de planificabilidad borrosa es
mayor.

7.2.6.1. Analisis de planificabilidad

La respuesta temporal de esta tarea teniendo en cuenta el modelo mas detallado del
periodo de la tarea de envio de informes al modulo principal afecta

significativamente al resultado de II(WCes, 1<Dies)) Y N(WClrest, I<Diest).

Cuando la tarea de recepcion de informes del procesador secundario es mas
prioritaria que la tarea de autocomprobacion, el andlisis de planificabilidad para el
caso mas desfavorable del periodo de la tarea de envio de informes al modulo
principal ¢, . =110 concluye que todas las tareas son planificables con posibilidad y
necesidad igual a 1, salvo la tarea de autocomprobacion. Por tanto, al flexibilizar el
modelo de ese periodo Tj,s.; = (110, 115, 116), las tareas que eran totalmente
planificables en el peor caso, lo siguen siendo con el nuevo modelo, y sélo es preciso
volver a analizar la planificabilidad de la tarea de autocomprobacion.
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A A

Pir_lf;est:(6'9a798) Tirgfiest:Dirz/‘;est:(l 105 115 91 1 6)

Figura 7.16: Tarea de envio de informe de estado al modulo principal con periodo y plazo borrosos

El modelo del sistema queda reflejado en la siguiente tabla:

Reloj t=5 pde0.0S, d.=0.05
pcola:().os
Sincronizacién toin=55 Psinc=0.1 Jsine= dsin=10
=S
Analisis de senal | ¢.,,~65 Poi=(38,39, 40) |jcoi=1 B.oa= d.0i=65
y codigo de (1.8,1.9,2)
velocidad
Envio de informe Tirgf_est: P inf_est:(6'9a7a8) ] inf est — Lelk Binf_est: Dinf_est:
de estado al (110,115,116) =5 (1.8.1.9.2) Tinf esi=
modulo principal (110,115,116)
Recepcién de tinfiseczl 10 P inf sec— ] infisec:()-s Binfisec: D inf sec—
informe de auto- (0.7.08, 1) (1.8,1.9,2) | (110,115, 116)
comprobacion del
procesador
secundario
. _ Prog = _ _

Funciones de ties=110 Biesi= Des=
auto- {0.1117,19), (1.8,1.9,2)

bacis 0.6/[19,19.5), (110,115, 116)
comprobacion 0.9/[19.5,20),1/2

0}

Funcion de auto- t,est_b=220 ptest_bZS dtest_b=220
comprobacion en
zona de memoria
compartida

De nuevo se aplica el algoritmo de calculo de planificabilidad borrosa basado en
aritmética de intervalos (algoritmos (7.15), (7.16), (7.17), (7.18) y (7.19)).
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pcud (O):40’ pinf_est (O):S’ tirg/‘"_est (0):1 10’ pirgf_sec (0):1’ ptest (0):20’ btest (0):2’

Wctest,l 0) % (0)=110

So = Pcik +psinc +pcad +pinf;est +pinj;sec +ptes‘t =0.05+01+40+8+1+20=69.15
S1= 1123, Sy, = 12205, S3 = 12215, S4= 83

Wctest,l (0): 122.15 > rest (O):l 10

h(l) B E(l):39’ pi’lf_gﬂ 1 = pi”!f_ESt (D=7, tiﬂf_est (1 = tirgf_est (1)=115,
Pupsce 0= Pagsec D08, Py () = P (0720, by (1) = by (=19,
d,p, ()= d,,,, ()=115

Wctest,l (l ):

Wctest,l (l) So = Pcik +psinc +pcod +pinf;est +pinf;xec +ptest =005+01+39+7+08+20=
66.95
s1=109, s5,=109.5, s3==5,

WC, iy (D= We ., (D=109.5 < d, . ()= d,, ()=115. Asi pues, la zona de

buisqueda por biparticion es en los limites superiores de los a-cortes de los tiempos
de finalizacion.

Pt (05)7395, P, (05=75, £, (05=1125  p,. . (0.5=09,

WCiesi (0'5) Prest (0'5):20’ btest (0-5):1.95

So = 68.05, 51 =110.65, 5, = 119.75, 53 = 119.85, 54 = 53

s (0.5)=112.5. Por tanto el punto de corte se encuentra

WC,, 1 (0.5)= 119.85 > d
entre 0.5y 1

Peoa (0.75)=39.25, P, ., (0.75)=725, 1, ., (0.75)=113.75, p, . .. (0.75)=0.85,

we,,, (0.75) | Pres (075720, b,,,, (0.75)=1.925

So=167.5,5,=109.83, 5, =118.43, 55 = 118.73, 54 = 53

WC,,,; (0.75)= 11873 > d,,, (0.75)=113.75. Por tanto el punto de corte se

encuentra entre 0.75y 1
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P (0.875)=39.125, Dins et (0.875)=7.125, Ly e (0.875)=114.375,

Pins sec (0.875)=0.825, p,., (0.875)=20, b, (0.875)=1.9125, d|

oy (0.875)=114.375

WC, 1 So=67.225,5,=109.41, 5, =117.04, 53 = 118.16, 54 = 53

(0.875)
WC,, 1 (0.875)= 118.16 > d,, (0.875)=114.375. Por tanto el punto de corte se
encuentra entre 0.875 y 1
D.pq (0.9375)=39.0625, Pin o5t (0.9375)=7.0625, Linf o5t (0.9375)=114.6875,
Ding sec (0.9375)=0.8125, Dross (0.9375)=20, b, (0.9375)=1.90625,
d,. (0.9375)=114.6875

Wctest,l I

(0.9375) 5o =67.0875, 5, = 109.21, 5, = 109.71, 53 = 117.58, 54 = 117.88, 55 = 5,

Wctest,l (09375): 117.88 > dtest

(0.9375)=114.6875. Por tanto el punto de corte se

encuentra entre 0.9375y 1

Por tanto, para una precision en o de 0.0625 se tiene que el punto de corte se
encuentra aproximadamente en o=1 con lo que la posibilidad y la necesidad son
H( WCtest, 1 <D test): 1 y N ( Wctest, 1 <D test)zo .

Gracias al analisis borroso se puede ver que los valores de posibilidad y necesidad de
que el sistema sea planificable son:

leanif: 1 Nplanif:()

7.2.6.2. Resumen y conclusiones

El resultado que se obtuvo anteriormente con el tiempo minimo entre llegadas s e
=110 de la tarea de envio de informe de estado (Il uuir =0.6 y Npjunir =0) era mas
pesimista que el resultado que se obtiene utilizando el modelo borroso del periodo de
dicha tarea T}y o = (110,115,116).
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Se considera que el disefio es valido porque todas las tareas estrictas son
planificables con posibilidad y necesidad 1 y el valor de planificabilidad del sistema
con necesidad 0, viene de una tarea firme.

7.2.77. Resumen de resultados de planificabilidad

Resumiendo, estos son los resultados de planificabilidad borrosa obtenidos en los
distintos casos analizados con modelos borrosos de los parametros.

En el andlisis con tiempos de ejecucion y tiempos de bloqueo numéricos, y plazos
borrosos Dy sec= (110,115,116) y D= (110,115, 116), el periodo de la tarea de
envio de informe de estado era también numérico y los resultados de planificabilidad
borrosa para cada una de las dos asignaciones de prioridad analizadas fueron:

tl"!f'_“f =110 DFinf sec > PViest leanif:O Npalnif:O
DPliest = Dlinf sec leanif:() Nplanif:O

En el andlisis con tiempos de ejecucion, tiempos de bloqueo y plazos borrosos, se
supuso primero que el periodo de la tarea de envio de informe de estado era
numérico, y después se modelé6 como un nimero borroso. En el caso de periodo
numérico se compard el resultado obtenido para dos asignaciones de prioridades, con
la tarea de recepcion de informes del procesador secundario mas prioritaria que la de
autocomprobacion (prinf sec > Pres), y al contrario. Como el resultado era
sensiblemente mejor en el caso de priy sec > pries » €l andlisis con periodo borroso
solo se realizo6 para dicha asignacion de prioridad.

Los pardmetros modelados como conjuntos borrosos, tanto con #,r s =110 como con
Ting e = (110, 115, 116) son:

PCOd:(387397 40), Bcod :(1 .8, 1 .9,2)
Pinf es=(6.9,7,8), Bins ¢s:=(1.8,1.9,2), Diyr os= (110,115,116)
Ping 5e=(0.7,0.8, 1), Bins sec= (1.8,1.9,2), Diy sec= (110,115, 116)

Pres = {0.1/[17,19), 0.6/[19,19.5), 0.9/[19.5,20), 1/20},
Bros= (1.8,1.9,2), Dyes= (110,115, 116)
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linf est =110 Plinf sec = Pliest | TLyjaniy=0.6 Nplani=0

Driest > PTinf sec IL)/anir=0.0625  Npianir=0

Ti’lf,eb‘f - (1 109 1 15: 1 16) DPlinf sec >prtest leang’le Nplam'f:O

Por tanto, si s6lo se hubiera realizado el analisis de planificabilidad para el caso mas
desfavorable, el disefio presentado en este caso ejemplo se hubiera descartado, por
no ser planificable. No hubiera quedado més remedio que tratar de reducir el tiempo
de respuesta de la tarea no planificable, por ejemplo reduciendo el ntimero de
funciones de autocomprobacién a ejecutar, o aumentando significativamente su
periodo de ejecucion. Sin embargo, al introducir un modelado realista acerca de los
parametros en forma de nimeros borrosos, se ha llegado a la conclusion de que el
disefio presentado es valido y no es necesario realizar cambio alguno.

7.2.8. Modificacion del disefio: mejora del modelo a partir del
analisis borroso de planificabilidad

Tal y como se acaba de explicar, el disefo del sistema es valido ya que verifica los
requisitos especificados, y no es necesario perder funcionalidad reduciendo el
numero de funciones de autocomprobacion a ejecutar. Pero cabria preguntarse si es
posible introducir algin cambio que mejore la funcionalidad del sistema sin
empeorar los valores borrosos de planificabilidad, es decir, sin aumentar el tiempo de
respuesta de la tarea de autocomprobacion.

Algunas alternativas serian aumentar el nimero de informes recibidos del procesador
secundario, o reducir el periodo de envio de informe de estado al modulo principal.
Pero no debemos olvidar que la tarea mas importante es la de andlisis de la sefial y
envio de coédigo de velocidad ya que es la encargada de recibir la consigna de
velocidad a la que debe viajar el tren en cada momento. Si se pierde la sefial, esta
tarea debe detectarlo y dar la alarma para que el tren se detenga. El periodo de esta
tarea es el tiempo entre dos envios consecutivos de consignas de velocidad al modulo
principal, por lo que si se pierde la sefial, ese periodo es el tiempo maximo que tarda
en detectar que se ha perdido la sefal. Si se pierde la sefial inmediatamente después
de que se haya activado la tarea de andlisis de la sefial y envio de codigos de
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velocidad, hasta que no se vuelva a activar después de un tiempo 7.4, €sta tarea no
detectard que no hay sefial disponible.

Por tanto, si se reduce el periodo de esta tarea se consigue que el méximo tiempo de
deteccion de pérdida de la sefial se reduzca de igual forma, y con ello también
disminuye el tiempo y distancia de frenado del tren desde el instante en el que se
pierde la senal.

Se puede comprobar facilmente que es posible reducir el periodo de la tarea de
analisis del espectro desde #.,s = 65 hasta #.,; = 56 (un 13.8%) sin que cambie la

planificabilidad del sistema, que seguiria siendo IL,nir=1, Nyinir=0. La reduccion de

dicho periodo hace que el tiempo de respuesta del sistema en caso de pérdida de
codigo de velocidad sea menor ya que desde que se pierde el codigo hasta que se
detecta pasa menos tiempo, reduciendo asi el tiempo y la distancia de frenado del
tren. Si se reduce mas el periodo de dicha tarea, la tarea de autocomprobacion se
hace no planificable.

7.2.9. Conclusiones

Si unicamente se hubiera realizado el analisis cldsico basado en los peores tiempos,
la conclusion hubiera sido que el sistema, tal y como estd planteado no es
planificable y habria que recortar la funcionalidad del sistema, por ejemplo
ejecutando menos funciones de autocomprobacion. Esto se debe a que no es posible
expresar el requisito de las tareas firmes en términos del caso mas desfavorable. Para
poder expresar el requisito de que el disefio no es valido si es imposible tener un
informe disponible en el momento en el que llegue la siguiente peticion de estado, es
preciso modelar la incertidumbre.

El requisito de las tareas firmes se podria haber expresado en términos de medidas de
probabilidad, y se podrian haber estimado funciones de densidad de probabilidad de
los parametros temporales. Sin embargo, por un lado consideramos que cuando no
existe informacion estadistica acerca de los parametros, la forma natural de modelar
la incertidumbre es mediante distribuciones de posibilidad, y por otro lado, los
algoritmos propuestos en esta tesis para el andlisis de planificabilidad borrosa son
mas rapidos de aplicar que realizar la simulacién del sistema a partir de dichas
funciones estimadas.

En este caso ejemplo se han empleado distribuciones de posibilidad para modelar la
incertidumbre existente en el conocimiento de algunos parametros temporales, y el
requisito de las tareas firmes se ha expresado de forma que se exige que para esas
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tareas la posibilidad de que respeten sus plazos ha de ser mayor que cero. Gracias al
analisis borroso, realizado a partir del modelado borroso de los parametros, no sélo
se ha comprobado que el disefio es valido, sino que ademas se ha podido ajustar el
periodo de la tarea de analisis de la sefial (sin recortar la funcionalidad del sistema)
para mejorar el tiempo de respuesta del sistema en caso de pérdida de sefial,
reduciendo asi el tiempo de frenado del tren desde el instante en el que se pierde la
sefial.
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8. Conclusiones, aportaciones y futuros
desarrollos
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8.1. Conclusiones

Los sistemas de tiempo real son sistemas que deben realizar las tareas dentro de los
plazos especificados en los requisitos para que su funcionamiento sea considerado
correcto. Por ello el andlisis de planificabilidad en el disefio de sistemas de tiempo
real es fundamental ya que comprueba el cumplimiento de las restricciones
temporales. Los andlisis de planificabilidad clasicos que se encuentran en la
literatura para sistemas monoprocesador con planificador expulsor basado en
prioridades, parten del supuesto de que los parametros temporales que caracterizan a
las tareas del sistema se conocen de forma precisa. Lamentablemente, esto no suele
ocurrir en los sistemas reales, especialmente en las fases de disefo, por lo que en tal
caso, la opcién clasica tomada en la literatura consiste en modelar el caso mas
desfavorable para cada uno de los parametros y analizar la planificabilidad del
sistema en esa situacion. Si se obtiene que el sistema es planificable porque respeta
todos los plazos de ejecucion de las tareas, entonces se puede afirmar que el sistema
serd planificable en cualquier otra situacion mas favorable. Por otro lado, si se
obtiene que el sistema es no planificable en el caso mas desfavorable, no se puede
afirmar nada sobre la planificabilidad del sistema en cualquier otra situacion. Se trata
por tanto de un andlisis muy parcial y poco realista que se ocupa unicamente del peor
caso.

Por tanto, con el fin de obtener modelos mas realistas y de poder establecer
requisitos temporales no expresables en términos del caso mdas desfavorable, es
necesario el modelado de la incertidumbre existente en las primeras fases de
desarrollo de los sistemas de tiempo real. Para el modelado de la incertidumbre se
pueden utilizar modelos probabilistas o modelos posibilistas. La teoria de la
posibilidad y la teoria de los conjuntos borrosos fue presentada en los afios sesenta y
desde entonces se ha ido aplicando a multitud de campos, tanto a nivel tedrico como
en la industria. Modela un tipo de incertidumbre distinta de la probabilidad y tiene
sus propias reglas para combinar la informacién incierta y para extender funciones
clasicas a argumentos borrosos, asi como sus propias medidas de incertidumbre
sobre la veracidad de una proposicion, entre las que se encuentran las medidas de
posibilidad y de necesidad. Las funciones reales se extienden a parametros borrosos
aplicando el principio de extensidon, cuya utilizacion practica directa estda muy
restringida debido al alto coste computacional que conlleva.

En la fase de disefio de un sistema de tiempo real no suele haber datos estadisticos o
medidas acerca de los parametros temporales de las tareas que lo forman, por lo que
en esta tesis se propone un modelo mas realista del sistema basado en la utilizacion
de conjuntos borrosos interpretados como distribuciones de posibilidad, para lo que
se ha redefinido el concepto de planificabilidad. Cuando los parametros temporales
de las tareas se modelan como distribuciones de posibilidad se ha propuesto medir la
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planificabilidad del sistema con un grado de posibilidad y un grado de necesidad de
que sea planificable. Las distribuciones de posibilidad permiten modelar tanto el
caso mas desfavorable como otros valores de los parametros que son mas favorables
para la planificabilidad del sistema y que también se consideran posibles, de manera
que se puede garantizar la planificabilidad de las tareas estrictas en el peor caso. Los
resultados que se obtienen son mds complejos pero aportan mas informacion que el
analisis del peor caso.

Se han encontrado muy pocos estudios en la literatura que extiendan el analisis de
planificabilidad a parametros borrosos, y casi en ninguno de ellos se ha aplicado la
teoria de la posibilidad sin introducir simplificaciones en el calculo borroso o sin
definir otras medidas, diferentes de las propuestas por la teoria de la posibilidad, del
cumplimiento de una restriccion temporal borrosa. En algunos estudios se ha
aplicado aritmética borrosa sin considerar que, al ser una simplificacioén del principio
de extension, no siempre produce los mismos resultados que la aplicacion del
principio de extension de la teoria de la posibilidad y se han introducido
simplificaciones en las operaciones borrosas.

En esta tesis se ha demostrado que es posible realizar un andlisis riguroso de
planificabilidad partiendo de informacidon borrosa, de acuerdo con la teoria de la
posibilidad, pero de forma mas rapida que si se aplica directamente el principio de
extension. Todos los algoritmos alternativos de planificabilidad borrosa propuestos
estan basados en aritmética borrosa y aritmética de intervalos, y permiten obtener
aproximaciones validas de los conjuntos borrosos que se obtendrian al aplicar el
principio de extension. Una aproximacion valida de un conjunto borroso se ha
definido como cualquier conjunto borroso que tenga los mismos limites inferiores y
superiores de los a-cortes, y verifica que la posibilidad y necesidad de la
comparacion con otro conjunto son las mismas que las que se obtienen al comparar
el conjunto borroso inicial. Gracias a esta propiedad, los resultados de
planificabilidad borrosa que se obtienen mediante los algoritmos alternativos
propuestos son iguales que los que se tienen al aplicar el principio de extension al
analisis de planificabilidad del sistema.

Ademas se ha mostrado que los algoritmos propuestos son también aplicables
cuando los pardmetros se modelan como conjuntos borrosos no convexos, y que se
puede hacer todo el estudio considerando siempre aproximaciones validas convexas
de los conjuntos de partida.

Se ha considerado interesante comparar los resultados de planificabilidad con
pardmetros modelados como conjuntos borrosos y con pardmetros modelados
mediante distribuciones de probabilidad. Por un lado, los resultados son similares
atendiendo a la asignacion de prioridades que maximiza la planificabilidad del
sistema y, por otro lado, el calculo de la planificabilidad mediante los algoritmos
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propuestos en esta tesis para parametros modelados como conjuntos borrosos es
significativamente mas rapido.

Los algoritmos de andlisis de planificabilidad desarrollados en esta tesis han
permitido establecer una metodologia de disefio de sistemas de tiempo real cuyas
fases son:

1. Descripcion del entorno, del sistema, del interfaz y requisitos del sistema.
2. Diseno y modelado del sistema: tareas y planificacion.

3. Analisis de planificabilidad.

4. Modificacion del diseno (vuelta a fase 3).

Una vez realizada la modificacion del disefio, en la fase 4 de la metodologia, con el
fin de mejorar el sistema, se vuelve a la fase 3 para realizar el andlisis de
planificabilidad del sistema con esa modificacion. El trabajo de esta tesis se ha
centrado en el desarrollo de la fase de andlisis de la planificabilidad, donde se han
propuesto extensiones del analisis de planificabilidad en muy diversas situaciones,
como por ejemplo, en sistemas con prioridades fijas y plazos menores o iguales que
los periodos, con prioridades fijas y plazos mayores que los periodos, con tareas
aperiodicas atendidas por servidores aperiodicos, con recursos compartidos y con
retardos en la activacion de las tareas, y con prioridades dinamicas asignadas segiin
el algoritmo EDF. Hay que destacar que no se trata de un estudio exhaustivo de todas
las posibles soluciones de disefio de un sistema de tiempo real, aunque se muestra un
grupo muy diverso de soluciones.

Asi pues, como conclusiones principales de esta tesis se tiene que:

* gracias a la aplicacion de la teoria de la posibilidad al modelado de las tareas en
el proceso de disefio de sistemas de tiempo real monoprocesador con planificador
expulsor basado en prioridades, se pueden obtener disefios validos que habrian
sido rechazados si inicamente se hubiese realizado el analisis de planificabilidad
en el caso mas desfavorable

* es posible aplicar de forma rigurosa la teoria de la posibilidad de manera efectiva
y agil en el disefio de sistemas gracias a los algoritmos propuestos, alternativos a
la aplicacion del principio de extension

* ¢l modelado basado en distribuciones de posibilidad tiene ventajas frente al
modelado mediante funciones de densidad de probabilidad, ya que por un lado el
primero es la forma natural de modelar la incertidumbre cuando no existe
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informacion estadistica en las primeras fases de disefio y, por otro lado, la
aplicacion de los algoritmos propuestos de andlisis de planificabilidad borrosa es
mas rapida que la simulacion que se deberia realizar a partir de las funciones de
densidad de probabilidad estimadas.

La aplicacion de la metodologia propuesta a un caso ejemplo basado en un sistema
real perteneciente al sistema de proteccion automadtica ferroviario ha mostrado las
siguientes ventajas:

1. El analisis clasico basado en el peor caso es insuficiente.

En este ejemplo, el disefio inicial donde se modela el sistema para el caso mas
desfavorable tiene que ser rechazado ya que con cualquier asignacion de
prioridades fijas siempre hay alguna tarea que no respeta su plazo de ejecucion.
Si tnicamente se pudiera realizar este tipo de andlisis clasico basado en el peor
caso, habria que modificar drasticamente el disefio cambiando los requisitos del
sistema, por ejemplo eliminando alguna tarea no critica, o recortando su
funcionalidad para reducir el tiempo de ejecucion.

2. El modelado borroso es mas realista.

En lugar de recortar la funcionalidad del sistema, se propone modelar la
incertidumbre existente en el conocimiento de las tareas. Por otro lado, existen
requisitos del sistema no expresables en términos del peor caso, como ocurre
con el requisito de las tareas firmes del caso ejemplo, y que pueden ser
expresados modelando el grado en el que se permite que la tarea sea
planificable.

Dado que en la fase de disefio de un sistema en general no hay informacion
estadistica acerca de los pardmetros temporales del sistema, el modelado borroso
de alguno de los parametros a partir del conocimiento de los expertos resulta una
alternativa natural. En el ejemplo se han modelado como numeros borrosos
triangulares algunos de los tiempos de ejecucion de las tareas, el tiempo de
utilizacion de la zona de memoria compartida, y alguno de los plazos. Otro de
los tiempos de ejecucion se ha modelado como un conjunto borroso no
triangular. Todos ellos han modelado el peor caso analizado anteriormente y
otros valores mas favorables para la planificabilidad del sistema. El requisito de
las tareas firmes se expresa en este contexto permitiendo que la planificabilidad
de la tarea tenga un valor de posibilidad simplemente mayor que cero.

3. Permite garantizar la planificabilidad de tareas estrictas.

Para que un disefio que incluya incertidumbre en el modelado de los parametros
sea considerado valido, la condicion que se debe exigir a las tareas estrictas es
que la posibilidad y la necesidad de que respeten sus plazos sean igual a 1. Esta
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condicion no se exige para tareas flexibles y firmes. Con estas condiciones el
modelado borroso permite garantizar la planificabilidad de las tareas estrictas.

4. El resultado de planificabilidad obtenido proporciona mas informacion.

Si se introduce incertidumbre en el modelado de los parametros y se realiza el
analisis borroso se llega a la conclusion de que el disefio es adecuado a la
especificacion del sistema ya que, aunque en el peor caso no se respetan todos
los plazos, todas las tareas estrictas los respetan con posibilidad y necesidad
igual a 1. Por ejemplo, la tarea firme que no respeta su plazo en el peor caso es
planificable con un valor de posibilidad mayor que cero, que es la condicidon que
se exige para que sea admisible el disefio ya que indica que es posible que esa
tarea ejecute parte de las funciones de autocomprobacion antes de la finalizacion
de su plazo.

5. Introduccion de mejoras en la funcionalidad del sistema.

Es posible introducir mejoras en el sistema sin empeorar los valores de
posibilidad y necesidad de planificabilidad obtenidos. Asi, en el ejemplo,
reduciendo el periodo de una de las tareas se pueden conseguir mejores tiempos
de deteccion de fallos y por tanto, de frenado del tren, sin empeorar la
posibilidad y la necesidad de que el sistema sea planificable, y quedando
garantizada la planificabilidad de las tareas estrictas.

8.2. Aportaciones

Se destacan como principales aportaciones de esta tesis la extension de Ia
metodologia de disefio de sistemas de tiempo real con parametros borrosos y la
extension del andlisis de planificabilidad de sistemas de tiempo real a pardmetros
borrosos de forma sencilla y obteniendo los mismos resultados de posibilidad y
necesidad que si se aplicara el principio de extension de la teoria de la posibilidad.

Se pueden agrupar las aportaciones de esta tesis en conceptos y propiedades
matematicas, algoritmos de andlisis de planificabilidad borrosa, extension de la
metodologia de disefio de sistemas de tiempo real y aportaciones en el campo de la
teoria de la evidencia.
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8.2.1. Conceptos y propiedades matematicas
Planificabilidad borrosa

Se ha propuesto en esta tesis una definicion de planificabilidad borrosa basada en las
medidas de posibilidad y de necesidad de que las tareas finalicen antes de sus plazos
de ejecucion. Asi, la posibilidad de que el sistema sea planificable se calcula como el
minimo de las posibilidades de que los tiempos de finalizacidon borrosos de las tareas
estén antes de los plazos correspondientes y la necesidad de que el sistema sea
planificable se calcula como el minimo de las necesidades de que los tiempos de
finalizacion estén antes de sus plazos.

Cuando el analisis de planificabilidad clésico se basa en la utilizacion del procesador,
la planificabilidad borrosa se define como la posibilidad y la necesidad de que se
verifique la cota del tiempo de utilizacion. Cuando el andlisis de planificabilidad
clasico se basa en el criterio de demanda del procesador, se define la planificabilidad
del sistema como el minimo valor de posibilidad y de necesidad de que se verifiquen
las desigualdades asociadas a cada uno de los plazos absolutos de las tareas en las
sucesivas ejecuciones.

Aproximacion valida de un conjunto borroso

Para calcular la planificabilidad borrosa de un sistema se han propuesto mecanismos
alternativos a la aplicacion del principio de extension de la teoria de la posibilidad,
mas eficientes que éste. La condicion que deben verificar es que proporcionen los
mismos resultados de posibilidad y de necesidad de que el sistema sea planificable
que la aplicacion del principio de extension. Para ello los conjuntos borrosos que
proporcionan estos métodos alternativos deben ser aproximaciones validas de los que
proporciona el principio de extension. Se denomina en esta tesis aproximacion valida
de un conjunto borroso a todo conjunto borrosos que tenga los mismos limites
inferiores y superiores de los «-cortes que el original. Estas aproximaciones se
denominan validas porque, tal y como se ha mostrado en el Anexo B, los valores de
posibilidad y de necesidad que se obtienen al comparar la aproximacion valida con
cualquier otro niimero, clasico o borroso, o con otro conjunto borroso no convexo
son los mismos que si se compara el conjunto borroso original. Por tanto, los valores
que se obtienen de planificabilidad borrosa mediante aproximaciones validas
coinciden con los que se obtienen al aplicar el principio de extension.
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Extension de funciones

Se han determinado las propiedades matematicas que debe verificar una funcion para
que su extension mediante aritmética borrosa y aritmética de intervalos sea una
aproximacion valida de la que proporciona el principio de extension.

En efecto, en esta tesis se ha mostrado que se puede extender una funcion, continua o
discontinua (con un nimero infinito de discontinuidades y numerables), mediante
aritmética de intervalos y obtener una aproximacion valida del resultado
proporcionado por el principio de extension si verifica que es monotona en los
parametros modelados mediante conjuntos borrosos.

Por otro lado, para extender una funcion mediante aritmética de intervalos y obtener
una aproximacion valida debe ser siempre no creciente o siempre no decreciente en
cada operacion parcial que involucre a los parametros modelados mediante conjuntos
borrosos.

Asignacion optima de prioridades

Cuando los parametros temporales que describen a las tareas se modelan como
distribuciones de posibilidad, el concepto de asignacion Optima de prioridades se ha
redefinido seglin las medidas de posibilidad y de necesidad de planificabilidad del
sistema, de forma que diremos que una asignacion es Optima cuando maximiza la
posibilidad y la necesidad de que el sistema sea planificable.

Ademas se ha mostrado que cuando existe un orden fuerte entre los plazos borrosos
la asignacion dada por dicho orden fuerte es 6ptima.

8.2.2. Extension de la metodologia de disefio de sistemas de tiempo
real con incertidumbre

Se ha extendido la metodologia de disefio de sistemas de tiempo real teniendo en
cuenta el modelado de la incertidumbre en los parametros temporales del sistema
mediante distribuciones de posibilidad. El andlisis de planificabilidad del sistema, a
realizar como parte de esta metodologia, proporciona una medida de posibilidad y
una medida de necesidad de que el sistema sea planificable y permite garantizar la
planificabilidad de las tareas estrictas en el caso mas desfavorable.

La metodologia propuesta permite imponer requisitos no expresables en términos del
peor caso y aprovechar asi la flexibilidad que introducen, de manera que un disefo
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que deberia ser rechazado atendiendo iinicamente al peor caso, mediante el modelado
de la incertidumbre se puede considerar vélido. Por otro lado, se propone que la
forma de introducir la incertidumbre sea mediante distribuciones de posibilidad ya
que normalmente no hay informacion estadistica acerca de los parametros temporales
del sistema, y por otro lado, el proceso iterativo de disefio en sus sucesivas
modificaciones resulta mas 4gil si se emplean los algoritmos propuestos a partir del
modelado borroso, que si hay que realizar una simulacidon por Montecarlo a partir de
un modelo probabilista estimado de los pardmetros, o un analisis estadistico directo.

Ademas este modelado mas detallado y realista del sistema que el que se tiene en el
caso mas desfavorable permite también introducir mejoras en la funcionalidad del
sistema aprovechando la informacion disponible.

La metodologia propuesta se ha aplicado a un caso ejemplo de un sistema de tiempo
real situado en el sistema de proteccion automatica ferroviario, mostrando la
flexibilidad de modelado que se pueden obtener al introducir la incertidumbre en el
modelo del sistema y en su andlisis de planificabilidad.

8.2.3. Analisis de planificabilidad

Se ha mostrado que en muchos algoritmos de analisis de planificabilidad existentes
en la literatura, muchos de ellos consistentes en calcular los tiempos de finalizacion,
se cumplen las propiedades necesarias para poder aplicar aritmética borrosa y
aritmética de intervalos con los mismos resultados que la aplicacion del principio de
extension. Por ello se han propuesto algoritmos de planificabilidad borrosa basados
en aritmética borrosa y en aritmética de intervalos para prioridades fijas, con plazos
menores, iguales o mayores que los periodos, con recursos de datos compartidos, con
“release jitter” o retraso de la activacion de las tareas, y con dos tipos de servidores
de tareas aperiddicas. Ademas, se ha desarrollado el algoritmo de calculo borroso del
tiempo de bloqueo a partir de los tiempos de utilizacién del recurso compartido
cuando el protocolo utilizado es el PIP (protocolo de herencia de prioridades). Los
algoritmos permiten calcular la planificabilidad cuando se tienen modelos borrosos
de los tiempos de ejecucion de las tareas, los plazos de ejecucion, los periodos, los
tiempos de bloqueo, los “release jitter”, asi como la capacidad del servidor
aperiodico y su periodo.

Prioridades fijas

Asi, los algoritmos propuestos de andlisis de planificabilidad de sistemas de tiempo
real basados en prioridades fijas mediante aritmética borrosa y mediante aritmética
de intervalos contemplan los siguientes casos:
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- Plazos menores, iguales o mayores que los periodos
- Recursos de datos compartidos
- Retardos en la activacion de las tareas o “release jitter”

- Servidores de tareas aperiddicas: servidor esporddico y servidor
aplazable

Se han introducido mejoras en la inicializacion del algoritmo de andlisis de
planificabilidad borrosa basado en aritmética de intervalos, para reducir el tiempo de
calculo de la planificabilidad borrosa del sistema.

Una vez desarrollados los algoritmos de andlisis de planificabilidad borrosa para
sistemas con prioridades fijas, se ha presentado una comparacion entre el andlisis de
planificabilidad a partir de tiempos de ejecucion borrosos calculado mediante
aritmética de intervalos, y el andlisis a partir de tiempos de ejecuciéon modelados
como distribuciones de probabilidad. Para ello se han escogido niimeros borrosos
triangulares y las distribuciones de probabilidad se han obtenido a partir de los
nimeros borrosos mediante la transformacion basada en normalizacion que conserva
la forma triangular, y mediante la transformacioén basada en maxima especificidad y
razon insuficiente. La comparacion se ha realizado teniendo en cuenta:

* La mejor asignacion de prioridades fijas para cada modelo

* El grado de planificabilidad de la mejor asignacion en relacién con las otras
asignaciones

e La rapidez del método cuantificada en nimero de llamadas al algoritmo
basico

La conclusion que se ha obtenido es que la mejor asignacion coincidia en la mayoria
de los casos, y en aquellos en los que no coincidian las asignaciones elegidas por el
método de posibilidad y por los métodos de probabilidad tenian un grado de
planificabilidad significativamente mayor al resto de las asignaciones. Ademas el
calculo basado en posibilidad es mucho mas rapido que los basados en los dos
modelos probabilistas.

En esta tesis se ha hecho un estudio comparativo de las extensiones propuestas en
esta tesis con las presentadas por Litoiu y Tadei. Los autores contemplan tinicamente
la extension para tiempos de ejecucion y plazos borrosos en el caso de que los plazos
sean menores o iguales a los periodos y no estudian la existencia de “release jitter” ni
servidores aperiodicos. Ademas, no miden la planificabilidad a través de Ia
posibilidad y la necesidad de que los tiempos de finalizacion estén antes de los
correspondientes plazos, sino que definen unas funciones particulares que denominan
de satisfaccion. Otra diferencia con los analisis propuestos en esta tesis es que en el
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algoritmo de Litoiu y Tadei, basado unicamente en aritmética borrosa, se introduce
una simplificacion en el cociente borroso, que es sustituido por un cociente clasico
para el peor caso, obteniendo, por tanto, un resultado de planificabilidad mas
pesimista que el que se tendria de aplicar el principio de extension. Se pueden
encontrar ejemplos en los que aplicando el algoritmo de Litoiu y Tadei se concluye
que el sistema es completamente no planificable y mientras que aplicando el
principio de extension se tiene que el sistema es casi completamente planificable.

Prioridades dinamicas

Se ha extendido también el andlisis de planificabilidad para sistemas planificados
mediante el algoritmo EDF basado en prioridades dindmicas. Se han propuesto
extensiones, basadas en aritmética borrosa y en aritmética de intervalos, de la
ecuacion clasica de planificabilidad basada en la utilizacion del procesador, cuando
los plazos son iguales a los periodos. En estos casos se calcula la planificabilidad
borrosa tanto para tiempos de ejecucion borrosos como para periodos borrosos.

Por otro lado, se ha probado que para este mismo algoritmo de planificacion EDF es
posible extender las ecuaciones de planificabilidad cuando los plazos son menores
que los periodos, mediante aritmética borrosa y aritmética de intervalos, s6lo para
tiempos de ejecucidon borrosos, pero no es posible hacerlo para plazos o periodos
borrosos obteniendo los mismos resultados que la aplicacion del principio de
extension.

Todos los algoritmos propuestos en esta tesis para el analisis de planificabilidad de
sistemas basados en prioridades fijas o en prioridades dinamicas asignadas segun
EDF son aplicables también si los parametros se modelan mediante conjuntos
borrosos no convexos.

8.2.4. Teoria de la evidencia

En esta tesis también se ha propuesto una representacion grafica del cuerpo de
evidencia conjunto. Esta representacion permite mostrar los cuerpos de evidencia
consonantes asociados a dos conjuntos borrosos que modelan dos parametros, el
cuerpo de evidencia conjunto, y la forma de calcular la distribucion de posibilidad o
plausibilidad conjunta. Ademas, permite calcular la distribucion de posibilidad o
plausibilidad de cualquier funcion que relacione los dos parametros de partida. Se ha
estudiado el caso de tener correlacion positiva perfecta entre los cuerpos de
evidencia, correlacion negativa perfecta e independencia y se ha propuesto una
interpretacion para cada una de estas tres correlaciones.
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Este método grafico se ha aplicado al célculo de tiempos de finalizacion borrosos en
sistemas de tiempo real formados por dos tareas con prioridades fijas.

8.3. Futuros desarrollos

Tal y como ya se ha dicho, la extension de la metodologia de disefio de sistemas de
tiempo real propuesta en esta tesis no abarca de manera exhaustiva todas las
soluciones de disefio de un sistema de tiempo real. Asi pues, la continuacion natural
de los estudios de esta tesis llevan a su ampliacion en el campo el andlisis de las
relaciones de precedencia, que en esta tesis se ha tratado de forma muy somera, los
“offsets” o desfases como método de analisis de la planificabilidad, el analisis de
otros algoritmos basados en prioridades dindmicas como el algoritmo LSF (“Least
Slack First”: primero el menos holgado), y el andlisis con otros servidores de tareas
aperiodicas. Asi mismo se podria aplicar el andlisis borroso de planificabilidad al
caso de tener plazos internos, que describen de forma realista los bloques en que se
dividen las tareas y a qué bloques afectan los plazos.

Litoiu y Tadei ([Litoiu, Tadei, 1997]) han propuesto un algoritmo de busqueda de la
asignacion de prioridades fijas que maximizan la medida de satisfaccion por ellos
definida cuando los plazos son borrosos. En lugar de maximizar dicha medida, en
futuros desarrollos se podria obtener un método de busqueda rapida de la asignacion
Optima que maximice la posibilidad y la necesidad de que el sistema sea planificable
no so6lo para plazos borrosos sino también para otros parametros.

En el diseno de los sistemas reales, algunas tareas pueden estar en fases de desarrollo
mas avanzadas que otras, e incluso estar terminadas y probadas por ser componentes
reutilizados de otros sistemas. De esta forma, es posible que existan datos
estadisticos acerca de los pardmetros de algunas tareas. Por esta razon, uno de los
estudios a realizar en el futuro es el analisis de planificabilidad de sistemas de tiempo
real partiendo de informacién mixta, de manera que algunos parametros estén
modelados mediante funciones de densidad de probabilidad y otros mediante
conjuntos borrosos.

Ademas, se pueden aplicar los resultados del analisis de planificabilidad borrosa al
disefio de un planificador que sea capaz de aprovechar el modelado de la
incertidumbre para la toma de decisiones en tiempo real acerca de la tarea que debe
ser ejecutada en cada momento, por ejemplo, mediante un test de aceptacién en
tiempo de ejecucion.
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Los estudios realizados en esta tesis han estado centrados en el andlisis de
planificabilidad de sistemas monoprocesador, por lo que seria también de gran
interés estudiar la aplicabilidad de los resultados obtenidos al anélisis de sistemas
distribuidos.

Por ultimo senalar que los algoritmos propuestos para el analisis de planificabilidad
borrosa se podrian integrar en el entorno de desarrollo de sistemas digitales basado
en el lenguaje MODUS (lenguaje de modelado unificado basado en simulacion),
desarrollado en el Instituto de Investigacion Tecnoldgica para el modelado de
sistemas digitales [Gonzalez Arechavala 2003].
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A. ANEXO: Representacion grafica del cuerpo
de evidencia
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El objetivo de este anexo es proponer una representacion grafica de un cuerpo de
evidencia conjunto que modela el conocimiento incierto de dos argumentos.
Mediante dicha representacion se puede calcular la distribucion de plausibilidad de
una funcioén real de dos argumentos.

Esta representacion tiene puntos en comun con la propuesta en [Wang et al., 1991] y
[Tan et al., 1993] asociada a la teoria de las sombras y que se describe en este anexo,
pero la representacion aqui propuesta permite obtener graficamente la extension de
funciones a argumentos inciertos.

Se comparan las distribuciones de plausibilidad conjuntas asociadas a tres cuerpos de
evidencia conjuntos, con las distribuciones de posibilidad conjuntas obtenidas en
teoria de la posibilidad mediante tres t-normas aplicadas a dos conjuntos borrosos.
Asi mismo se comparan las distribuciones de plausibilidad obtenidas al extender una
funcion real de dos argumentos a parametros inciertos.

Esta representacion grafica se aplica en esta tesis al andlisis de planificabilidad de
sistemas de tiempo real, en la obtencion del tiempo de finalizacion borroso de una
tarea a partir de los tiempos de ejecucion borrosos. Ademas, esta representacion
permite obtener conclusiones interesantes para acelerar el célculo de la
planificabilidad mediante el andlisis de intervalos.

A.1. Teoria de las sombras

En [Wang et al., 1991], [Tan et al., 1993] los autores proponen una forma de
representacion de un conjunto aleatorio y su “sombra” que es el conjunto borroso
asociado. Los distintos tipos de relacion entre dos conjuntos aleatorios se pueden
representar en el cuadrado unidad, de forma que para cada par (s,t) en [0,1]
representa un elemento de cada conjunto aleatorio. Proponen un método grafico de
calculo de la uniéon y la interseccion de dos conjuntos borrosos a partir de la
distribucion de probabilidad conjunta en [0,1]% y analizan el caso de tener
correlacion positiva perfecta en dicha distribucidon, independencia y correlacion
negativa perfecta.

Un conjunto aleatorio £ finito en U se puede definir como un par (¥,m) donde F es
una familia finita de subconjuntos diferentes de U (F C P(U)) y m es una aplicacion
m: F—[0,1], tal que >_4.r m(4)=1. F es el soporte del conjunto aleatorio y m es una
asignacion basica de probabilidad, por lo que se pueden relacionar los conjuntos
aleatorios con la teoria de la evidencia.
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Expresado de otra forma, dado un espacio de probabilidad (£2,.4,P) y una estructura

hipermedible (P(U), B) en un universo U, se define un conjunto aleatorio en U a la
funcion £: Q—P(U), que es .A-B medible.

La funcion de cobertura de un conjunto aleatorio £, denominada 2( , se define como
la probabilidad de w para la que ueg(w), esto es, ¢: U—[0,1], donde

A~

¢ (u)=P(w | uef(w)) Yuel, wel, E(w)eP(U)

Cualquier conjunto borroso en un universo U se puede ver como la funcién de

A~

cobertura de algunos conjuntos aleatorios en U. Asi, ¢ representa un conjunto
borroso 4 en U y se tiene:

A~

&=4
El espacio €2 se puede reducir y representar mediante [0,1], con lo que el espacio de

probabilidad resultante queda ([0,1],8,m), donde B es un campo de Borel en [0,1] y
m la medida de Lebesgue. Con lo que se tiene £: [0,1]—7P(U) definido por:

£: X—A4,, N\€[0,1]
donde A, es el A-corte del conjunto borroso 4, esto es, A, ={u €U | A(u)>\}

En la teoria de “falling shadows” o de las sombras, esos conjuntos aleatorios se
denominan nubes y el conjunto borroso se denomina sombra (“falling shadow”) de
las nubes [Wang et al., 1991]. Supuesto que el sol estd en la vertical, cuanto mas
gruesa sea la nube mas oscura sera la sombra de la misma proyectada sobre el suelo
(ver Figura A.1).

[0,1] 1 Sombra /ju

TR SRR BRI

0

>u

Figura A.1: Representacion de la nube (conjunto aleatorio) y su sombra (conjunto borroso)
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Dado un subconjunto borroso cualquiera 4 en U, existen infinitos conjuntos
aleatorios cuya funcion de cobertura es 4, y por tanto, existen infinitas nubes cuya
sombra es 4.

Si se define £(s)=As, con s € [0,1], donde A es el a-corte de nivel s de 4, A= {ucU
| pa(u)>s}, entonces £ es un conjunto aleatorio en [0,1]. Ese conjunto aleatorio es la
nube-corte de 4. £: s—As, s€[0,1]

Sean dos subconjuntos borrosos A y B en U, cuyas nubes-corte son respectivamente
€1y &. Se puede considerar un conjunto aleatorio en el universo bidimensional
UxU, y redefinir los conjuntos aleatorios a partir de la distribucidon conjunta como &
[0,1]*—P(U) de forma que €, y & son las proyecciones:

€12 (s,) — s — £1(s)=As
€: (s,t) — t — La(t)=By

Con lo que para cada par (s,t)€[0,1]* hay dos conjuntos clasicos As y B, asociados
(ver Figura A.2).

KB
B

[0,1T°

A

_________________________ -2

U U

Figura A.2: Representacion de dos nubes y sus sombras

Los distintos tipos de relacion entre £, y £, se pueden representar en el cuadrado
unidad, de forma que para cada par (s,t) en [0,1]* se tiene &,(s)=As v £2(t)=B.. Se
pueden proyectar las imagenes de €, y £, en la diagonal principal de U? (ver Figura
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A.2): As = (a,b) y B&= (c,d). Ambos son conjuntos cldsicos y se puede operar con
ellos para obtener la union y la interseccion en la diagonal de U. Debido a la
equivalencia entre la diagonal de U? y U, los conjuntos resultantes son subconjuntos
de U. Al variar el par (s,t), los conjuntos resultantes también varian, formando
conjuntos aleatorios en U. De esta forma, se puede conseguir la union y la
interseccion de conjuntos aleatorios €; y €, como:

[€1 U &] (s,t) = As U By
[€1 N & (s,t) = As N By

X5
[0,1]°
)
/ l‘LA
v U
pas(u)=probabilidad de pa~s(u)=probabilidad de %

Figura A.3: Calculo de la union e interseccion de conjuntos borrosos mediante la teoria de las
sombras

Ademéas, la union y la interseccion de dos subconjuntos borrosos A y B se puede
definir como las sombras de los conjuntos aleatorios €; U £, y £; N &:

Hynp(u) = p{(s,t) |u O¢[ Ez(sat)} =pi(s,t) [ ueAUB
/'IAnB(u) :p{(S,f) | u Dglm Ez(SJ)} = p{(S,t) | ueASth}

O lo que es lo mismo:
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pauB(W=p{ [0.pa(w)]x[0,1]U [0,1]x[0,pup(w)] §
barB(W=p1{ [0.pa(w)]x[0,1] N [0,1]x[0,pp(w)] §

Un método para calcular pa (1) y pa-s(u), se muestra en la Figura A.3 y dependen
de la distribucion de probabilidad conjunta en [0,1]%

Existen infinitas distribuciones conjuntas de probabilidad en [0,1]° cuyas
distribuciones marginales son uniformes. Las mas tipicas son (ver Figura A.4):

* La correlacion positiva perfecta, que se corresponde a una distribucion conjunta
distribuida uniformemente en la diagonal principal de [0,1]°.

* La correlacion negativa perfecta, que se corresponde a una distribucion conjunta
distribuida uniformemente en la anti-diagonal de [0,1T%

* Independencia, que se corresponde a una distribucion conjunta distribuida
uniformemente en todo el cuadrado unidad [0,1]%.

0 a) 1 0 b) 1 0 o 1

Figura A.4: a) Correlacion positiva perfecta. b) Correlacion negativa perfecta. c¢) Independencia

Otras distribuciones conjuntas con distribuciones marginales uniformes aparecen en
[Wang et al., 1991].

Se puede calcular la unién y la interseccion de dos subconjuntos borrosos A y B para
las correlaciones citadas anteriormente.

Correlacidn positiva perfecta:

Como se puede ver en la Figura A.5, a), cuando la correlacion es positiva perfecta se
verifica:

pauB(W=p{ [0,na(w)]x[0,17U [0,1]x[0,pp(w)] } = p(OL U OJ)
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= [ p(OD=pa() sipa(w)= ps(u)
p(OJ) = pp(w) si pp(u)=> pa(u)

=max (pa(u), ps(u))

Por otro lado, para la interseccion se tiene:
anB(W=p{ [0,pa(w)]x[0,1]1 N [0,1]x[0,pp(w)] } = p(OI N OJ)

= p(OJ) = pp(u) si pa(u)= ps(u)
p(OD) = pa(u) si pa(u)=> pa(u)

= min ( pa(u), pe(u) )

Correlacidon negativa perfecta:

Como se puede ver en la Figura A.5, b), cuando la correlacion es negativa perfecta
la unién e interseccion dependen de si el punto estd por debajo o por encima de la
antidiagonal:

pauB(W=p{ [0,pa(w)]x[0,1] U [0,1]x[0,pp(w)] } =p(STURJ)

P(SIHRT) = pa(u)t pp(w) si pa(u)t pe(u)<lI
P(SR) =1 si pa(u)t+ ps(u)> 1

=min (pa(u)ytps(w), 1)

Por otro lado, para la interseccion se tiene:
acB(W=p{ [0,14w)]x[0,17 1 [0,1]%[0,5(w)] } = p(ST N RJ)

= | p@)=0 si pa(u)+ pa(w)<1
PAD = pa() - (1- pa(w) i pa@)+ ps(u)> 1

= max (pa()tps(u)-1,0)
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Independencia:

Como se puede ver en la Figura A.5, ¢), en caso de independencia en la distribucion
conjunta de probabilidad, se tiene:

pas(W=p{ [0,pa(w)]x[0,1] U [0,1]x[0,pa(u)] } = p(OSCD U OEFR) = p(OSCD) +
P(OEFR) — p(OEGD) = pa(u)+ pa(u) - pa(u) ps(u)

Por otro lado, la funcion de pertenencia de la interseccion de A y B se puede calcular
como:

pa~B(W=p{ [0,pa(w)]x[0,17 N [0,1]x[0,us(w)] } = p(OSCD N OEFR) = p(OEGD)
=pa(u) ps(u)

RN s €
I 1
O] 74— e N e
O O MAI(U) pa(u)
@) b) 9

Figura A.5: Calculo de AUB y AB con correlacion: a) positiva perfecta, b) negativa perfecta, c)

independencia

Por tanto, mediante la representacion grafica de las tres principales distribuciones
conjuntas en el cuadrado unidad, se prueba que :

* Cuando la correlacion es positiva perfecta pa p(u) = max {pa(u), ps(u)} y pass(u)
= min{pa(u), ps(u)}, que son el resultado de las operaciones borrosas union e
interseccion con la t-conorma maximo y t-norma minimo.

* Cuando la correlacién es negativa perfecta pa s(u) = min{pa(u)tus(u), 1} y
pass(u) = max{pa(u)+tups(u)-1, 0}, que son el resultado de las operaciones
borrosas union e interseccion con la t-conorma y t-norma de Lukasiewicz.
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* En el caso de independencia, pa s(u) = pa(u)tps(u)-pa(u)-ps(n) y pas(u) =
pa(u)-ps(u), que son el resultado de las operaciones borrosas union e interseccion
con la t-conorma suma y t-norma producto.

A.2. Representacion grafica

En este apartado se propone una representacion grafica del cuerpo de evidencia
asociado a la distribucion de posibilidad de un conjunto borroso, asi como la
representacion de un cuerpo de evidencia conjunto y los dos cuerpos de evidencia
marginales. Se propone un método para calcular graficamente la distribucion de
plausibilidad conjunta asociada a dicho cuerpo de evidencia conjunto y la
distribucion de plausibilidad de cualquier funcion de dos argumentos a partir del
cuerpo de evidencia conjunto de esos dos argumentos.

Este método, a diferencia del propuesto en la teoria de las sombras se basa en la
representacion de los cuerpos de evidencia y no de conjuntos aleatorios, ya que el
objetivo es la obtencion de distribuciones de plausibilidad o de posibilidad y con
ellas de medidas de plausibilidad y de posibilidad de funciones de dos argumentos,
cuyos argumentos se conocen de forma incierta. Por tanto, resulta mas apropiado
partir de una representacion de la informacion en forma de cuerpos de evidencia,
aunque ambas teorias tienen puntos en comun.

Ademas, la teoria de las sombras se centra Unicamente en la obtencion de la union e
interseccion de conjuntos borrosos. En la representacion que se propone a
continuacion se puede obtener la distribucion de plausibilidad conjunta de un cuerpo
de evidencia conjunto (y por tanto de sus conjuntos borrosos asociados marginales) y
la distribucién de plausibilidad de cualquier funcion de dos argumentos. Esto nos
permitird utilizar este tipo de representacion para analizar la extension de funciones a
argumentos borrosos, a partir de sus cuerpos de evidencia y de la relacion existente
entre ellos.

Para lograr este objetivo, se ha optado, tal y como se describird en los proéximos
apartados, por representar los limites inferiores de los a-cortes en lugar del valor de
« (que es el elemento equivalente representado en la teoria de las sombras).

El método grafico propuesto consiste en representar, para dos nimeros borrosos
triangulares 4 y B:
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» La asignacion basica conjunta en funcion de los limites inferiores /(4;) y /(By) de
los elementos focales (o O-cortes) 4; y By en los ejes x e y, en lugar de los
correspondientes /4 y ofs. Cada par (I(4)), I(Bx)) del grafico representa un
elemento focal conjunto C;. El dominio de los limites inferiores de los a-cortes
de un nimero borroso 4 lo denominamos UI(A,-), por lo que esta representacion se
realiza en el dominio de U)X Uy

* Los elementos focales conjuntos C; = 4;%B; en el dominio de los soportes de 4 y
B, esto es |4A[x]B[, donde ]A[ es el soporte de A.

A.2.1. Distribucion conjunta de posibilidad. Teoria de
Posibilidad.

En este apartado se van a obtener aplicando la teoria de la posibilidad, las
distribuciones conjuntas de posibilidad combinando la informacion borrosa de
partida mediante las t-normas minimo, producto y Lukasiewicz. Estas distribuciones
de posibilidad se compararan posteriormente con las distribuciones de plausibilidad
o posibilidad obtenidas combinando los cuerpos de evidencia dadas distintas
correlaciones entre dichos cuerpos de evidencia.

Cuando las fuentes de informacion son completamente fiables la distribucion
conjunta de plausibilidad/posibilidad de 4 y B se obtiene por consenso
conjuntivo[Dubois, Prade, 1991a], [Dubois, Prade, 1988b]. Las t-normas modelan
ese tipo de consenso.

En teoria de la posibilidad, las distribuciones de posibilidad asociadas a dos
conjuntos borrosos 4 (m4(a): R—[0,1]) y B (wp(b): R—[0,1]) puede ser combinada
seleccionando la t-norma apropiada para agregarlas conjuntivamente. La distribucion
de posibilidad conjunta m4xz de (4 “and” B) viene dada por:

Taxs ((a1,01)) = T(74(ar), 7a(b1))

donde @; € R, b; € R, y T es una t-norma.

Por tanto, la distribucion de posibilidad conjunta myxp de (4 “and” B) con la t-norma

min es:

(Al) TAxB ((al,bl)) = min (TYA(al), T(B(bl)) W (al, bl) € RxRR
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La distribucién de posibilidad conjunta de (4 “and” B) con la t-norma producto es:

(A2) T AxB ((611,b1)) = ’NA(CZ1) . ’NB(b1) Y (611, b]) € RxR

La distribucion de posibilidad conjunta myxg de (4 “and” B) con la t-norma de

Lukasiewicz se puede expresar como:
(A3) TAxB ((al,bl)) = max ( 0, T(A(al) + T(B(bl) -1 ) v (al, b]) € RxR

A continuacién se va a mostrar un ejemplo de distribucion de posibilidad conjunta
obtenida mediante las tres t-normas citadas. Sean dos numeros borrosos triangulares
definidos por sus vértices A=(1,2,3) y B=(1,3,5). La Figura A.6 muestra las
distribuciones de posibilidad de 4 y de B y la distribucion conjunta de posibilidad

T4,5 para las t-normas: min, producto y Luckasievicz aplicando (A.1), (A.2) y (A.3)
respectivamente.
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Figura A.6: Distribucion conjunta de posibilidad con tres t-normas:
a) minimo, b) producto, c) Lukasiewicz

Tal y como se ve en la Figura A.6, la t-norma min proporciona el resultado menos
especifico [Klir, Yuan, 1995].
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Si A y B son conjuntos borrosos que modelan la misma variable x, entonces a; y b;
son iguales y a; = b; = x. Se puede obtener una distribucion de posibilidad de la
misma, cortando las superficies mostradas anteriormente con el plano vertical que
pasa por a;=b; , como se ve en la Figura A.7. Es decir, se obtiene la interseccion
An B de los dos conjuntos borrosos.

El resultado es el mismo que si se calcula la interseccion como 7(m4(x), wa(x)) Vx €
R, tal y como se ve en la Figura A.S8.

XN

: N
L TR S ‘\, - PSS ‘\'\\\ ‘
TR 3

31 bi

Figura A.7: Distribucion de posibilidad de A and B cuando a;=b; , con tres t-normas.
a) minimo, b) producto, c) Lukasiewicz

En teoria de la evidencia, la informacién disponible se expresa mediante la
asignacion basica conjunta. Se van a estudiar a continuacion tres asignaciones
basicas conjuntas y a comparar las distribuciones de plausibilidad resultantes con las
tres distribuciones de posibilidad obtenidas previamente en teoria de la posibilidad
con las tres t-normas. En el siguiente apartado se describe el método gréfico
propuesto para obtener la distribucion de plausibilidad conjunta de 4 y B a partir de
los cuerpos de evidencia.
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Figura A.8: Distribucion de posibilidad de A and B cuando a;=b; , con tres t-normas.
a) minimo, b) producto, c) Lukasiewicz

A.2.2.  Distribucion conjunta de plausibilidad. Teoria de la
Evidencia

Supongamos que se conoce la asignacion basica conjunta mc(C;) definida en el
producto cartesiano Xx Y, mc(C;) = myxp(4;%By) tal que myxp: P (XxY) — [0,1] y
(F4,my4) y (Fpmp) son las proyecciones del cuerpo de evidencia conjunto (Fxp, m.4xz)
en X e Y respectivamente, también denominados cuerpos de evidencia marginales
[Klir, Folger, 1988].

El valor de plausibilidad conjunta de cualquier par (a,b) se puede obtener aplicando
la definicion de medida de plausibilidad PI(B)= ) m(4,) [Wang et al., 1991]

4;n B£0

como:

Pi({(a.b)})= 3 m,,(C)

D)e

donde los elementos focales conjuntos C; se obtienen como el producto cartesiano de
los elementos focales de los cuerpos de evidencia marginales, esto es, C; = 4;XBy.

Si el cuerpo de evidencia conjunto es consonante, esta medida de plausibilidad se
denomina medida de posibilidad. Suponiendo que los cuerpos de evidencia
marginales son consonantes, los elementos focales 4; y By asociados a C; tal que C; =
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AxBy son los a-cortes de los conjuntos borrosos 4 y B correspondientes a oy o'
Por tanto, cada elemento focal conjunto C; se puede caracterizar mediante una pareja
(o/,05") y la asignacion basica conjunta se puede expresar en términos de
correlacion existente entre oy y oz, con lo que m4(ay, ap) esta definida en [0,1]°. Se
puede interpretar como la probabilidad P(4,%By) del elemento focal conjunto o la
probabilidad del par (&, d'5).

A continuacién, por sencillez, se consideran Unicamente numeros borrosos
triangulares. Los graficos que se obtienen son faciles de interpretar, aunque las
conclusiones son aplicables a cualquier tipo de nimero borroso. No se supone la
simetria de los nimeros borrosos.

El método grafico propuesto consiste en representar los limites inferiores I(4;) y /(Bx)
de los elementos focales 4; y B en los ejes x € y , en lugar de los correspondientes
oy ofp (que son los que se representan en la teoria de las sombras [Wang et al.,
1991]). Cada par (I(4)), I(Br)) del grafico representa un elemento focal conjunto C;.
El dominio de los limites inferiores de los O-cortes de un nimero borroso A4 lo
denominamos Uj 4.

Dado un cuerpo de evidencia, se puede calcular la distribucion de plausibilidad y esa
distribucion se puede interpretar como la funcién de pertenencia de un conjunto

borroso: y(x)= pz({ By ) = z m(A4,) = zm( A.)- Si la asignacion béasica es continua,

A;n{x} 20 x4,

entonces se puede expresar como:

pu(x)=Pi({x}) = j m(4,)dd,

x04;

donde 5/11_ es una distancia entre intervalos compactos de la recta real. Esa distancia
se define como:

o(4,B) = sup{ ds (aW,bW. ) ,ds (asup N )}

donde a;,y es un numero real que se define como el limite inferior del intervalo

ain=inf X y ag, s un numero real que se define como el limite inferior del intervalo
x4

Asup = SUp X . Asi, ds(ainr ,biny) s la distancia euclidea entre dos nimeros ainr y bins .
x4

La medida & (A, B) verifica las propiedades de una distancia:

1. 0(4,B)=0 si, y sélo si, 4=B
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2. 0(4,B)+0(4,C) = J(B,C)

1. Si O (A,B):O, se verifica que ds(ains ,bin)=0 y ds(asup,D5p))=0 y como los
intervalos son compactos y los limites coinciden, entonces A=B.

2. 0(A4,B)+ O(A,C) = sup{ds(@ubug), ds(@upbuy)}+suplds(@upcip)s ds(@upCop))
= Sup{ ds(ainfabinf) + ds(airzfacinf)a ds(air_lfébir_lf) + ds(asupacsup)a ds(asup:bsup) + ds(airzfacinf)a
ds(a.mp;b.mp) + ds(asupacsup)}
> Sup{ds(blﬁfscmf)» ds(aiizf 5birgf)+ds(asupscsup)$ ds(asup:bsup)—‘rds(airgf scirgf)$ ds(bsup:csup)}
> Sup {ds(biyCup). ds(buupcap)}= (B, C)

Si el cuerpo de evidencia es consonante, suponiendo que se ordenan los elementos
focales de forma que 4,C A,C.. CA,, entonces la funcién de pertenencia se puede
calcular como:

Hx) =) = [ m4)d 3,

siendo los elementos focales que van de 4, a 4; todos aquellos que contienen a x.

Si se escoge como representante de cada elemento focal 4; su limite inferior /(4;), se
puede expresar la asignacion basica en funcion de dichos representantes m(/(4;)) y
calcular asi la funcién de pertenencia:

1(4;)

(A4 p(x) = () = j m(4yd(4)= [ m(i(4))d(I(4))

1(4,)

Por tanto, dada una funcion de pertenencia de un conjunto borroso, o una
distribucion de posibilidad, se puede calcular la asignacion basica del cuerpo de
evidencia consonante asociado derivando la distribucion de posibilidad como:

_d ()
()= Z000)

y los elementos focales de dicho cuerpo de evidencia son los a-cortes del conjunto
borroso de forma que 4,C A>C.. CA, y A4, es el a-corte con a=1. Cuando 4 es un
numero borroso triangular /(4;) esta uniformemente distribuido en Uy Es decir, la
asignacion basica de los elementos focales representada en funcion de /(4;) es una
distribucion uniforme, tal y como se ve en la Figura A.9, ya que la derivada de la
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distribucion de posibilidad en el dominio de los limites inferiores es una constante.
El area completa bajo m(/(4,)) es 1.

my(l(4;))
1
1 |
area=m(x) Ay
i) 1G4) 1y |
Uit L
L v
I |_IA] !An

Figura A.9: Numero borroso triangular y asignacion basica del cuerpo de evidencia consonante
asociado

Asi, en la Figura A.9, la posibilidad de x es el area marcada entre /(4,) y /(4;), de
acuerdo con (A.4), ya que los elementos focales del cuerpo de evidencia consonante
asociado (o a-cortes del conjunto borroso) que van desde 4, hasta 4; contienen a x.
De la misma forma, se podrian haber escogido como representantes de los elementos
focales los limites superiores de dichos intervalos y la representacion seria similar.

A continuacidon se muestran tres asignaciones basicas conjuntas segun la relacion
existente entre o y ap: correlacion positiva perfecta, independencia y correlacion

negativa perfecta. Los resultados de distribucion de plausibilidad se comparan con
los resultados obtenidos por teoria de la posibilidad con las t-normas: minimo,
producto y Lukasiewicz.
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Correlacion positiva perfecta

Cuando existe correlacion positiva perfecta entre s y ap , la asignacidon basica
conjunta myxp(ay, ap) se distribuye uniformemente en la diagonal principal ca=ap
del cuadrado unidad [0,1]* [Wang et al., 1991], [Tan et al., 1993]. Ver Figura A.10.

A
l(li) Uiy x Uysiy
b o7 B R e
/ : Uiy :
._._!._._.._._Z(_Bn p . -.-.¥_. | : '
: mp(l(B;)) ,4—-—»: Ulai)
A !
m4(I(4:))

Figura A.10: Correlacion positiva perfecta

Si los cuerpos de evidencia marginales son consonantes y las distribuciones de
posibilidad asociadas a dichos cuerpos de evidencia son triangulares, tenemos que
las asignaciones basicas m4({(A4;)) y mp(l(B;)) son distribuciones uniformes en /(4;) y
I(B;) respectivamente (tal y como se vio en la Figura A.9). Ademas, se tiene que la
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diagonal principal ax=ap del cuadrado unidad [0,1]* se corresponde con la diagonal
principal de Uy X Uyg:

Para numeros borrosos triangulares, se puede expresar o en funcion de los
limites inferiores de los a-cortes como:

an=(a-I(4,)) / (I(41)-I(4n)) y as=(b-U(B,)) / ({(B1)-I(Bn))
Con lo que se tiene que la recta aa=ap €s:

b= ( (a-l(4,)) * ([(B1)-U(By)) / (I(41)-I(4,)) ) + I(B,) que es la diagonal principal
de Ujuy*x Uy Ver Figura A.10.

Y la distribucién en la diagonal principal de Ujuy*Us; cuyas proyecciones son
uniformes es a su vez una distribucidon uniforme. Ver Figura A.12.

Por ejemplo, sean dos nimeros borrosos triangulares definidos por sus vértices
A=(1,2,3) y B=(1,3,5). En la Figura A.11 se muestran las asignaciones basicas de los
cuerpos de evidencia consonantes asociados con 4 y B, en funcioén de los limites
inferiores de los elementos focales. Entre ellos existe correlacion positiva perfecta
entre oy y «ap, esto es oy =ap. La asignacion bdsica conjunta se puede obtener
mediante el método de Montecarlo generando un niimero aleatorio uniformemente
distribuido entre 0 y 1. Para el valor de ac€(0,1], se obtiene el elemento focal de A
correspondiente y para el mismo valor de o se obtiene el elemento focal de B
correspondiente.

> i(B)

UI(A.) UI(B[)

i

Figura A.11: Asignaciones basicas de los cuerpos de evidencia consonantes asociados con Ay B
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La asignacion basica conjunta de este ejemplo con correlacion positiva perfecta esta
distribuida uniformemente en la diagonal principal del dominio de los limites
inferiores U;(A,-) x Uygy, tal y como aparece en la Figura A.12. En dicha figura, cada
punto de la diagonal principal es el representante de un elemento focal conjunto,
concretamente el limite inferior izquierdo.

08|
0.6
0.4
02 A
0 1
ON
04 06 og 1%
¥ 14 15 g 0 18,

2

IA,)

Figura A.12: Asignacion basica conjunta cuando cy=agp

La Figura A.13 muestra en este caso los elementos focales conjuntos completos,
cuyo limite inferior izquierdo se desplaza a lo largo de la diagonal. Los elementos
focales conjuntos son productos Cartesianos Ci=4;%B; y en la Figura A.13 se
dibujan en el dominio de los soportes J4[ x ]B[, donde ]A4[ es el soporte de A. El
limite inferior izquierdo del elemento focal conjunto es el representante de dicho
elemento focal en el grafico de limites inferiores de la Figura A.12. Se observa en la
Figura A.13 que los elementos focales conjuntos estdn anidados y, por tanto, las
medidas de plausibilidad son medidas de posibilidad. Para variables discretas, la
posibilidad de (a; b,) se calcula sumando la asignacion bésica de cada elemento focal
conjunto que contenga el par (a; b). En este ejemplo (a;,b;) vale (1.8, 2.6). Como los
elementos focales conjuntos estan anidados, se pueden numerar de forma que C;CC,
C...C C,. Se puede ver en la Figura A.13 que todos los elementos focales conjuntos
desde C; hasta C, contienen el par (a;b;), por tanto la posibilidad de (a; b))
expresado en continuo es:

”((avbl)): .[ mAxB(C").dé;‘

(a;,5)UC;
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donde O, es la distancia entre los elementos focales definidos anteriormente. La

distancia 0 (C j,CS) siendo C;y C; dos elementos focales conjuntos rectangulares se

define como:
5c,.c)=swla(cl.c ).a(cl.c )a(cl.c. )a(c.co )}

donde d(1,15) es la distancia entre dos intervalos definida posteriormente y C';,, es un
intervalo correspondiente al lado izquierdo del elemento focal rectangular C;, Cyor €5
un intervalo correspondiente al lado derecho de C, C imf €S un Intervalo
correspondiente al lado inferior de C;, y dsup es un intervalo correspondiente al lado
superior de Cj, esto es:

Cig={(x) | x=inflx,) }

(x0,0)0C;

deer ={(xy) | x= sup(x,) }

(x0,0)8C;

Clay ={(xp) | y=inf(y,) }

(x9,30)C;

Coup ={(x.y) | y=sup(y,) }

(%9,30)0C;
Ademas se define la distancia entre dos intervalos como:
d(1;,1,) = sup il’le ds(a,b)
ng
donde ds(a,b) es la distancia euclidea entre dos nlimeros reales.
0., cumple las propiedades de una distancia:
1. 8(C;,C,)=0si, y sblo si, C;=C;

2. 0(C,,C)+a(C,,C)z AC,,C)
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1. Si la distancia entre dos elementos focales es nula d(C;,C,)=0, se verifica que

d(Cp,Cp)=0, d(C;,,C:p=0, d(C 4or,C’4)=0, d(C',,,C’,)=0 por lo que todos los lados
de los elementos focales conjuntos C; y C; coinciden y con ello se tiene C;=C .

2. 0(C;,C)+(C;,C)=Sup { d(CupsC s d(CTpC i)y d(CtersC aer), d(CigsCig) } +
SUp { d(C5up,C "), d(CiC i)y A(C1ersC ) d(Cig,C 'icg) }
= SUP { d(CluupsC i) + A(C5psC 'sup), A(C 1 C i)+ d(CsC M),
d(C s C sip) + d(C e, C ter)s A(C s C i) + d(C124,C i),
d(CinsC i) + d(C 5, C '), d(Cjinf,C *inf) T d(CjinfsC finf)s
d(CinpC i) + d(C4ersC 'ter), d(CipC i) + d(C71,C '),
A(C 4ersC aer) + d(C s C ') A(C? 4r,C *aer) + d(C7 s C i),
A(C 1erC " der) + AC 4ersC aer), A(C 1 C o) + d(C 71, C '),
A(C124,C "izg) + d(C 3, C '), d(C7 12, C *icg) + d(C iy C i),
d(CiegpC i) + A(CersC o), d(C iy C ig) + d(C iy C ')
> Sup { d(Cp,C ) + d(C s C ), d(CiyfsC i) + d(CY30C i,
d(C? 4er,C aer) + d(C 4er,C ')y A(C7 gy C *1og) + A(C7 10, C ')
> sup { d(C’up,Cap), d(C i C ling)s d(C ersC '), d(C 12, C ') + =O(C, C,)
Esto se verifica porque d(C,,,C’,) + d(C’,p,C ') >d(C %4, C '), y de forma equivalente

para los lados inferior, izquierdo y derecho de los elementos focales conjuntos, ya
que d(/;,1>) es una medida de distancia entre dos intervalos [del Castillo, 1980].

5 T T T T T T T T T
I I I I I I I I I
| | | | | | |
45 - - - ——+—-——l—-——H4 - — - —— A= — b —— - — =+ — —
I I I I I I I
I I I I I I I
| I | I I I I
47777777\7777\7777777\7777777\7777\777 -
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35L - - - L 1]
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Figura A.13: Elementos focales del cuerpo de evidencia conjunto cuando o=
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Tanto la asignacion basica conjunta m,xz como la posibilidad de (a;b1) T((a1,b1))
aparecen en la Figura A.14. En continuo, se puede calcular Ti(a; b1)) como el area
sombreada, donde la posicion del punto (a;.b,) y del par (I(4,), [(Bs)) que representa
el elemento focal conjunto C; coincide, ambos estan en (1.8, 2.6).

Como dicho punto pertenece a la recta definida por a,=as, se cumple que T((a,b1))
=Ty(a;) = T(b1) (que en este ejemplo vale 0.8).

n(a, ANDb, )

Figura A.14: Posibilidad de (a, b)) cuando a,=ap

Para un punto (ayb;) del cuadrante inferior izquierdo situado por debajo de la
diagonal correspondiente a a,=ap, se tiene que a4>as, o lo que es lo mismo, Ti(ay)
> Ti(b;). Los elementos focales conjuntos que contienen al par (ayb;) son los
mismos que contienen a (a; b;), con lo que,

Para 1yy(ay) > T3(b1), se tiene que TW(az,b1)) =T(a1,b1)) = T(b1)

Por otro lado, para un punto (a;b,) del cuadrante inferior izquierdo situado por
encima de la diagonal correspondiente a a,=a3, se tiene que az>ay, o lo que es lo
mismo, Ty(a;) < Ti(b2). Los elementos focales conjuntos que contienen al par (a1 by)
son los mismos que contienen a (a;,b;), con lo que,

Para Ty(a;) < 1(Dy), se tiene que TW((ai b)) =TW(a1,b1)) = Tu(a,)
Por tanto, se concluye que:

Tl((a,;bj)) = min(Ty(a,), T';B(bj))
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En el ejemplo de la Figura A.13, se tiene:

T(az,b1)) = min(Ty(2), T(2.6)) = min(1, 0.8) = 0.8
TW(a1,b2)) = min(T,(1.8), T3(2.9)) = min(0.8, 0.95) = 0.8

Mediante esta representacion hemos llegado al resultado ya conocido [Wang et al.,
1991] de que las distribuciones conjuntas de posibilidad obtenidas por teoria de la
evidencia con a,=ajp por un lado, y por teoria de la posibilidad con la t-norma min
por otro lado, coinciden.

Relacion de independencia

Cuando a4 y ap son independientes [Wang et al., 1991], [Tan et al., 1993], estan
uniformemente distribuidas en el cuadrado unidad [0,1]%. Pasando al dominio de los
limites inferiores, es equivalente a decir que (/(4;), /(Bx)) estd uniformemente

distribuida en todo el dominio Uy % Uya)

Esta asignaciéon basica conjunta se puede obtener, mediante el método de
Montecarlo, generando dos nimeros aleatorios uniformemente distribuidos entre 0 y
1 e independientes entre si. Para el primer valor de ae(0,1], se obtiene el elemento
focal de 4 correspondiente y para el segundo valor de o se obtiene el elemento focal
de B correspondiente. En la Figura A.15 se muestra la asignacion bésica conjunta de
los cuerpos de evidencia de 4 y de B que aparecen en la Figura A.11, cuando a,y
ap son independientes.

1—
08—
06—
04—

02—

07M
O 02 0d o0 o M
* 0 ®,)

1214 460 R

IA,)

Figura A.15: Asignacion basica conjunta cuando Q, y O son independientes
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La asignacion basica conjunta coincide con el resultado de combinar los cuerpos de
evidencia de 4 y de B o cuerpos de evidencia marginales (F4,m,) y (Fp,mp) mediante
la regla de Dempster [Klir, Folger, 1988]. En este caso se dice que los cuerpos de
evidencia marginales son no interactivos, ya que los elementos focales conjuntos son
productos cartesianos de los elementos focales de cuerpos de evidencia marginales
A;xB; y la asignacion bdasica conjunta se calcula como el producto de las
asignaciones marginales. m, g(4; X B;) = m4(A;) mp(B;)

Este concepto de no interaccion se basa en la regla de combinacion de Dempster:

> m(E)ym,(F)

ml,z (D) — EnF=D

1-K

para D=g, donde K = Z m,(E)m,(F), con m; »(2)=0

EnF=0

En la Figura A.16 se muestran cuatro elementos focales C;, C;, Ci, Cs del cuerpo de
evidencia conjunto. Como se puede ver, no estan anidados por lo que las medidas de
plausibilidad asociadas a este cuerpo de evidencia no son medidas de posibilidad.
Los limites inferiores izquierdos de los elementos focales conjuntos que en la Figura
A.16 se marcan con un punto, son los representantes de los elementos focales,
(I(4/),I(B))) en la Figura A.15.

5

451+

al

35r

o™ 31

251 S,

Figura A.16: Elementos focales conjuntos cuando Q,y Qg son independientes

Para calcular la plausibilidad de (a; AND b;) hay que considerar todos los elementos
focales conjuntos que contienen el par (a;,b;). Los elementos focales conjuntos
representados por los puntos situados en la base del volumen de la Figura A.17,
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contienen (a;,b;), siendo en este ejemplo (a1,b1)=(1.3, 2.2). Expresado para variables
continuas, la plausibilidad de ese punto es el volumen marcado en la Figura A.17.

Pi((a, )= [ m,(C)ES, =
C;in(ay,b)£0

A, B,

[ [ mi4)tny(B) @3, @, =

A;=4; B;=B,

| m(4)@s, 0] m,(B)@S, = m(a) ()

donde O es la medida definida entre elementos focales conjuntos como:
5(C,.C,)= sup{d (c7.c )ua(ci . )a(c . )a(cl e )}

y donde O, (respectivamente O, ) se refiere a la distancia entre elementos focales de

A (respectivamente B) definida anteriormente en este apartado.

Vemos que la plausibilidad de (a;,b1) es el producto de posibilidades m4(a1), ws(b1),
y por tanto, la distribucién conjunta de plausibilidad en este caso coincide con la
distribucion conjunta de posibilidad obtenida por teoria de la posibilidad cuando la
t-norma utilizada es el producto.

Tal y como se mostrard mds tarde, la diferencia entre combinar la informacion
mediante teoria de la evidencia y combinarla mediante teoria de la posibilidad esta
en el cuerpo de evidencia conjunto que subyace. El de la teoria de la posibilidad es
consonante, mientras que el de la teoria de la evidencia no lo es.

Pl(a, AND b, )

Figura A.17: Plausibilidad de (a1,b) cuando a,y Qp son independientes.
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Correlacion negativa perfecta

Cuando existe correlacion negativa perfecta entre as y ag [Wang et al., 1991], [Tan
et al., 1993] la asignacidon basica conjunta es una distribucion uniforme en la
anti-diagonal del cuadrado unidad, esto es, en la recta apa=1-ap.

A

\

I(B)
A
b KB }
S o Y|
i (B, Y.
i mi(I(B,))
mallcA))

Figura A.18: Correlacion negativa perfecta

La anti-diagonal del cuadrado unidad se corresponde con la anti-diagonal de Uy %

Uz(Bi) :

Para niimeros borrosos triangulares, se puede expresar o en funcion de los
limites inferiores de los a-cortes como:
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an=(a-I(4,)) / (I(41)-I(4n)) y as=(b-U(B,)) / ((B1)-I(Bn))
Con lo que se tiene que la recta aa=1-ap es:

b= (I(B1)-I(By)) * [ 1 - (a-l(A4,)) / (I(41)-I(4,)) ] + I(B,) que es la anti-diagonal de
Uiy x Uygiy (ver Figura A.18).

Esta asignacion basica conjunta se puede obtener mediante el método de Montecarlo,
generando un nimero aleatorio uniformemente distribuido entre 0 y 1. Para ese valor

de a€(0,1], se obtiene el elemento focal de 4 correspondiente y con 1-a se obtiene el

elemento focal de B correspondiente.

En la Figura A.19 se muestra la asignacion bdasica conjunta de los cuerpos de
evidencia de 4 y de B que aparecen en la Figura A.11, cuando existe correlacion
negativa perfecta entre a, y Q5.

1
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Figura A.19: Asignacion basica conjunta cuando 0, =1-Op

En este caso los elementos focales conjuntos no estan anidados, tal y como se
observa en la Figura A.20, donde se muestran dos elementos focales conjuntos C; y
C;. Los vértices de los elementos focales se desplazan a lo largo de las lineas
discontinuas. El cuerpo de evidencia no es consonante y, por tanto, las medidas de
plausibilidad no son medidas de posibilidad. En esta figura se puede ver que la
plausibilidad de (a;,b;), con (a;,b;)=(1.3, 1.5) es 0, ya que ningun elemento focal del
cuerpo de evidencia conjunto contiene dicho punto. Para calcular la plausibilidad de
(a2,b2)=(1.8, 2.6), se observa que todos los elementos focales conjuntos que van de
C; a C; contienen dicho punto, con lo que expresado en variables continuas se tiene:
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Pl((a,b,)) = J-/ m .5 (C) Wéq

G=C,

que puede interpretarse como el area sombreada en la Figura A.21.

451 - N —

35+ i i ~ —

<~ | c (ayb,) -

25 < P ]

15F o N c 5 B

Figura A.20: Elementos focales del cuerpo de evidencia conjunto cuando 0,=1-0p

08—

06 Pi(a, AND b, )

0.4 —

0.2—

1718 44 1 I(8,)

IA)

Figura A.21: Plausibilidad de (a,,b,) cuando 0,=1-0p

Se puede expresar la medida de plausibilidad en términos de los cuerpos de
evidencia de partida como:
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Pl((a,,b,)) = f m 5 (C) WJC,- =

G=Cy

G G
= [ mu(C)@s, - [ m,(C)Eg, =
C,=C, C,=C,

B,

Arl
= [ m(4)@s, - [ my(B)ds, =
4,=4,

B, =B,

= J m(4) @3, —[I—Bf mB<B,->WB,]=

4=4, =B,

=m(a,) -1+ m(b,)

Para el par anterior (ai,by), Pl(a1,b1)=0 y w4(a1)+mp(b1)-1<0. Por tanto en general,

para cualquier par (a;,b;), se cumple:
Pl((ai,b;)) = max (0, ms(a)tmp(b))-1)

que es precisamente la t-norma de Lukasiewicz. La distribucién conjunta de
plausibilidad obtenida en teoria de la evidencia con a,=1-ap coincide con la
distribucion conjunta de posibilidad con la t-norma de Lukasiewicz. De nuevo, la
diferencia se encuentra en el cuerpo de evidencia que subyace: en teoria de la
posibilidad el cuerpo de evidencia subyacente es consonante, mientras que en teoria
de la evidencia el cuerpo de evidencia subyacente de esa misma distribucién de
plausibilidad es no consonante.

A.2.3. Principio de extension

Dos posibles formas de extender funciones reales con argumentos borrosos son
mediante la teoria de la posibilidad y mediante la teoria de la evidencia, combinando
los cuerpos de evidencia asociados a los conjuntos borrosos. En la teoria de la
posibilidad se enuncia el principio de extension [Dubois, Prade, 1991a]:

n.(c)= sup (T(rm,(a).m,(b)))

c=f(ab)
siendo 7 una t-norma.

Por otro lado, dado un cuerpo de evidencia conjunto (Fxp, m4xz), se puede extender
una funcion de numeros reales c=f(a,b) de forma que la distribucion de plausibilidad
resultante de la extension de fes:
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Pl(c)= D mu,(C)
(a.5,)OC;
OR (a,.,b,))OC;
..OR (a,.b,)OC;
O(a;.b;) & fla;,b;)

Supongamos que existen dos puntos (a; b)) y (az,b,) tales que fla; b))= flaxbr)=c.
Segun la teoria de la posibilidad, la posibilidad de un conjunto de puntos {(a;b;),
(az,b2)} es el supremo de las posibilidades de los puntos del conjunto. Asi, el
principio de extension queda expresado en este caso como:

TY(C):TY( (Cll,bl) U (azybz) ) = sup ( T((al,bl), T((az,bz) ) = max ( Tt(a1,b1), Tt(az,bz) )

donde la posibilidad conjunta w(a;b;), se obtiene combinando las de partida con una
t-norma.

En teoria de la evidencia la extension de funciones reales con argumentos inciertos
se calcula a partir del cuerpo de evidencia conjunto, previamente obtenido a partir de
los conjuntos borrosos. Supongamos de nuevo que existen dos puntos (a1,b1) y (a2,b2)
tales que fla; b1)= flax,by)=c. Entonces, la plausibilidad de ¢ es la plausibilidad de
(a1,b1)OR(ayb;). Dado un cuerpo de evidencia (F4xg, m4xg), la medida de
plausibilidad de un conjunto formado por dos puntos (a,b1), (a2,b,) se calcula:

Pl((a,b)0(anb)F D, m,(C)
(ay,b)0C;
s by )G,

esto es, intervienen en la formula todos aquellos elementos focales conjuntos que
contienen al menos uno de los dos puntos del conjunto.

La Figura A.22.a) muestra en linea gruesa los representantes de los elementos
focales conjuntos que contienen (a;,b;) o (axb,), cuando a,=as. En este caso, la
plausibilidad de la union de los dos puntos es la plausibilidad de (az,b2), que es
precisamente el supremo de ambas plausibilidades. Ademads, por ser cuerpos de
evidencia consonantes las plausibilidades son posibilidades, con lo que en este caso:

m((a1,b1)U(az,b2))=Pl((a1,b1)I(az,by))=max(Pl(ay,by),Pl(aybr))=max(w(a, b),w(azb,))

El resultado obtenido es el mismo que por teoria de la posibilidad, porque el cuerpo
de evidencia subyacente es también el mismo.
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©(azb2)

©(a1,b1)

2,62
(@ ‘bo)

Figura A.22: Elementos focales conjuntos que contienen (ay,by) o (a,b).
a) 0A=0p, b) independencia, c) A,=1-0p

La Figura A.22.h) muestra los elementos focales conjuntos cuando ay y as son
independientes. Todos los elementos focales cuyos representantes se encuentran en
el area sombreada contienen al menos uno de los dos puntos y deben considerarse en
el calculo de la plausibilidad. Para variables continuas, la plausibilidad es la integral
de la distribucidon uniforme m x5 a lo largo del area sombreada, es decir, la medida de
plausibilidad es el volumen cuya base estd sombreada. Como en general este
volumen es mayor o igual que el volumen asociado a Pl((a1,b1)), o a Pl((az,b,)), se
verifica:

Pl( (a1,b1) U (az,b2) ) > max ( Pl((a1,b1)), Pl((az,b2)) )

La Figura A.22.c) muestra los elementos focales conjuntos que contienen al menos
uno de los dos puntos (ay,b1), (az,b2) cuando a,=1-ap. Para variables continuas, la
plausibilidad es el area cuya base se marca con linea gruesa, y en general es mayor o
igual que las medidas de plausibilidad individuales de cada punto. Por tanto, de
nuevo la plausibilidad de la uniéon es mayor o igual que el supremo de ambas.

423
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Se ha demostrado graficamente el hecho ya conocido de que la correspondencia entre
teoria de la evidencia y teoria de la posibilidad no existe al aplicar el principio de
extension [Dubois, Prade, 1989a]. Solo en el caso de correlacion positiva perfecta,
donde el cuerpo de evidencia conjunto es consonante, el resultado coincide. Los
elementos focales conjuntos definidos como los a-cortes de las distribuciones de
posibilidad conjuntas con min, producto y Lukasiewicz, se muestran en la Figura
A.26. Se puede ver que los elementos focales correspondientes a min coinciden con
los de correlacion positiva perfecta.

Suma de dos numeros borrosos

A continuacién se presenta como ejemplo de aplicacion del principio de extension la
extension de la funcidon suma con argumentos borrosos. Es la operacion basica que
aparece para el célculo de los tiempos de finalizacion de las tareas en los sistemas de
tiempo real. Estos se pueden expresar como sumas de los tiempos de ejecucion con
discontinuidades.

Asi, la extension de la operacion suma de dos numeros reales a y b, r=a+b, al
modelarlos mediante niimeros borrosos 4 y B se puede expresar como R=A4+B. El
resultado borroso se puede obtener calculando la posibilidad/plausibilidad de la
unioén de los puntos de la recta a; + by = r;, para todo r; L/R.

Teoria de la Posibilidad

Aplicando el principio de extension con la t-norma 7 (A.5), la posibilidad de 7; se
calcula como el maximo de las posibilidades de los pares (a;,br) que cumplen a; + by
= r;. Graficamente en la Figura A.23, hay que coger el maximo valor de la seccion
definida por el corte de la distribucion de posibilidad conjunta y el plano vertical que
pasa por a;+bi=r;.

(A5) 7, (r)= sup T{7,(a,), 75(b,)}

=a; +by,



Anexo A: Representacion grdfica del cuerpo de evidencia

s

1
ai

a) )

08

06

///M ‘
//»{' ’ Y }
’///f,/;‘@:’fgw} \

04

Ss—
S
o -
N ———
—

TS
‘-

Figura A.23: Corte definido por a; + by = constante con tres t-normas:
a) minimo, b) producto, c) Lukasiewicz

Teoria de la Evidencia

Dada la recta definida como a; + by = constante =r; , la plausibilidad de r; se calcula
sumando (o bien integrando, para variables continuas) la asignacion bésica conjunta
de todos los elementos focales que contengan al menos un punto de dicha recta.

Pi(r) = bzm m,5(C))
\’7:‘1,;+bki

La Figura A.24.a) marca los representantes de dichos elementos focales cuando la
correlacion entre s y ap es positiva perfecta, esto es ay=as. En el ejemplo de la
Figura A.24.a), la posibilidad de =3 (en linea discontinua) coincide con la
posibilidad del punto definido por el corte entre la diagonal principal y a;+b;=3. Es
decir, la posibilidad de =3 es la integral de la asignacion bdasica conjunta en el
tramo grueso de la diagonal principal.

La Figura A.24.bh) marca los representantes de los elementos focales que contienen
al menos un punto de la recta =3 cuando 0, y 0p son independientes. La medida de
plausibilidad de =3 es el volumen cuya base estd sombreada.

425
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I(8,)
~
T
I(8,)

Figura A.24: Elementos focales conjuntos que contienen algin punto de a; + b, = constante:
a) ay=ayp, b) independencia, c) cy=1-ay

Tal y como se muestra en la Figura A.24.c), donde la correlacion entre 04 y Op es
ay=1-ap, ningin elemento focal conjunto contiene punto alguno de la recta a;+b;=3.
Esto quiere decir que la plausibilidad de »=3 es nula. La Figura A.24.c) muestra
también en linea gruesa los representantes de los elementos focales que intervienen
en el calculo de la plausibilidad de »=3.5.

Podemos comprobar de nuevo que la plausibilidad de la unién de varios puntos
(todos los puntos pertenecientes a a; + by = constante) es mayor o igual que el
maximo de las plausibilidades de los puntos:

Pl(r,)= sup (Pl(aj’bk))

a;+b=r;
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Excepto con ay=ap y la t-norma del minimo que dan el mismo resultado, en general
la teoria de la evidencia da distribuciones menos especificas que la teoria de la
posibilidad.

A continuacién se va a mostrar el calculo de la suma borrosa mediante calculo de
intervalos y se vera que se puede interpretar tanto desde el punto de vista de la teoria
de la posibilidad como desde la teoria de la evidencia.

Suma borrosa como suma de intervalos

Cuando la t-norma utilizada es el min, las operaciones de aritmética borrosa suma,
resta, multiplicacién y division de conjuntos borrosos se pueden expresar como
operaciones de aritmética de intervalos, donde los intervalos son los a-cortes de los
conjuntos borrosos. A continuacion, se va a analizar graficamente de nuevo la suma
de dos numeros borrosos con el fin de ilustrar, que por teoria de la evidencia se llega
también a la operacion de intervalos, que coinciden con los O-cortes.

En teoria de la posibilidad, cuando la t-norma aplicada es el minimo, el principio de
extension de la funcién suma de dos nimeros,

71,(r) = sup (min ( 7z,(a), 75(»)))

r=a+b

puede expresarse también mediante representacion de intervalos de la siguiente
forma [Nakamura, 1993]:

| nr |@=] a+ba+b J@)

donde [ rr ](a) es un a-corte de R. Esto significa que s6lo hay que calcular la suma

de las parejas (a,b) con el mismo O para obtener un » con ese mismo valor de o. Se
reduce asi considerablemente el tiempo de calculo de la operacion suma.

Veamos el calculo de la suma por teoria de la evidencia, utilizando la representacion
grafica propuesta, cuando la correlacion es ay=ap. En la Figura A.25 se
representan, tanto los elementos focales conjuntos C; como la funcion suma a
calcular. Los elementos focales conjuntos son rectangulos con los vértices situados a

lo largo de las diagonales. Los pares (a,b) con el mismo O son los puntos situados en
dichas diagonales.

La posibilidad de cada recta a; + by = constante =r; es la suma de la asignacion
basica de los C; que contienen al menos un punto de la recta. Esto es, en la Figura
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A.25, todos los elementos focales desde C, hasta C; Esta es precisamente la
posibilidad del par (a1,b1) que es el punto de la recta a; + by = constante =r; que
cumple que a y b tienen el mismo . Para calcular la posibilidad de r, (ver Figura
A.25) hay que considerar los mismos elementos focales de C, a C; , obteniéndose el
mismo o, Como R es consonante, 7; y 7, son los limites del o,-corte de R, o, es el
valor de posibilidad del par (a;,b;) y la posibilidad tanto de a, como de b, es
también . Por tanto, [a1,a2] es el oy-corte de A (respectivamente B).
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Figura A.25: Representacion de la funcion r = a+b asi como de los elementos focales conjuntos.

Se pueden encontrar algunos estudios sobre aritmética borrosa con diversas t-normas
en [Mesiar, 1997], [De Baets, Markova-Stupnanova, 1997], [Markova-Stupnanova,
1997] y [Klir, 1997].

A.2.4. Interpretacion de la relacion entre 0, y Op

En [Kruse et al., 1994] se presenta una interpretacion interesante de la aplicacion de
cada una de las tres t-normas mencionadas antes en la combinacion de informacién
por teoria de la posibilidad. Se tienen dos cubos de 4x4 x4 casillas cada uno. Cada
casilla puede ser gris o transparente y el grado de gris (grado de pertenencia) de una
casilla del plano 4 x4 de proyeccion al proyectar una luz vertical depende del nimero
de casillas grises en esa columna. Hay cinco posibles grados de grises en la
proyeccion. Al combinar los cubos se obtiene otro cubo donde cada casilla es gris si
las mismas casillas de los dos cubos de partida son ambas grises. En el cubo
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resultante el grado de gris de la proyeccion depende de los grados de grises de los
cubos de partida y de la informacioén disponible acerca de la posicion de casillas
grises en cada cubo.

Si se sabe que en cada columna de ambos cubos las casillas transparentes estan por
encima de las grises, entonces el grado de gris de la proyeccion resultante se calcula
con la t-norma minimo aplicada a las proyecciones de los cubos de partida. Si se sabe
que para cada columna del cubo 1 con las casillas transparentes por encima de las
grises, la correspondiente columna del cubo 2 tiene las casillas transparentes por
debajo de las grises, entonces el grado de gris de la proyeccidn resultante se calcula
con la t-norma de Lukasiewicz. Si la posicion de casillas grises es independiente en
cada cubo, entonces el grado de gris de la proyeccion resultante se calcula con la t-
norma producto. Para mas detalle ver [Kruse et al., 1994].

c)

Figura A.26: Elementos focales conjuntos con tres t-normas: a) min, b) producto, c) Lukasiewicz

A continuacién se va a presentar una nueva interpretacion de las tres asignaciones
basicas conjuntas analizadas anteriormente en teoria de la evidencia, considerando
los elementos focales provenientes de los a-cortes como observaciones imprecisas
de una variable expresadas mediante intervalos.
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En la Figura A.26 se muestran los elementos focales del cuerpo de evidencia
consonante asociado a las distribuciones conjuntas de posibilidad con tres t-normas:
minimo, producto y Lukasiewicz (Figura A.6). Se obtienen como secciones
horizontales de las superficies a distintos valores de o, ya que coinciden con los a-
cortes de las distribuciones conjuntas.

Tal y como se ve en la Figura A.26, salvo en el caso del min los elementos focales
conjuntos que subyacen en la distribucidon obtenida por teoria de la posibilidad no
son rectangulos, esto es, no resultan de productos Cartesianos de los intervalos de
partida 4, y B;. Por tanto, no pueden ser interpretados como una distribucion obtenida
a partir de observaciones imprecisas de 4 y de B [Dubois, Prade, 1991b].

Cuando los numeros borrosos 4 y B estan construidos a partir de observaciones
imprecisas [Dubois, Prade, 1986a] se puede aplicar la teoria de la evidencia. La
asignacion basica conjunta puede modelar la informacion disponible acerca de la
forma en que se han obtenido los intervalos 4; y B;. A continuacién se propone una
interpretacion para los tres casos analizados en las secciones previas.

Por un lado, supongamos que el experimento realizado consiste en preguntar a una
serie de expertos qué intervalo puede definir a dichos concepto impreciso. Entonces:

* Correlacion positiva perfecta: El mismo experto da intervalos 4; y B; para las
variables a y b (obviamente, utilizando el mismo criterio).

* Independencia: Los expertos que dan los intervalos 4; para a son distintos que
los que dan los intervalos B; para b (y por tanto utilizan criterios independientes).

* Correlacion negativa perfecta: En este caso, existe una precision total que debe
ser compartida por las observaciones de a y b. Por ejemplo, un tnico experto,
situado entre dos objetos tiene que estimar la altura de ambos (4 y B). Cuanto
mas cerca se encuentre del primero, con mas precision estimara su altura, pero
serd menos preciso en la estimacion de la segunda.

Por otro lado, supongamos que el experimento consiste en realizar una serie de
medidas con instrumentos que tienen errores de medida.

* Correlacion positiva perfecta: Se utiliza el mismo instrumento de medida para
mediray b.

* [Independencia: Se utilizan instrumentos de medida diferentes para medir a y b,
con principios de medida independientes.
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* Correlacion negativa perfecta: Si se realizan dos medidas con un niimero total de
bits fijo (precision total fija), cuanto mas precisa sea la primera medida (mas bits
utilizados), menos precisa serd la segunda.

En conclusion, en este anexo se ha propuesto una representacion grafica del cuerpo
de evidencia conjunto asociado a dos argumentos inciertos. Mediante la aplicacion
de la representacion es posible extender funciones de dos argumentos a valores
borrosos y obtener la distribucion de plausibilidad de la imagen de dichos
argumentos borrosos a través de la funcion. En el dominio de los elementos focales
completos A4;%B; se representa la funcién completa y los elementos focales conjuntos.
En el dominio de los limites inferiores de los elemento focales UjyxUygp;) se
representa la asignacion bdsica conjunta del cuerpo de evidencia y se representa el
area o el volumen que hay que calcular para obtener la plausibilidad de cada imagen
de la funcion.
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B. Anexo: Comparacion de dos conjuntos
borrosos



434 Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

En este anexo se analiza la comparacion entre dos conjuntos borrosos
proporcionando indices que miden el grado en que un conjunto se puede considerar
menor o igual que otro, (o si modelan fechas temporales, el grado en que una fecha
estd cronoldgicamente antes que la otra).

En el apartado B.1. se definen los conceptos de periodos de tiempo antes y después
de una fecha borrosa 4 como los intervalos borrosos, (-00,4], (-00,4[, [4,+00), y
]4,+00).

En el apartado B.2. se definen algunos de los indices de ordenacion de fechas, entre
los que destacan los indices de posibilidad y de necesidad de que una fecha 4 esté
antes que otra B, II[(A<B), 1I(4<B), N(A<B) y N(A<B). Estos indices son los
utilizados en esta tesis para medir la planificabilidad del sistema ya que no interesa
tanto la decision de una ordenacidon determinada (que es el resultado obtenido al
aplicar otros indices, tal i como se ve en el apartado B.2.2.), sino conservar toda la
informacion sobre el orden relativo entre los tiempos de finalizacion y los plazos
borrosos.

Por ultimo, en el apartado B.3. se muestra que los valores de posibilidad y necesidad
de que un conjunto borroso sea menor o igual que otro coinciden si se sustituyen los
conjuntos por otros con los mismos limites inferiores y superiores de los a-cortes.
Este resultado es de gran importancia en esta tesis porque establece la condicion que
deben cumplir los tiempos de finalizacién borrosos aproximados, tal y como se
indica en el capitulo 3 calculables de forma mas sencilla que el principio de
extension, para que la planificabilidad borrosa coincida con la obtenida mediante el
principio de extension.

B.1. Definicion de periodos de tiempo antes y después de
una fecha

La distribucion de posibilidad w, de una fecha 4 es ms: R'—[0,1] una funcion
definida de la escala de tiempo al intervalo [0,1], y delimita el conjunto borroso de
los valores de tiempo mas o menos posibles de 4. En [Dubois, Prade, 1989b] la fecha
es definida como un conjunto borroso unimodal, es decir, convexo.

En la Figura B.1 se muestran los conjuntos borrosos [4,+00), ]4,+00), (-00,4] y
(-00,4[ que se pueden obtener a partir de la fecha borrosa 4.
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1)

2)

3)

4)

[4,+00) 4 +00)

Figura B.1: Representacion de los tiempos antes y después de una fecha A.

El conjunto borroso [4,+o0) de los tiempos que estan posiblemente después que
la fecha 4, se define por la siguiente funcidon de pertenencia:

Higoey O =50 7,(5) = 11 ((=o0.1])

El conjunto borroso ]4,+o0) de los tiempos que estan necesariamente
estrictamente después que la fecha A, se define por la siguiente funcion de
pertenencia:

By ooy () = i0f (1-72,(5)) = N, ((~o0,11)

El conjunto borroso (-00,4] de los tiempos que estan posiblemente antes que la
fecha A, se define por la siguiente funcion de pertenencia:

Hieeo. (@) =sUP 7T, (5) =TT, ([.+e0))

El conjunto borroso (-0c0,4[ de los tiempos que estdin necesariamente
estrictamente antes que la fecha A4, se define por la siguiente funcién de
pertenencia:

Hiw @ =inf (1=77,(5)) = N, (I, +09))

435
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B.2. Ordenacion de fechas

Para calcular la medida de posibilidad o de necesidad de que una fecha tenga lugar
antes que otra, se puede aplicar el principio de extension, o bien calcularlas como la
altura de la interseccion de determinados conjuntos borrosos.

Se definen los indices [1(4<B), I1(4<B), N(A<B) y N(A<B), como ([Dubois, Prade,
1989b]):

N (4< B)=sup min(7z,(s), 73,(¢)) N(4<B)=sup min(7z,(s), 75,(?))

s<t s<t

N(A<B)=1-sup min(7,(s), 73,(1)) N(A<B)=1-sup min(7,(s), 73,(¢))

s>t s2t
Si A o B son continuos, entonces se tiene:

N(A< B)=N(A4<B)=sup min(7z,(s), 7,(?))

S<t

N(A<B)=N(A4<B)=1-sup min(7,(s), 7,(1))

s>t

Concretamente si para cada valor de x€R, o bien 4 es continuo en x, o bien B es
continuo en x, entonces se cumple que [1(4<B)= I1(4<B) y N(A<B)= N(A<B) (ver la
Figura B.2).

En este caso II(A<B) =sup min(lTA(s), nl;(t))= [I(A<B) =sup min(lTA(s), ig(t))

S<t s<t

:7TA(X1).

Figura B.2: Comparacion de dos numeros borrosos
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B.2.1. Indices de ordenacion

En [Dubois, Prade, 1983] se definen otros dos indices, ademas de los anteriores,
necesarios para tener un analisis completo de la posicion relativa de dos
distribuciones de posibilidad, aunque son menos utilizados en la literatura. Los
indices (descritos en [Dubois, Prade, 1983]) para determinar la posicion de un
nimero borroso 4 con respecto a otro nimero borroso B que se toma como
referencia, son:

(B.1) M, ([4,+e)) =sup min (77, (s), 75 (¢))=TI(A<B)

S<t

(B.2) M, (14,+%)) =sup inf min(1-7,(s), 7 (¢))

t
s2t

(B.3) N, ([A,+00)) =i1}f ssup max(ﬂA (s),l—ﬂl;(t))

s<t

(B.4) N, (14, +0)) =1 =sup min(7z,(s), 75 (¢))=MA4<B)

I<s

Notese que los indices Iz ([4,100)) y Np (]J4,+00)) corresponden a las definiciones
previas de II(A<B) y N(A<B).

El primer indice Ilz([4,+00)) se refiere al grado en que el conjunto borroso
BN[A4,+00) de nimeros mayores o iguales que A, dado que estan restringidos por B,
es distinto de cero. El segundo indice II3(]4,+00)) se refiere al grado en que el
conjunto borroso B N ]4,+00) de niimeros estrictamente mayores que A, dado que
estan restringidos por B, es distinto de cero. Por tanto, el primer indice proporciona
el grado de posibilidad de la proposicioén “x es mayor o igual que 4” dado que “x es
B”, y el segundo indice proporciona el grado de posibilidad de la proposicion “x es
estrictamente mayor que 4” dado que “x es B”, esto es:

[z ([A,+00))= Pos(x>A4 | x es B)
[z (J4,+00))= Pos(x>4 | x es B)

De forma similar, el tercer indice Np ([4,+o0)) se refiere al grado de inclusion del
conjunto borroso B en [4, +00) y el cuarto indice Np (]4,+00)) se refiere al grado de
inclusion del conjunto borroso B en 4, +oo). El indice Np ([4,+00)) proporciona el
grado de necesidad de la proposicion “x es mayor o igual que 4” dado que “x es B”,
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y N (]JA,+o0)) proporciona el grado de necesidad de la proposicion “x es
estrictamente mayor que 4” dado que “x es B”, esto es:

N3 ([4,+00))= Nec(x>A4 | x es B)
Np (JA,+0))= Nec(x>4 | x es B)

Dado este primer conjunto de cuatro indices, se pueden construir otros tres conjuntos
formados también por cuatro indices, cambiando +oo por -oo y/o cambiando B por
A.

Los cuatro indices son independientes esto es, no se pueden calcular unos a partir de
los otros, aunque existen relaciones entre ellos se pueden expresar como:

HB ([A9+OO)) 2 max( HB (]A,+OO)) 5 NB ([A:+OO)) )
min( I (J4,+00)) , Np ([4,+00)) ) > Np (]4,100))

Ademas Il (]4,700)) puede ser mayor o menor que Np ([4,+00)).

Indices relacionados con ITg ([4,+00)) y Np (JA,+00)):

A partir de (B.1) y teniendo en cuenta que [ 4, +o0) =(—oo, 4] (donde el complemento
de [4,+00) se expresa como [A4,+)), se puede ver que 11z ([4,700)) = 114 ((-00,B])
= 1-Np ((-00,A[) = 1-N4(]B, +00))

Ademas se puede deducir que Np (]4,to0)) = 1-114 ([B, +00)) = N4((-00, B[) = 1-

IT((-00, 4])

Por tanto, todos los indices que se obtienen de intercambiar +oo y -00, y/0 A 'y B, son
redundantes respecto al conjunto { Iz ([4,70)) , Np (]4,+0)) }

Otras relaciones existentes entre 11z ([4,+00)) y Np (]4,+00)) son:

My ([A+00) <1 =  Np(J4,+00)) =0
Np (J4,+00))>0 = Iz ([4,700)) =1
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Indices relacionados con 113 (J4,+00))

Por la relacion entre las medidas de posibilidad y de necesidad se cumple:
113 (J4,#00)) = 1-Np ((-00,4])
L4 (1B,+00)) = 1-N4 ((-00,B])
Ademas, se verifica las siguientes desigualdades:
11 (J4,+00)) < Na ((-00,B])
Iz (J4,+00)) + 114 (1B, +o0)) < 1

Tal y como se afirma en [Dubois, Prade, 1983], en determinadas condiciones de
continuidad las desigualdades se convierten en igualdades.

Indices relacionados con Ng ([4,+00))

En este caso se verifica:
Np ([4,+00)) = 1- 1 ((-00,4[)
Ny ([B,T00)) = 1- 114 ((-00,B])
Np ([4,+00)) > T4 ((-00,B[)
NB ([A7+OO)) + NA ([B’+OO)) 2 1

También en este caso, en determinadas condiciones de continuidad (ver [Dubois,
Prade, 1983]) las ultimas desigualdades pasan a ser igualdades.

B.2.2. Otros indices

Existen numerosas propuestas en la literatura para la ordenacién de numeros
borrosos, dentro de la teoria de la posibilidad.

La propuesta de Jain, resumida en [Dubois, Prade, 1983] consiste en enlazar cada
nimero borroso N; con una meta borrosa G, donde G es un conjunto borroso de la
escala de ordenacion que se considera, cuyo significado es “tan grande como se
pueda”. Por ejemplo, si la escala de ordenacion es [0,a], entonces G es tal que:
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Vx € [0,a], uc(x) = (x/ay para cierto p>0
Los nimeros borrosos se ordenan de acuerdo con la consistencia de N; con G:
¢i = sup min ( fG(x), fvi(x) )
El problema de este indice es que los resultados obtenidos pueden ser poco intuitivos

tal y como se muestra en la Figura B.3. Segun el indice de Jain, N, es mayor que N,,
a pesar de que en este caso parece mas intuitivo el resultado contrario.

Cl_ G

(3 [ A -

0 a

Figura B.3: Comparacion de dos numeros borrosos mediante el indice de Jain

Tanto Dubois y Prade como Freeling han sugerido la utilizacién de los operadores
maximo y minimo extendidos. Sin embargo, max (Nl, Nz) puede no ser igual ni a NV,

ni a NV, con lo que en ese caso no seria posible discriminar entre ambos (ver Figura
B.4 a)). Ademas puede ser que N; y N, estén muy proéximos de manera que
intuitivamente no esté clara la discriminacion como ocurre por ejemplo en la Figura

B.4 b), dende se tiene I/n\a;(Nl,Nz)ZNz.

== max(N,,N,)

Figura B.4: Maximo extendido de dos niimeros borrosos
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El procedimiento propuesto por Yager para la ordenacion se basa en el calculo de la
distancia de Hamming entre numeros borrosos con soportes acotados:

A(NLN) = [y, () =y, )]

El proposito de Yager es muy especifico y diferente del que aqui nos interesa. Yager
pretende ordenar valores de verdad borrosos vistos como conjuntos borrosos del
intervalo unidad, en términos de su proximidad (segun la distancia de Hamming) al

valor borroso de verdad estandar “verdad” pyerdua (u) = u  Vu €[0,1]. La distancia de

Hamming se puede ver como un indice probabilista de comparacion entre numeros
borrosos ([Dubois, Prade, 1983]).

Baas y Kwakernaak ([Baas, Kwakernaak, 1977]) propusieron extender la

desigualdad u,> u; a nimeros borrosos como:

(B.5) d(N1 > N2) = s1>1p min (,u,vI (”1)"uNz (uz))
Se puede ver que este indice es el presentado anteriormente como 1, ([N2,+00)).

Los autores extienden (B.5) a n nimeros borrosos. El problema de este indice es que
en ciertos casos puede ser insuficiente en la discriminacion. Este es el indice
utilizado en [Buckley, 1985] para discriminar entre elementos descritos por expertos
mediante diversos criterios.

Baas y Kwakernaak ([Baas, Kwakernaak, 1977]) también definieron un indice de
preferencia P; asociado con N;, pero al final P; debe ser ordenado con lo que el
problema queda sin resolver.

Watson et al. ([Watson et al., 1979]) analizaron el problema de ordenacion como
modelado de la implicacion:

OresNy y Oes N, = O, se prefiere frente a O,
La funcion de pertenencia del primer término es:
My (ul,uz) = min (,uN1 (ul),,u]\,2 (uz))
y la funcion de pertenencia del segundo término es:

1 siu, >u,

Ly (ul,uz)Z{

0 siu <u,
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La implicacion propuesta es a—b = max(1-a,b) y el indice d’ se define como:

a"(N1 >N2) =infmax(1 - (ul,uz),,uy (ul,uz))

uy Uy

= inf [1 —min(,UNl (”1)"UN2 (uZ))J

Uy <u,

=1-M,, ([N1>+°°))

Por tanto se puede ver que d’ no es un indice nuevo sino otro célculo de la
aproximacion propuesta por Baas y Kwakernaak. El indice de ordenacion de Baas y
Kwakernaak es el mdas natural segiin los principios basicos de la teoria de la
posibilidad, a pesar de su falta de poder de discriminacidn en algunos casos. Ademas,
en [Buckley, 1985] se presentan las interesantes propiedades que posee.

Baldwin y Guild modificaron el indice d de Baas y Kwakernaak con el fin de
mejorar su poder de discriminacion, sustituyendo u;>u; por una relacion borrosa de
ordenacion R.

dy (Nl 2 Nz) :Supmin(/JNl (ul)a/JN2 (uz)nuk (ul’u2))

Uy Uy
De manera similar, se podria suavizar la relacion Y en el indice de Watson.

Tsukamoto et al. proponen indices muy relacionados con los propuestos por Dubois
y Prade, partiendo de que un intervalo borroso se puede ver como la interseccion de
dos conjuntos borrosos en forma de S: M=M;NMp. Sin embargo, Tsukamoto et al. no
interpretan los resultados dentro de la teoria de la posibilidad ni demuestran que sea
un conjunto completo de indices (ver [Dubois, Prade, 1983]).

Liou y Wang ([Liou, Wang, 1992]) proponen un método de ordenacion de varios
numeros borrosos basado en el valor integral.

En Bortolan y Degani ([Bortolan, Degani, 1985]) hacen una revision interesante
acerca de los métodos de ordenacion de conjuntos borrosos, llegando a la conclusion
de que en casos en los que la decisiéon de ordenacién depende del contexto, los
mejores indices son los de Dubois y Prade ya que estos indices no fuerzan ningiin
orden especifico sino que describen la situacion de forma clara, permitiendo al
experto tomar la decision que considere adecuada.

Debido a lo citado anteriormente, en esta tesis se trabaja con los indices de Dubois y
Prade, ya que no interesa tanto la decisiéon de una ordenacion determinada, sino
conservar toda la informacion sobre el orden relativo entre dos conjuntos borrosos.
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B.3. Posibilidad y necesidad de que una fecha esté antes
que otra

Esta informacion sobre el orden relativo entre dos numeros es completa si se expresa
mediante los cuatro indices de Dubois y Prade ([Dubois, Prade, 1983]). Sin embargo,
nos hemos centrado en los dos mas importantes, que son suficientes para la
ordenacion de fechas, tal y como se afirma en [Dubois, Prade, 1989b].

Para ello se presentan posibles formas de calcular los indices considerados I1(4<B)
y N(A<B), al comparar conjuntos convexos y al comparar conjuntos no convexos y
se llega a la conclusion de que cuando se comparan conjuntos borrosos no convexos,
los valores de posibilidad y necesidad son los mismos que los que se obtienen
cuando se comparan otros conjuntos borrosos con los mismos limites de los a—cortes
que los anteriores.

B.3.1. Conjuntos convexos

En este apartado se analiza la forma de calcular la posibilidad y la necesidad de que
un conjunto borrosos convexo A sea menor o igual que otro conjunto borroso
convexo B.

1. TI(A<B)

La posibilidad de que 4 sea menor o igual que B se define como:

N (A< B)=sup min(7z,(s), 75,(t))

S<t

Se cumple que la posibilidad de 4 menor o igual que B es igual a la altura del
conjunto borroso [4,B], que a su vez es la interseccion de [4,+00) con (-00,B],
[A4,+00)N(-00,B].

El intervalo borroso [4,B] se define como:

O:OT , ph, @ sup min(77,(s), 75(s")

s<t<s'

La altura del intervalo borroso [4,B] es el supremo en ¢ de su funcion de
pertenencia /4.4,5)(f):
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UeIT , sup M (® supsup min(lTA(s),iTB(s'))

t  sstss'

=supmin (77,(s), 75,(s")) =M (4 < B)

s<s'

Tal y como se muestra a continuacion, este mismo resultado se puede obtener
calculando la altura del conjunto borroso [4,+c0)NB ([Dubois, Prade, 1983]):

Recordemos la definicion del conjunto borroso [4,+00):

:u[,q,+oo) (t) =sup r[A (S)
Aplicando la t-norma min para el calculo de la interseccion [4,+00)NB se

tiene:

x<y

/u[A,+oo)nB(y) = min (lu[A,+oo) (y)a ITB (y)) =min (Sup n,:i ()C), 75()’)]

La altura del conjunto borroso resultante [4,+00)NB se puede calcular

como el supremo de su funcion de pertenencia:

DyDT » Sup lu[A,+oo)mB (.F'j sup min (Sup ﬂA ()C), n[; (y):]
y y

x<y

=supmin (77,(x), 77,(»)) =M(A4 < B)

X<y

El resultado obtenido es por tanto el mismo que el que se obtiene al
calcular la altura del intervalo borroso [4,B].

Figura B.5: Cdlculo de II(A<B) como interseccion de [A,+c0) y B
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En el ejemplo de la Figura B.5, se tiene que [4,7+o0)NB = B, con lo que
[I(4<B)=1

2. N(A<B)

La necesidad de que un conjunto borroso 4 sea menor o igual que otro conjunto
borroso B se puede definir como:

N(A<B)=1-sup min(7,(s), 77,(¢)) =1 -M(4 >B)

s>t

Tal y como se afirma en [Dubois, Prade, 1989b], si T(s), ws(¢) son continuas,
entonces se tiene:

[I(A<B)=I1(4<B)
N(A<B)=N(A<B)

Por tanto, N(A<B)=1-11(4>B)= 1-11(4>B). El valor de II(4>B), o lo que es lo
mismo de I[1(4>B) se puede calcular como la altura del conjunto borroso

(-00,4]N[B,+c0), o bien como la altura del conjunto borroso (-c0,4]NB
([Dubois, Prade, 1983]).

)

Figura B.6: Calculo de N(A<B) a partir de (-00,4] y B

En el ejemplo de la Figura B.6, la altura de (-00,4]NB es oy, con lo que
[1(A>B)= au, y M(A<B)=1-11(4>B)= 1-o;. También se puede calcular el valor de
N(A<B) como la altura del conjunto borroso ]4,B[ ([Dubois, Prade, 1989b]) de
forma que:

J4,B[ = 14,+00) n (=00, B[ =(=00, 4] N[B, +00) =((—03 A] O[Bs+o0 ))
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La altura del conjunto borroso 4, B[ es:

sup|4, B[ =sup ]4,+00) n (=, B[ =inf ]A4,+eo) O , B[ =
=1-sup{]4, +e9) n (=00, B} =1 —sup{( ~ea 4] n[B, +o}

Como se puede observar, se llega de esta manera al mismo resultado que antes.

En realidad, para que se cumpla la igualdad I1(4<B)=I1(4<B) es suficiente con que
una de las dos distribuciones m4(s), Tz(¢) sea continua (ver Figura B.7).

Figura B.7: Comparacion de dos numeros borrosos, siendo B continuo

Si se verifica que una de las dos distribuciones de posibilidad es continua, se tiene:

N(4< B)=sup min(7,(s), 75,(¢)) = q =sup min( 77(s), 77(t)) =MN(4<B)

S<t s<t

B.3.2. Conjuntos no convexos

En este apartado se analiza la comparacion entre dos conjuntos borrosos no convexos
y posibles formas de calcular las medidas de posibilidad y de necesidad. Se concluye
que los valores de posibilidad y de necesidad de la comparacién de dos conjuntos
borrosos no convexos son los mismos que se obtienen si en su lugar se comparan
otros conjuntos borrosos con los mismos limites de los a—cortes que los primeros.

Con la misma definicion de [4,+00) y (-00,4] los conjuntos obtenidos dada una fecha

borrosa no convexa A son:

H 10y () = SUD 7T, (5)

S<t
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Hie ()= SUPTE,(5)

s2t

[ 4,40
/\ VAN y /)

Figura B.8: Representacion de [A,+00) y (-00,4] siendo A no convexo

(o0, 4]

Las funciones de pertenencia de los conjuntos borrosos ]4,+o0) y (-00,4[ son:

/'I]A,+oo)(t) = 1‘1'5 (1 —7y (S))
,u(—oo,A[(t) = 1?; (1 7 (S))

(=00, A

TEVAN

Figura B.9: Representacion de 4,+00) y (-00,A[ siendo A no convexo

Se observa por tanto que los conjuntos borrosos [4,+00), (-00,4], ]4,+00) y (-00,4[
asociados al conjunto no convexo A4 coinciden con los conjuntos [4 " +00), (-00,4 7],
4", +00) y (-00,4 [ asociados al conjunto convexo 4" definido como la aproximacion
valida convexa de 4 (ver Figura B.10)
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: /o

Figura B.10: Conjunto borroso no convexo A y su aproximacion convexa A*

Por lo tanto se tiene:
I (A < B) = altura ([A,+00) N B) = altura ([A*, +00) N B) =T (A* < B)

La misma conclusién se puede obtener para II(4>B), con lo que el resultado de
comparar un conjunto borroso no convexo A4 con otro nimero cualquiera coincide en
sus valores de posibilidad y necesidad de estar antes y después con los valores
obtenidos al comparar su aproximacién convexa A4~ (ver Figura B.10) con el mismo
namero.

, . . w3k , . .,
Noétese que cualquier otro conjunto borroso A  (y no sélo la aproximacion convexa)

que tenga los mismos limites de los a—cortes que A4 proporciona los mismos
resultados al compararlo con otro numero (ver Figura B.11, aproximacion no

convexa A**).
e
/X“\/A\

Figura B.11: Conjunto borroso no convexo A y aproximacion no convexa A** con los mismos limites

de los a—cortes

Esta conclusién es muy importante para los objetivos de esta tesis porque permite
afirmar que cuando se compara el tiempo de finalizacién borroso de una tarea con su
plazo borroso, si el tiempo de finalizacion borroso obtenido mediante el principio de
extension es un conjunto borroso no convexo, se pueden aplicar otros métodos de
calculo del tiempo de finalizacién mas répidos, siempre que la aproximacion borrosa
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obtenida conserve los limites de los «-cortes. Por otro lado, se tiene que la
comparacion entre el tiempo de finalizacion borroso y el plazo modelado como un
conjunto borroso no convexo proporciona los mismos resultados la comparacion con
una aproximacion del plazo con los mismos limites de los a—cortes.
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C. ANEXO: Probabilidad y Posibilidad
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Uno de los puntos mas controvertidos en el modelado de la incertidumbre es la
relacion entre la teoria de la probabilidad y las distribuciones de posibilidad
asociadas a conjuntos borrosos [Dubois, Prade, 1993b]. Aunque los conjuntos
borrosos y las medidas de probabilidad son diferentes, existen puntos de unién que
los relacionan. De forma especial, la teoria de la posibilidad sirve de enlace entre
ambas. Es posible encontrar interpretaciones probabilistas de los conjuntos borrosos
y otras interpretaciones no probabilistas. En la literatura se pueden encontrar
diferentes transformaciones entre probabilidad y posibilidad, tal y como se vera mas
tarde [Dubois et al., 1993], [Lasserre et al., 1997].

A continuacidn se va a analizar la relacion entre probabilidad y conjuntos borrosos, a
presentar las interpretaciones probabilistas de las funciones de pertenencia, las
interpretaciones no probabilistas, y las transformaciones entre probabilidad y
posibilidad.

C.1. Probabilidad y posibilidad

Funcion de pertenencia y medida de probabilidad

Un conjunto borroso F en un universo U se define mediante una funciéon de
pertenencia pr : U — [0,1] [Zadeh, 1965] donde pr (u) es el grado de pertenencia de
un elemento u en F. Por sencillez se hablard s6lo de universos finitos aunque se
puede hacer extensivo a universos no finitos.

Por otro lado, una medida de probabilidad P es una funcién 2¥ — [0,1] que asigna un

numero P(A) a cada subconjunto de U y que satisface los axiomas de Kolmogorov:
P(U)=1
P(2)=0
Si ANB=2 , P(AUB) = P(A) + P(B)

P(A) es la probabilidad de que una variable x que toma un solo valor conocido de
forma incierta esté en un conjunto fijo y bien conocido A. Un posible error consiste

en confundir P(A) con un grado de pertenencia. Pero hay que tener claro que pr es

una funcion de elementos y P(A) es una funcion de conjuntos. En pg(u) , el elemento

u es fijo y conocido y el conjunto se conoce de forma incierta mientras que en P(A),
el conjunto A estd bien definido, pero el valor de la variable subyacente x es
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desconocida y varia. pe(u) tiene mas relacion con P({u})=p(u), aunque p(u) cumple
ademas la condicion >, .y p(u) = 1.

Desde el punto de vista matematico, el dominio de la aplicacion P es el algebra de
Boole 2Y mientras que el conjunto de conjuntos borrosos es [0,1]” y nunca puede ser
un algebra de Boole. Este tiene necesariamente una estructura mas débil,
dependiendo de la eleccidon de operaciones entre conjuntos borrosos.

Otra posible fuente de confusion estd en las definiciones de unién de conjuntos
borrosos y de la propiedad de descomponibilidad de una medida de probabilidad. La
unién de conjuntos borrosos se define como

(C.1) peoG (W) = S (), pa (W)

y la propiedad de descomponibilidad de la medida de probabilidad respecto de dos
eventos dados A y B se define como

(C.2) P(AUB) = S’(P(A), P(B))

En primer lugar (C.2) no se cumple para todo A y B, mientras que (C.1) se cumple
para todo ucU. La confusion puede venir de que tanto S como S’ se pueden elegir de
entre las co-normas triangulares, tales como max(a,b), at+tb-ab o min(1,a+b). Pero el
hecho de utilizar max o min no quiere decir que se esté trabajando con conjuntos
borrosos. De forma similar, el hecho de que a veces P(AUB)= max(P(A), P(B)) (por
ejemplo, si ACB) no quiere decir que los conjuntos borrosos sean probabilidades.

Otro punto de vista es comenzar con un conjunto de sentencias S y considerar
diversas formas de asignar un nimero a cada sentencia o de S, con v(a)€[0,1]. La
cuestion es entonces analizar la estructura de S con las conectivas AND, OR, NOT,
etc. Gaines demostrd que se pueden tener dos representaciones de S: como 2V y
v(a)=P([]) donde [a] es el subconjunto de mundos en U donde « es cierto; y como
S=10,11"y v(a)=py, (u) donde u es fijo en U y « es una sentencia borrosa. Ambas
representaciones se pueden situar en el grupo de légicas con pesos. Sin embargo,
esto no debe llevar a confundir los grados de probabilidad con los grados de
pertenencia [Dubois, Prade, 1993b].

Teoria de la posibilidad

Relacionada con los conjuntos borrosos se encuentra la teoria de la posibilidad que
tiene mas conexion con la teoria de la probabilidad que los conjuntos borrosos
debido a que propone una funcién de conjuntos que cuantifica la incertidumbre de
eventos. Una medida de posibilidad en un conjunto finito U es una aplicacién de 2" a

[0,1], tal que II(2)=0
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(C.3) II(AUB)=max(I1(A), II(B))

Se afiade la condicion II(U)=1 para tener medidas de posibilidad normalizadas. Estas
medidas vienen caracterizadas completamente por una distribucion de posibilidad «:
U — [0,1] (tal que w(u)=1 para algin ueU), ya que II(A)= max{n(u) , ucA}. Zadeh
[Zadeh, 1978] afirmo6 que la distribucion de posibilidad w viene determinada por la
funcién de pertenencia pr de un conjunto borroso F. Sin embargo esto no quiere
decir que ambos conceptos sean lo mismo. La ecuacion de Zadeh mx(u) = pp(u) es en
realidad w(x=u | F) = pp(u). mx(u) estima la posibilidad de que la variable x sea igual
a u, teniendo un conocimiento incompleto del tipo “x es F”. pg(u) estima el grado de
compatibilidad de la informacion precisa x=u con la afirmacion a evaluar “x es F”.

A pesar de (C.3) la teoria de la posibilidad no es composicional. Las medidas de
posibilidad se pueden descomponer unicamente respecto a la union, mientras que las
medidas de necesidad, definidas como N(A)=I-II(A), se pueden descomponer
unicamente respecto a la interseccion N(ANB)=min(N(A), N(B)). De hecho, la teoria
de la posibilidad es capaz de modelar la total ignorancia acerca de un evento A
teniendo II(A) = II(A) =1 (y M(A) = N(A) = 0), con II(ANA )=0 y N(AUA )=1.
En cambio, la teoria de la probabilidad no puede modelar la ignorancia. Por esta
razébn ambas teorias, que modelan distintos estados del conocimiento, son
complementarias.

C.2. Interpretaciones probabilistas de las distribuciones de
posibilidad

Veamos ahora la relacidén entre conjuntos borrosos vistos como distribuciones de
posibilidad y las medidas de probabilidad.

C.2.1. Cotas de probabilidad

El primer punto de vista es interpretar una medida de posibilidad como una
envolvente superior de la probabilidad. Supongamos que un determinado estado de
incertidumbre deberia expresarse mediante una medida de probabilidad, y que no es
posible describir de forma precisa esa probabilidad sino unicamente un subconjunto
P de medidas de probabilidad que contiene la probabilidad real. Entonces sélo se

dispone de cotas inferiores y superiores de probabilidad:
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(C.4) P.(A) = inf{ P(A) | PEP }

(C.5) P'(A) =sup{ P(A) | PeP}

Las cotas inferiores (resp. superiores) de probabilidad se pueden interpretar como los
precios aceptables para apostar a favor (resp. en contra) de A ([Walley, 1996]).
Supongamos que hay que decidir si apostar a favor o en contra de A, a un precio de
apuesta x, con lo que la ventaja de A de x a 1-x. La apuesta sera a favor de A si x es

menor que P.(A), en contra de A si x es mayor que P'(A), y estar sin determinar si x
se encuentra entre P.(A) y P(A), donde A es un evento o un estado del espacio de

posibles estados (2.

Las cotas inferiores y superiores de probabilidad tienen las siguientes propiedades
basicas:

P.(Q) = P'() =1

P'(A)=1-P.(A)

P.(A) + P.(B) < P.(AUB) < P.(A) + P'(B) < P'(AUB) < P'(A) + P'(B)

siendo A y B disjuntos.

Las ecuaciones (C.4) y (C.5) definen funciones de conjuntos mas generales que las
medidas de credibilidad y plausibilidad. Las medidas de credibilidad se pueden

interpretar como cotas inferiores de probabilidad, esto es P.(A) seria el supremo de

los precios de apuesta a favor de A que serian razonables. Por tanto, las medidas de
posibilidad son un caso especial de cotas superiores de probabilidad y, debido a que

P*(K)Zl- P’(A), las medidas de necesidad son un caso especial de cotas inferiores

de probabilidad. De hecho, la teoria de la posibilidad propone el sistema mas sencillo
de cotas superiores e inferiores de probabilidad ([Dubois, Prade, 1989a], [Dubois,
Prade, 1996])).

Es posible obtener las cotas superior e inferior del valor esperado (o prevision) a
partir de las cotas superior e inferior de probabilidad, aplicando la “extension
natural” descrita en [Walley, 1996]. La cota del valor esperado es una funcién de fa
los nimeros reales, donde f'se puede interpretar como una jugada con cierto riesgo o

con una recompensa incierta y es una funcion del espacio de estados posibles €2 a los

numeros reales (valor de utilidad). La cota inferior del valor esperado o prevision se
puede interpretar como el maximo precio que se estd dispuesto a pagar por una
jugada con recompensa incierta.

Por tanto, al igual que con las cotas de probabilidad, se puede utilizar el enlace entre
teoria de la posibilidad y teoria de la probabilidad para extender el concepto de valor



456 Aplicacion de la Teoria de la Posibilidad al Andlisis de Planificabilidad de Sistemas de Tiempo Real

esperado en teoria de la posibilidad, a cotas inferiores y superiores del valor esperado
derivadas de (C.4) y (C.5) para obtener un intervalo [E., E']. Sea funa funcién de ©

a R, F un conjunto borroso en {2 y F_ un a-corte de F. Las cotas del valor esperado

de f'obtenidas a partir de la distribucion de posibilidad pr son:
1 .
E.(f)= jo inf{ f(w)| wOF} da

E'(f) =] sup{f(@)| wOF} da

Particularmente, cuando F es un intervalo borroso (conjunto borroso en la linea real,

. . . . . * .
unimodal y semicontinuo hacia arriba), entonces E. y E definen el valor medio de
dicho intervalo borroso.

1-
E, :IO inf F, da

L
E —.[OsupFa da

El valor esperado resume un numero aleatorio mediante un nimero preciso,
eliminando la incertidumbre. Un intervalo borroso combina imprecision e

incertidumbre. Cuando se elimina la incertidumbre, queda la imprecision ([Dubois,
Prade, 1989a)).

C.2.2. Conjuntos aleatorios y Teoria de la Evidencia

Esta vision de las medidas de posibilidad como cotas de las medidas de probabilidad
se ha aplicado al campo de los conjuntos aleatorios y a la teoria de la evidencia.

Dado un conjunto aleatorio R en U, es decir, un conjunto de subconjuntos A, Ao,..
A, C U, y una asignacion de probabilidad m tal que m(4;)=m; € (0,1] y que cumple
Zmi =1, entonces se puede definir una funcidon de pertenencia a partir de R de la

i=1

siguiente forma:
(C.6) pr(w) = > ucai m;

Definiendo { (4;, m; ), i=1,n } como un conjunto aleatorio F con realizaciones 4; , el
grado de pertenencia pp(u) se interpreta como la probabilidad de u € F. Si se

interpretan los subconjuntos 4; como observaciones imprecisas, se pueden definir las
siguientes funciones de conjuntos clasicos dentro de la teoria de la evidencia:
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(C.7) Bel(A) = ZA‘_DAm,.

(C8) PI(=D, ..m,

denominadas funciones de credibilidad y de plausibilidad respectivamente.

Tal y como se ha dicho antes, estas funciones son cotas inferiores y superiores de
probabilidad. La funcion de plausibilidad es una medida de posibilidad y la funcion
de credibilidad es una medida de necesidad si los subconjuntos A; estan anidados.
Por tanto, las medidas de posibilidad y necesidad son un caso especial de funciones
de plausibilidad y credibilidad, que a su vez son casos particulares de cotas
superiores e inferiores de probabilidad ([Klir, Folger, 1988], [Dubois, Prade, 1986a],
[Dubois, Prade, 1989a], [Dubois, Prade, 1993b]).

Se puede establecer entonces la relacion entre el conjunto aleatorio y la funcion de
pertenencia de un conjunto borroso de la siguiente forma. La funcidén de pertenencia

de un conjunto borroso se puede definir a partir de sus a-cortes F, como
pe(X)=sup { € (0,1]|x € F,_ }
conF = {x|pr(x)>a, o € (0,1]} (notar que son conjuntos clasicos)

Esta funcion de pertenencia estd asociada a una distribucion de posibilidad wg(x) y se

corresponde a la distribucion de plausibilidad (C.8) cuando los subconjuntos A4; estan
anidados ([Goodman, 1980], [Goodman, 1984]):

=m0 =PI{}) =3, .om

siendo en este caso los a-cortes dichos subconjuntos A4; del conjunto aleatorio
asociado.

La funcion de pertenencia se puede expresar también en forma de integral como
([Dubois, Prade, 1989a]):

(C9) fp(x) = |, 1, (x) dat

donde f (x)=1 six € F,y 0 sino. Por tanto, la funcion de pertenencia se puede
ver como un conjunto aleatorio uniformemente distribuido, que consiste en una
medida de Lebesgue en [0,1] y una aplicacion a— F,. Si F, es finito, entonces el
conjunto borroso F es finito y discreto y se pueden definir los valores de pertenencia
positivos de forma ordenada de manera que o > o >...> oy, Qg =0, Y m; = oy -y .

Entonces (C.9) se expresa como
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He(x) = Z m;

*0F,

Se tiene que 27:1 m; =@, =1 ya que 3x | pr(x)=1. Asi, los conjuntos anidados F,

junto con los pesos m; que suman 1, caracterizan un conjunto borroso, discreto,
finito, consonante y normalizado, y viceversa. Sin embargo, si los subconjuntos 4; no
estan anidados, la informacion de la funcién de pertenencia no es suficiente para
reconstruir el conjunto aleatorio no consonante correspondiente. m; se puede
interpretar como la probabilidad de que F, sea un representante clasico de F.

Al igual que se ha descrito { (4;, m; ), i=1,n } como un conjunto aleatorio, se puede
definir también como un cuerpo de evidencia donde 4; son los elementos focales y m;
es la asignacion bdasica de probabilidad. De esta forma se enlaza la teoria de la
posibilidad con la teoria de la evidencia ([Klir, Folger, 1988]).

C.2.3. Funcion de verosimilitud

Hisdal ([Hisdal, 1988]) analiza el concepto de grado de pertenencia desde el punto
de vista de la verosimilitud. La autora crea una teoria descriptiva (o interpretativa
como ella la denomina) de conjuntos borrosos. El modelo de Hisdal TEE
(“Threshold, Error, assumption of Equivalence”) para las funciones de pertenencia
considera varias fuentes de informacion borrosa: errores de medida (de naturaleza
esencialmente estadistica), informacion incompleta, y contradicciones entre
personas.

La autora afirma que para un solo individuo con informacién perfecta (como por
ejemplo, la altura de Juan) no hay fuentes de informacion borrosa. En ese caso se
dird que Juan es “alto” si su altura supera un umbral bien definido.

Hisdal considera tres formas de construir la funcion de pertenencia:
* El experimento de etiqueta: Juan es alto, donde alto € A={muy alto, alto, bajo}

* El experimento si-no: ;Es alto Juan?

* El experimento de grado de pertenencia: ;En qué grado pertenece Juan al
conjunto de gente alta?

Cuando se le pregunta alguien en qué grado es alto Juan, el entrevistado, que tiene

una medida imprecisa de la altura de Juan (por ejemplo 18045 cm), construye una

curva de error para cuantificar el posible error entorno a 180 cm. Luego afirma que
en el 75% de los casos la altura de Juan cae en el intervalo de cuantizacion del
entrevistado para el concepto “alto”. Por tanto
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Haito(180cm) = P(alto| x=180cm) = 0.75

donde P(alto| x=180cm) es la verosimilitud de que se asigne la etiqueta “alto” a Juan,
dado que su altura es 180cm.

Se puede expresar también de la siguiente forma. Dada una poblacion de individuos
y un concepto borroso F, se le pregunta a cada individuo si un elemento dado puede
ser denominado F o no. Se obtiene entonces la funcién de verosimilitud P(‘F’[u) que
representa la proporcion de individuos que respondieron “si” a la pregunta. ‘F’ es la
etiqueta correspondiente. Se puede decir que:

(C.10) pp(u) = P(F* [u),Yu € U

donde u es un valor exacto del atributo (por ejemplo u=180cm). El grado de
pertenencia es entonces la modificacion de sus respuestas numéricas o clasicas a los
experimentos de etiqueta o si-no modificados por su estimacion de la curva de error.
Esta interpretacion es aplicable a la primera fuente de informacion borrosa: los
errores de medida. [Bilgic, Turksen, 1997]

Aunque P(‘F’ | u) expresa una probabilidad, no es una distribucion de probabilidad
en u, sino en el conjunto A de etiquetas. P(‘F’ | u) esta condicionado al valor de u,

con lo que en estadistica se le denomina distribucion de verosimilitud en u. A
diferencia de la probabilidad, la verosimilitud no tiene por qué sumar 1.

La clave fundamental en (C.10) es el hecho de ver la verosimilitud como una medida
de incertidumbre condicional, en este caso una probabilidad. Se podrian utilizar
también otras medidas de incertidumbre, como por ejemplo la medida de posibilidad
([Dubois, Prade, 1993b]), con lo que:

pe(u) = II(C°F* [w), Vue U

donde se iguala la funcion de pertenencia de F vista como funcién de verosimilitud,
con la posibilidad de que un elemento u se clasifique en F. Esto se justifica con la
version posibilista del teorema de Bayes:

min (x(u’F*), TI(‘F)) = min (TI(F’[u), w(u))

supuesto que no hay informacion disponible a priori, esto es, Vu, w(u)=1, con lo que

w(u’F’) = I[I(‘F’|u) ([Hisdal, 1988], [Dubois, Prade, 1993b]).
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C.2.4. Interpretacion probabilista de las operaciones con conjuntos
borrosos

La relaciéon entre funcion de pertenencia y funciéon de verosimilitud lleva a
interpretar las conectivas de conjuntos borrosos dentro de la teoria de la
probabilidad. Por ejemplo, la regla del minimo de conjuntos borrosos se puede ver
como:

(C.11) P(F’’G’ | u) = min( P(‘F’|u), P(‘G’[u) )

Donde ‘F’ y ‘G’ son eventos clasicos que consisten en asignar etiquetas F o G a u.
Hay que tener en cuenta que los eventos clasicos ‘F’ y ‘G’ (por ejemplo, las
preguntas realizadas en el experimento) estan relacionados con los conjuntos
borrosos F y G so6lo a través del experimento aleatorio utilizado para construir las
funciones de pertenencia. Por tanto hay dependencia entre los eventos cléasicos, no
entre los conjuntos borrosos.

Ademas, teniendo en cuenta el papel de las distribuciones de posibilidad como cotas
superiores de probabilidad, la igualdad en (C.11) se transforma en desigualdad,
donde el término de la derecha es la cota superior del término de la izquierda.

P(‘F’N’G’ | u) < min( P(‘F’[u), P(‘G’[u))

De esta forma, la regla del minimo expresa falta de conocimiento acerca de la
dependencia, mas que suponer una dependencia fuerte. Este es el significado de la
premisa de no interactividad en teoria de la posibilidad. En cualquier caso, la
interpretacion de funciones de pertenencia como verosimilitudes no puede explicar
todas las conectivas de conjuntos borrosos. Solo algunas conectivas que se
encuentran por debajo del minimo y por encima del maximo (como son las t-normas
y las t-conormas) son compatibles con la interpretacion como verosimilitud, debido a

la monotonicidad de la inclusion P(ANBx)<min( P(Ajx), P(Blx) ) vy
P(AUB|x)>max( P(A|x), P(B|x) ). Por tanto, las conectivas borrosas tipo media y

sumas simétricas no se pueden expresar de esta forma.

La interpretacion de funciones de pertenencia como conjuntos aleatorios consonantes
proporcionan significado a las principales definiciones de uniones e intersecciones
borrosas ([Dubois, Prade, 1986b], [Dubois, Prade, 1989a]). Las uniones e
intersecciones borrosas se corresponden a uniones e intersecciones de conjuntos
aleatorios, pero ademas otras conectivas como medias tienen sentido también en el
campo de los conjuntos aleatorios ([Dubois, Prade, 1985]). Por tanto los conjuntos
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aleatorios son mads flexibles en la interpretacion de conectivas borrosas que las
funciones de verosimilitud.

Por ultimo, las conectivas de conjuntos borrosos se pueden interpretar también
dentro del campo de las cotas superiores e inferiores de probabilidad. De nuevo, la
regla del minimo no deberia entenderse como una premisa de fuerte dependencia
sino como regla de no interactividad cuando no se sabe nada acerca de la
dependencia ([Dubois, Prade, 1993b]).

C.3. Interpretaciones no probabilistas de las distribuciones
de posibilidad

En este apartado se presentan dos interpretaciones no probabilistas de los conjuntos
borrosos y distribuciones de posibilidad: la posibilidad como preferencia y como
similitud.

C.3.1. Posibilidad como preferencia

No siempre tiene sentido relacionar incertidumbre con frecuencia. Algunos eventos
pueden ser raros, no repetibles, o simplemente puede no haber datos estadisticos
disponibles. Sin embargo esto no evita que un individuo considere unos eventos mas
posibles, probables o ciertos que otros. La forma mas primitiva de comparar eventos
es definir un preorden completo en 2V que exprese comparacion de posibilidades,
probabilidades o credibilidades.

En posibilidad, el preorden completo >, tal que A >, B significa que A es al menos

tan posible como B, debe cumplir:
VC, A>; B = AUC >, BUC.
Y la relacion dual de certidumbre >¢ cumple que A >¢ B & B >n A

Una relacion de comparacion de posibilidades en 2" describiendo la posicion de una
variable x induce un preorden completo en U que se puede ver como una relacion de
preferencia en los valores posibles de x ([Dubois, Prade, 1993b]).
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C.3.2. Posibilidad como similitud

Existe una corriente dentro de la teoria de conjuntos borrosos segun la cual el grado
de pertenencia pr(u) refleja la similitud entre u y un prototipo ideal ur de F (para el
cual pr(up)=1). Esta interpretacion de pertenencia parcial estd relacionada con la
relacion de distancia y no con la probabilidad. Si a una variable x se le asigna una
distribucion de posibilidad m=pr , x=u es mas posible cuanto mas se parezca u a ur ,
o cuanto mas cerca esté de ur ([Dubois, Prade, 1993b], [Bilgic, Turksen, 1997]).

Dentro de esta interpretacion, Zimmermann propone un modelo de funcion de
pertenencia definido en la linea real, que es una funcion de la distancia entre un
objeto y un objeto ideal.

Pero cuando se habla de distancia se supone que existe un espacio métrico, con lo
que es necesario las propiedades del mismo y su correspondencia con las leyes psico-
fisicas. Zwick, Carlstein y Budescu analizan diferentes medidas de similitud entre
conceptos borrosos. Estudian, tanto medidas de similitud definidas en espacios
métricos como medidas definidas desde el punto de vista de teoria de conjuntos y las
comparan llegando a la conclusion de que aunque todas funcionan bien para expresar
los conceptos de similitud y no similitud, las de espacios métricos distinguen mejor
entre grados de similitud ([Bilgic, Turksen, 1997]). Esto es lo esperado ya que si lo
que se busca es el grado en que dos conceptos son similares hacen falta medidas
métricas, que contienen mas informacion.

Ruspini también analiza la semantica de la similitud en teoria de conjuntos borrosos,
construyendo el concepto de similitud R dentro de una légica modal. Dadas dos
proposiciones clasicas o y (3 el grado en que o implica 3 es la minima cantidad de
“estiramiento” que hace falta para incluir el conjunto de mundos en los que « es
cierto en el entorno de los mundos en los que (3 es cierto, donde la verdad o falsedad
de las proposiciones a, (3... se refiere a U como un conjunto de mundos posibles. De
manera mas formal, sea U el conjunto de mundos posibles, si u F « significa que «
es cierto en u € U, entonces

I3l =infy ., supuy s pr (W)

Donde R es una relacion borrosa de proximidad, que expresa indiscernibilidad en U.

C.4. Transformaciones Posibilidad-Probabilidad

La transformacion de medidas de posibilidad en medidas de probabilidad o al
contrario puede ser de utilidad en problemas donde se manejan datos imprecisos e
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inciertos heterogéneos, tales como datos subjetivos, lingliisticos y estadisticos
([Dubois et al., 1993]).

La pregunta basica es si la relacion entre las representaciones posibilista y
probabilista de la incertidumbre es una simple traduccion entre lenguas, de las cuales
ninguna es mas fuerte o débil que la otra. En este supuesto se basan las
transformaciones que respetan el principio de invarianza de la informaciéon y la
incertidumbre: la incertidumbre en la distribucion de probabilidad ha de ser igual a la
incertidumbre en la distribucion de posibilidad ([Geer, Klir, 1992]).

El otro punto de vista a la hora de realizar transformaciones entre probabilidad y
posibilidad es considerar que ambas no tienen el mismo poder descriptivo. Aparte
del hecho de que hay estados de informacion que la probabilidad puede describir
pero la posibilidad no (como la aleatoriedad total) y al contrario (una distribucion de
probabilidad no puede expresar ignorancia), se puede decir que la representacion
posibilista es més débil, puede representar estados de informacion mas débiles,
porque maneja de forma explicita la imprecision (esto es, conocimiento incompleto)
y porque las medidas de posibilidad se basan en una estructura de ordenaciéon mas
que en una estructura aditiva. Puede resultar util transformar una medida de
probabilidad en una medida de posibilidad cuando hay otras fuentes de informacion
mas débiles o cuando el calculo con posibilidades es mas sencillo que el calculo con
probabilidades. Puede resultar util transformar una medida de posibilidad en una
medida de probabilidad en el campo de la toma de decisiones. Sin embargo, no hay
que olvidar que las representaciones probabilistas y posibilistas no son dos
representaciones equivalentes de incertidumbre, por lo que no tiene por qué haber
simetria entre dos procedimientos de transformaciéon mutua.

Dubois, Prade et al. ([Dubois et al., 1993]) sugieren que las transformaciones
deberian estar guiadas por dos principios de informacion diferentes: el principio de
razon insuficiente o “insufficient reason” de posibilidad a probabilidad y el principio
de maxima especificidad de probabilidad a posibilidad. El primer principio busca una
medida de probabilidad que preserve la incertidumbre en la eleccion de las salidas.
El segundo principio busca la distribucion de posibilidad més informativa, bajo las
restricciones dictadas por el principio de consistencia entre posibilidad y
probabilidad.

C.4.1. Transformaciones basadas en los principios de maxima
especificidad y razon insuficiente

Principios basicos de las transformaciones

En primer lugar hay que tener en cuenta las diferencias estructurales entre las
medidas de posibilidad y las de probabilidad. La caracteristica principal de las
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representaciones probabilistas de incertidumbre es la aditividad. Las medidas de
probabilidad aprovechan la estructura algebraica del intervalo unidad. Sin embargo,
las distribuciones de probabilidad uniformes de conjuntos finitos capturan
unicamente la idea de falta de decision en el nimero de dichas salidas; y la
probabilidad de una salida depende del nimero de salidas.

Por el contrario, las medidas de posibilidad sélo utilizan el hecho de que el intervalo
unidad es una ordenacion total. Esto lleva a un modelo cuasi-cualitativo de
incertidumbre que es menos expresivo que la probabilidad, pero también requiere
menos informacion. Es capaz de capturar perfectamente la ignorancia, haciendo que
la posibilidad de cualquier evento sea 1, excepto para los valores que siempre son
imposibles; ninguna medida de probabilidad es capaz de capturar la ignorancia. Por
tanto la teoria de la probabilidad ofrece un buen modelo cuantitativo para expresar
aleatoriedad e indecision, mientras que la teoria de la posibilidad ofrece un buen
modelo cualitativo de ignorancia parcial. Posibilidad y probabilidad no modelan las
mismas facetas de la incertidumbre.

Como ya se ha dicho anteriormente, una medida de posibilidad se puede ver como
una funcion de probabilidad superior (“upper probability”) ([Dubois, Prade, 1993b])
y este hecho puede permitir transformar una distribucion de posibilidad en una
distribucion de probabilidad y al contrario. Se deduce que se pierde informacién en
el paso de una representacion probabilista a una representacion posibilista, debido a
que se pasa de probabilidades de puntos a probabilidades de intervalos. La
transformacion inversa aflade informacion al conocimiento incompleto posibilista;
esta informacion adicional es arbitraria.

Formalmente, una medida de posibilidad IT en un conjunto X es equivalente a la
familia P(IT) de medidas de probabilidad tales que P(II)={P, V ACX, P(A)< II(A)}.
Parece natural tomar de este conjunto P(II) el resultado de transformar la medida de
posibilidad en una de probabilidad. Este es el principio de consistencia entre
probabilidad y posibilidad. El problema consiste en encontrar la medida de
probabilidad menos informativa posible, ya que en cualquier caso hay que anadir
informacion. Una medida de posibilidad II en un conjunto finito se caracteriza por
una distribucion de posibilidad m: X—[0,1] tal que V ACX, II(A)=max {m(x), XEA}.
La caracteristica principal de una distribucion de posibilidad es la ordenacion por
preferencia que induce en X. Esto es, m describe lo que se conoce del valor de una
variable V, y w(x) > m(x’) significa que V=x se prefiere a V=x’. Por tanto, la
distribucion de probabilidad p obtenida a partir de w deberia satisfacer la restriccion:
©(x)> 7(X’) < p(x)>p(X’) (preservar la preferencia).

La otra transformacion (probabilidad a posibilidad) busca las cotas [N(A), TI(A)] de
P(A) para todo ACX, donde N(A)=1-II( A ) es un grado de necesidad de A,y A es

el complemento de A. Cuando N(A) sirve de cota inferior y II(A) de cota superior de
P(A), w se dice que domina a p. Como N(A)>0 = II(A)=1, las cotas son de la forma
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[a,1] o [0,3]. Para conservar tanta informacién como sea posible, hay que conseguir
intervalos lo més ajustado posibles. Esto quiere decir que un conjunto borroso con
funcion de pertenencia w deberia ser minimo en el sentido de inclusion, de forma que
T es maximamente especifico. Un refinamiento de este requisito consiste en pedir
que el conjunto borroso tenga cardinalidad minima, esto es, que > x.x T(x) (en el
caso finito) sea minimo. Por supuesto, se debe respetar también la restriccion de
preservar la preferencia.

Estos son los principios bésicos presentados por Dubois y Prade para las
transformaciones entre posibilidad y probabilidad , aunque no son los nicos. Geer y
Klir ([Geer, Klir, 1992]) sugieren transformaciones basadas en teoria de medidas,
donde los principios basicos son el escalado y la invarianza en la incertidumbre.

Las siguientes transformaciones se basan en los principios presentados por Dubois y
Prade.

De posibilidad a probabilidad.

Dada una distribucién de posibilidad « , encontrar una distribucién de probabilidad p

tal que
VA, P(A)<II(A) (consistencia entre probabilidad y posibilidad)

T(x)> 7(X’) & p(x)>p(x’) (preservar la preferencia)

p contiene tanta incertidumbre como sea posible

Una forma natural de expresar el ultimo requisito es utilizar el principio de
“insufficient reason” o razon insuficiente. Este principio afirma que si lo unico que
sabemos de x es que x estd en un conjunto A, entonces hay que asumir que la
maxima incertidumbre acerca de x se puede describir mediante una distribucion de

probabilidad uniforme en A. Dada una distribucion de posibilidad T, se aplica este
principio dos veces:

* En el intervalo unidad: se selecciona un valor de o de forma aleatoria
(distribucion uniforme) en (0,1] y se considera A ={x| m(x)>a}

* En el a-corte seleccionado A, : se obtiene un valor de x de forma aleatoria
(distribucion uniforme) en el intervalo A, .

Este procedimiento de obtencion de la distribucién de probabilidad a partir de la de
posibilidad se ilustra en la Figura C.1
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PA

Figura C.1: Transformacion de posibilidad a probabilidad basada en maxima especificidad y razon
insuficiente.

Este procedimiento fue sugerido por Yager ([Yager, 1982]) y analizado en mas
profundidad por Chanas et al ([Chanas, Nowakowski, 1988], [Chanas, Heilpern,

1989]). Si se define m mediante un conjunto finito de «-cortes A; , ..., A,

correspondientes a w;=1>m>.. >, >7,1=0, la densidad de probabilidad viene dada
por
n 7T — ’
(C.12) p(x) :ZZITIIII (%), O
i=1 i

Esta transformacion es la misma presentada en el campo de funciones de credibilidad
([Dubois, Prade, 1989a)).

En el caso continuo, sea X=[a,b]CR. Supongamos que = es la funcidon de pertenencia

de un numero borroso semicontinuo hacia arriba, unimodal y con soporte acotado;
entonces la transformacién se puede expresar como:

71(x)

08 [ablpm [ 9o

donde |A_| es el ancho del a-corte y p es la densidad de probabilidad.

De probabilidad a posibilidad

Se trata de encontrar una distribucion de posibilidad que domine a p, que satisfaga la
restriccion de preservar la precedencia y la de maxima especificidad. En el caso
finito no hay una solucion tUnica, puede haber tantas como el nimero de

permutaciones de elementos de X. Este problema ha sido resuelto minimizando > x x
m(x). Si X={x;, X2, .., Xn}, pi = P({X;}), con las x; ordenadas segun sus

probabilidades p1> p,>...> pn y ;= [I({x;}) y, entonces la solucion 6ptima es
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(C.13) OF Ln 7= ). p,

J=i

A continuacion se da la solucion en el caso continuo para funciones de densidad de
probabilidad unimodales continuas p, con soporte acotado [a,b], tal que p es
creciente en [a,Xo] y decreciente en [Xo,b], siendo X, el valor modal de p.

Se define una funcion f: [a,xg] — [X0,b] mediante f(x)=max{y | p(y)>p(x)}.

Entonces, la distribucion de posibilidad mas especifica ® que domina a p viene
definida por:

00

)= SN =[_ p()dy + [ p(y)dy

S (x)

En la Figura C.2 se representa dicho célculo de w(x) a partir de p(x) como suma de
las dos areas sombreadas. Esta transformacion establece un conjunto de intervalos de
confianza anidados donde los grados de posibilidad w(x) representan la probabilidad

de perder el w(x)-corte.

x )

Figura C.2: Representacion del calculo de 7(x) a partir de p(x)

C.4.2. Otras transformaciones

Las transformaciones citadas antes no son una la inversa de la otra. De hecho, no
estdn basadas en los mismos principios. La transformacion inversa de (C.12) se
puede expresar de la siguiente forma:

(C.14) 7x) = Y min(p(), pCx))

Esta transformacion (C.14) no cumple el criterio de maxima especificidad. La
solucion continua es:
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m(x) = [ min(p(x). p(0)) dt

Este célculo de w(x) a partir de p(x) aparece representado en la Figura C.3 como el

area sombreada.

J

X
Figura C.3: Representacion del calculo de 7(x) a partir de p(x)

Veamos ahora la transformacion inversa de (C.13). Suponiendo que
T2 .. 2> T > T 1=0:

(C.lS)pl’:T(,'- Ti+1 i=1,n

El problema de la transformacion (C.15) es que no respeta el orden de preferencia,
esto es, T; > T+ no implica p; > pis .

En el caso continuo se puede expresar como:

1
p(x)=
%T'(x) - % m(y)

donde [x,y] es el w(x)-corte de wy =’ es la derivada de .

Veamos otras transformaciones presentadas en [Lasserre et al., 1997].

La transformacion normalizada o escalada ([Dubois, Prade, 1980]):
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(C.16)T;,=pi/ p:
que cn el caso COIltiHUO S€ expresa como
T(X) = p(X) / pm , €ON Py = supx p(X)

Esta transformacion puede contradecir el principio de consistencia entre probabilidad
y posibilidad.

La transformacion que preserva la informacion:

Geer y Klir ([Geer, Klir, 1992]) proponen los siguientes principios basicos:
* el escalado: w; es una funcioén de = p;/ p; donde p;> p2>...> py

* la invarianza en la incertidumbre: La incertidumbre de p, medida como la
entropia de Shannon H(p) debe ser igual a la incertidumbre de w, E(~), donde «

es la transformada de p. E(m) esta formado por dos sumandos: la no especificidad

N(7) y la discordancia D(~) ([Klir, Folger, 1988]).
Por tanto, la transformacion es de la forma
;= (pi/ p1)", donde « viene determinada por H(p) = N(=) + D(r)

Esta transformacion puede contradecir el principio de consistencia entre probabilidad
y posibilidad.

La transformacion de Civanlar y Trussell ([Lasserre et al., 1997], [Dubois et al.,
1993]):

Esta transformacion de probabilidad a posibilidad, busca la distribucién © que se

. e 2
encuentra por encima de un umbral dado y que minimiza ) (7;)".

El primer requisito se expresa como

n
Z 7T Lp, 2 ¢, que es la condicion de consistencia propuesta por Zadeh.
i=1
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Esta transformacion no satisface siempre el principio de consistencia de probabilidad
y posibilidad.

La transformacion triangular truncada ([Lasserre et al., 1997]):

Los autores proponen una transformacion de probabilidad a posibilidad apropiada
para la representacion de errores de medida en sensores. La distribucion de
posibilidad tiene forma triangular truncada y se selecciona teniendo en cuenta el
principio de maxima especificidad. Para mas informacion ver [Lasserre et al., 1997].
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