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Resumen

La gestion de disrupciones en la operacion aérea constituye un problema de elevada com-
plejidad combinatoria, especialmente cuando una averia o indisponibilidad de aeronave
obliga a reprogramar vuelos en ventanas temporales reducidas. Este trabajo estudia la
aplicacion de técnicas de computacion cuantica variacional al problema de recuperacion
de aeronaves, mediante el diseno y validacion de un modelo QUBO-QAOA aplicado a una

version simplificada del problema.

En primer lugar, se analiza el contexto operativo de las operaciones irregulares en aero-
lineas y se revisan los principales enfoques clésicos empleados en la recuperacion de re-
cursos, incluyendo métodos exactos, heuristicos y formulaciones basadas en redes espacio-
temporales. A partir de este marco, se formula un modelo de recuperacion de flota basado
en variables binarias de asignacion, retraso y cancelacion, incorporando restricciones de
unicidad y continuidad temporal. El modelo se expresa inicialmente como un problema
de optimizacién combinatoria con restricciones y posteriormente se transforma en una

formulacion QUBO, apta para su mapeo a un Hamiltoniano de Ising.

El caso de uso tedrico planteado alcanza 444 variables binarias, una escala no abordable
mediante simulacién clasica de estado completo con los recursos disponibles. Por ello, la
validacion experimental se realiza sobre una instancia reducida de 15 variables, disenada
para conservar los elementos esenciales de la formulaciéon y permitir una comparacion
rigurosa frente a una referencia clésica exacta. La implementacion se desarrolla en Qiskit,
utilizando QAOA, primitivas de estimacion y muestreo, un optimizador clasico COBYLA

y un proceso posterior de filtrado de soluciones factibles.

Los resultados muestran que el flujo QUBO-QAOA, combinado con muestreo y posproce-
sado clasico, recupera el 6ptimo global del caso reducido, validado mediante enumeracion
exhaustiva. El trabajo no pretende demostrar ventaja cuantica practica, sino verificar la
viabilidad metodolégica de formular, mapear e implementar una abstraccion temporal del
problema de recuperacion de aeronaves en un marco hibrido cuéntico-cléasico. Finalmente,
se discuten las limitaciones asociadas a la escala del problema, la simulacion clasica, el
hardware NISQ y la dependencia del posprocesado clésico, asi como posibles lineas futuras

de extension hacia modelos mas completos.

Palabras clave: recuperacion de aeronaves, QUBO, QAOA, computacion cuantica, op-

timizacion combinatoria, Qiskit.



Abstract

The management of disruptions in airline operations is a highly complex combinatorial
problem, particularly when an aircraft failure or unavailability requires flights to be res-
cheduled within short recovery windows. This thesis studies the application of variational
quantum computing techniques to the aircraft recovery problem through the design and
validation of a QUBO-QAOA model applied to a simplified version of the problem.

First, the operational context of irregular airline operations is analysed, together with the
main classical approaches used for resource recovery, including exact methods, heuristics
and time-space network formulations. Based on this framework, an aircraft recovery model
is formulated using binary variables for assignment, delay and cancellation decisions,
incorporating uniqueness and temporal continuity constraints. The model is first expressed
as a constrained combinatorial optimisation problem and is then transformed into a QUBO

formulation suitable for mapping onto an Ising Hamiltonian.

The theoretical use case developed in the thesis reaches 444 binary variables, a scale
that cannot be addressed through full state-vector classical simulation with the availa-
ble computational resources. For this reason, the experimental validation is performed
on a reduced 15-variable instance, designed to preserve the essential elements of the for-
mulation while enabling a rigorous comparison against an exact classical reference. The
implementation is carried out in Qiskit, using QAOA, estimation and sampling primiti-
ves, the COBYLA classical optimiser and a classical post-processing stage to filter feasible

solutions.

The results show that the QUBO-QAOA workflow, combined with sampling and classical
post-processing, recovers the global optimum of the reduced case, as validated through
exhaustive enumeration. The purpose of this work is not to demonstrate practical quan-
tum advantage, but rather to verify the methodological feasibility of formulating, mapping
and implementing a temporal abstraction of the aircraft recovery problem within a hy-
brid quantum-classical framework. Finally, the thesis discusses the limitations related to
problem scale, classical simulation, NISQ) hardware and dependence on classical post-

processing, as well as future research directions towards more complete recovery models.

Keywords: aircraft recovery, QUBO, QAOA, quantum computing, combinatorial opti-

misation, Qiskit.

II



Indice general

1. Marco operativo de la industria aérea y gestion de disrup-
ciones
1.1. Contexto de la planificaciéon y operacion de aerolineas
1.2. Naturaleza y clasificacion de disrupciones (IROPS) . . . . . .
1.2.1. Clasificacion por el origen del factor disruptivo
1.2.2. Escenarios operativos y taxonomia de Wang . . . . . .
1.2.3. Efecto knock-on y propagacion sistémica . . . . . . . .
1.3. Ciclo de gestion de disrupciones . . . . . . . ... ... L.
1.4. Priorizacion y jerarquia en la recuperacion de aeronaves
1.4.1. Recuperacion de aeronaves como pilar fundamental de
la gestion de disrupciones . . . . . ... ...
1.4.2. Interconexion y complejidad de las etapas de recupe-
TACION . . . . . o
1.5. Evolucion hacia una gestion con recuperacion integrada
1.5.1. La limitacion del enfoque secuencial por etapas . . . .
1.5.2. El potencial de la computaciéon cuantica en la integra-

cion total . . . . ...

2. Modelos clasicos de optimizaciéon en la recuperaciéon de re-

cursos

2.1. El problema de recuperacion como problema de optimizacion
combinatoria . . . . . . . . ...
2.1.1. La representacion de red espacio-temporal . . . . . . .
2.1.2. Modelos basados en arcos y modelos basados en rutas
2.1.3. Opciones de recuperacion . . . . . . . . . ... . ...

2.2. Métodos exactos . . . . . . ...

2.3. Métodos heuristicos y metaheuristicos . . . . . . ... .. ..

I11

© I O O R

13



2.4. Limites del enfoque clasico y motivacion del salto cuantico . .

. Fundamentos de computacién cuantica

3.1. Fundamentos fisicos: el qubit y sus propiedades . . . . . . . .
3.1.1. El qubit y la superposicion . . . . . . . . ... .. ..
3.1.2. El entrelazamiento . . . . . . . . ... ... ... ...
3.1.3. La medida y su naturaleza probabilistica. . . . . . . .
3.1.4. Puertas y circuitos cuanticos . . . . . . . .. ... ..

3.2. Computacion cuantica para la optimizacion: del potencial a la
era NISQ . . . . . . . .

3.3. Formulacion de problemas de optimizacién para el computo
cuantico . . . . ...
3.3.1. Problemas NP y optimizacién combinatoria . . . . . .
3.3.2. Elmodelo QUBO . . .. ... ... ... .......
3.3.3. El modelo de Ising y los Hamiltonianos . . . . . . ..
3.3.4. El pardmetro de penalizacion . . . . . . . . . .. . ..

3.4. El algoritmo QAOA . . . . . . . . .. ...
3.4.1. De la evoluciéon adiabatica a QAOA . . . . . . .. ..
3.4.2. Estructura del circuito QAOA . . . . . ... ... ..
3.4.3. El bucle de optimizacion hibrido . . . . . . . . .. ..

. Modelado y formulacién del problema de recuperaciéon de

aeronaves

4.1. Formulacion matemética . . . . . . . . . . ... ... L.
4.2. Definicion del caso de uso tedrico . . . . . . ... ... L.
4.3. Justificacion de la computacion cuantica y el modelo de Ising
4.4. Pardmetros de penalizacion . . . . . . . .. ...

4.5. Reduccion del caso de uso para la validacion experimental . .

. Implementaciéon Tecnolégica y Desarrollo en Qiskit

5.1. Arquitectura del desarrollo y stack tecnoloégico . . . . . . ..

5.2. Del modelo matematico al QuadraticProgram . . . . . . . ..
5.2.1. Parametrizacion del escenario operativo . . . . . . . .

5.2.2. Generacion dinamica de las variables binarias . . . . .

IV

44

50
53
54
57

62



5.2.3. Codificacion de la funciéon objetivo . . . . . . . .. ..
5.2.4. Formulaciéon de las restricciones . . . . . . . .. . ..
5.2.5. Estado del modelo antes de la conversion . . . . . . .
5.3. Construccion incremental del modelo. . . . . . . ... .. ..
5.3.1. Modelo de un tnicovuelo . . . . . . . ... ... ...
5.3.2. Modelo de dos vuelos con conflicto de recurso . . . . .
5.3.3. Generalizacion a flota y horario completos . . . . . . .
5.4. Conversion a QUBO y mapeo al Hamiltoniano de Ising . . . .
5.4.1. De problema con restricciones a formulacion QUBO
5.4.2. Mapeo al Hamiltoniano de Ising . . . . . ... .. ..
5.4.3. Calibracion del coeficiente de penalizacion . . . . . . .
5.5. Algoritmo QAOA: construccion del circuito . . . . . . . . ..
5.5.1. Materializacion del circuito mediante QAOAAnsatz . . .
5.5.2. Eleccion de la profundidad del ansatz . . . . . . . ..
5.5.3. Transpilacion al backend de ejecucion . . . . . . . ..
5.6. Bucle hibrido de optimizacion . . . . . . . . ... ... ...
5.6.1. Evaluacion del valor esperado mediante Estimator . .
5.6.2. Eleccion del optimizador clasico. COBYLA . . . . ..
5.6.3. Inicializacion de los parametros variacionales . . . . .
5.6.4. Ejecucion del bucle y registro de la trayectoria
5.7. Extraccion y validacion de la solucion . . . . . . .. . .. ..
5.7.1. Muestreo del estado cuéntico 6ptimo . . . . . . . . ..
5.7.2. Decodificacion del bitstring . . . . . ... ... .. ..
5.7.3. Seleccion de la solucion factible de menor coste . . . .
5.7.4. Interpretacion de la soluciéon final . . . . . . . . . . ..
5.8. Validacion clasica del modelo . . . . . . . . ... ...
5.8.1. Justificacion del enfoque de fuerza bruta . . . . . . . .
5.8.2. Diseno del solver y pre-construccion de estructuras . .
5.8.3. Enumeracion y seleccion del 6ptimo . . . . . . . . ..

5.8.4. Rol del solver en la validacion de la prueba de concepto

. Anilisis de resultados, validaciéon y discusién

6.1. Estrategia experimental y dimensionado del caso de uso

96

98
98



6.1.1. Inviabilidad de la simulacién a escala objetivo e inter-

media . . . . . ... 99

6.1.2. Escenario reducido: 15 variables binarias . . . . . . . . 99

6.2. Configuracion experimental del caso de 15 variables . . . . . . 102
6.2.1. Escenario operativo . . . . . . .. ... ... ... .. 102
6.2.2. Estructura del problema QUBO . . . . ... ... .. 103
6.2.3. Parametros completos del experimento . . . . . . . .. 103

6.3. Resultados del solver clasico de referencia . . . . . . . . . .. 106
6.3.1. Caracterizacion del espacio de soluciones factibles . . . 106
6.3.2. Optimo global del problema . . . . . .. . ... ... 107
6.3.3. Interpretacion operativa del 6ptimo . . . . . . . . .. 107

6.4. Resultados del algoritmo QAOA . . . . . .. ... ... ... 109
6.4.1. Convergencia del bucle hibrido . . . . . . ... .. .. 109
6.4.2. Interpretacion de la escala energética . . . . . . . . .. 111
6.4.3. Extraccion de la solucion mediante muestreo . . . . . 112

6.5. Comparacion cuantica frente a clasica y validacion de la prue-

ba de concepto . . . . . . ... 114
6.5.1. Equivalencia de las soluciones . . . . . . . ... .. .. 114
6.5.2. Implicaciones de la validacion . . . . . . . . . . . ... 115
6.5.3. Alcance y limites de la conclusion . . . . . . . . . .. 116

6.6. Limitaciones identificadas . . . . . . . . . . ... ... ... 118
6.6.1. Limitaciones del hardware cuantico actual . . . . . . . 119
6.6.2. Limitaciones de escalabilidad del circuito . . . . . . . 120
6.6.3. La barrera de la simulacion clasica . . . . . . . . . .. 121
6.6.4. Dependencia de la calidad del muestreo . . . . . . .. 122
6.6.5. Sintesis y proyeccion . . . . . ... 123

. Conclusiones y lineas de investigacion futura 124
7.1. Conclusiones . . . . . . . . . . ... 124
7.2. Lineas de investigacion futura . . . . . . . ... ... ... 127

VI



Capitulo 1. Marco operativo de la industria aé-

rea y gestion de disrupciones

1.1. Contexto de la planificacién y operaciéon

de aerolineas

La operacion que hay detras de los grandes aeropuertos del mundo es una
de las méas complejas que actualmente se lleva a cabo en el mundo moderno.
Abarca multiples dominios (el disefio del horario y la red de rutas, la asig-
nacion de flota, la programacion y rotacion de aeronaves, la planificacion de
tripulaciones y la gestion de ingresos), todos ellos sujetos a recursos limita-
dos y a una demanda variable. De ellas depende gran parte de la economia
mundial, y desde que empezaron a volar los primeros aviones han estado en
constante evolucion y cambio. La literatura que discute y avanza la investiga-
cion en este campo es por este motivo extensa y estd constantemente siendo
completada con nuevos avances. Para comprender la magnitud de la gestion
de disrupciones, es necesario analizar primero el proceso de planificacion que
las aerolineas ejecutan de forma ordinaria. Esta planificacion se caracteriza
por ser un proceso estructurado y secuencial que comienza meses antes del
dia de la operacion, donde cada etapa depende de los resultados de la anterior
para garantizar una red de transporte eficiente y rentable. Se dedica mucho
tiempo y recursos a esta tarea, lo que hace que cualquier disrupcion suponga

pérdidas econdémicas elevadas.

El objetivo de esta planificacion es la optimizacion de recursos limitados para
satisfacer una demanda de mercado que no es fija y esté sujeta a variaciones.
Este ciclo comienza con el diseno del horario, una fase estratégica donde se
definen las rutas y las frecuencias de vuelo basandose en analisis de rentabi-

lidad y la disponibilidad fisica en los aeropuertos. En esta etapa, la aerolinea
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debe equilibrar la conectividad de su red con las limitaciones operativas de
los nodos aeroportuarios, estableciendo la base sobre la que se construiran

todas las operaciones posteriores (Hinsenveld, 2024).

Una vez consolidado el horario, se inicia la asignacion de flota. En este paso,
se determina qué tipo de aeronave operara cada trayecto, buscando emparejar
de la forma mas eficiente posible la capacidad de los aviones con la demanda
prevista de pasajeros. Una asignacion 6ptima es fundamental para maximizar
los ingresos, ya que utilizar un avién demasiado pequeno supone una pérdida
de ventas potenciales, mientras que uno demasiado grande implica costes
operativos innecesarios y asientos vacios. Es por ello que muchas veces se
venden mas asientos de los disponibles en la aeronave. La baja de un pasajero
y por tanto un asiento vacio es algo que se trata de evitar a toda costa por

las pérdidas econémicas que esto conlleva.

Posteriormente, se lleva a cabo la programacion de vuelos y rotacion de aero-
naves, donde se asigna una aeronave especifica, identificada por su matricula,
a una secuencia de vuelos. Este proceso debe garantizar que cada aviéon cum-
pla con los ciclos de mantenimiento técnico obligatorios y que se encuentre
en el aeropuerto correcto para su siguiente vuelo programado. Una parte im-
portante de este trabajo sera definir un escenario de vuelos entre aeropuertos
que permita representar una disrupcion de flota de forma controlada. No obs-
tante, como se precisara en los capitulos de modelado e implementacion, la
validacion experimental se centraré en una abstraccion temporal simplificada
del problema. Por simplicidad se creard un escenario ficticio pero coherente
con tiempos de vuelo estandar entre los aeropuertos seleccionados. Final-
mente, se aborda la programacion de tripulaciones, que consiste en asignar
a los pilotos y al personal a los servicios correspondientes. Esta fase esta su-
jeta a normativas legales extremadamente estrictas sobre tiempos de vuelo
y descanso, lo que anade una capa adicional de complejidad al sistema. Es
importante senalar que, debido a la complejidad y la magnitud de las regu-
laciones laborales implicadas, la gestion de tripulaciones se considera fuera
del alcance del presente trabajo, el cual se centra exclusivamente en la opti-

mizacion de la flota de aeronaves.



Es crucial destacar que todo este proceso secuencial se disefia bajo unas con-
diciones ideales y recursos fijos, asumiendo que todos los componentes del
sistema funcionaran segin lo previsto (Hinsenveld, 2024). Esta rigidez estruc-
tural hace que la programacion sea altamente vulnerable ante las variaciones
inevitables de las operaciones reales, donde factores como el clima, averias
mecanicas o retrasos en la gestion de tierra pueden invalidar rapidamente la
planificacion original. Ante estas desviaciones, la aerolinea debe abandonar
el plan estatico y entrar en una fase dindmica de gestion de disrupciones para
intentar restablecer la operatividad de la red. Este trabajo trata principal-
mente de buscar una manera de optimizar este complejo proceso dinédmico

de gestion.



1.2. Naturaleza y clasificaciéon de disrupciones
(IROPS)

La operacion de una aerolinea se disena bajo un paradigma de condiciones
ideales y recursos fijos, donde cada fase de la planificacion (horarios, flota,
rotaciones y tripulacion) depende estrictamente de la anterior para garanti-
zar la rentabilidad (Hinsenveld, 2024). No obstante, en el dia de la operacion,
este equilibrio se ve frecuentemente alterado por las IROPS (Irregular Ope-
rations). Clausen et al. (2009) definen una disrupcion como un estado en el
cual la desviacion respecto al plan original es de magnitud suficiente como

para imponer un cambio sustancial en la programacion de los recursos.

La gestion de estas contingencias es critica para la industria, no solo por
la complejidad logistica, sino por su severo impacto financiero. Hinsenveld
(2024) estima que los costes derivados de las disrupciones suponen entre el 5
y el 10 por ciento de los ingresos anuales de las aerolineas, lo que representa
una pérdida global aproximada de 60.000 millones de délares anuales. Este
impacto economico se desglosa en costes directos de operacion (combustible,
horas extra), compensaciones a pasajeros y la pérdida de valor de reputacion

a largo plazo.

1.2.1. Clasificacion por el origen del factor disruptivo

La literatura académica divide las fuentes de IROPS segtin el nivel de control
que la aerolinea puede ejercer sobre ellas. Siguiendo a Clausen et al. (2009)

y Hinsenveld (2024), se distinguen dos grandes categorias:

» Factores Internos: Son fallos originados dentro de la estructura ope-
rativa de la propia compania. Los ejemplos mas comunes son las averias
mecanicas imprevistas que resultan en estados de Aircraft On Ground
(AOG), los retrasos en los procesos de mantenimiento programado por
falta de piezas o personal, y la indisponibilidad aguda de tripulacion

por enfermedad o huelgas internas.
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» Factores Externos: Son eventos ajenos a la gestion de la aerolinea
que invalidan la planificaciéon de forma reactiva. La meteorologia adver-
sa es el factor predominante, obligando a operar bajo reglas de vuelo
instrumental (IFR) y reduciendo la capacidad de las pistas. También
se incluyen las restricciones de flujo impuestas por el Control de Tra-
fico Aéreo (ATC), cierres de aeropuertos por motivos de seguridad o

huelgas de servicios de terceros.

1.2.2. Escenarios operativos y taxonomia de Wang

Para facilitar el modelado matemaético de la recuperacion, Wang et al. (2023)
proponen una clasificacion basada en tres escenarios operativos, la cual per-
mite al Centro de Control de Operaciones (OCC) aplicar estrategias diferen-

ciadas:

» Razones de aeronave: El recurso fisico designado no esté disponi-
ble o no puede operar el vuelo asignado. Es el escenario central de
este trabajo, ya que permite la optimizacién mediante el intercambio
de aeronaves o el uso de unidades de reserva para cubrir los vuelos
«huérfanos» (Hu et al., 2016).

= Razones de ruta y aeropuerto: El canal de comunicaciéon o el nodo
de la red estan inhabilitados. En estos casos, las opciones de recupera-
cion suelen limitarse a retrasos controlados o cancelaciones, ya que el

recurso (avion) esté disponible pero el entorno impide su operacion.

» Factores de gestion y pasajeros: Incluyen disrupciones causadas
por fallos en los sistemas de servicios aeroportuarios o incidentes re-
lacionados con los pasajeros (problemas médicos o de seguridad), que

afectan marginalmente al tiempo de escala o Turnaround Time (TAT).



1.2.3. Efecto knock-on y propagaciéon sistémica

La naturaleza méas compleja de las IROPS no reside en el evento inicial,
sino en su capacidad de propagacion a través de la red, fenémeno conocido
como efecto knock-on (Clausen et al., 2009). Debido a la interconectividad
de los recursos, un retraso en la primera parte de una rotacion se transfiere
automéaticamente a los vuelos subsiguientes si el margen de tiempo o buffer

programado es insuficiente para absorber la desviacion.

Maher (2015) senala que esta propagacion es la que convierte el problema de
recuperacion en un desafio NP-dificil. Una decision tomada de forma aislada
para recuperar una aeronave puede generar inviabilidades en las tripulacio-
nes, quienes deben cumplir estrictos tiempos de descanso legal. Por ello, la
gestion moderna de disrupciones esta evolucionando de enfoques secuenciales
y manuales hacia modelos de recuperacion integrada que consideran simul-
taneamente el horario, la flota y las tripulaciones para minimizar el coste
sistémico total (Hinsenveld, 2024; Maher, 2015).



1.3. Ciclo de gestiéon de disrupciones

Una vez que el plan estatico disenado en la fase de planificacion estratégica
se vuelve inviable debido a una operacion irregular, el control de la red pasa
de los departamentos de programacion al Centro de Control de Operaciones.
Este centro es el responsable de ejecutar el ciclo de gestion de disrupciones,
cuyo objetivo primordial es devolver el sistema a su estado planificado original

con el menor coste y el menor impacto posible en los pasajeros (Clausen et
al., 2009).

Este ciclo operativo no es un evento puntual, sino un proceso dinamico y

continuo que Maher (2015) y Wang et al. (2023) estructuran en tres fases:

La primera es la deteccion y evaluacion del impacto, que comienza cuando
se identifica una desviacion significativa respecto al plan (p. ej., una averia
técnica o una restriccion de trafico aéreo). En esta etapa, el OCC evalia no
solo el recurso afectado, sino también el efecto knock-on sobre el resto de la
rotacion y las conexiones de pasajeros. Como senala Wang et al. (2023), es
comun asignar una puntuacion de severidad para determinar si la disrupcion

supera el umbral de tolerancia que obliga a intervenir en el sistema.

Posteriormente, una vez detectada la necesidad de intervenir, los despachado-
res evaluan diferentes maniobras tacticas. Estas incluyen el retraso controlado
de vuelos, el intercambio de aeronaves (aircraft swaps), el uso de unidades
de reserva o, en ultima instancia, la cancelacion (Hinsenveld, 2024). En la
practica tradicional, este proceso se realiza de forma secuencial: primero se
recupera la flota, luego las tripulaciones y finalmente se reubica a los pasa-
jeros (Maher, 2015).

Finalmente, la solucion elegida se comunica a los agentes de tierra, tripu-
laciones y servicios aeroportuarios. Debido a que el entorno es altamente
estocastico, el OCC debe monitorizar continuamente la ejecucion de la solu-
cion para verificar si se ha logrado depurar la red o si la disrupcion persiste,

requiriendo una nueva iteracion del ciclo (Hu et al., 2016).



La eficiencia de este ciclo depende criticamente del tiempo de respuesta, ya
que las decisiones a menudo deben tomarse en cuestion de minutos para
evitar la pérdida de huecos en pista o el vencimiento de los limites legales de
actividad de las tripulaciones (Maher, 2015). Sin embargo, dada la escasez de
recursos disponibles durante una crisis, el optimizador se enfrenta a menudo a
un conflicto de intereses entre diferentes vuelos. Esta limitacion fisica impone
la necesidad de establecer criterios claros de importancia estratégica, teniendo
que hacer un anélisis de la priorizacion y jerarquia en la recuperacion de

aeronaves.



1.4. Priorizaciébn y jerarquia en la recupera-

c16n de aeronaves

Dada la escasez de recursos y la presion temporal que caracteriza a las ope-
raciones irregulares, el OCC no puede abordar la recuperacion de todos los
elementos afectados de forma simultanea. En la practica industrial y acadé-
mica, la gestion de disrupciones se estructura de forma jerarquica, donde la
resolucion de las inviabilidades de la flota constituye la base sobre la cual se

reconstruye el resto de la operacion (Clausen et al., 2009).

1.4.1. Recuperacion de aeronaves como pilar fundamen-

tal de la gestiéon de disrupciones

La decision de centrar este trabajo exclusivamente en la recuperacion de
la flota de aeronaves responde tanto a una necesidad técnica como a una
realidad operativa documentada. Segiin Eggenberg et al. (2007), el problema
de programacion integral de una aerolinea es computacionalmente intratable
si se intenta resolver como un todo. Por ello, es habitual descomponer el
proceso en etapas separadas: aeronaves, tripulacion y pasajeros, cada una

con sus propios plazos y requisitos de conocimiento especificos.

El presente estudio se enfoca en el denominado Aircraft Recovery Problem
(ARP) por ser el recurso con mayor rigidez fisica y logistica. Como sena-
lan Clausen et al. (2009), la mayoria de las grandes aerolineas resuelven las
disrupciones de manera secuencial: primero se estabiliza la programacion de
los aviones, posteriormente se abordan los problemas de las tripulaciones y,
finalmente, se gestiona el impacto en los pasajeros. Esta jerarquia es impera-
tiva, ya que sin una asignacion fisica de aeronaves validada (en términos de
ubicacion, capacidad y mantenimiento), no existe un marco operativo sobre

el cual asignar tripulaciones o reubicar pasajeros (Eggenberg et al., 2007).



1.4.2. Interconexiéon y complejidad de las etapas de re-

cuperacion

A pesar de la necesidad de aislar la flota para su modelado, es fundamental
reconocer que la recuperacion aérea se sustenta sobre tres pilares profunda-

mente interconectados:

» Aeronaves (Flota): Representan el recurso fisico y técnico. Su re-
cuperacion implica gestionar intercambios de matriculas (tail swaps) y
asegurar el cumplimiento de los ciclos de mantenimiento preventivo, los
cuales no pueden ser ignorados bajo ninguna circunstancia operativa
(Eggenberg et al., 2007).

» Tripulaciéon: Constituye el recurso més sensible a nivel legal. Un retra-
so en una aeronave puede provocar que la tripulacion exceda su limite
de horas de actividad, invalidando una soluciéon que técnicamente era
factible para el avion (Maher, 2015).

» Pasajeros: Son el cliente final y el objetivo de la rentabilidad. Su
recuperacion busca minimizar el retraso total y evitar la pérdida de

conexiones criticas.

La complejidad intrinseca de este proceso reside en que cualquier cambio
en una de estas partes genera un efecto inmediato en las otras dos (Maher,
2015). Resolver el problema de forma aislada para la flota, como se propone
en este trabajo mediante optimizacién cuantica, es el primer paso critico,
pero la literatura advierte que este enfoque secuencial puede derivar en solu-
ciones suboptimas para el sistema global (Hu et al., 2016; Maher, 2015). No
obstante, la magnitud combinatoria del ARP por si sola justifica explorar la
aplicacion de algoritmos de computacion cuantica a formulaciones simplifica-
das de recuperacion de flota, como paso previo hacia enfoques més amplios
que, en el futuro, puedan incorporar de forma progresiva tripulaciones y pa-

sajeros.
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1.5. Evolucién hacia una gestién con recupe-

raciéon integrada

Como se ha mencionado en la seccion anterior, actualmente se aborda la re-
cuperacion ante una disrupcion de manera escalonada y por etapas porque
los optimizadores actuales no son capaces de procesar la cantidad de variables
que involucra este proceso. Esta fragmentacion operativa, cominmente deno-
minada enfoque de silos, implica que cada departamento (flota, tripulaciones
y pasajeros) busca su propia solucion 6ptima de forma aislada, utilizando los
resultados de la etapa anterior como restricciones fijas e inamovibles para la
siguiente (Maher, 2015).

1.5.1. La limitacion del enfoque secuencial por etapas

La literatura reciente subraya que este paradigma secuencial es intrinseca-
mente ineficiente. Segin Clausen et al. (2009), la resolucion de las inviabi-
lidades de la flota de manera independiente suele reducir drasticamente el
espacio de soluciones para la gestion de tripulaciones. Por ejemplo, un inter-
cambio de aeronaves que minimiza el retraso técnico puede dar lugar a una
rotacion que infringe los tiempos legales de descanso de los pilotos, invalidan-
do la solucion global y forzando cancelaciones de tltima hora que podrian

haberse evitado.

Debido a esto, la tendencia moderna en la investigacion operativa se dirige
hacia el Problema de Recuperacion Integrada (IRP). El objetivo del IRP es
consolidar la recuperacion del horario, la flota, las tripulaciones y, en modelos
maés avanzados, el flujo de pasajeros en una tnica funcién objetivo sistémica
(Maher, 2015). Este enfoque busca alcanzar un 6ptimo global que minimice
simultdneamente los costes operativos y el impacto en la experiencia del
cliente, evitando las soluciones sub6ptimas derivadas de la falta de interaccion

entre recursos.
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1.5.2. El potencial de la computacién cuantica en la

integracién total

A pesar de los beneficios teéricos del modelo integrado, su implementacion
en tiempo real se enfrenta al desafio de la explosion combinatoria. A medida
que se anaden las restricciones de las partes de la aviacion, el nimero de
variables binarias crece de tal manera que sobrepasa la capacidad de los

algoritmos clasicos.

Es en este punto donde la computacion cuéntica aparece como una via de
investigacion relevante para la gestion futura de IROPS. Gracias a principios
como la superposicion y el entrelazamiento, ciertos algoritmos cuanticos per-
miten representar distribuciones sobre espacios de bisqueda de gran tamano
y manipularlas mediante circuitos parametrizados. En este contexto, el uso de
modelos QUBO (Quadratic Unconstrained Binary Optimization) y su mapeo
a Hamiltonianos de Ising permite representar interacciones entre variables bi-
narias en un paisaje energético comun, lo que convierte a estos enfoques en
candidatos naturales para explorar formulaciones de recuperaciéon progresi-
vamente méas integradas. Sobre esta representacion operan algoritmos como
QAOA (Quantum Approximate Optimization Algorithm), que constituye el

nicleo metodologico de este trabajo.

El objetivo a largo plazo de esta linea de investigacion es avanzar hacia formu-
laciones més integradas de la recuperacion. Si bien este trabajo se centra en
estudiar la viabilidad metodologica de QAOA aplicado a una version simpli-
ficada de recuperacion de flota, la estructura QUBO planteada proporciona
una base conceptual sobre la que podrian incorporarse, en trabajos poste-
riores, restricciones adicionales relativas a tripulaciones, pasajeros y recursos
aeroportuarios. La vision futura no es sustituir de forma inmediata los sis-
temas actuales, sino explorar si los enfoques cuanticos pueden contribuir, a
medida que madure el hardware, a modelos de recuperaciéon mas coordinados

y sistematicos.
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Capitulo 2. Modelos clasicos de optimizacion en

la recuperacion de recursos

El marco operativo expuesto en el Capitulo 1 ha situado la recuperacion de
flota como la primera fase de la gestion de disrupciones y ha senalado, en
la Seccion 1.5, las limitaciones del enfoque secuencial por silos frente a una
recuperacion integrada. Antes de justificar el recurso a la computacion cuan-
tica, resulta imprescindible caracterizar con precision los métodos clésicos
con que la investigacion operativa ha abordado el Aircraft Recovery Problem
(ARP) durante las tltimas décadas. Este capitulo persigue un doble objetivo:
por un lado, mostrar que el problema dispone de un lenguaje de modelado
consolidado y de un repertorio maduro de técnicas de resolucion; por otro,
identificar el punto exacto en el que los métodos encuentran su limite, pues
es precisamente esa frontera la que motiva la exploracion de alternativas que
se desarrolla en los capitulos siguientes. La exposicion se organiza de lo ge-
neral a lo particular: se parte de la naturaleza combinatoria del problema
y su representacion matematica (Seccion 2.1), se revisan a continuacion los
métodos exactos (Seccion 2.2) y los enfoques heuristicos y metaheuristicos
(Seccion 2.3), y se cierra con un andlisis de los limites del enfoque clésico

que sirve de puente hacia los fundamentos de la computacion cuantica (Sec-
cion 2.4).
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2.1. El problema de recuperaciéon como proble-

ma de optimizacién combinatoria

El problema de recuperacion de aeronaves se define como la tarea de repro-
gramar las rutas de una flota afectada por una disrupcion, con el objetivo
de minimizar el coste total mientras se garantiza que, al término de la ven-
tana de recuperacion, la operacion vuelva a ajustarse al plan previsto y las
aeronaves queden posicionadas en los aeropuertos correctos para los vuelos
subsiguientes (Su et al., 2021). A diferencia del problema de planificacion,
que dispone de meses para optimizar el horario, la recuperacion opera bajo
una restriccion temporal severa: la solucion debe obtenerse en cuestion de mi-
nutos tras el evento disruptivo, lo que confiere a la dimensiéon computacional
del problema una relevancia que no tiene en la fase de planificacion (Maher,
2015). Esta presion temporal explica que, durante décadas, la investigacion
se haya orientado tanto a la formulacion de modelos fieles a la complejidad
operativa como al desarrollo de técnicas capaces de resolverlos con suficiente

rapidez.

Desde el punto de vista de la complejidad computacional, el ARP pertenece a
la clase de los problemas NP-dificil. La combinacion de variables binarias de
asignacion, decisiones de cancelacion y restricciones de continuidad temporal
genera un espacio de soluciones cuyo tamano crece exponencialmente con el
numero de vuelos y acronaves, de modo que la enumeracion exhaustiva resulta
inviable incluso para instancias de tamanio moderado (Su et al., 2021). Esta
caracterizacion no es un mero tecnicismo: es la raiz de toda la dificultad del
problema y la razon tltima por la que el campo ha invertido tanto esfuerzo

en métodos de resolucion sofisticados.

2.1.1. La representaciéon de red espacio-temporal

El lenguaje de modelado dominante en la literatura del ARP es la red espacio-

temporal (time—space network), una estructura que representa la operacion
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de la flota como un flujo sobre un grafo cuyos nodos codifican pares de es-
tacion y tiempo, y cuyos arcos representan las actividades posibles de las
aeronaves (Rodrigues et al., 2025; Su et al., 2021). En esta representacion
coexisten tres tipos de arcos con significados operativos distintos: los arcos
de vuelo, que describen un trayecto entre dos aeropuertos con sus horarios
de salida y llegada; los arcos de tierra, que representan la permanencia de
una aeronave estacionada en un aeropuerto a la espera de su siguiente asigna-
cion; y los arcos de vuelo copiados, que modelan las opciones de retraso de un
vuelo original desplazando su horario de salida en incrementos discretos pre-
definidos (Su et al., 2021). Esta tltima construccion es de particular interés
para este trabajo, pues constituye el mecanismo mediante el cual el retraso,
una magnitud intrinsecamente continua, se discretiza en un conjunto finito
de bandas temporales tratables mediante variables binarias. La formulacion
del problema desarrollada en el Capitulo 4 adopta precisamente esta logica:
cada vuelo dispone de un conjunto reducido de bandas temporales de inicio,
y la decision de operarlo en una u otra se codifica mediante variables binarias

asociadas a las copias correspondientes.

La discretizacion del tiempo mediante copias de vuelo introduce, no obstante,
un compromiso inherente entre precision y tamano del problema. Un conjunto
amplio de copias permite representar el retraso con granularidad fina, pero
multiplica el niimero de variables y, con él, la dificultad computacional; un
conjunto reducido contiene el tamano del modelo a costa de sobreestimar el
retraso real de algunos vuelos (Su et al., 2021). Este equilibrio entre fidelidad
temporal y tratabilidad es una de las decisiones de disenio recurrentes en la
formulacion de modelos de recuperacion, y reaparecera en el dimensionado

del caso de uso de este trabajo.

2.1.2. Modelos basados en arcos y modelos basados en

rutas

Sobre la base de la red espacio-temporal, la literatura ha desarrollado dos

grandes familias de formulaciones que se distinguen por la unidad basica
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sobre la que se define la decision (Su et al., 2021). En los modelos basados en
arcos (arc-based), las variables de decision se asocian a arcos individuales de la
red, y la ruta de cada aeronave emerge de manera implicita como resultado de
las restricciones de balance de flujo que obligan a que el nimero de aeronaves
que entra en cada nodo coincida con el que sale. La funcién objetivo de
estos modelos minimiza la suma de los costes de asignacion, de retraso y
de cancelacion, sujeta a restricciones de cobertura que garantizan que cada
vuelo sea operado en exactamente una de sus opciones o bien cancelado, y a
restricciones de capacidad que limitan el nimero de operaciones simultaneas
en aeropuertos sometidos a regulacion de trafico (Su et al., 2021). Su principal
ventaja es la facilidad de incorporar restricciones de capacidad de aeropuerto;
su limitacion mas relevante es que el flujo agregado no distingue aeronaves
individuales, lo que dificulta el tratamiento de disrupciones ligadas a una
matricula concreta, como la averia de un aviéon especifico o sus ciclos de

mantenimiento obligatorios.

Los modelos basados en rutas (path-based), por el contrario, asocian las varia-
bles de decision a rutas completas, es decir, a secuencias ordenadas de vuelos
que una aeronave podria operar a lo largo de la ventana de recuperacion
(Su et al., 2021). Esta representacion permite incorporar de forma implicita,
durante la generacion de las rutas, restricciones complejas como los tiempos
minimos de rotaciéon o el cumplimiento de los ciclos de mantenimiento, que
quedan asi eliminadas del modelo central. El precio de esta ventaja es la ex-
plosion del numero de rutas candidatas, que crece combinatoriamente con el
tamano de la instancia y que vuelve impracticable su enumeraciéon completa,
una dificultad que, como se vera, motiva el recurso a las técnicas de gene-
racion de columnas. El trabajo seminal de Rosenberger et al. (2003) sobre
el reenrutamiento de aeronaves mediante una red de conexiones constituye
uno de los ejemplos canénicos de esta familia, y anticipa una estrategia, la de
restringir el espacio de busqueda mediante una preseleccion heuristica, que

impregna buena parte de la literatura posterior.
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2.1.3. Opciones de recuperaciéon

Con independencia del método elegido, todo modelo de recuperacion de flo-
ta debe articular un conjunto de acciones operativas mediante las cuales el
sistema absorbe el impacto de la disrupcion. La literatura ha sistematizado
este repertorio en un conjunto de opciones recurrentes (Su et al., 2021). El
retraso de vuelos permite reabsorber pequenas desviaciones aprovechando los
margenes de holgura entre operaciones consecutivas, y se modela, como se
ha descrito, mediante copias de vuelo. La cancelaciéon constituye la opcion
de ultimo recurso, reservada para los casos en que ningin reajuste consigue
mantener la operacion dentro de los limites admisibles, y lleva asociado el
coste mas elevado del modelo. La reasignacion de aeronaves (swap) sustituye
la aeronave originalmente prevista por otra disponible en el mismo aeropuer-
to, redistribuyendo la carga de la disrupcion a lo largo de la red. A estas se
suman opciones menos frecuentes por su coste, como el empleo de aeronaves
de reserva, el traslado de aviones vacios (ferrying), el control de velocidad
de crucero para recuperar tiempo en ruta, y, en los modelos que integran la
dimension del pasajero, la reasignacion de viajeros a itinerarios alternativos
(Su et al., 2021). El modelo desarrollado en este trabajo se concentra en las
tres primeras opciones, retraso, cancelacion y reasignacion de aeronave, por
ser las que capturan el nucleo combinatorio de la recuperacion de flota sin
introducir la complejidad adicional de la gestion de tripulaciones y pasajeros,

deliberadamente excluida del alcance segtn se justifico en el Capitulo 1.

La definiciéon de una disrupciéon como una desviacion respecto al plan de
magnitud suficiente para exigir una reprogramacion sustancial de los recur-
sos (Clausen et al., 2009), unida a la riqueza de este repertorio de opciones y
a la estructura de la red espacio-temporal, configura un problema de optimi-
zacion combinatoria de gran tamano cuya resolucion eficiente ha dado lugar
a dos grandes lineas metodoldgicas: los métodos exactos, que garantizan la
optimalidad de la solucion, y los enfoques heuristicos, que renuncian a dicha
garantia a cambio de una mayor rapidez. Las secciones siguientes revisan

ambas lineas.
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2.2. Meétodos exactos

La primera gran familia de técnicas aplicadas al problema de recuperacion
de flota la constituyen los métodos exactos, entendidos como aquellos que
garantizan la obtencion del 6ptimo global de la formulacién planteada. Dado
que, segun se ha descrito en el Seccion 2.1, el ARP admite una formulacion
natural como programa lineal entero mixto sobre una red espacio-temporal,
el punto de partida de esta familia es la aplicacion directa de algoritmos
de ramificacion y acotacion (branch-and-bound, Land y Doig (1960)) sobre
el modelo entero, habitualmente a través de solucionadores comerciales de
proposito general. Este enfoque resuelve la relajacion lineal del problema en
cada nodo de un arbol de bisqueda y ramifica sobre las variables que toman
valores fraccionarios, podando las ramas cuya cota no puede mejorar la mejor
solucién conocida. Para instancias de tamano reducido, como la que se emplea
en la validacion experimental de este trabajo, la enumeracion implicita que
realiza este procedimiento resulta perfectamente tratable y proporciona una

referencia 6ptima exacta contra la que contrastar otros métodos.

El problema surge cuando se intenta escalar este enfoque directo a las dimen-
siones de una operacion comercial real. El nimero de variables y restricciones
de un modelo basado en arcos crece rapidamente con el niimero de vuelos,
aeronaves y bandas temporales, y el de un modelo basado en rutas se ve
afectado por la explosion combinatoria del nimero de rutas candidatas anti-
cipada en el Seccion 2.1. Para una instancia realista, enumerar de antemano
todas las rutas posibles que una aeronave podria operar es sencillamente in-
viable. La respuesta clasica de la investigacion operativa a esta dificultad es la
generacion de columnas, una técnica que evita construir el modelo completo
trabajando con un subconjunto reducido de variables, el denominado proble-
ma maestro restringido, e incorporando nuevas columnas (rutas) tnicamente
cuando un subproblema de fijacién de precios identifica que pueden mejorar
la solucion actual. El procedimiento se apoya en la observacion de que, en
la solucion 6ptima de un problema de gran tamano, la inmensa mayoria de

las variables toma valor nulo, de modo que solo una fracciéon reducida de las
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rutas necesita generarse explicitamente. Cuando esta técnica se integra en
un arbol de ramificacion y acotacion para garantizar la integralidad de la

solucion, se obtiene el esquema conocido como branch-and-price.

La aplicacion de la generacion de columnas al problema de recuperacion de
aeronaves fue formalizada, entre otros, por Eggenberg et al. (2007), que resol-
vieron el ARP mediante un algoritmo de generaciéon de columnas construido
sobre una red de bandas temporales (time-band network). Esta clase de red
reduce el tamano del modelo agregando las actividades de los aeropuertos en
intervalos temporales discretos, lo que disminuye el niimero de nodos necesa-
rios para describir la red de recuperacion y, con ello, acelera la resolucion. La
idea de acotar deliberadamente el espacio de buisqueda para alcanzar tiempos
de respuesta compatibles con la operacion reaparece de forma recurrente en
la literatura de métodos exactos. Un ejemplo representativo es el trabajo de
Rosenberger et al. (2003), que ante la imposibilidad de considerar todas las
aeronaves de una flota numerosa, emplea una heuristica que preselecciona
un subconjunto reducido de aeronaves candidatas al reenrutamiento antes de
resolver el modelo exacto sobre ese subconjunto. Esta combinacion de una
fase heuristica de reduccion del problema con una fase exacta de resolucion
es una constante en las implementaciones practicas, y revela una tension ca-
racteristica de los métodos exactos aplicados a la recuperacion: la garantia
de optimalidad teorica debe conciliarse con un limite temporal de minutos,

lo que en la practica obliga a sacrificar parte del espacio de biisqueda.

El refinamiento mas relevante de esta linea para el problema de recuperacion
integrada es la generacion de columnas y filas (column-and-row generation)
desarrollada por Maher (2015). Este método extiende la generacion de co-
lumnas clasica permitiendo no solo la incorporacién dindmica de variables,
sino también la de restricciones estructurales, lo que reduce el tamano del
problema maestro y acelera cada resolucion de la relajacion lineal. Su contri-
bucién es doblemente significativa en el contexto de este trabajo. En primer
lugar, se aplica al problema de recuperacion integrada del horario, la flota y
las tripulaciones, es decir, a la version sistémica del problema que el Capitu-

lo 1 identificoé como el horizonte ultimo de la disciplina, y demuestra que es
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posible resolverla de forma exacta en tiempos compatibles con la operacion.
En segundo lugar, Maher (2015) sittia explicitamente su método frente a la
descomposicion de Benders, la otra gran técnica de descomposicion empleada
en recuperacion integrada, senalando que esta tultima no garantiza la opti-
malidad entera de la solucién, mientras que la generacion de columnas y filas
si proporciona dicha garantia sin recurrir a aproximaciones. Esta distincion
es importante porque delimita con precision qué ofrece cada método clasi-
co: rapidez frente a garantia de optimalidad, una disyuntiva que estructura

buena parte de las decisiones de diseno en el campo.

La vigencia de esta familia de métodos queda patente en la investigacion mas
reciente. Jiang et al. (2025) proponen un método que combina la descompo-
sicion de Benders con la generacion de columnas para resolver un problema
de recuperacion integrada que anade la reasignacion de puertas de embarque
a la recuperacion del horario y de la flota. Para contener el coste de generar
rutas de aeronave y patrones de asignacion de puertas, los autores recurren
a un modelo de programaciéon con restricciones que genera estos elementos
mediante expresiones logicas, e introducen técnicas de aceleracion especifi-
cas para los subproblemas de Benders. Los resultados, obtenidos sobre datos
reales, resuelven todas las instancias de prueba por debajo de un umbral de
cinco minutos con brechas de optimalidad inferiores al cinco por ciento, y
muestran que el enfoque integrado evita las reasignaciones de puerta invia-
bles que provoca la recuperacion secuencial. Este trabajo ilustra el grado de
sofisticacion que han alcanzado los métodos exactos, capaces hoy de abordar
problemas integrados de escala industrial, pero también el coste de ingenieria
algoritmica que ello exige: descomposiciones a medida, generacion dindmica
de variables y restricciones, modelos auxiliares de programacion con restric-
ciones y técnicas de aceleracion disenadas especificamente para la estructura

del problema.

En conjunto, los métodos exactos demuestran que el problema de recupera-
cion, incluso en sus versiones integradas, es resoluble de forma 6ptima den-
tro de los plazos operativos cuando se invierte el esfuerzo de modelado y

de ingenieria algoritmica necesario. No obstante, esa misma dependencia de
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descomposiciones y reducciones ajustadas a la estructura de cada problema,
junto con la presion temporal que impone la operacion, explica que una parte
sustancial de la literatura haya optado por renunciar a la garantia de opti-
malidad a cambio de la rapidez y la flexibilidad de los métodos heuristicos,

que se revisan a continuacion.
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2.3. Meétodos heuristicos y metaheuristicos

Frente a la garantia de optimalidad que ofrecen los métodos exactos revi-
sados en el Seccion 2.2, una parte muy considerable de la literatura sobre
recuperacion de flota ha optado por los métodos heuristicos y metaheuris-
ticos, que renuncian deliberadamente a dicha garantia a cambio de obtener
soluciones de buena calidad en tiempos reducidos. Esta elecciéon no responde
a una limitacion técnica, sino a una realidad operativa: cuando la dimension
del problema o el caracter integrado de la recuperacion hacen que el coste
computacional de un método exacto resulte incompatible con el limite de mi-
nutos que impone la operacion, una solucion factible y razonablemente buena
obtenida con rapidez es preferible a una solucion 6éptima que llega demasiado
tarde.

Buena parte de estos enfoques se apoya en metaheuristicas de propodsito ge-
neral, marcos algoritmicos independientes del problema concreto que guian
la exploracion del espacio de soluciones combinando la busqueda local con
mecanismos para escapar de los 6ptimos locales. Tres de ellas han tenido
una influencia particularmente extensa en la optimizaciéon combinatoria vy,
por extension, en la recuperacion aérea. El recocido simulado, propuesto por
Kirkpatrick et al. (1983), se inspira en el proceso fisico de enfriamiento con-
trolado de un material. En el contexto de un problema de optimizaciéon com-
binatoria, el algoritmo parte de una soluciéon candidata y explora soluciones
vecinas mediante modificaciones locales de dicha soluciéon, por ejemplo cam-
biar la asignacion de un recurso, alterar el orden de una secuencia o activar
una opciéon alternativa. En un problema de recuperacion de aeronaves, estos
movimientos podrian corresponder a retrasar un vuelo una banda temporal,
reasignarlo a otra aeronave o sustituir una operacion por una cancelacion. La
particularidad del recocido simulado es que puede aceptar de forma probabi-
listica algunos de estos cambios aunque empeoren temporalmente el valor de
la funcién objetivo, con una probabilidad que disminuye gradualmente a lo
largo de la ejecucion. Esta propiedad le permite escapar de 6ptimos locales

en las fases iniciales y converger después hacia una solucion de buena calidad.
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La busqueda tabu, formalizada por Glover (1989), dirige la busqueda lo-
cal mediante una memoria que prohibe temporalmente revisitar soluciones
recientes, evitando asi los ciclos y forzando la exploraciéon de nuevas regio-
nes del espacio. Los algoritmos genéticos, cuyo marco conceptual establece
Holland (1992), mantienen una poblacion de soluciones candidatas que evolu-
ciona mediante operadores inspirados en la seleccion natural, como el cruce y
la mutacién, favoreciendo la combinacién de soluciones prometedoras. Estas
tres familias, junto con sus numerosas variantes, constituyen el repertorio del

que se ha nutrido la mayoria de las aplicaciones heuristicas al ARP.

El traslado de estas metaheuristicas al problema de recuperaciéon ha dado
lugar a una literatura abundante. Un ejemplo representativo es el trabajo de
Hu et al. (2016), que aborda la recuperacion integrada de aeronaves y pasa-
jeros mediante un Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP).
El método construye iterativamente soluciones combinando una fase de cons-
truccion aleatorizada con una de mejora local, y aprovecha las opciones de
recuperacion descritas en el Seccion 2.1, como el intercambio de aeronaves
y la reasignacion de pasajeros a itinerarios alternativos, para reducir simul-
taneamente el coste de recuperacion y el numero de pasajeros afectados. En
una linea similar de combinar etapas para abordar la complejidad del pro-
blema integrado, Zhang et al. (2015) proponen una heuristica en dos fases
para la recuperacion conjunta de aeronaves y tripulaciones, descomponiendo
un problema que en su version monolitica resultaria dificilmente tratable en
subproblemas mas manejables resueltos de forma sucesiva. Ambos trabajos
ilustran una estrategia recurrente en el campo: emplear la flexibilidad de los
métodos heuristicos para abordar versiones integradas del problema que los

métodos exactos solo resuelven con un esfuerzo de ingenierfa considerable.

Una tendencia mas reciente incorpora el analisis de datos operativos histori-
cos al diseno de las heuristicas. El trabajo de Wang et al. (2023) es ilustrativo
de esta orientacion: a partir de datos de operaciéon de una aerolinea, los au-
tores analizan los patrones de recuperacion que los despachadores aplican
en la practica y clasifican las situaciones de disrupcién en escenarios dife-

renciados, para después desarrollar un algoritmo heuristico que imita esas

23



acciones humanas mediante dos operaciones basicas, el intercambio de ma-
triculas entre vuelos y el reajuste de sus horarios de salida. Este enfoque,
que sustituye el ajuste manual de la heuristica por la extraccion de reglas
a partir del comportamiento observado, refleja la creciente disponibilidad de
datos operativos y la voluntad de acercar las soluciones automaticas a las

practicas que el personal de los centros de control considera viables.

El balance de esta familia de métodos es, por tanto, el inverso del de los
métodos exactos. Su rapidez y su capacidad para acomodar formulaciones
complejas e integradas los han convertido en la herramienta dominante en la
practica industrial, pero carecen de garantia de optimalidad y de cualquier
cota sobre la calidad de la solucion obtenida, su rendimiento depende de un
ajuste cuidadoso de los parametros y resulta sensible a las caracteristicas de
cada instancia. Es interesante observar, ademas, que algunas de las metaheu-
risticas mas influyentes, como el recocido simulado, se inspiran directamente
en fenémenos fisicos para guiar la exploracion del espacio de soluciones, una
idea que la computacion cuéntica llevara hasta sus dltimas consecuencias al
codificar el problema en el estado fundamental de un sistema fisico real. Este
vinculo conceptual entre la optimizacion inspirada en la fisica y los métodos

cuanticos se retoma en el capitulo siguiente.
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2.4. Limites del enfoque clasico y motivacion

del salto cuantico

La revision de las dos grandes familias de métodos clésicos permite ahora
delimitar con precision donde reside la dificultad del problema de recupe-
racion y, con ella, la motivacion para explorar paradigmas alternativos. Los
métodos exactos descritos en el Seccion 2.2 garantizan la optimalidad de la
solucion, pero la alcanzan a costa de un esfuerzo de modelado y de ingenieria
algoritmica considerable, basado en descomposiciones, generacion dindmica
de variables y restricciones y reducciones del espacio de busqueda cuidadosa-
mente ajustadas a la estructura de cada problema. Los métodos heuristicos
del Seccion 2.3 eluden ese coste y ofrecen rapidez y flexibilidad, pero renun-
cian a la garantia de optimalidad y a cualquier cota sobre la calidad de la
solucion. Ninguna de las dos familias altera la naturaleza combinatoria del
problema, sino que la gestiona mediante estrategias distintas, y ambas ope-
ran bajo la misma restriccion inflexible: la solucion debe estar disponible en

cuestion de minutos tras la disrupcion.

Conviene subrayar que esta dificultad no procede del problema de recupe-
racion de flota considerado de forma aislada. En su version aislada, el ARP
es perfectamente tratable, como demuestra tanto la practica industrial como
la validacion experimental de este trabajo, que resuelve el caso de uso re-
ducido hasta la optimalidad mediante enumeracion exhaustiva. El cuello de
botella aparece cuando se pretende abordar la recuperacion de manera inte-
grada, considerando simultaneamente el horario, la flota, las tripulaciones y
los pasajeros. Como se anticip6 en el Seccion 1.5.1, es la incorporacion de las
restricciones de las «tres patas» de la operacion lo que dispara el numero de
variables binarias y las interacciones entre ellas, hasta un punto en que la re-
solucion exacta dentro de los plazos operativos se vuelve extraordinariamente
exigente. Que incluso los sistemas méas recientes basados en solucionadores
clasicos necesiten recurrir a una construccion restringida del espacio de bis-
queda y a soluciones iniciales de calentamiento para contener el crecimiento

combinatorio (Rodrigues et al., 2025) ilustra hasta qué punto la combinatoria
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del problema integrado debe domarse de forma activa. Esta es, precisamente,
la razoén por la que la practica sigue recurriendo mayoritariamente al enfoque
secuencial por silos descrito en el Seccion 1.5, pese a que, como advierte la
literatura, esa fragmentacion tiende a producir soluciones suboéptimas para
el sistema global (Clausen et al., 2009; Maher, 2015).

El campo se enfrenta, por tanto, a una tension de fondo que los métodos cla-
sicos gestionan pero no resuelven: la aspiracion a una recuperacion integrada
y de calidad global choca con un coste computacional que crece de forma
combinatoria y con un presupuesto temporal muy ajustado. Es en este con-
texto donde cobra sentido explorar paradigmas de computacion que aborden
la exploracion del espacio de soluciones de un modo cualitativamente distinto
al de la busqueda clésica. La computacion cuantica se ha propuesto como una
de esas vias, sobre la base de que la codificacion del problema en el estado de
un sistema cuéntico podria permitir explorar simultaneamente regiones del
espacio de soluciones que los métodos clasicos recorren de forma esencialmen-
te secuencial. El presente trabajo no pretende demostrar que dicho potencial
se traduzca ya en una ventaja practica, una afirmacion que el estado actual
de la tecnologia no permitiria sostener, sino estudiar la viabilidad y la correc-
cion de aplicar uno de estos algoritmos al problema de recuperacion de flota
en un escenario controlado. Para abordar ese estudio con rigor es necesario
disponer antes de los fundamentos de la computacion cuantica y, en parti-
cular, del aparato formal que permite traducir un problema de optimizacion
combinatoria como el ARP al lenguaje de un sistema fisico. A ese objetivo

se dedica el capitulo siguiente.
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Capitulo 3. Fundamentos de computacion cuan-

tica

El capitulo anterior concluyo que la dificultad del problema de recuperacion,
en especial en su version integrada, justifica explorar paradigmas de computo
que aborden el espacio de soluciones de un modo distinto al de la bisqueda
clasica, y advirtié de que acometer ese estudio con rigor exige disponer antes
del aparato formal que permite traducir un problema de optimizacién com-
binatoria al lenguaje de un sistema fisico. Este capitulo proporciona dichos
fundamentos. La exposiciéon parte de los conceptos fisicos imprescindibles
para comprender el resto del trabajo (Seccion 3.1), sitia a continuacion la
computacion cuantica para la optimizacion en el contexto de la era NISQ
(Seccion 3.2), desarrolla después el aparato formal que permite expresar un
problema de optimizaciéon combinatoria en términos aptos para el computo
cuantico (Seccion 3.3) y concluye con la descripcion del algoritmo QQAOA,
sobre el que se sustenta la parte experimental de esta memoria, desarrollada

posteriormente en el Capitulo 5

27



3.1. Fundamentos fisicos: el qubit y sus pro-

piedades

La unidad béasica de informacién en la computacion clasica es el bit, que
toma uno de dos valores posibles, 0 o 1. La computacion cuantica generaliza
este concepto mediante el bit cuéntico o qubit, cuya capacidad para existir
en estados sin anéalogo clasico es la raiz de las propiedades que distinguen
este paradigma. Esta seccion introduce, sin pretension de exhaustividad, los
conceptos fisicos minimos necesarios para seguir el resto del trabajo: el qubit
y la superposicion, el entrelazamiento, la medida y la nociéon de puerta y
circuito cuéntico. La referencia de fondo para todo este material es el tratado
de Nielsen y Chuang (2000).

3.1.1. El qubit y la superposiciéon

A diferencia del bit clasico, un qubit puede encontrarse en una superposicion
de sus dos estados base, que en notacion de Dirac se denotan |0) y [1) y
constituyen la denominada base computacional. El estado mas general de un

qubit se expresa como una combinacion lineal de ambos,

[¥) = a0) +811), (3.1)

donde los coeficientes a y 3, denominados amplitudes, son nimeros complejos
sujetos a la condicion de normalizacion |a|>+|3]* = 1. Mientras un bit clésico
solo admite dos configuraciones, el estado de un qubit queda descrito por un
punto sobre una esfera, conocida como esfera de Bloch, lo que ilustra la

riqueza del espacio de estados accesible (Nielsen & Chuang, 2000).

La verdadera potencia de la superposicion se manifiesta al considerar sistemas
de varios qubits. Un registro de n qubits no se limita a almacenar una de

las 2" combinaciones posibles de ceros y unos, sino que puede encontrarse en
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una superposicion de todas ellas de forma simultanea,

W> - Z Ca ‘$>, Z ’CJ:|2 =1, (32)

ze{0,1}" ze{0,1}n

de modo que el estado vive en un espacio de Hilbert de dimension 2". Es-
ta escala exponencial es la que sustenta la intuicién, anticipada al cierre del
Seccion 2.4, de que un sistema cuantico puede representar y manipular simul-
taneamente un espacio de soluciones que un computador clésico recorreria

de manera esencialmente secuencial.

Conviene, no obstante, matizar esta intuicion para evitar una lectura inge-
nua. Que un registro cuéntico represente 2" amplitudes de forma simultanea
no significa que sea posible leerlas todas: como se detalla al tratar la medida,
observar el sistema devuelve una tunica configuracion. El aprovechamiento
efectivo de la superposicion exige orquestar las amplitudes mediante feno-
menos de interferencia, de manera que las configuraciones correspondientes a
buenas soluciones vean reforzada su probabilidad frente al resto. Precisamen-
te en esa orquestacion reside el cometido de algoritmos como QAOA, cuyo

desarrollo se presenta en la Secciéon 5.5.

3.1.2. El entrelazamiento

Una segunda propiedad sin analogo clésico es el entrelazamiento, que descri-
be correlaciones entre qubits de modo que el estado del conjunto no puede
expresarse como el producto de los estados individuales de cada qubit. El

ejemplo canonico es el de dos qubits en el estado
1
V2

en el que ninguno de los dos qubits posee un estado definido por separado, pe-

[@7) = —=(/00) + [11)), (3:3)

ro si lo posee el sistema conjunto: una medida sobre el primer qubit determina
de manera instantanea el resultado de medir el segundo. Esta caracteristica,

cuyas implicaciones conceptuales fueron objeto de debate desde los prime-
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ros anos de la teoria cuantica (Einstein et al., 1935), constituye un recurso
esencial en computacion cuantica, pues permite generar correlaciones entre
las variables del problema que amplian el repertorio de estados accesibles

mas alla de lo que permitiria la mera superposicion de qubits independientes
(Nielsen & Chuang, 2000).

3.1.3. La medida y su naturaleza probabilistica

El acceso a la informacion contenida en un estado cuantico se produce a través
de la medida, un proceso de naturaleza radicalmente distinta a la lectura de
un bit clasico. Al medir un qubit en la base computacional, el estado en
superposicion descrito por la Ecuacion (3.1) colapsa a uno de los dos estados
base, y el resultado obtenido es intrinsecamente probabilistico: se obtiene el

valor 0 con probabilidad |«|? y el valor 1 con probabilidad |3|?,
P(0) = |af*,  P(1)=BF, (3-4)

regla conocida como regla de Born (Nielsen & Chuang, 2000). Una vez rea-
lizada la medida, la superposicion se destruye y las amplitudes originales

resultan inaccesibles.

Esta naturaleza probabilistica tiene una consecuencia operativa de primer
orden para el presente trabajo. La ejecucion de un algoritmo cuantico sobre
un problema de optimizaciéon no devuelve directamente la soluciéon 6ptima,
sino una muestra de configuraciones extraidas conforme a la distribucion de
probabilidad codificada en el estado final. Obtener una solucién tutil requiere
por tanto repetir la medida un ntimero elevado de veces y procesar el conjunto
de resultados, una circunstancia que condiciona la estrategia de extraccion
de la solucion adoptada en este trabajo (Seccion 5.7) y que esté en el origen

de uno de los hallazgos analizados en el capitulo de resultados.
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3.1.4. Puertas y circuitos cuanticos

La manipulacion del estado de un sistema cuéntico se lleva a cabo median-
te puertas cuanticas, operaciones que transforman el estado de uno o varios
qubits y que mateméaticamente se corresponden con transformaciones unita-
rias, es decir, reversibles y conservadoras de la norma del estado (Nielsen &
Chuang, 2000). Un algoritmo cuéntico se expresa como un circuito, esto es,
una secuencia ordenada de puertas aplicadas sobre un registro de qubits que
parte de un estado inicial conocido. Un estado inicial frecuente, y en parti-
cular el punto de partida de QAOA, es la superposicién uniforme de todas

las configuraciones posibles,

[+)*" = N xe%}n %), (3-5)

que asigna idéntica amplitud a cada una de las 2" soluciones candidatas y
se prepara aplicando una puerta de Hadamard a cada qubit inicializado en
el estado |0). De particular relevancia para este trabajo son las puertas pa-
rametrizadas, cuyo efecto depende de un parametro continuo, habitualmente
un angulo de rotacion. Estas puertas permiten construir circuitos cuyo com-
portamiento se ajusta variando dichos pardmetros, una propiedad sobre la
que se sustenta la familia de algoritmos hibridos a la que pertenece QAOA,

desarrollada en la Secciéon 5.5 y aplicada en la Seccion 5.6.
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3.2. Computacién cuantica para la optimiza-

cion: del potencial a la era NISQ

El interés por aplicar la computacion cuantica a problemas de optimizacion
se asienta sobre la constatacion de que ciertos algoritmos cuénticos ofrecen
ventajas demostrables frente a sus equivalentes clasicos. El ejemplo més re-
presentativo en el ambito de la busqueda es el algoritmo de Grover (1996),
que permite localizar un elemento marcado dentro de un conjunto no es-
tructurado de N elementos en un nimero de operaciones del orden de v/N,
frente a las IV operaciones que requiere en el peor caso una biisqueda cléasica
exhaustiva. Esta aceleracion cuadratica, modesta en comparacion con las ace-
leraciones exponenciales que se conjeturan para otros problemas, ilustra que
la explotacion de la superposicion y la interferencia descritas en la Seccion 3.1
puede traducirse en una reduccion tangible del coste computacional, y moti-
va la pregunta de si beneficios analogos podrian alcanzarse en problemas de

optimizacion combinatoria como el que ocupa a este trabajo.

Existe, sin embargo, una distancia considerable entre la promesa teorica de
estos algoritmos y lo que el hardware cuéntico actual permite ejecutar. Al-
goritmos como el de Grover presuponen la disponibilidad de computadores
cuanticos tolerantes a fallos, capaces de ejecutar circuitos profundos sobre un
gran nimero de qubits sin que la acumulacion de errores degrade el resultado,
una tecnologia que todavia no existe a la escala necesaria. El estado actual
del desarrollo se describe habitualmente mediante el término acunado por
Preskill (2018), era NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum), que carac-
teriza a los dispositivos disponibles como sistemas de escala intermedia, con
un numero limitado de qubits y sometidos a un ruido apreciable que, ante la
ausencia de correccion de errores, restringe de forma severa la profundidad

de los circuitos que pueden ejecutarse de manera fiable.

Esta limitacion ha orientado buena parte de la investigacion reciente hacia
una familia de algoritmos disenados especificamente para extraer utilidad del

hardware NISQ: los algoritmos hibridos variacionales. Su rasgo distintivo es
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la combinacién de un circuito cuantico parametrizado, del tipo introducido
en la Seccion 3.1.4, con un optimizador clasico que ajusta de forma iterativa
los parametros de dicho circuito en un bucle de realimentaciéon. De este mo-
do, la parte cuantica se mantiene lo bastante superficial como para resultar
ejecutable en presencia de ruido, mientras que la buisqueda de los valores 6p-
timos de los pardametros se delega en un computador clasico. El representante
méas destacado de esta familia en el ambito de la optimizacion combinatoria
es el algoritmo cuéntico de optimizacion aproximada (QQAOA), propuesto por
Farhi et al. (2014), cuyo desarrollo detallado se aborda en la Seccion 5.5 y

que constituye el nicleo de la parte experimental de esta memoria.

Es importante, llegados a este punto, situar las expectativas con honestidad.
La optimizacion cuantica es un campo de investigacion activo en el que con-
viven oportunidades reales con desafios abiertos de primer orden, tanto en lo
relativo a las limitaciones del hardware como a la propia comprension teoérica
del rendimiento de estos algoritmos (Abbas et al., 2024). En el estado actual
de la tecnologia, la cuestion de si los algoritmos variacionales lograran una
ventaja practica sostenida sobre los mejores métodos clasicos para problemas
de tamano relevante permanece abierta, y el hardware disponible no permi-
te sostener tal afirmacion. Por este motivo, el presente trabajo no persigue
demostrar una ventaja cuantica, sino algo mas acotado y, a la vez, necesario
como paso previo: verificar la viabilidad y la correccion de aplicar QAOA al
problema de recuperacion de flota en un escenario controlado, contrastan-
do sus resultados frente a un 6ptimo clasico de referencia. Las limitaciones
concretas que el cardcter NISQ del hardware impone sobre los resultados

obtenidos se analizan en el Seccion 6.6.
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3.3. Formulacién de problemas de optimiza-

cion para el computo cuantico

Los conceptos fisicos de la seccion anterior describen como funciona un compu-
tador cuantico, pero no indican por si solos como plantear un problema de
optimizacion en términos que este pueda procesar. Esta secciéon desarrolla
ese puente. Se parte de la caracterizacion del problema como problema de
optimizacion combinatoria y de su complejidad (Seccion 3.3.1), se introdu-
ce a continuacion el modelo QUBO como formulaciéon de referencia para el
computo cuantico (Seccion 3.3.2), se establece su equivalencia con el modelo
de Ising y con un Hamiltoniano cuantico cuyo estado fundamental codifica
la solucion optima (Seccion 3.3.3), y se cierra con el anélisis del parametro
de penalizacion, la pieza que permite incorporar las restricciones del pro-
blema y cuya calibracion resultard determinante en la parte experimental
(Seccion 3.3.4).

3.3.1. Problemas NP y optimizacién combinatoria

Un problema de optimizaciéon combinatoria consiste en encontrar, dentro de
un conjunto finito de soluciones posibles, aquella que minimiza o maximiza
una determinada funciéon objetivo. En el caso de variables binarias, dicho
conjunto esté formado por las 2" combinaciones posibles de n variables, y un

problema genérico de esta clase puede expresarse como

XeII{lol:Ill}n f(x) sujetoa g¢;(x)=0,j=1,...,m, (3.6)
donde f es la funcién objetivo y las funciones g; codifican las m restricciones
que una solucion debe satisfacer para ser factible. El problema de recupera-
cion de flota formulado en el Capitulo 4 es un caso particular de esta familia,
en el que las variables binarias representan decisiones de asignacion y de can-

celacion, y las restricciones garantizan la coherencia operativa de la solucion.
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La dificultad de estos problemas no radica en la finitud del espacio de solu-
ciones, sino en su crecimiento exponencial: evaluar de forma exhaustiva las
2" combinaciones se vuelve impracticable incluso para valores moderados de
n. La teoria de la complejidad computacional clasifica los problemas segtn
los recursos necesarios para resolverlos. De forma simplificada, la clase P
agrupa los problemas resolubles en tiempo polinémico, mientras que la clase
NP comprende aquellos cuya soluciéon, una vez propuesta, puede verificar-
se en tiempo polindémico. Dentro de este marco, un problema se denomina
NP-dificil cuando es al menos tan complejo como los problemas méas difici-
les de NP. El problema de recuperacion de flota pertenece a esta categoria
(Maher, 2015), lo que descarta la existencia de un algoritmo clasico eficiente
de proposito general y justifica tanto los métodos aproximados revisados en

el Capitulo 2 como la exploracion de paradigmas alternativos.

La relevancia de esta caracterizacion para la computacion cuéntica procede
de un resultado fundamental: Lucas (2013) demostré que una amplia varie-
dad de problemas NP admite una formulacién natural como la btusqueda del
estado de minima energia de un modelo de Ising. Este resultado es el que
permite tender un puente entre los problemas de optimizaciéon combinato-
ria y el hardware cuantico, pues traduce la tarea de minimizar una funcion
objetivo en la de hallar el estado fundamental de un sistema fisico. Las dos
subsecciones siguientes detallan esta traduccion, primero a través del modelo

QUBO y después mediante su equivalencia con el modelo de Ising.

3.3.2. El modelo QUBO

El modelo QUBO constituye la formulacion de referencia para expresar pro-
blemas de optimizaciéon combinatoria de manera apta para el computo cuan-
tico (Glover et al., 2018). Un problema QUBO consiste en minimizar una

funcion cuadratica de variables binarias sin restricciones,

. T
; 3.7
iy X @0
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donde ) es una matriz real simétrica que recoge tanto los coeficientes cua-
dréticos, en sus elementos fuera de la diagonal, como los lineales, que pueden
incorporarse a la diagonal aprovechando que para una variable binaria se

cumple 7 = ;.

La denominacién de problema sin restricciones plantea una aparente difi-
cultad, ya que los problemas de interés practico, como el de recuperacion
de flota, estdn sujetos a restricciones. La técnica que resuelve esta tension
consiste en trasladar las restricciones a la propia funcién objetivo en forma
de penalizaciones. Una restriccion de igualdad se incorpora anadiendo a la
funcion objetivo un término cuadratico que se anula cuando la restriccion se

satisface y toma un valor positivo cuando se viola,

m
i S0+ P Y (09" 38)
donde P > 0 es el pardmetro de penalizacion. Las restricciones de desigual-
dad, como las de continuidad presentes en el modelo de este trabajo, se
reducen previamente a igualdades mediante la introduccion de variables de
holgura, que se anaden al conjunto de variables binarias del problema. De
este modo, cualquier problema de optimizacién combinatoria con restriccio-
nes puede reformularse como un problema QUBO equivalente, en el que la
factibilidad deja de imponerse de forma explicita y pasa a estar incentivada
por la estructura de la funcién objetivo. La eleccion del valor de P no es

trivial y se analiza en la Seccion 3.3.4.

3.3.3. El modelo de Ising y los Hamiltonianos

El modelo QUBO admite una reformulacion equivalente en el lenguaje del
modelo de Ising, procedente de la fisica estadistica, que es el que conecta de
forma directa con el hardware cuantico. La equivalencia se obtiene mediante

un sencillo cambio de variables que transforma cada variable binaria z; €
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{0, 1} en una variable de espin z; € {—1,+1}, segun la convencion habitual

1—22'
P = . 3.9
n=— (39)

Aplicando este cambio a la funciéon objetivo del QUBO se obtiene la energia

de un modelo de Ising,

HIsing(Z) = Z Jz’j RiZj + Z hl Z; + C, (310)

i<j i

donde los coeficientes J;;, denominados acoplamientos, describen la interac-
cion entre pares de espines, los coeficientes h; representan campos locales
sobre cada espin, y ¢ es un término constante, conocido como offset, que
surge del cambio de variables. Este término desplaza por igual la energia de
todas las configuraciones, por lo que no altera cuél de ellas es la 6ptima, pero
debe tenerse en cuenta al interpretar los valores de energia. Los coeficientes
concretos que resultan de esta conversion para el caso de uso de este trabajo,

incluido el valor del offset, se detallan en la Seccion 5.4.

El paso final que conecta esta formulacion con la computacion cuantica con-
siste en sustituir las variables de espin clasicas por operadores cuanticos.
Sustituyendo cada variable z; por el operador de Pauli Z;, que actia sobre el
1-ésimo qubit, la energia de Ising se convierte en un operador, denominado

Hamiltoniano de coste,

HC:ZJU Zl'Zj—l—ZhiZi—l—C]L (3.11)

i<j i

donde I es el operador identidad. Un Hamiltoniano describe la energia de un
sistema cuantico, y sus autovalores se corresponden con los niveles de energia
de los estados propios asociados (Nielsen & Chuang, 2000). El Hamiltoniano
de coste de la Ecuacion (3.11) es diagonal en la base computacional, de modo
que cada estado base es un estado propio cuyo autovalor coincide exacta-
mente con el valor de la funcion objetivo del QUBO para la configuracion
correspondiente. En consecuencia, el estado de minima energia, o estado fun-

damental, codifica la solucién 6ptima del problema de optimizaciéon original
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(Lucas, 2013). Con esta construccion, el problema de minimizar una funcion
de coste se ha transformado por completo en el problema fisico de encontrar

el estado fundamental de un Hamiltoniano, que es precisamente la tarea que
aborda el algoritmo QAOA (Seccion 5.5).

3.3.4. El parametro de penalizaciéon

La conversion de un problema con restricciones en un problema QUBO, des-
crita en la Ecuacion (3.8), depende de la eleccion del parametro de penaliza-
cion P, una decision que dista de ser un mero detalle de implementacion. El
valor de P regula el peso relativo entre dos objetivos en conflicto: minimizar
el coste original y respetar las restricciones. Si P es demasiado pequeno, el
optimizador puede encontrar ventajoso violar una restricciéon a cambio de
reducir el coste, de modo que el minimo global del QUBO no se corresponda
con una solucién factible. Si, por el contrario, P es excesivamente grande,
los términos de penalizaciéon dominan el paisaje de energia y comprimen las
diferencias de coste entre las soluciones factibles, lo que dificulta que el opti-

mizador discrimine entre ellas.

Este segundo riesgo es particularmente relevante en el contexto cuéntico.
Roch et al. (2023) estudian el efecto de los factores de penalizacion sobre
el espectro de autovalores del Hamiltoniano y muestran que un valor de P
inadecuado puede modificar la estructura de dicho espectro de forma que
perjudique el rendimiento del algoritmo, al reducir las diferencias de energia
relevantes entre los estados de interés. Existe, por tanto, un compromiso que
aconseja seleccionar el menor valor de P que garantice la factibilidad de la
solucion optima. La literatura ofrece reglas orientativas para esta eleccion,
situando habitualmente el valor adecuado de P en el rango de 1,25 a 2.0

veces los coeficientes de coste del problema (Glover et al., 2018).

No obstante, estas reglas son orientativas y su validez depende de las carac-
teristicas del problema concreto. La calibracion del parametro para nuestro
caso de uso, asi como la discusion del valor finalmente adoptado y de su im-

pacto sobre la distribucion de soluciones, se desarrollan en los capitulos de
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implementacion (Capitulo 5) y resultados (Capitulo 6).
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3.4. El algoritmo QAOA

La Seccion 3.3 ha reducido el problema de optimizacion a la tarea de encon-
trar el estado fundamental de un Hamiltoniano de coste. Esta tultima seccion
describe el algoritmo que aborda dicha tarea sobre hardware de la era NISQ y
que constituye el nicleo metodolégico de este trabajo: el algoritmo cuantico
de optimizacion aproximada (QAOA). Se presenta primero su origen concep-
tual en la computacion adiabatica (Seccion 3.4.1), después su estructura como
circuito parametrizado (Seccion 3.4.2) y, por ultimo, el bucle de optimizacion

hibrido mediante el que se ajustan sus parametros (Seccion 3.4.3).

3.4.1. De la evolucién adiabatica a QAOA

El fundamento conceptual de QAOA se encuentra en la computacion cuin-
tica adiabatica, propuesta por Farhi et al. (2000). La idea de partida es la
siguiente: si un sistema cuantico se inicializa en el estado fundamental de
un Hamiltoniano sencillo, facil de preparar, y este se transforma de manera
suficientemente lenta hasta convertirse en el Hamiltoniano de coste, el siste-
ma permanecera en todo momento en su estado fundamental y terminaré,
por tanto, en el estado fundamental de este tltimo, que codifica la solucion
del problema. Formalmente, se considera una interpolacién entre un Hamil-

toniano inicial Hy y el Hamiltoniano de coste H,
H(s)=(1—-=s)Hy+sHq, se€/0,1], (3.12)

de manera que en s = 0 el sistema se encuentra en el estado fundamental
de Hy y en s = 1 en el de Hp. El teorema adiabético garantiza que, si la
transformacion es suficientemente lenta, el sistema sigue la trayectoria de

estados fundamentales sin abandonarla.

La aplicacion directa de este principio resulta, sin embargo, problemética
sobre hardware NISQ, ya que requiere una evolucién temporal continua y

prolongada que los dispositivos actuales no pueden sostener de forma fia-
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ble. QAOA, propuesto por Farhi et al. (2014), surge como una alternativa
que sustituye la evolucion adiabética continua por una secuencia finita de
operaciones discretas, cuyos parametros se ajustan de forma variacional. De
este modo, QAOA conserva la intuicion fisica de guiar el sistema hacia el
estado fundamental del Hamiltoniano de coste, pero la materializa mediante
un circuito de profundidad finita, ejecutable en el hardware disponible, y se
inscribe asi en la familia de algoritmos hibridos variacionales presentada en

la Seccion 3.2.

3.4.2. Estructura del circuito QAOA

QAOA opera sobre dos Hamiltonianos. El primero es el Hamiltoniano de
coste He, definido en la Ecuacion (3.11), que codifica la funcién objetivo
del problema y cuyo estado fundamental se desea alcanzar. El segundo es el

Hamiltoniano de mezcla,

Hy =Y X (3.13)
=1

formado por la suma de los operadores de Pauli X; sobre cada qubit, cuyo
papel es inducir transiciones entre los estados de la base computacional y po-
sibilitar asi la exploracion del espacio de soluciones. El algoritmo se inicializa
en la superposicion uniforme de la Ecuacion (3.5) y aplica a continuacion,
de forma alternada, las evoluciones asociadas a ambos Hamiltonianos. Tras

p repeticiones de este par de operaciones, el estado resultante es
h,’ /6> — e—iﬂpHMe—inHc . e—iﬁlHMe—i’th |+>®”7 (314)

donde los operadores e~ y =ity gon puertas parametrizadas del tipo
introducido en la Seccion 3.1.4, y el conjunto de angulos v = (y1,...,%) ¥
B = (P1,...,Bp) constituye los 2p parametros libres del circuito. El nimero
de repeticiones p, denominado profundidad del circuito, es un parametro
fundamental del algoritmo: una mayor profundidad permite, en principio,
aproximar con mas fidelidad el estado fundamental, al acercarse al limite de

la evolucion adiabatica continua, pero incrementa el nimero de puertas del
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circuito y, con ello, su sensibilidad a los errores sobre hardware NISQ (Zhou
et al., 2020). La profundidad empleada en este trabajo, junto con el detalle

de la construccion del circuito en Qiskit, se presenta en la Seccion 5.5.

3.4.3. El bucle de optimizacién hibrido

Los 2p pardmetros del circuito no se conocen de antemano, sino que de-
ben determinarse de manera que el estado preparado se aproxime al estado
fundamental del Hamiltoniano de coste. Esta determinacion se lleva a cabo
mediante un bucle de optimizacion hibrido en el que cooperan un procesa-
dor cuantico y uno clésico. En cada iteracion, el procesador cuantico prepara
el estado |v,3) correspondiente a los valores actuales de los pardametros vy,

mediante medidas repetidas, estima el valor esperado de la energia,

Fy(v,B) = (v, Bl He |v. B) (3.15)

que cuantifica la calidad de la solucion codificada en el estado: cuanto me-
nor es este valor, méas cerca se encuentra el estado de la solucion optima del
problema. A continuacién, un optimizador clasico utiliza dicho valor para
proponer un nuevo conjunto de parametros que reduzca la energia, y el ciclo
se repite hasta converger. La parte cuantica se encarga asi de evaluar una
funcion que seria costosa de calcular de forma clasica, mientras que la bus-
queda de los parametros 6ptimos recae sobre un algoritmo de optimizacion

clésico convencional.

La elecciéon de dicho optimizador clasico no es indiferente, pues su capacidad
para navegar el paisaje de la funcién objetivo, que puede presentar multi-
ples 6ptimos locales, condiciona el resultado final, en especial en presencia
de los errores caracteristico de los dispositivos NISQ (Pellow-Jarman et al.,
2024). El optimizador concreto empleado en este trabajo y los detalles de la
configuracion del bucle se describen en la Secciéon 5.6, mientras que las pau-
tas practicas para la implementacion del algoritmo en su conjunto pueden

consultarse en la documentacion de referencia (IBM Quantum, 2026).
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Conviene subrayar, para concluir la seccidon, una consecuencia de la naturale-
za variacional y probabilistica del algoritmo, ya anticipada en la Seccion 3.1.
El resultado de QAOA no es una solucion tnica, sino un estado cuantico que,
al medirse de forma repetida, produce una distribuciéon de configuraciones.
La solucion del problema se obtiene a partir del anélisis de esa distribucion,
un procedimiento cuyos detalles y cuyas implicaciones, centrales para inter-
pretar los resultados de este trabajo, se desarrollan en la Secciéon 5.7 y en el
Capitulo 6.
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Capitulo 4. Modelado y formulacién del proble-

ma de recuperaciéon de aeronaves

4.1. Formulaciéon matematica

Para empezar a modelar el problema debemos partir de la base para cualquier
problema de optimizacion: una funcién de coste, que en este caso es lo que
vamos a tratar de minimizar. Esta funcion tendré dos partes principales: la
parte propiamente dicha del coste, asi como un término que recoja de forma
global todas las restricciones que le vamos a imponer a nuestro problema,
que definiremos méas adelante. En la parte referida al coste, incluiremos tres
grupos: el coste de operacion de los vuelos, el coste por cancelar un vuelo
programado, y el coste por retrasarlo, asignando penalizaciones econémicas

a cada situacion.

Para poder resolver este problema aplicando QAOA, primero debemos plan-
tearlo y modelarlo como un problema QUBO, lo que implica que las restric-
ciones que definamos tienen que estar incluidas directamente en la funcion
de coste, integrandolas mediante penalizaciones cuadraticas. De forma tedri-
ca, estas penalizaciones llevan asociado un coeficiente suficientemente grande
para que cualquier configuracion que viole una restriccion resulte energéti-
camente desfavorable y quede descartada durante la ejecucion del algoritmo.
Sin embargo, es necesario definir primero las variables a utilizar, la funcién

de coste y las restricciones en forma lineal.

Si consideramos un conjunto de vuelos F'y, para cada vuelo ¢ € F, un
conjunto de posibles bandas temporales T; en las que puede ser operado
(incluyendo su horario original y posibles retrasos), definimos la variable
xi = 1 si el vuelo ¢ se opera en la banda ¢, y x;; = 0 en caso contrario.

Adicionalmente, se introduce una tnica variable de cancelaciéon z; por vuelo,
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que toma valor 1 si el vuelo no se opera. El retraso no requiere una variable
binaria adicional: queda representado directamente por la banda temporal
seleccionada, de modo que operar un vuelo en una banda posterior a su

salida programada equivale a operarlo con retraso.

Para desarrollar el modelado vamos a partir de un caso sencillo, el cual ire-
mos complicando gradualmente hasta llegar a una definiciéon del problema
suficientemente detallada. Empezaremos con una sola aeronave, la cual debe
cubrir un nimero determinado de vuelos. En un momento dado, se le ana-
den vuelos extra que debe completar. Esto simula que inicialmente habia dos
naves y que una se averia, dejando a la primera cubriendo todos los vue-
los. Consideramos un conjunto total de vuelos F', que resulta de la unién de
los vuelos originalmente programados para esta aeronave (Fp,;,) y los vuelos
procedentes de la aeronave averiada (Fyq), de modo que F = Fppig U Fopprq.
Para cada vuelo ¢ € F', el modelo debe decidir en qué banda temporal ¢
comienza su ejecucion dentro de un conjunto de tiempos factibles T}, o si,

por el contrario, el vuelo debe ser cancelado debido a la falta de capacidad.

La funcion de coste debe minimizar el impacto de esta disrupcion, cuantifi-
cando el coste por retraso y por cancelacion. Denotamos c;; al coste asociado
a operar un vuelo 7 en la banda temporal ¢, x;; una variable binaria que vale
1 si un vuelo 7 es operado en la banda ¢, C; al coste fijo de cancelar un vuelo

7, ¥ 2z; una variable binaria que vale 1 si se cancela un vuelo i:

min Z Z ciri + Ciz;i (4.1)

el \teT;

En la ecuacion anterior, el coste de retraso viene implicito en el término c;:
cada banda temporal lleva asociado un coeficiente de coste creciente con el
desplazamiento respecto a la salida programada, de modo que operar el vuelo
en bandas sucesivas (retrasos de 15, 30, 45 minutos...) resulta progresivamente
més caro. La cancelacion, en cambio, se modela mediante una tinica variable
por vuelo con un coste fijo C;. Por tanto, al aumentar el nimero de bandas

temporales definidas crece el numero de variables de asignacion del modelo,

45



pero no el de variables de cancelacion. Una discretizacion temporal méas fina
mejora la precision del modelo a costa de incrementar el nimero de variables
implicadas; la eleccion concreta del intervalo de discretizacion se fija mas

adelante, en la definiciéon del caso de uso.

A esta funciéon de coste debemos imponer ciertas restricciones. La primera
es la de unicidad: para cada vuelo, la suma de todas sus alternativas de
operacion méas su variable de cancelacion debe ser exactamente igual a uno.
Si una de las variables de operacion se activa, la de cancelacion debe quedar a
cero; si la de cancelacion se activa, todas las alternativas de operacién deben

quedar a cero; y no es admisible que un vuelo quede sin decision alguna:

int—l—zi:l, Vi e F

teT;

Y otra de continuidad, para que la aeronave no pueda operar mas de un vuelo
al mismo tiempo. Considerando que un vuelo ¢ operado en un tiempo ¢ tiene
una duracion d; y requiere un tiempo de rotacion r; al aterrizar, el intervalo
de ocupacion del recurso es [t,t + d; + r;]. Por lo tanto, para cualquier par
de variables zj y x;¢ cuyos intervalos de ocupacion se solapen en el tiempo,

se debe cumplir:

ZL’Z't—f—[Ejt/Sl, Vi,jEF,VtEiE’,t/ET}

Una vez formulado el problema linealmente, hay que transformarlo en un
problema QUBO para poder aplicar posteriormente algoritmos QAOA. Para
ello debemos agrupar tanto la funciéon de coste como las restricciones en
un tnico Hamiltoniano, con el objetivo de que las restricciones dejen de ser
limites rigidos para convertirse en penalizaciones cuadraticas que aumentan
el valor de la funcion si no se cumplen (Glover et al., 2018). El Hamiltoniano

tendréa tres elementos:

Htotal - Hcoste + Hunic + Hcont (42>
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El Hamiltoniano de coste recoge los costes de operacion, retraso y cancelacion
asociados a cada configuracion, y coincide con la funciéon de coste definida
en (4.1) sin el operador de minimizacion: el Hamiltoniano es la funcion de
energia del sistema, y la minimizacion se realiza posteriormente al buscar su

estado fundamental:

Hcaste = Z Z CitTit + szz (43>

1€l \teT;

El Hamiltoniano correspondiente a la restriccion de unicidad se construye a
partir de su forma lineal siguiendo la transformacion estandar para restriccio-
nes de igualdad (Glover et al., 2018): se penaliza el cuadrado de la desviacion
de la suma de decisiones respecto a la unidad, ponderado por un coeficiente
de penalizacion P,,;. suficientemente grande para asegurar que el sistema

priorice cumplir esta igualdad (Roch et al., 2023):

Hum’c — Punic Z Z Tit + 2 — 1 (44>

i€l \teT;

De este modo, si para un vuelo se activa exactamente una decision (operar-
lo en una tnica banda temporal o cancelarlo), el término correspondiente
se anula y no aporta energia. Cualquier otra situaciéon (no tomar ninguna
decision sobre el vuelo, operarlo en dos bandas, u operarlo y cancelarlo si-
multdneamente) produce una desviacion no nula que, al elevarse al cuadrado,

anade una penalizacion estrictamente positiva.

Finalmente, el Hamiltoniano de la restriccion de continuidad se modela pena-
lizando tinicamente el caso en el que ambas variables en conflicto sean iguales
a 1 al mismo tiempo. En légica binaria, esto se consigue mediante el producto
de las dos variables. Si el intervalo de ocupacion del vuelo ¢ en la banda ¢ se

solapa con el del vuelo j en la banda t, se anade el siguiente término con
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una penalizacion P.,,; (Roch et al.; 2023):

Hcont = Pcont Z Tt = Ty (45)
((3,),(4,t")) €N

Q:{((Z7t)7(]7t/>) |iaj€F7 Z#]a teﬂ) tle,-rja tét/<t+dz+/rz}
(4.6)

Una vez definido en formato QUBO, el siguiente paso es anadir de forma ex-
plicita la existencia de mas de una nave en el sistema, para pasar de un simple
problema de secuenciaciéon de tareas a uno de asignacién y recuperacion de

flota, que es el que realmente queremos estudiar.

Consideramos ahora un conjunto de aeronaves A al que pertenecen todas
las aeronaves de nuestra flota, £k € A. También debemos incluirlas en las
variables binarias que hemos definido hasta ahora. Asi, la variable x;;; ahora
vale 1 si la aeronave k opera el vuelo ¢ en la banda temporal ¢, y 0 en caso

contrario.

Finalmente, los Hamiltonianos que habiamos definido previamente también

tienen que ser modificados para incorporar la dimension de flota:

Hcoste = Z (Z Z CithTitk + szz> (47>

1€F \keA teT;

2

e’ \keA teT;

Hcont = Pcont Z Z Titk - Ljt'k (49)

KEA ((1.0).")€R

Conviene subrayar que, en la restriccion de unicidad, el cuadrado abarca la
suma completa de alternativas del vuelo sobre todas las aeronaves y bandas
temporales: la restriccion no compara cada variable de asignacion individual-
mente con la de cancelacion, sino que obliga a elegir una tnica alternativa
global por vuelo. Esta formulacion es la que posteriormente se implementa

en Qiskit mediante una restriccion lineal de igualdad por vuelo, en la que se
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agregan todas las variables de asignacion asociadas a dicho vuelo junto con

su variable de cancelacion (véase el Capitulo 5).
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4.2. Definicion del caso de uso tedrico

Para evaluar el modelo matematico planteado y dimensionar el reto compu-
tacional que motiva la aplicacion de algoritmos de computacion cuéntica,
se define un caso de uso cuya magnitud genera una explosion combinatoria
representativa de una operacion comercial real. El escenario propuesto con-
templa una red operativa conformada por seis aeropuertos europeos (Madrid,
Barcelona, Paris-CDG, Amsterdam, Berlin y Roma-FCO), la cual es atendi-
da por una flota de cinco aeronaves, designadas de AC1 a AC5. La ventana
temporal de recuperacion (recovery horizon) se establece en un bloque de
seis horas ininterrumpidas, comprendido estrictamente entre las 14:00 y las
20:00 horas.

Dentro de esta franja temporal, el tiempo continuo se ha discretizado en in-
tervalos de 15 minutos para permitir la formulacion del problema mediante
variables binarias. Por politica operativa de la aerolinea virtual modelada, se
establece que el retraso maximo permisible para un vuelo antes de forzar su
cancelacion es de dos horas. Esta combinacion de discretizacion temporal y
limite de retraso implica que cada vuelo programado dispone de un conjunto
de nueve bandas temporales factibles para iniciar su operacion, correspon-
dientes a su hora de salida original y a ocho intervalos sucesivos de retraso.
La inclusion de estas variables temporales multiplica el espacio de soluciones

del modelo.

El evento disruptivo se introduce en el sistema exactamente a las 14:00 horas.
En ese instante, la aeronave AC1 sufre una averia severa en el aeropuerto de
Madrid, quedando clasificada como inoperativa para el resto de la jornada.
Como consecuencia directa de este fallo técnico, los vuelos que dicha aeronave
tenfa asignados dentro de la ventana de recuperaciéon quedan desatendidos.
El algoritmo de optimizacion asume entonces la tarea de procesar la reasig-
nacion de estos trayectos huérfanos y la reprogramacion de los vuelos activos
utilizando las cuatro aeronaves restantes de la flota (AC2 a AC5). Para ello,
el modelo evalia la viabilidad temporal de las asignaciones candidatas a tra-

vés de las variables de asignacion, asumiendo que la compatibilidad espacial
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ha sido prefiltrada en la definicion del escenario. El objetivo es analizar la
capacidad de la formulacién para absorber el impacto de la disrupcion dentro
de la abstraccion considerada, sin pretender reproducir de forma completa la

continuidad espacial de una rotacion operativa real.

Para establecer la base del modelo de optimizacion, la Tabla 4.1 detalla el
programa de vuelos original planificado para la flota completa en la franja
temporal de estudio. Este horario incluye los tiempos de vuelo calculados
entre los nodos de la red y respeta tiempos de rotacion realistas en los aero-

puertos de destino.

Cuadro 4.1: Programa de vuelos original del caso de uso tedrico (14:00 a
20:00)

Aeronave Vuelo Origen Destino Salida Llegada Duraciéon

AC1 101 MAD BCN 14:00 15:15 1:15
AC1 102 BCN MAD 16:15 17:30 1:15
AC1 103 MAD CDG 18:30 20:30 2:00
AC2 201 AMS BER 14:15 15:30 1:15
AC2 202 BER BCN 16:30 18:45 2:15
AC3 301 CDG FCO 14:30 16:30 2:00
AC3 302 FCO MAD 17:30 20:00 2:30
AC4 401 BCN CDG 14:00 15:45 1:45
AC4 402 CDG AMS 16:45 18:00 1:15
AC4 403 AMS BER 19:00 20:15 1:15
ACSH 501 FCO MAD 14:45 17:15 2:30
AC5H 502 MAD BCN 18:15 19:30 1:15

Una vez definida la situacion de partida, se procede a cuantificar el modelo
mediante la definicion de las variables involucradas. El programa de vuelos de
la Tabla 4.1 incluye 12 vuelos que deben ser cubiertos durante el tramo de la
disrupcién, que comprenden tanto la programacion original de las aeronaves
operativas como los tres trayectos huérfanos derivados de la averia de AC1. La
discretizacion temporal en tramos de 15 minutos, combinada con la condicion

de que todo vuelo que no pueda operarse en las dos horas siguientes a su
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salida original sera cancelado, resulta en 9 bandas temporales posibles para
cada trayecto y hace crecer el espacio de soluciones del modelo de manera

exponencial.

Al disponer de una flota residual operativa de 4 aeronaves (AC2 a AC5) tras
el evento disruptivo, cada vuelo se convierte en una tarea que potencialmente
puede ser reasignada a cualquiera de estos recursos. El optimizador no con-
serva memoria de la asignacion original de la aeronave averiada; simplemente
intenta encajar los doce trayectos programados en los huecos temporales de
las cuatro aeronaves disponibles. Dado que la variable de asignacion x; se
define para cada combinacién de vuelo 7, banda temporal ¢ y aeronave k,
el subconjunto de variables de operacion asciende a 12 vuelos x 9 bandas
temporales x 4 aeronaves = 432 variables binarias. A este valor se le deben
sumar las variables de cancelacion z;, que aportan al sistema la flexibilidad
de descartar un vuelo si no se encuentra una solucién de continuidad véalida,
anadiendo una variable adicional por cada uno de los 12 vuelos programa-
dos. Por tanto, el sistema se compone de un total de 444 variables binarias

independientes que conforman el vector de estado del problema.
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4.3. Justificaciéon de la computacién cuantica

y el modelo de Ising

La transicion hacia la computacion cuéntica se fundamenta en la capacidad
de mapear problemas de optimizacion combinatoria a sistemas fisicos gober-
nados por la mecéanica cuantica. Segun el trabajo de Lucas (2013), es posible
encontrar una correspondencia entre cualquier problema NP-completo y el
modelo de Ising mediante un niimero polinémico de pasos. En esta equiva-
lencia, las variables binarias del problema de optimizacion se transforman en
espines de un sistema fisico, donde las interacciones entre ellos representan
las restricciones de nuestro modelo de recuperacion de flota. Esta represen-
tacion permite tratar la busqueda de la solucién 6ptima como la busqueda
del estado fundamental (minima energia) de un Hamiltoniano cuéntico, un
proceso que aprovecha fenémenos como la superposicion y el entrelazamiento

para explorar el espacio de soluciones de manera global.

El uso del algoritmo QAOA se justifica como una herramienta disenada es-
pecificamente para abordar problemas de optimizacion en la era de los dis-
positivos cuénticos de escala intermedia y con errores (NISQ). Farhi et al.
(2014) demuestran que, mediante la aplicacion alternada de un Hamiltoniano
de coste y un Hamiltoniano de mezcla, el algoritmo puede converger hacia
soluciones de alta calidad para problemas combinatorios dificiles. Al apli-
car este enfoque al caso de uso tedrico de 444 variables, QAOA prepara un
estado parametrizado cuya distribucion de probabilidad puede concentrarse
progresivamente en configuraciones de baja energia, asociadas a soluciones de
menor coste dentro de la formulacion planteada. Este marco tedrico propor-
ciona una base so6lida para la implementaciéon en Python y permite plantear
el problema de recuperacion de aeronaves como un caso adecuado para estu-
diar la viabilidad de formulaciones QUBO-QAOA aplicadas a problemas de
optimizacion combinatoria, sin asumir ni pretender demostrar una ventaja

practica frente a los métodos cléasicos en el estado actual de la tecnologia.
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4.4. Parametros de penalizacion

La sintonizacion de los parametros de penalizacion constituye uno de los de-
saffos técnicos més criticos en la transicion de un modelo de optimizacion
lineal hacia una formulacién de tipo QUBO o Hamiltoniano de Ising. La
naturaleza de estos problemas reside en que las restricciones, que en la pro-
gramacion clasica actiian como limites rigidos del espacio de busqueda, se
integran directamente en la funcién objetivo mediante términos cuadraticos
ponderados por coeficientes de penalizacion P. La determinacion de estos va-
lores requiere un equilibrio preciso; si las penalizaciones son insuficientes, el
algoritmo tiende a favorecer estados de baja energia que violan los limites del
problema para minimizar el coste operativo. Por el contrario, si los valores
de P son excesivamente elevados, el espectro energético se vuelve abrupto
y dominado por las restricciones, lo que oculta las variaciones sutiles de la
funciéon de coste original y dificulta la convergencia del algoritmo hacia el

6ptimo global debido a la reduccion del gap espectral.

Dentro de la literatura técnica, existen diversas metodologias para abordar
esta sintonizacion. Lucas (2013) establece una cota inferior matemética rigu-
rosa para estos coeficientes, argumentando que, para garantizar que el estado
fundamental del sistema corresponda siempre a una solucion factible, la pe-
nalizacion P debe ser estrictamente mayor que la ganancia méxima que la
funciéon objetivo podria obtener al violar dicha restriccion. En el contexto
de la recuperacion de flota, esto implica que los coeficientes deben ser supe-
riores al coste de cancelar los vuelos implicados, impidiendo que el sistema
encuentre rentable operar fuera de los limites definidos. Esta perspectiva es
complementada por Glover et al. (2018), quienes proponen un enfoque de
Big M adaptado a modelos QUBO, donde los pardmetros se calibran para
superar la magnitud de los coeficientes de la funcion de coste por un margen
de seguridad, asegurando que cualquier infraccion sea penalizada con una

energia demasiado elevada.

El escalado de estos parametros encuentra limitaciones fisicas en el hardware

cuantico actual. Roch et al. (2023) demuestran que penalizaciones sobredi-
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mensionadas comprimen el espectro de energias de las soluciones véalidas,
aumentando la probabilidad de que el algoritmo quede atrapado en mini-
mos locales. Para mitigar este efecto, investigaciones sobre la secuenciacion
de aeronaves sugieren un enfoque ajustado donde las penalizaciones se si-
tuan aproximadamente un 10 por ciento por encima de la suma de los costes
operativos posibles, buscando mantener el espectro energético lo mas suave
posible para facilitar la exploracion del algoritmo. En contraste, para entor-
nos con ruido caracteristicos de los dispositivos NISQ, se ha propuesto que
los parametros se sitien en un orden de magnitud superior a los del objetivo
para que las senales de las restricciones no se pierdan entre las fluctuaciones

de los qubits.

La jerarquia de costes en el modelo desarrollado parte de los datos operativos
de la industria aérea, donde el coste de cancelacion C; es el factor dominante
y debe ser significativamente mayor que cualquier coste de retraso c;. Una
vez definido este coste como el techo de la funciéon objetivo, los coeficientes
P se escalan en relacion a él. Para algoritmos como QAOA, se establece
un rango donde P cumple la cota de factibilidad sin invalidar el an&lisis
de convergencia energética. De este modo, las penalizaciones de unicidad se
sitian entre 1,25 y 2,0 veces el coste de cancelacion, y las de continuidad en
un rango ligeramente inferior, entre 1,1 y 1,5 veces dicho coste, permitiendo
que el optimizador identifique claramente los limites del problema mientras
mantiene la capacidad de discernir entre diferentes estrategias de mitigacion

de retrasos.

La configuracion que se detalla a continuacion (Tabla 4.2) corresponde al
caso de uso teorico definido en la Seccion 4.2. Su objetivo es establecer una
escala econémica coherente para el escenario objetivo de 444 variables, no
fijar los valores empleados en la instancia experimental reducida, cuya para-

metrizacion final se documenta en los Capitulo 5 y Capitulo 6.
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Cuadro 4.2: Configuracion de parametros de coste y penalizacion del modelo
QUBO para el caso de uso tedrico

Parametro Simbolo Valor / rango propuesto

Coste de retraso unitario Citk: Funcion de t (proporcional al retraso)
Coste de cancelacion C; C; =~ 10 x max(ci)

Penalizacion de unicidad Pic [1,25-C;, 2,0-C;]

Penalizacion de continuidad Peont 1,1-C;, 1,5-Cj

Empezando por el coste de retraso, siguiendo la operativa estandar de ae-
rolineas, se plantea que la operadora pierda 50 € por cada intervalo de 15
minutos de retraso. Denotando por ¢ el indice de la banda temporal, con

t = 0 para la salida programada:

Citk — o0 -t (410)

El caso tedrico contempla nueve bandas temporales por vuelo, correspondien-
tes a la salida original (t = 0) y a ocho alternativas retrasadas en incrementos
de 15 minutos (¢t = 1,...,8), de modo que el retraso méaximo representado

equivale a ocho intervalos (dos horas) y el coste méaximo de retraso seré:

max(c;y) = 50 - 8 = 400 € (4.11)

Manteniendo la regla de que la cancelacion equivale aproximadamente a diez
veces el coste maximo de retraso, el coste de cancelacion del caso tedrico
queda fijado en:

C; = 4000 € (4.12)

Y las penalizaciones de unicidad y continuidad quedan, aplicando los rangos
de la Tabla 4.2, en:
Punic € [5000, 8000] € (4.13)

Pront € [4400, 6000] € (4.14)
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4.5. Reducciéon del caso de uso para la valida-

cién experimental

El caso de uso definido en la Seccion 4.2 establece el escenario operativo de
referencia de este trabajo y constituye el objetivo tltimo al que aspira el
enfoque desarrollado. Sin embargo, la ejecucion del algoritmo QAOA sobre
sus 444 variables no es viable en el entorno de simulacién clésica emplea-
do: el factor limitante es el coste de simular el circuito cuéantico, ya que la
representacion del estado de un sistema de 444 qubits exige unos recursos
de memoria que exceden con varios 6rdenes de magnitud la capacidad de
cualquier estacion de trabajo convencional. Esta barrera no es especifica de
la implementacion aqui desarrollada, sino una propiedad fundamental de la
simulacion clasica de sistemas cuénticos, y es independiente de la dificultad
de resolver el problema de forma clasica: lo que impide trabajar a escala
objetivo no es la obtencién de una referencia exacta, sino la simulacion del
propio algoritmo cuantico. Por este motivo, la validacion experimental se rea-
liza sobre una version sustancialmente reducida del mismo problema, cuyo
dimensionado se define a continuacion siguiendo la misma estructura que el
caso teorico. La justificacion detallada de esta reduccion y la exploracion de

los niveles intermedios de dimensionado se desarrollan en el Capitulo 6.

El escenario reducido contempla una subred operativa conformada por cuatro
aeropuertos europeos (Madrid, Barcelona, Paris-CDG y Amsterdam), la cual
es atendida por una flota de tres aeronaves, designadas de AC1 a AC3. La
ventana temporal de recuperacion se establece en un bloque de tres horas
ininterrumpidas, comprendido estrictamente entre las 14:00 y las 17:00 horas.
Al igual que en el caso tedrico, el tiempo continuo se discretiza en intervalos
de 15 minutos; por politica operativa de la aerolinea virtual modelada en
este microescenario de validacion, el retraso méximo permisible para un vuelo
antes de forzar su cancelacion se fija en 15 minutos. Esta combinacion implica
que cada vuelo programado dispone de dos bandas temporales factibles para
iniciar su operacion, correspondientes a su hora de salida original y a un

anico intervalo sucesivo de retraso.
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El evento disruptivo reproduce el del caso tedrico: a las 14:00 horas, la aerona-
ve AC1 sufre una averia severa en el aeropuerto de Madrid y queda clasificada
como inoperativa para el resto de la jornada, dejando desatendido el vuelo
que tenfa asignado. El algoritmo de optimizacién asume entonces la tarea de
procesar la reasignacion de este trayecto huérfano y la reprogramacion de los
vuelos activos utilizando las dos aeronaves restantes de la flota (AC2 y AC3),
evaluando la viabilidad temporal de las asignaciones candidatas a través de
las variables de asignacion, bajo la hipotesis de que la compatibilidad espa-
cial ha sido prefiltrada en el escenario reducido. El objetivo es comprobar
el comportamiento de la formulacién en una instancia lo bastante pequena
como para ser simulable en los recursos disponibles y, ademés, contrastable

contra un 6ptimo global exacto.

La Tabla 4.3 detalla el programa de vuelos original del escenario reducido.
Eiste horario incluye los tiempos de vuelo calculados entre los nodos y respeta

tiempos de rotacion realistas en los aeropuertos de destino.

Cuadro 4.3: Programa de vuelos del caso reducido para validacion local

Aeronave Vuelo Origen Destino Salida Llegada Dwuraciéon

AC1 101 MAD BCN 14:00 15:15 1:15
AC2 201 BCN CDG 14:30 16:15 1:45
AC3 301 CDG AMS 15:00 16:30 1:30

La Figura 4.1 representa graficamente la situacion de partida: tras la averia
de AC1, su vuelo queda sin asignar, mientras que las aeronaves operativas

mantienen sus trayectos programados dentro de la ventana de recuperacion.
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AC2 | 201 BON-CDC |
AC3 | 301 CDG-AMS |
14:00 14:30 15:00 15:30 16:00 16:30 17:00

Figura 4.1: Diagrama del problema de recuperacion del caso reducido. Tras la
averia de la aeronave AC1 a las 14:00, su vuelo 101 queda sin asignar (barra
discontinua); las aeronaves AC2 y AC3 operan los vuelos 201 y 301 en sus
franjas temporales originales. El optimizador debe decidir la reasignacion del
vuelo huérfano.

El mismo escenario admite una representacion como grafo espacio-temporal
(Figura 4.2), habitual en la literatura de recuperacion de recursos descrita
en el Capitulo 1. En esta representacion, cada nodo corresponde a un par
(aeropuerto, instante) y cada vuelo es un arco dirigido entre el nodo de sali-
da y el de llegada, de modo que la operaciéon de una aeronave equivale a un
camino a través de la red. Esta perspectiva conecta la formulacion del proble-
ma con su naturaleza combinatoria, ya que cada arco candidato se traduce

posteriormente en una variable binaria del modelo.

MAD 01
BCN ’*.
AMS

14:00 14:30 15:00 15:30 16:00 16:30

Figura 4.2: Representacion del caso reducido como grafo espacio-temporal.
Cada nodo corresponde a un par (aeropuerto, instante) y cada arco representa
un vuelo, dirigido desde su nodo de salida hasta su nodo de llegada. Una
aeronave que opera una secuencia de vuelos describe un camino a través de
la red.

Una vez definida la situacion de partida, se procede a cuantificar el modelo.

El programa incluye 3 vuelos que deben ser cubiertos durante el tramo de la
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disrupcion (la programacion original de AC2 y AC3 mas el trayecto huérfano
de AC1), y la flota residual operativa se compone de 2 aeronaves, de modo que
cada vuelo puede ser reasignado a cualquiera de estos recursos. Dado que la
variable de asignacion x; se define para cada combinacion de vuelo ¢, banda
temporal ¢ y aeronave k, el subconjunto de variables de operacion asciende
a 3 vuelos x 2 bandas temporales X 2 aeronaves = 12 variables binarias.
A este valor se le deben sumar las variables de cancelacién z;, anadiendo
una variable adicional por cada uno de los 3 vuelos. Por tanto, el sistema se
compone de un total de 15 variables binarias independientes que conforman

el vector de estado para la optimizacion cuantica.

Esta reduccion afecta al tamano de los conjuntos involucrados y conserva los
elementos esenciales de la formulacion matematica: pluralidad de vuelos y ae-
ronaves, bandas temporales de retraso, restricciones de unicidad, restricciones
de continuidad temporal por solapamiento y posibilidad de cancelacion. La
misma logica de generacion dinamica que produce las quince variables del
caso reducido es la que generaria las 444 del caso tedrico sin més que ampliar

los conjuntos de entrada.

La reduccién experimental afecta también a la escala econémica empleada
en la validacion. Mientras que el caso teodrico utiliza la parametrizacion de
referencia definida en la Seccion 4.4, el caso reducido emplea una escala nor-
malizada, con un coste de retraso de 50 € por banda, un coste de cancelacion
de 500 € y un coeficiente de penalizacion QUBO calibrado empiricamente.
Eista eleccion no pretende reproducir la magnitud monetaria absoluta del es-
cenario objetivo, sino conservar la jerarquia relativa entre coste de retraso,
coste de cancelacion y penalizacion por violacion de restricciones; de hecho,
la escala reducida mantiene la misma regla de proporcionalidad del caso teo6-
rico, ya que al existir una tnica banda de retraso el coste maximo de retraso
es de 50 € y la cancelacion se fija en diez veces dicho valor. La justificacion

de la calibraciéon empirica se desarrolla en el Capitulo 5.

La caracterizacion de la barrera de simulacion clasica que motiva esta reduc-
cion y la transicion desde el escenario objetivo hasta el escenario empirica-

mente validado se documentan en el Capitulo 6. Baste senalar aqui que el
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dimensionado del caso experimental no debe interpretarse como una limita-
cion del modelo, sino como una consecuencia del coste exponencial de simular
QAOA en un ordenador clésico, que es lo que impide ejecutar el algoritmo
a escala objetivo. Trabajar a esta escala reducida tiene, ademéas, una ven-
taja metodologica: hace posible comparar el resultado del algoritmo contra
un 6ptimo global garantizado por enumeracion exhaustiva, algo que a escala
objetivo tampoco seria viable, pero que no es la causa de la reduccion sino

un beneficio anadido de ella.
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Capitulo 5. Implementacion Tecnolégica y De-

sarrollo en Qiskit

5.1. Arquitectura del desarrollo y stack tecno-

légico

La transicion del modelo matemaético formulado en el Capitulo 4 hacia un
entorno computacional ejecutable requiere la integracion de un conjunto coor-
dinado de librerias y herramientas que cubran las distintas etapas del pipeline
de optimizacion cuantica. La implementacion desarrollada en este trabajo se
apoya en el ecosistema de Qiskit, el framework de computacion cuantica de
codigo abierto mantenido por IBM, complementado con librerias estandar de
Python para el procesamiento numérico y la optimizacion clasica. La metodo-
logia seguida toma como referencia principal la guia oficial de implementacion
de QAOA publicada por IBM Quantum (IBM Quantum, 2026), adaptando

sus patrones de diseno al problema especifico de recuperacion de flota.

El tecnologico utilizado se estructura en cuatro capas funcionales claramen-
te diferenciadas. La primera capa, dedicada al modelado del problema, se
construye sobre el moédulo gqiskit-optimization, que proporciona la clase
QuadraticProgram para representar problemas de optimizacion combinato-
ria de forma explicita, junto con el conversor QuadraticProgramToQubo, en-
cargado de absorber las restricciones lineales en la funciéon objetivo mediante
penalizaciones cuadraticas. Esta capa permite mantener una separacion lim-
pia entre la formulacion matematica y su representacion cuéntica, facilitando

la validacion intermedia del modelo.

La segunda capa engloba la construccion y manipulacion del circuito cuén-

tico. Sobre el nicleo de Qiskit se utiliza la clase QAOAAnsatz, que genera
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de forma automaética el circuito parametrizado correspondiente al algoritmo
QAOA a partir del Hamiltoniano de coste obtenido en la etapa anterior. La
preparacion del circuito para su ejecucion se realiza mediante el sistema de
transpilacion de Qiskit a través de generate_preset_pass_manager, que
adapta las puertas logicas del circuito abstracto a la topologia y al conjunto

de puertas nativas del backend objetivo.

La tercera capa corresponde a la ejecucion cuantica propiamente dicha, de-
legada a las primitivas de Qiskit Runtime. Concretamente, se emplean dos
primitivas complementarias: EstimatorV2, encargada de evaluar el valor es-
perado del Hamiltoniano (H) durante el bucle variacional de optimizacion, y
SamplerV2, utilizada en la fase final de muestreo para extraer la distribucion

de probabilidad sobre los estados de la base computacional.

Estas primitivas pueden dirigirse a dos tipos de destino. El primero es un
procesador cuantico fisico real, en el que el circuito se ejecuta sobre qubits
materiales y el resultado esta sujeto al ruido, la decoherencia y los tiempos
de cola propios de la infraestructura disponible en la nube. El segundo es un
simulador, un programa que se ejecuta integramente en un ordenador clasico
convencional y que reproduce numéricamente el comportamiento que tendria
un procesador cuantico ideal, calculando de forma determinista la evolucion
del estado cuantico sin recurrir a ningin dispositivo fisico. La diferencia es
esencial: el procesador real es hardware cuantico, mientras que el simulador

imita ese hardware mediante calculo clasico.

En este trabajo se utiliza la segunda via: como entorno de ejecucion se emplea
el simulador local AerSimulator del modulo gqiskit-aer, que reproduce el
comportamiento de un procesador cuantico ideal, sin ruido. Esta eleccion
permite validar la correccion del algoritmo en un entorno determinista y re-
producible, libre de los efectos de ruido del hardware actual y sin incurrir
en los tiempos de cola asociados a la infraestructura cuantica en la nube. La
contrapartida es que el coste de esta simulacion clésica crece exponencial-
mente con el nimero de qubits, una limitacién que condiciona el tamano del

problema abordable y que se analiza en detalle en el Capitulo 6.
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Finalmente, la cuarta capa gestiona el bucle clasico de optimizacion de los
parametros variacionales v y [ que definen el circuito QAOA. Para ello se
recurre a la funcion minimize de scipy.optimize, empleando el método
COBYLA (Constrained Optimization BY Linear Approximation), un algo-
ritmo de optimizacion sin gradientes especialmente adecuado para superficies
de coste obtenidas a partir de mediciones cuénticas, como se justificard en
detalle en la seccion 5.6. La interaccion entre estas cuatro capas configura
un flujo de trabajo iterativo caracteristico de los algoritmos variacionales hi-
bridos. El optimizador clasico propone un vector de parametros, el circuito
QAOA se ejecuta con dichos parametros sobre el simulador, la primitiva Esti-
mator devuelve el valor esperado del Hamiltoniano, y el optimizador actualiza
los parametros buscando minimizar dicho valor. Este ciclo se repite hasta al-
canzar un criterio de convergencia, momento en el que se realiza un muestreo
masivo del estado cuéntico resultante para extraer la soluciéon combinatoria
optima. Las siguientes secciones detallan cada uno de estos componentes en

el orden logico en que se incorporan al desarrollo.
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5.2. Del modelo matematico al QuadraticPro-

gram

La materializacion del modelo matematico formulado en el Capitulo 4 se reali-
za mediante la clase QuadraticProgram del médulo qiskit-optimization,
la cual permite declarar de forma estructurada las variables binarias, la fun-
cion objetivo y las restricciones lineales que conforman el problema de recupe-
racion de flota. Esta representacion intermedia resulta especialmente conve-
niente porque mantiene la formulacion en su forma lineal original, facilitando
tanto la verificacion del modelo como su posterior conversion automética a
un problema QUBO mediante el conversor adecuado, como se detallaré en

la Seccion 5.4.

La construccion del programa cuadratico se ha organizado en cuatro bloques
funcionales que reflejan directamente la estructura del modelo matematico:
la parametrizacion del escenario operativo, la generacion de las variables
binarias de decision, la codificacion de la funcién objetivo y la formulacion

de las restricciones de unicidad y continuidad.

5.2.1. Parametrizaciéon del escenario operativo

El primer paso consiste en encapsular los datos del caso de uso en estruc-
turas de Python que actiien como tnica fuente de verdad del modelo. Los
vuelos se representan mediante un diccionario donde cada clave identifica un
vuelo y su valor recoge la hora de salida programada (expresada en minutos
desde medianoche para facilitar las operaciones aritméticas) y la duracion de
la operacion. La flota disponible se modela como una lista de aeronaves, y
los pardametros temporales y econdémicos (ntimero de bandas, intervalo entre
bandas, tiempo de rotacion y costes unitarios) se definen como constantes a
nivel de moédulo. Esta separacion entre datos y logica permite modificar el
escenario sin alterar el codigo de modelado, una propiedad esencial para la

fase de experimentacion.
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1| vuelos = {

2 ’101°: {’salida’: 840, ’duracion’: 75}, # 14:00, MAD-BCN
3 ’201°: {’salida’: 870, ’duracion’: 105}, # 1/:30, BCN-CDG
4 ’301°: {’salida’: 900, ’duracion’: 90}, # 15:00, CDG-AMS
5}

6| aeronaves = [’AC2’, ’AC3’]

7. num_bandas = 2

¢ intervalo_banda = 15 minutos

of tiempo_rotacion = 30 minutos

1ol C_LDELAY = 50
11| C_CANCEL = 500

euros por banda de Tetraso

O O® R B

euros por cancelacion

Listado 5.1: Parametrizacion del escenario operativo.

Los valores econémicos del listado corresponden exclusivamente a la instan-
cia experimental reducida. En particular, el coste de cancelacion de 500 euros
representa una escala normalizada para el caso de 15 variables, coherente con
la jerarquia definida en el modelo tedrico, pero no coincidente con la para-

metrizacion absoluta del escenario objetivo de 444 variables (Seccion 4.4).

5.2.2. Generacion dinadmica de las variables binarias

Las variables binarias del modelo se crean de forma programética median-
te bucles anidados sobre los conjuntos de vuelos, bandas y aeronaves. Esta
aproximacion garantiza que el codigo sea independiente del tamano del es-
cenario: anadir un vuelo, una aeronave o una banda temporal no requiere
modificar la l6gica de generacion, sino tnicamente actualizar las estructuras
de datos descritas en el bloque anterior. Para cada vuelo se declara primero
su variable de cancelacion z;, y a continuaciéon se generan las variables de
asignacion x; para todas las combinaciones posibles de banda temporal y

aeronave.

il mod = QuadraticProgram(’Recuperacion_Flota_v2?’)
o for 1 in vuelos:

mod.binary_var (name=f"z_{i}")

| for i in vuelos:

5 for t in range(num_bandas):

6 for k in aeronaves:

7 mod.binary_var (name=f"x_{i}_t{t}_{k}")
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Listado 5.2: Generacion de variables binarias.

La nomenclatura adoptada para los identificadores de variable (z_i y x_-
i_t_k) reproduce literalmente los subindices de la formulacion matemaética,
lo que facilita la trazabilidad entre el modelo tedrico y su implementacion y

permite interpretar directamente las soluciones devueltas por el algoritmo.

5.2.3. Codificacion de la funciéon objetivo

La funcion objetivo definida en la Ecuacion (4.3) se traduce a c6digo mediante
un diccionario que asocia cada nombre de variable con su coeficiente lineal.
Las variables de cancelacion reciben como coeficiente el coste fijo C;, mientras
que las variables de asignacion reciben un coeficiente proporcional al indice
de la banda temporal, materializando asi el coste lineal de retraso ¢, =
t-C_DELAY. Una vez construido el diccionario completo, se invoca el método

minimize para fijar el sentido del problema.

| costes = {}

of for i in vuelos:

costes [f"z_{i}"] = C_CANCEL

for t in range(num_bandas) :

5 coste_banda = t * C_DELAY

6 for k in aeronaves:

7 costes[f"x_{i}_t{t}_{k}"] = coste_banda

s mod . minimize (linear=costes)

Listado 5.3: Codificacion de la funcion objetivo lineal.

Es importante destacar que en esta etapa la funcion objetivo contiene exclusi-
vamente los términos de coste operativo. Los términos cuadraticos asociados
a las penalizaciones por incumplimiento de restricciones no se introducen
manualmente, sino que seran generados automéaticamente por el conversor a

QUBO a partir de las restricciones lineales que se definen a continuacion.

67



5.2.4. Formulacion de las restricciones

Las restricciones del modelo se declaran en su forma lineal nativa mediante
el método linear_constraint, que recibe un diccionario de coeficientes, un
sentido (==, <= 0 >=), un término independiente y un nombre identificativo.
La restriccion de unicidad, que exige que cada vuelo sea operado en exacta-
mente una combinacion de banda y aeronave o, en su defecto, cancelado, se
construye recorriendo el conjunto de vuelos y agregando para cada uno de

ellos la suma de sus variables asociadas con coeficiente unitario:

1 for i in vuelos:
vars_vuelo = {f"x_{i}_t{t}_{k}": 1

for t in range (num_bandas)

&)

) for k in aeronaves}

5 vars_vuelo [f"z_{i}"] = 1

6 mod.linear_constraint (

7 linear=vars_vuelo, sense=’==’, rhs=1,

8 name=f"unic_{i}"

Listado 5.4: Restriccion de unicidad.

La restriccion de continuidad, que impide que una misma aeronave opere dos
vuelos cuyos intervalos de ocupacion se solapen, requiere un razonamiento
previo para identificar qué pares de variables son incompatibles. Para cada
combinacion ordenada de dos vuelos (i, j) v cada par de bandas temporales
(ti,t;), se calculan los intervalos de ocupacion [inicio, fin] considerando la
hora de salida ajustada por la banda, la duracion del vuelo y el tiempo de
rotacion posterior. Si dichos intervalos se solapan segun el criterio inicio; <
fin; A inicio; < fin;, se anade una restriccion lineal que limita la suma de
ambas variables a uno, prohibiendo asi que ambas tomen valor verdadero

simultdneamente:

I| vuelos_lista = list(vuelos.keys())

o for k in aeronaves:

¥

for idxl, i in enumerate(vuelos_lista):
i for idx2, j in enumerate(vuelos_lista):
5 if idx1 >= idx2:

6 continue

7 for t_i in range(num_bandas):
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8 for t_j in range (num_bandas):

9 inicio_i = vuelos[i][’salida’] + t_ix*
intervalo_banda

10 fin_i = inicio_i + vuelos[i][’duracion’] +
tiempo_rotacion

11 inicio_j = vuelos[j]l[’salida’] + t_jx*
intervalo_banda

12 fin_j = inicio_j + vuelos[j][’duracion’] +

tiempo_rotacion

13 if (inicio_i < fin_j) and (inicio_j < fin_i):
14 mod.linear_constraint (

15 linear={f"x_{i}_t{t_i}_{kx}": 1,

16 frx_{jr_t{t_j¥r_{x}": 1},

17 sense=’<=’, rhs=1,

18 name=f"cont_{i}_{t_i}_{jr_{t_jr_{x}",

Listado 5.5: Restriccion de continuidad por solapamiento temporal.

La condicién idx1 >= idx2 evita la generacion de restricciones duplicadas,
ya que el solapamiento entre el vuelo ¢ y el vuelo j es simétrico. La generacion
dindmica de los nombres de las restricciones, que incorporan los identificado-
res de los vuelos, las bandas y la aeronave implicada, facilita la depuracion

del modelo y la interpretacion de los resultados.

5.2.5. Estado del modelo antes de la conversion

Al finalizar la ejecucion de este bloque, el objeto QuadraticProgram contiene
una representacion lineal completa del modelo simplificado de recuperacion
considerado en este trabajo: las variables de decision, la funciéon objetivo a
minimizar y el conjunto de restricciones que delimitan el espacio factible. Este
modelo, sin embargo, no puede atn ser resuelto mediante QAOA, dado que
el algoritmo requiere una formulaciéon QUBO en la que las restricciones estén
absorbidas en la funcion objetivo en forma de penalizaciones cuadraticas.
Dicha transformacion se aborda en la Secciéon 5.4, una vez consolidada la

construccion incremental del modelo que se describe en la siguiente seccion.
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5.3. Construcciéon incremental del modelo

La traduccion directa del modelo matematico completo descrito en el Ca-
pitulo 4 a una implementacion funcional en Qiskit presenta un riesgo me-
todologico evidente: una formulacion con decenas de variables y centenares
de restricciones, codificada en un tnico paso, dificulta la deteccion de erro-
res estructurales y la validacion de la logica subyacente. Por este motivo, el
desarrollo del modelo se ha abordado siguiendo una estrategia incremental,
partiendo de un caso minimo verificable y anadiendo progresivamente las
dimensiones operativas hasta alcanzar la configuracion final empleada en la

validacion experimental.

Esta aproximacion, habitual en la literatura de prototipado de algoritmos
cuanticos aplicados a problemas industriales Kaushik et al. (2025), permite
aislar la introduccion de cada nueva fuente de complejidad y verificar, en
cada etapa, que la solucion del modelo coincide con el comportamiento ope-
rativo esperado. La construccion se ha estructurado en tres hitos sucesivos:
un modelo de un dnico vuelo que valida la l6gica bésica de decision, un mo-
delo de dos vuelos con conflicto de recurso que introduce la restriccion de
continuidad, y la generalizacion a flota y horario completos mediante bucles

parametrizados.

5.3.1. Modelo de un Gnico vuelo

El primer hito del desarrollo corresponde al analisis aislado de un vuelo indi-
vidual, con el objetivo de verificar que la l6gica binaria de decision retraso-
frente-a-cancelacion se codifica correctamente en formato QuadraticPro-
gram y que el solver es capaz de recuperar la solucion 6ptima trivial. En este
escenario se considera un tnico vuelo con dos bandas temporales factibles
(operacion puntual u operacion retrasada) y la opcion adicional de cancela-
cion. El modelo se reduce, por tanto, a tres variables binarias mutuamente

excluyentes ligadas por una tnica restriccion de unicidad.

1‘mod.binary_var("x_21_1430")
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V]

mod.binary_var("x_21_1500")

3 mod.binary_var("z_21")

| mod.minimize (linear={

5 "x_21_1430": O,

6 "x_21_1500": 30,

7 "z_21": 100

8 })

o/ mod.linear_constraint (

10 linear={"x_21_1430": 1, "x_21_1500": 1, "z_21": 1},

11 sense="==", rhs=1

Listado 5.6: Nucleo del modelo de un tnico vuelo.

La calibracion de los coeficientes de coste responde a una jerarquia operativa
coherente: la operacion puntual no genera coste (x_21_1430 con coeficiente
cero), un retraso de una banda introduce un coste intermedio (30 unidades)
y la cancelacion es la alternativa mas penalizada (100 unidades). Esta es-
tructura garantiza que el 6ptimo trivial corresponde a la operacion puntual,
lo que permite verificar de forma directa que tanto el solver clasico exacto
como el algoritmo QAOA recuperan la solucion esperada. La validacion de
este primer hito confirma que la pipeline de modelado, conversion a QUBO

y resolucion funciona correctamente sobre un caso de complejidad minima.

5.3.2. Modelo de dos vuelos con conflicto de recurso

El segundo hito introduce la dimension que justifica el uso de algoritmos de
optimizacion combinatoria: el conflicto por un recurso compartido. En este
escenario se modelan dos vuelos que pueden ser cubiertos por una misma
aeronave en franjas temporales solapadas, lo que obliga al modelo a decidir
entre operar puntualmente uno y retrasar o cancelar el otro. Aparece aqui,
por primera vez, la restriccion de continuidad en su forma més elemental: una
desigualdad lineal que impide que dos variables de asignaciéon incompatibles
tomen valor verdadero simultdneamente.

[
I‘mod.linear_constraint(

\
linear={"x_102_0945_AC2": 1, "x_202_0945_AC2": 1},

:4 sense="<=", rhs=1, name="Conflicto_AC2_BCN"

2
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Listado 5.7: Restriccion de conflicto en el modelo de dos vuelos.

La introduccion de esta restriccion es metodologicamente significativa porque
obliga al optimizador a explorar combinaciones de decisiones interdependien-
tes. Mientras que en el hito anterior el espacio de soluciones era trivialmente
separable (la eleccion sobre un vuelo no afectaba a ningtn otro), aqui la deci-
sion tomada sobre un vuelo condiciona las opciones disponibles para el otro.
Este acoplamiento entre variables es precisamente la fuente de complejidad
combinatoria que motiva el recurso a técnicas de optimizacion avanzadas, y
su validacion a esta escala reducida permite confirmar que la formulacion de

la restriccion es semanticamente correcta antes de generalizarla.

5.3.3. Generalizaciéon a flota y horario completos

El tercer hito consolida la l6gica validada en los dos pasos anteriores y la ge-
neraliza mediante bucles parametrizados, dando lugar a la formulacién final
descrita en la Seccion 5.2. La transicion desde los modelos manuales hasta
el modelo automatizado requiere que cada componente (variables, funcion
objetivo y restricciones) se genere dindmicamente a partir de las estructuras
de datos que describen el escenario operativo. Esta generalizacion es la que
confiere al modelo su escalabilidad: anadir vuelos, aeronaves o bandas tempo-
rales no requiere modificar el codigo de modelado, sino inicamente actualizar

los diccionarios y listas de entrada.

La diferencia esencial entre los dos hitos previos y la version generalizada
reside en el tratamiento de la restriccion de continuidad. En el modelo de
dos vuelos, las restricciones de conflicto se declaraban manualmente, una por
una, identificando a mano qué pares de variables eran incompatibles. Esta
aproximacion es inviable cuando el niimero de vuelos y bandas crece, ya que
el numero de pares potencialmente conflictivos escala cuadraticamente. La
generalizacion resuelve este problema mediante la condicion geométrica de

solapamiento entre intervalos de ocupacion, ya descrita en la Seccion 5.2,
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que permite generar automaticamente todas las restricciones de continuidad

necesarias a partir de la informacion temporal de cada vuelo.

Conviene senalar que el escenario que efectivamente se ejecuta en este tra-
bajo no es la formulacion completa de 444 variables binarias planteada en
el Capitulo 4 como caso de uso teodrico, sino una version reducida del mis-
mo problema. Las razones que justifican esta reduccion y la metodologia de
dimensionado del caso experimental se detallan en el Capitulo 6, donde se
discute la transicion desde el escenario objetivo hasta el escenario empirica-
mente validado. En cualquier caso, la estructura del modelo es independiente
de la escala: la misma logica que genera 15 variables para el caso reducido
es la que generaria las 444 variables del caso tedrico sin mas que ampliar los

conjuntos de entrada.

Una vez consolidado el QuadraticProgram mediante esta construccion incre-
mental, el modelo se encuentra preparado para la siguiente etapa del flujo: la
conversion a una formulacion QUBO y su posterior mapeo a un Hamiltoniano

de Ising apto para QAOA. Esta transformacion se aborda en la Secciéon 5.4.
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5.4. Conversién a QUBO y mapeo al Hamilto-

niano de Ising

Una vez construido el QuadraticProgram mediante el procedimiento descri-
to en la Seccion 5.3, el modelo se encuentra expresado como un problema
de optimizacion combinatoria con restricciones lineales explicitas. El algo-
ritmo QAOA, sin embargo, opera sobre Hamiltonianos cuanticos cuyo esta-
do fundamental codifica la soluciéon 6ptima del problema, lo que exige una
transformacion intermedia: convertir el modelo con restricciones en una for-
mulacion QUBO sin restricciones, y mapear dicha formulacién a un operador
hermitico expresable mediante cadenas de Pauli. Esta seccion detalla ambas
conversiones y discute la calibracion empirica del coeficiente de penalizacion,
una decision de diseno que condiciona directamente el comportamiento del

algoritmo en la fase de optimizacion.

5.4.1. De problema con restricciones a formulacién QU-
BO

La conversion a QUBO se realiza mediante la clase QuadraticProgramToQu-
bo del moédulo qiskit-optimization, que absorbe las restricciones lineales
del modelo dentro de la funciéon objetivo en forma de penalizaciones cua-
draticas. El procedimiento subyacente sigue la formulacion estandar descrita
por Glover et al. (2018): para cada restriccion de igualdad ) a;;x; = b;,
se anade a la funcion objetivo un término P - (37, aijz; — b;)?, y para cada
restriccion de desigualdad se introducen variables auxiliares de holgura que
permiten reformularla como una igualdad equivalente. El coeficiente P regula

la magnitud de la penalizacion aplicada cuando una restriccion es violada.

Il conversor = QuadraticProgramToQubo (penalty=PENALIZACION_QUBO)

2l qubo = conversor.convert (mod)

Listado 5.8: Conversion del modelo a formulacion QUBO.
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El resultado de esta operacion es un nuevo QuadraticProgram sin restriccio-
nes explicitas en el que la funcién objetivo contiene ahora términos cuadrati-
cos derivados del desarrollo de las penalizaciones. Este es el formato canénico

requerido por la siguiente etapa de la transformacion.

5.4.2. Mapeo al Hamiltoniano de Ising

La formulacion QUBO obtenida se traduce a un operador cuantico mediante
el método to_ising, que realiza el cambio de variable estandar x; = (1 —
2;)/2, donde z; € {—1,+1} representa el autovalor del operador de Pauli Z
actuando sobre el qubit . Tras este cambio de base, el problema QUBO se
expresa como un Hamiltoniano de Ising con términos de un cuerpo (campos
locales) y términos de dos cuerpos (acoplos), formalmente equivalente a la

representacion descrita por Lucas (2013):

) 1<J
i| operador_ising, offset = qubo.to_ising()

Listado 5.9: Obtencion del Hamiltoniano de Ising.

El método devuelve dos objetos: un operador de tipo SparsePauliOp que
codifica los términos h; y J;; como combinaciones de cadenas de Pauli, y
un escalar de offset que recoge la constante aditiva resultante del cambio de
variable. Esta constante no afecta a la localizacion del minimo del Hamilto-
niano (no depende de los z;), pero debe sumarse al valor esperado devuelto
por el algoritmo para recuperar el coste real del problema original. En la
configuracion utilizada en este trabajo, el offset alcanza valores del orden de
varias decenas de miles de unidades energéticas, lo que es coherente con la

magnitud del coeficiente de penalizacion elegido.

El operador resultante es el objeto que sirve de input al QAOAAnsatz en la
Seccion 5.5 como Hamiltoniano de coste sobre el que se construye el circuito

variacional.
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5.4.3. Calibraciéon del coeficiente de penalizacion

La eleccion del coeficiente de penalizacion P constituye una de las decisio-
nes de diseno més delicadas del modelo. El marco teérico establecido en la
Seccion 4.4 fija unos rangos fundamentados en la literatura: tomando como
referencia el coste de cancelacion C; como techo de la funcion objetivo, las
penalizaciones de unicidad se sitian tedricamente entre 1,25 - C; y 2,0 - Cj,
y las de continuidad entre 1,1 - C; y 1,5 - C;. Estos rangos proporcionan una
referencia inicial para que las violaciones de restricciones queden suficiente-
mente penalizadas frente a los costes de operacion (Glover et al., 2018; Lucas,
2013); su adecuacion practica, no obstante, depende de la estructura del espa-
cio factible y del comportamiento del algoritmo variacional. En el desarrollo
experimental, sin embargo, la aplicacion directa de los valores tedricos no
resulto suficiente para que el algoritmo convergiera hacia el 6ptimo factible.
La caracterizacion empirica del espacio de soluciones del escenario reduci-
do reveld una propiedad particularmente desfavorable: de las 21° = 32,768
configuraciones binarias posibles, inicamente una pequena fraccion cercana
al 0,11 por ciento corresponde a soluciones factibles (la cifra exacta se do-
cumenta en el Capitulo 6). Esta densidad extremadamente baja del espacio
factible introduce un desafio especifico para QAOA: la mayor parte del pai-
saje energético explorado por el algoritmo corresponde a estados infactibles,
y si la separacion energética entre el minimo factible y los estados infactibles
vecinos no es suficientemente acusada, el optimizador clasico tiende a con-
verger hacia regiones del espacio dominadas por configuraciones que violan
las restricciones. Este fendémeno es consistente con la observacion reportada
por Roch et al. (2023) sobre la dependencia del coeficiente de penalizacion
o6ptimo respecto a la densidad de soluciones vélidas en el espacio de bisque-
da. Los autores demuestran que, en problemas QUBO con espacios factibles
esparcidos, los rangos teoricos derivados de la cota de factibilidad de Lucas
(2013) pueden resultar insuficientes en presencia de ruido cudntico o de varia-
bilidad estadistica asociada al muestreo finito, requiriendo una recalibracion

empirica por encima del limite tedrico.
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Sobre esta base, los valores empleados en la implementacion final del caso
reducido se han calibrado mediante un proceso de ajuste iterativo, fijando
Ceancer, = 500 y P = 3000. Esta eleccion sitta la penalizacion en seis veces
el coste de cancelacion de la instancia experimental, un valor sustancialmente
superior al rango tedrico de referencia de la Seccion 4.4, pero coherente con la
baja densidad de soluciones factibles observada en el escenario reducido. Esta
desviacion no debe interpretarse como una inconsistencia respecto al marco
tedrico, sino como una manifestacion practica del fenémeno documentado
por Roch et al. (2023): en escenarios con espacios factibles extremadamente
esparcidos, garantizar la dominancia energética del 6ptimo factible sobre el
espectro de estados infactibles requiere coeficientes de penalizacion mayores

que los predichos por el limite tedrico de factibilidad estricta.

Esta calibracion constituye, por tanto, un resultado metodologico del propio
desarrollo: confirma empiricamente que la eleccion del coeficiente de penali-
zacion en formulaciones QUBO destinadas a QAOA depende no solo de la
magnitud de la funcion objetivo, sino también de la estructura combinatoria
del espacio factible, y proporciona evidencia adicional a favor del enfoque de

calibracion adaptativa propuesto en la literatura reciente.

En consecuencia, el trabajo distingue entre una parametrizaciéon econémica
teorica, empleada para dimensionar el caso objetivo de 444 variables (Sec-
cion 4.4), y una parametrizacion experimental normalizada, utilizada para
ejecutar y validar el caso reducido de 15 variables. Ambas mantienen la mis-
ma jerarquia relativa de costes, pero no comparten la misma escala monetaria
absoluta. Con el Hamiltoniano de Ising construido y los pardmetros de pe-
nalizacion calibrados, el problema queda completamente especificado en el
formato requerido por QAOA. La construccion del circuito variacional pro-

piamente dicho se aborda en la Seccion 5.5.
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5.5. Algoritmo QAOA: construccion del circui-

to

Con el Hamiltoniano de Ising definido en la Secciéon 5.4, el siguiente paso del
flujo consiste en construir el circuito cuantico parametrizado que implemen-
ta el algoritmo QAOA. Este circuito constituye el componente cuantico del
esquema hibrido y sera el objeto sobre el que el bucle clasico de optimizacion
ajustara los parametros variacionales para minimizar la energia esperada del
Hamiltoniano. Esta seccion detalla la materializacion del circuito mediante
la clase QAOAAnsatz de Qiskit, la eleccion de la profundidad del ansatz y la

transpilacion al conjunto de puertas nativas del backend de ejecucion.

5.5.1. Materializacién del circuito mediante QAOAAnsatz

La construccion manual del circuito descrito anteriormente requeriria la des-
composicion explicita de los operadores exponenciales en puertas cuanticas
elementales, una tarea técnicamente compleja y propensa a errores. Qiskit
proporciona la clase QAOAAnsatz, que automatiza esta construccion a par-
tir del Hamiltoniano de coste y del niimero de repeticiones, devolviendo un

circuito parametrizado listo para su ejecucion.

i REPS = 5
ol circuito_qaoa = QAOAAnsatz(cost_operator=operador_ising, reps=REPS)

3l circuito_qaoa.measure_all ()

Listado 5.10: Construccion del circuito QAOA.

La instrucciéon measure_all anade al final del circuito las operaciones de
mediciéon sobre todos los qubits, lo que permitira posteriormente extraer la
distribucion de probabilidad sobre los estados de la base computacional en la
fase de muestreo. Conviene senialar que esta version del circuito, con medicio-
nes incluidas, se utiliza inicamente para el muestreo final mediante Sampler;
para la evaluacion del valor esperado mediante Estimator en el bucle varia-

cional, se emplea una version equivalente del circuito sin mediciones, ya que
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la primitiva Estimator gestiona internamente la obtencion de valores espe-

rados sin requerir mediciones explicitas en la base computacional.

5.5.2. Eleccion de la profundidad del ansatz

Uno de los hiperparametros maés criticos del algoritmo QAOA es el numero de
repeticiones p, también denominado profundidad del ansatz. Este parametro
controla un compromiso fundamental: profundidades mayores incrementan
la capacidad expresiva del circuito y, en teoria, permiten aproximarse mas al
estado fundamental del Hamiltoniano, pero también aumentan el nimero de
puertas fisicas tras la transpilacion, lo que degrada la fidelidad de la ejecucion
en dispositivos cuanticos reales debido a la acumulacion de errores de puerta

y a los efectos de decoherencia.

La eleccion de P debe equilibrar, por tanto, expresividad teorica frente a
viabilidad préactica. Zhou et al. (2020) estudian sistematicamente este com-
promiso y demuestran que, para una amplia clase de problemas combinato-
rios, la calidad de la soluciéon mejora monétonamente con P hasta alcanzar
un régimen de saturacion dependiente del problema y del nivel de ruido del
hardware. En la misma linea, Sipos et al. (2025) reportan, en el contexto es-
pecifico de problemas de optimizacion aeronautica como el crew pairing, que
profundidades del orden de P = 3 a P = 8 ofrecen un equilibrio adecuado
entre calidad de la solucion y coste computacional en simulaciones de vector

de estado.

Sobre esta base, en la implementacion final de este trabajo se ha fijado P =5
como valor de compromiso. Esta eleccion se justifica por tres consideraciones
complementarias: en primer lugar, P = 5 proporciona expresividad suficien-
te para resolver el problema reducido manteniendo el coste computacional
dentro de limites razonables en el simulador local; en segundo lugar, este
valor se encuentra en el rango identificado por Sipos et al. (2025) como 6p-
timo para problemas combinatorios de aviaciéon de tamano comparable; y en
tercer lugar, valores significativamente superiores incrementarfan la profun-

didad del circuito transpilado hasta niveles que comprometerian la ejecucion
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en hardware real de la familia NISQ, una consideracion relevante de cara a

la discusion sobre escalabilidad que se aborda en la Seccion 6.6.

5.5.3. Transpilaciéon al backend de ejecuciéon

El circuito construido por QAOAAnsatz se expresa en términos de un conjunto
abstracto de puertas cuanticas que no necesariamente coincide con las puertas
nativas implementadas en el procesador fisico o el simulador de destino. La
adaptacion del circuito a las restricciones del backend se realiza mediante un
proceso denominado transpilacion, que descompone las puertas abstractas en
secuencias equivalentes de puertas nativas y, en el caso de hardware real, las

enruta de forma compatible con la topologia de conectividad del chip.

1| backend = AerSimulator ()

o/ pm = generate_preset_pass_manager (
optimization_level=3,
backend=backend

5 )

6l circuito_transpilado = pm.run(circuito_qaoa)

Listado 5.11: Transpilacion del circuito al backend de ejecucion.

El gestor de pasos de transpilacion generado por generate_preset_pass_-
manager aplica una secuencia predefinida de optimizaciones cuyo nivel de
agresividad se controla mediante el pardmetro optimization_level. El va-
lor 3, maximo disponible, activa todas las optimizaciones de simplificacion
de circuito, fusion de puertas adyacentes y eliminacién de redundancias, pro-
duciendo un circuito final con una profundidad significativamente menor que
la obtenida con niveles inferiores. Como entorno de ejecucion se utiliza Aer-
Simulator, el simulador de vector de estado del modulo qiskit-aer, que
permite la verificacion determinista del algoritmo sin incurrir en los tiempos

de cola asociados a la infraestructura cuantica en la nube.

La profundidad del circuito transpilado en este entorno alcanza una profun-
didad de 73 capas, una cifra moderada coherente con un escenario reducido

y con el uso de un simulador de vector de estado que no impone restricciones
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de conectividad entre qubits. Esta misma operacion de transpilacion, reali-
zada sobre hardware real con topologia de conectividad limitada, produce un
incremento sustancial en el niimero de operaciones del circuito como conse-
cuencia de la insercion de puertas de intercambio (SWAP gates) necesarias
para enrutar la informacion entre qubits no adyacentes. El anélisis detallado
de este fenémeno y sus implicaciones para la escalabilidad del algoritmo se
aborda en la Secciéon 6.6. Con el circuito QAOA construido, parametrizado y
transpilado al backend de simulaciéon, el modelo se encuentra preparado para
entrar en el bucle de optimizacion hibrida en el que un optimizador clésico
ajustard los vectores v y B para minimizar el valor esperado del Hamilto-

niano. Esta fase se describe en la Seccion 5.6.
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5.6. Bucle hibrido de optimizacién

El circuito QAOA construido en la Seccion 5.5 es un circuito parametrizado:
su comportamiento depende de los vectores variacionales v y B3 cuyos valores
6ptimos no son conocidos a priori. La determinacion de estos parametros
constituye el componente clasico del algoritmo hibrido y se aborda mediante
un bucle de optimizacién iterativa en el que un optimizador clasico propone
candidatos de parametros, el circuito cuantico evalia el valor esperado del
Hamiltoniano para dichos candidatos, y el optimizador actualiza su propuesta
sobre la base del resultado. Esta seccion describe los tres elementos centrales
de este bucle: la primitiva Estimator encargada de la evaluacion cuantica,
la eleccion del optimizador clasico COBYLA, y la estrategia de inicializacion

de los parametros.

5.6.1. Evaluacion del valor esperado mediante Estimator

El indicador que el bucle de optimizacién busca minimizar es el valor esperado

del Hamiltoniano de coste sobre el estado preparado por el circuito QAOA:

<HC'>"/,5 = <77/6| He ‘77/6> (52>

Esta cantidad escalar resume, para cada combinacion concreta de parametros,
la energia promedio del estado cuantico generado por el ansatz, y constituye
la funcion objetivo del problema variacional. En Qiskit, su célculo se delega a
la primitiva EstimatorV2, que internamente gestiona la ejecucion del circuito

y la agregacion estadistica de los resultados.

| estimator = Estimator (mode=backend)

ol estimator.options.default_shots = 8192

3l estimator.options.simulator = {"seed_simulator": 42}

Listado 5.12: Configuracion de la primitiva Estimator.

El namero de shots, fijado en 8.192, controla la precision estadistica de la

estimacion: valores mayores reducen la varianza del estimador a costa de un
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mayor tiempo de computo. La eleccion de 8.192 representa un valor inter-
medio habitual en la literatura, suficiente para que el ruido estadistico no
domine la senal pero sin penalizar excesivamente el tiempo de cada iteracion
del bucle. La semilla del simulador se fija explicitamente para garantizar la
reproducibilidad determinista de los resultados. La funcion objetivo que se
entrega al optimizador clasico se define mediante un wrapper que encapsu-
la la llamada al Estimator y registra el historial de evaluaciones para su

analisis posterior:

| historial = []
ol mejor_energia = float(’inf’)
3l mejores_params = None

| def objetivo(params):

5 global mejor_energia, mejores_params

6 pub = (circuito_para_estimator_tr, isa_operador, params)
7 res = estimator.run([pub]l).result ()
8 energia = float(res[0].data.evs)

9 historial.append(energia)

10 if energia < mejor_energia:

11 mejor_energia = energia

12 mejores_params = params.copy ()

13 return energia

Listado 5.13: Funcién objetivo del bucle hibrido.

La estructura pub (primitive unified bloc) agrupa el circuito, el operador a
medir y el vector de parametros en el formato canénico requerido por la API
de EstimatorV2. La lista historial almacena cada valor esperado evalua-
do durante la optimizacion, lo que posibilita la construccion del grafico de
convergencia que se analiza en la Seccion 6.4. Adicionalmente, el bloque con-
dicional registra el mejor par energia-parametros encontrado a lo largo de
toda la trayectoria, una salvaguarda necesaria dado que algunos optimiza-
dores no garantizan que su iteracion final corresponda al minimo histérico

explorado.
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5.6.2. Eleccion del optimizador clasico: COBYLA

La superficie de la funcion objetivo evaluada mediante mediciones cuanticas
presenta dos caracteristicas que condicionan severamente la eleccion del opti-
mizador clasico. En primer lugar, no se dispone de informacion analitica del
gradiente, ya que la funcion se evalia estadisticamente a partir de un ntimero
finito de disparos. En segundo lugar, esta evaluacion introduce un nivel intrin-
seco de ruido estadistico, agravado en hardware real por los errores de puerta
y la decoherencia. Los métodos de optimizacion basados en gradientes son
particularmente sensibles a este tipo de superficies, ya que la estimacion nu-
mérica de derivadas amplifica el ruido y conduce con frecuencia a oscilaciones
inestables. Estas limitaciones motivan el uso de optimizadores libres de gra-
diente, disenados especificamente para superficies ruidosas. En este trabajo
se ha empleado COBYLA (Constrained Optimization BY Linear Approxi-
mation), un algoritmo de optimizacion local sin restricciones explicitas que
aproxima la funciéon objetivo mediante modelos lineales construidos sobre un
simplejo de puntos de evaluacion y actualiza dicho simplejo siguiendo una
estrategia de region de confianza. Su robustez frente al ruido estadistico y su
ausencia de requisitos sobre la diferenciabilidad de la funcién lo convierten

en una eleccion estandar para algoritmos variacionales cuénticos.

La pertinencia de esta eleccion esta respaldada por la literatura especializada.
Pellow-Jarman et al. (2024) realizan un estudio comparativo de optimizado-
res clasicos aplicados a QAOA y concluyen que COBYLA y SPSA presentan
un rendimiento robusto en escenarios de simulacion de vector de estado sin
ruido, mientras que en presencia de ruido cuantico realista el rendimiento
relativo de los distintos optimizadores depende sensiblemente de la profundi-
dad del ansatz y de la estructura del problema. Esta observacion es relevante
para el alcance de este trabajo: en un entorno de simulacion determinista
como el utilizado aqui, COBYLA proporciona un comportamiento estable
y reproducible; el anélisis de su rendimiento en hardware ruidoso quedaria

como linea natural de extension del estudio.

[
l‘res_opt = minimize (

2 objetivo, x0,
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:z‘ method=’COBYLA’, \
1‘ options={’maxiter’: 800, ’rhobeg’: 0.3, ’disp’: False},
|

Listado 5.14: Invocacion del optimizador COBYLA.

Los hiperparametros del optimizador se han calibrado experimentalmente. El
nimero maximo de iteraciones (maxiter=800) proporciona un presupuesto
suficientemente amplio para garantizar la convergencia en el escenario redu-
cido sin incurrir en un coste computacional excesivo. El pardmetro rhobeg,
que controla el tamano inicial del simplejo de exploracion, se fija en 0,3 tras
observar que valores mayores generan saltos demasiado agresivos en las pri-
meras iteraciones y valores menores ralentizan excesivamente la exploracion

inicial del paisaje energético.

5.6.3. Inicializacién de los parametros variacionales

La eleccion del punto inicial &y = (79, By) tiene un impacto significativo en
la calidad de la soluciéon alcanzada, ya que COBYLA, al ser un optimiza-
dor local, puede quedar atrapado en minimos locales si la inicializacion es
desfavorable. Zhou et al. (2020) estudian sisteméticamente este aspecto y
proponen varias estrategias de inicializacion, desde la inicializacion aleato-
ria uniforme hasta esquemas maés sofisticados basados en la interpolacion de
soluciones 6ptimas conocidas para profundidades menores. En este trabajo
se ha optado por una inicializacion aleatoria estructurada que respeta los

rangos fisicamente sensatos de cada tipo de pardmetro:

» Los parametros v,, asociados al Hamiltoniano de coste, se inicializan

uniformemente en el intervalo [0, 7.

» Los pardmetros 3,, asociados al Hamiltoniano de mezcla, se inicializan

uniformemente en el intervalo [0, 7/2].

[
|‘np.random.seed(42)

2

1
x0 = np.zeros(circuito_qaoa.num_parameters)
:Jfor p in range (REPS):

1‘ x0[2 * p] = np.pi * np.random.rand() # gamma_p
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a‘ x0[2 * p + 1] = (np.pi / 2) * np.random.rand() # beta_p

Listado 5.15: Inicializacion de los parametros variacionales.

Estos rangos se justifican por la estructura peridédica del ansatz: el Hamilto-
niano de mezcla Hyy = >, X; tiene autovalores enteros, lo que confiere al
operador e #Hn yna periodicidad de 7 vy, por simetria, un rango efectivo de
[0, /2] para 8. El Hamiltoniano de coste, por su parte, admite un rango més
amplio de [0, 7] para v debido a la mayor variedad de valores propios intro-
ducidos por los coeficientes del problema. La fijacion de la semilla aleatoria

garantiza, una vez mas, la reproducibilidad determinista del experimento.

5.6.4. Ejecucion del bucle y registro de la trayectoria

La integracion de los tres elementos anteriores (Estimator, COBYLA, e
inicializacion) configura el bucle hibrido completo. La funciéon minimize de
scipy.optimize orquesta la iteracion: en cada paso, COBYLA propone un
nuevo vector de parametros, la funciéon objetivo ejecuta el circuito QAOA
con dichos parametros y devuelve el valor esperado del Hamiltoniano, y
COBYLA utiliza ese valor para actualizar su modelo lineal interno y pro-
poner el siguiente candidato. El bucle termina cuando se alcanza el nimero
méaximo de iteraciones, cuando el tamano del simplejo cae por debajo de un
umbral de tolerancia, o cuando la mejora marginal entre iteraciones se consi-
dera despreciable. La lista historial acumula durante toda la ejecucion la
trayectoria completa de valores esperados evaluados. Esta traza constituye la
prueba visual de la convergencia del algoritmo y permitira, en la Seccion 6.4,
construir el grafico de convergencia caracteristico de los algoritmos variacio-
nales, en el que se representa la energia esperada en funciéon del nimero de

iteracion junto con el envolvente del minimo acumulado.

Al término del bucle, el vector me jores_params contiene la mejor configura-
cion de parametros encontrada a lo largo de toda la trayectoria. Esta confi-
guracion es la que se utilizara en la siguiente etapa para realizar el muestreo

masivo del estado cuantico final y extraer la soluciéon combinatoria al proble-
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ma de recuperacion de flota, procedimiento que se detalla en la Seccion 5.7.

87



5.7. Extraccion y validacién de la soluciéon

Al finalizar el bucle hibrido descrito en la Seccion 5.6, el vector me jores_pa-
rams contiene la mejor configuracion de pardametros variacionales encontrada
durante la trayectoria de optimizacion. Sin embargo, este resultado no cons-
tituye todavia una solucién al problema de recuperacion de flota: lo que se ha
optimizado es el valor esperado del Hamiltoniano, una magnitud escalar que
resume estadisticamente el estado cuantico, no una configuracion concreta de
las variables binarias. La extraccion de la solucion combinatoria requiere una
etapa adicional de muestreo del estado cuantico preparado por el circuito
con los parametros 6ptimos, seguida de la decodificacion de las configura-
ciones obtenidas y de la seleccion, entre las factibles, de la de menor coste.
Esta seccion detalla las tres fases de este procedimiento: muestreo mediante
la primitiva Sampler, decodificacion del bitstring y seleccion de la solucion

factible de menor coste.

5.7.1. Muestreo del estado cuantico 6ptimo

La extraccion de configuraciones combinatorias a partir de un estado cuantico
se realiza mediante mediciones repetidas en la base computacional. Cada
medicion colapsa el estado en una cadena binaria (bitstring), y la frecuencia
relativa de cada cadena tras un nimero suficientemente alto de mediciones
aproxima la distribucion de probabilidad subyacente al estado cuantico. En

Qiskit, esta operacion se delega a la primitiva SamplerV2.

i sampler = Sampler (mode=backend)

2| sampler .options.default_shots = 20000

3l sampler .options.simulator = {"seed_simulator": 42}

| circuito_medicion = circuito_transpilado.assign_parameters (
mejores_params)

5| job = sampler.run([circuito_medicion])

6l conteos = job.result () [0].data.meas.get_counts ()

Listado 5.16: Configuracion del muestreador y ejecucion del muestreo.

El ntmero de shots empleado en esta fase, fijado en 20.000, es sustancialmente
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superior al utilizado en la fase de optimizacion (8.192). Esta diferencia res-
ponde a un cambio en el objetivo del muestreo: durante el bucle variacional,
la primitiva Estimator busca una estimacion precisa de un escalar (el va-
lor esperado del Hamiltoniano), para lo cual 8.192 shots resultan suficientes;
en cambio, en esta fase de extraccion de la solucién, el objetivo es obtener
una muestra amplia de configuraciones de la distribucion preparada por el
circuito. Un nimero elevado de mediciones aumenta la probabilidad de que
el 6ptimo, si el estado preparado le asigna una probabilidad apreciable, apa-
rezca al menos una vez en el conteo, que es la tnica condicién necesaria para

que pueda ser seleccionado en las fases siguientes.

La asignacion de los parametros 6ptimos al circuito mediante assign_pa-
rameters produce un circuito completamente determinista (sin pardmetros
libres) cuya ejecucion repetida bajo el muestreador genera la distribucion
empirica de configuraciones binarias. El objeto conteos resultante es un dic-
cionario que asocia cada bitstring observado con el niimero de veces que ha

sido medido.

5.7.2. Decodificacién del bitstring

Cada bitstring devuelto por el muestreador es una cadena de bits cuya lon-
gitud coincide con el numero de variables del problema y cuya interpretacion
requiere dos consideraciones técnicas. La primera es la convencion de orde-
nacion: Qiskit emplea por defecto la convencion little-endian, en la que el bit
menos significativo del registro cuantico corresponde al qubit de indice cero
y aparece en la posicion més a la derecha del bitstring. Como en este trabajo
las variables binarias se han declarado en el orden definido en la Seccion 5.2
(primero las variables de cancelacion z;, después las variables de asignacion
Tir), la decodificacion correcta requiere invertir el orden de los bits antes de

mapearlos a los nombres de variable.

[
|‘nombres = [v.name for v in mod.variables]

2

for bs, frec in conteos_ordenados[:10]:
vec = [int(b) for b in bs[::-1]1]

1‘ # vec[i] es ahora el wvalor asignado a mombres[i]
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Listado 5.17: Decodificacion del bitstring a vector de asignacion.

La segunda consideracion afecta a la consistencia entre el bitstring obteni-
do y el modelo original. El operador sobre el que se ha ejecutado QAOA es
el Hamiltoniano de Ising derivado de la formulacion QUBO, en la que las
restricciones del problema estdn absorbidas en forma de penalizaciones cua-
dréaticas. Esto implica que las configuraciones obtenidas del muestreo no son
necesariamente factibles en el problema original: aunque la penalizacion esté
calibrada para que las soluciones infactibles tengan una energia elevada y, por
tanto, una probabilidad reducida, el muestreo puede incluir alguna de ellas.
Por este motivo, la decodificaciéon va seguida de una verificacion explicita de

factibilidad antes de evaluar el coste.

5.7.3. Seleccion de la solucion factible de menor coste

La validacion de cada configuracion candidata se realiza mediante el método
is_feasible del objeto QuadraticProgram original (no del QUBO), que
evalia todas las restricciones lineales declaradas en la Seccion 5.2 y devuelve
un valor booleano. Sobre las configuraciones que resultan factibles se eva-
lta el coste mediante objective.evaluate aplicado al modelo original, lo
que garantiza que el valor calculado corresponde a la funcién objetivo sin

penalizaciones, y se conserva la de menor coste.

| conteos_ordenados = sorted(
2 conteos.items (),

3 key=lambda kv: kv[1],

4 reverse=True

5 )

¢ mejor_sol = None
77 mejor_coste = float(’inf’)
¢f for bs, _ in conteos_ordenados [:500]:

9 vec = [int(b) for b in bs[::-1]1]

10 if mod.is_feasible(vec):

11 ¢ = mod.objective.evaluate(vec)
12 if ¢ < mejor_coste:
13 mejor_coste = c
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u‘ mejor_sol = bs
L

Listado 5.18: Seleccion de la mejor solucion factible obtenida en el muestreo.

El criterio de seleccion es, por tanto, el coste objetivo entre las configura-
ciones factibles, y no la frecuencia con que cada una ha sido muestreada:
basta con que el 6ptimo haya aparecido al menos una vez en el conteo para
que sea seleccionado. En la implementacion, el recorrido se limita a las 500
configuraciones distintas mas frecuentes por simple eficiencia, ya que la cola
de la distribucion estd poblada por configuraciones que aparecen una sola
vez y que, en su mayoria, son infactibles; en el caso reducido analizado en
este trabajo, esta ventana contiene con holgura el 6ptimo del problema. Con-
ceptualmente, el procedimiento equivale a recorrer todas las configuraciones
distintas obtenidas en los 20.000 disparos y quedarse con la factible de menor

coste.

5.7.4. Interpretaciéon de la solucién final

Una vez identificado el bitstring de menor coste, su interpretacion dentro
del escenario reducido es directa: cada variable con valor 1 representa una
decision concreta de la solucion del modelo simplificado de recuperacion. Las
variables x;;. activas indican qué vuelos se operan, en qué banda temporal
y con qué aeronave; las variables z; activas indican qué vuelos se cancelan.
El coste asociado a la soluciéon se descompone, por tanto, en la suma de los
costes de retraso de los vuelos operados con desplazamiento temporal y los

costes de cancelacion de los vuelos no recuperados.

il vec = [int(b) for b in mejor_sol [::-1]]
of for nombre, val in zip(nombres, vec):

3 if val ==

1 print (f" {nombrel} = 1")

Listado 5.19: Interpretacion de la solucion 6ptima.

Este vector de decisiones constituye el resultado final del flujo QAOA. No

obstante, su mera obtencién no es suficiente para validar la correccion del
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enfoque cuéntico: es necesario verificar que la solucion encontrada por el
algoritmo coincide con el 6ptimo global del problema, descartando la posibi-
lidad de que el algoritmo haya convergido a una solucién suboptima dentro
del espacio factible. Esta validacion se aborda mediante la implementacion
de un solver clasico de referencia que resuelve el problema por enumeracion
exhaustiva del espacio de configuraciones, procedimiento que se detalla en la
Seccion 5.8. El analisis comparativo de los resultados de ambos enfoques y la

discusion sobre la calidad de la convergencia se presentan en el Capitulo 6.
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5.8. Validacion clasica del modelo

El procedimiento descrito en la Secciéon 5.7 concluye con la identificacion,
por parte del algoritmo QAOA, de una configuracion factible de coste mini-
mo dentro del conjunto de estados muestreados. Sin embargo, este resultado
por si solo no constituye una prueba de la correccion del enfoque cuantico: el
algoritmo podria haber convergido a un minimo local del paisaje energético,
a una solucion sub-6ptima dentro del espacio factible, o a una configuracion
que minimice la funcién objetivo penalizada sin coincidir con el 6ptimo del
problema original. Para descartar estas posibilidades y validar empiricamente
que QAOA recupera la solucion correcta del caso reducido, se ha desarrollado
un solver clasico de referencia que resuelve el mismo problema por enumera-
cion exhaustiva del espacio de configuraciones. Esta seccion detalla el diseno
y la justificacion de dicho algoritmo, asi como su rol como instrumento de

validacion de la prueba de concepto.

5.8.1. Justificaciéon del enfoque de fuerza bruta

La eleccion de un solver basado en enumeracion exhaustiva, en lugar de un
optimizador clasico mas sofisticado como un algoritmo de ramificacién y po-
da o un solver de programacion entera mixta, responde a tres consideraciones
metodologicas. En primer lugar, la enumeracion exhaustiva proporciona la
garantia tedrica mas fuerte posible sobre la solucion obtenida: al evaluar to-
das las configuraciones del espacio binario, el 6ptimo identificado es necesa-
riamente el 6ptimo global del problema, no una aproximacion. Esta propiedad
es indispensable cuando el objetivo es validar la convergencia de un algoritmo
aproximado como QAOA, ya que cualquier solver heuristico introduciria una

segunda fuente de incertidumbre en la comparacion.

En segundo lugar, el tamano del problema reducido lo hace computacional-
mente viable. El espacio de configuraciones contiene 2% = 32,768 combina-
ciones, una magnitud que un equipo de computo convencional puede procesar

en segundos. Esta caracteristica del escenario experimental, que en otros con-
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textos seria una limitacion, se convierte aqui en una ventaja metodologica:
permite establecer una referencia absoluta del 6ptimo sin recurrir a aproxi-

maciones.

En tercer lugar, la naturaleza de la validaciéon que se persigue es binaria.
No interesa medir la calidad relativa de la solucion de QAOA frente a un
benchmark sub-6ptimo, sino determinar si QAOA recupera o no la solucion
globalmente 6ptima. Para esta pregunta cuya respuesta es afirmativo o ne-
gativo, un solver exacto es la herramienta apropiada; un solver heuristico
podria inducir conclusiones enganosas si su propia aproximacion fuera peor

que la del algoritmo cuantico.

5.8.2. Diseno del solver y pre-construcciéon de estructu-

ras

Un enfoque ingenuo para implementar la enumeracion consistiria en iterar
sobre todas las configuraciones binarias y, para cada una, invocar los méto-
dos del objeto QuadraticProgram (is_feasible y objective.evaluate)
para verificar factibilidad y calcular coste. Esta aproximacion, sin embargo,
es demasiado lenta debido al sobrecoste de las llamadas a los métodos gené-
ricos de la libreria, que internamente realizan validaciones, conversiones de
tipo y operaciones de busqueda en estructuras de datos no optimizadas para

evaluacion repetida masiva.

Para evitar este sobrecoste, el solver implementado realiza una fase previa de
pre-construccion en la que las restricciones del modelo se traducen a estruc-
turas de datos nativas de Python optimizadas para evaluacion rapida. Esta
fase se ejecuta una sola vez, antes del bucle de enumeracion, y produce tres
estructuras principales: una lista de listas de indices que representa las res-
tricciones de unicidad agrupadas por vuelo, una lista de pares de indices que
representa las restricciones de continuidad como pares de variables mutua-
mente incompatibles, y un vector de coeficientes que asocia a cada variable

su coste lineal.
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il unicidad = []

20 for i in vuelos_lista:

3 1st = [idx[f"z_{i}"]]

| for t in range(num_bandas):

5 for k in aeronaves:

6 1st.append (idx[f"x_{i}_t{t}_{k}"1)

7 unicidad.append(1lst)

s continuidad = []

of for k in aeronaves:

10 for i1, i in enumerate(vuelos_lista):

11 for i2, j in enumerate(vuelos_lista):

12 if i1 >= i2:

13 continue

14 for t_i in range (num_bandas) :

15 for t_j in range (num_bandas):

16 # [... cdlculo de tintervalos de ocupacion ...]J
17 if (ini_i < fin_j) and (ini_j < fin_i):
18 continuidad.append(

19 (idx[f"x_{i}_t{t_i}_{k}"],

20 idx[f"x_{j}_t{t_jr_{k}"1)

Listado 5.20: Pre-construccion de estructuras de evaluacion rapida.

La logica geométrica que genera estas estructuras es idéntica a la utilizada
en la Seccion 5.2 para declarar las restricciones del QuadraticProgram, lo
que garantiza que el solver clasico y el modelo cuéntico resuelven exacta-
mente el mismo problema. Esta equivalencia es esencial: si los dos enfoques
operaran sobre formulaciones ligeramente distintas, cualquier discrepancia en
sus soluciones serfa interpretable como un error de modelado y no como una

caracteristica del algoritmo.

5.8.3. Enumeracién y selecciéon del 6ptimo

Con las estructuras pre-construidas, el bucle de enumeracion recorre el pro-
ducto cartesiano {0,1}" y, para cada configuracion binaria, verifica las res-
tricciones mediante operaciones aritméticas elementales sobre las estructuras
pre-construidas. Una configuracion se descarta tan pronto como se detecta

el incumplimiento de cualquier restriccion, lo que permite saltar al siguien-
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te candidato sin completar la evaluacion. Esta estrategia de evaluacion con

cortocircuito reduce sustancialmente el tiempo medio por configuracion.

| for bits in itertools.product ([0, 1], repeat=n_vars):
2 ok = True

for 1st in unicidad:

A if sum(bits[i] for i in 1lst) != 1:

5 ok = False

6 break

7 if not ok:

8 continue

9 for a, b in continuidad:

10 if bits[al + bits[b] > 1:

11 ok = False

12 break

13 if not ok:

14 continue

15 factibles += 1

16 ¢ = sum(bits[i] * coste_var[i] for i in range(mn_vars))
17 if ¢ < mejor_coste:

18 mejor_coste = c

19 mejor_bits = bits

Listado 5.21: Bucle principal de enumeracion y seleccion del éptimo.

El contador factibles acumula el niimero total de configuraciones que satis-
facen todas las restricciones del modelo, una métrica relevante en si misma:
caracteriza la densidad del espacio factible dentro del espacio total de con-
figuraciones y proporciona el contexto estructural necesario para interpretar
tanto el comportamiento de QAOA como la calibracion empirica del coefi-
ciente de penalizaciéon discutida en la Seccion 5.4. El registro mejor_bits
mantiene la configuracion factible de menor coste encontrada hasta el mo-

mento, que al término del bucle constituye el 6ptimo global del problema.

5.8.4. Rol del solver en la validacién de la prueba de

concepto

El solver clasico cumple, en el contexto de este trabajo, una funcién estricta-

mente metodolégica: no se propone como alternativa operativa al algoritmo
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cuantico, sino como instrumento de validacién. La comparacion entre la so-
lucién devuelta por QAOA y el 6ptimo identificado por el solver permite
responder a la pregunta central de la prueba de concepto: jes capaz QAOA,
con la configuracion de hiperpardmetros y la calibracion de penalizaciones
descritas en este capitulo, de recuperar el 6ptimo global del escenario reduci-
do de recuperacion de flota? La respuesta a esta pregunta, asi como el analisis
cuantitativo de la comparacion entre ambos enfoques, se aborda en el Capi-
tulo 6. Conviene senalar que la viabilidad de este esquema de validacion esté
intrinsecamente ligada al tamano reducido del escenario experimental. Para
problemas de la escala del caso de uso tedrico de 444 variables, la enumera-
cion exhaustiva serfa computacionalmente intratable (244 configuraciones),
lo que invalidaria este esquema de comparacion directa. En tales situaciones,
la validacion del algoritmo cuantico requeriria enfoques alternativos basados
en solvers heuristicos de alta calidad o en cotas tedricas derivadas de relaja-
ciones del problema. La adopcion del enfoque de fuerza bruta es, por tanto,
una elecciéon coherente con la estrategia de reduccion experimental descrita
en el Capitulo 6: el escenario se ha dimensionado precisamente para que ad-
mita una validacion clasica rigurosa, condicién necesaria para que la prueba
de concepto sea concluyente. Con la implementacion de este solver de refe-
rencia se completa el desarrollo tecnolégico del trabajo. El Capitulo 6 aborda
a continuacion la ejecucion experimental sobre el escenario reducido, la pre-
sentacion de los resultados obtenidos por ambos enfoques y la discusion sobre
la calidad de la convergencia, el comportamiento del circuito en el simulador

y la proyeccion sobre la viabilidad del enfoque en hardware real.
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Capitulo 6. Analisis de resultados, validaciéon y

discusion

6.1. Estrategia experimental y dimensionado

del caso de uso

La validacion experimental de un algoritmo cuantico variacional como QAOA
requiere una decision metodologica previa que condiciona criticamente la in-
terpretacion de los resultados: la eleccion del tamano del problema sobre
el que se ejecuta el algoritmo. Esta eleccion no es trivial, ya que existe un
compromiso fundamental entre dos exigencias contrapuestas. Por un lado, el
escenario debe conservar rasgos estructurales suficientes para que las conclu-
siones obtenidas sean relevantes para interpretar el problema operativo de
fondo; por otro, debe ser suficientemente reducido para que su ejecucion sea
computacionalmente viable en los recursos disponibles y para que la valida-

cion contra un benchmark exacto sea técnicamente posible.

Este compromiso adquiere especial relevancia en el contexto de la compu-
tacion cuantica en simuladores clésicos, donde el coste de simulacion crece
exponencialmente con el nimero de qubits y la profundidad del circuito. La
estrategia adoptada en este trabajo ha consistido en explorar tres niveles su-
cesivos de dimensionado, cada uno con su propia justificacion y resultado,
hasta identificar el punto en el que el modelo es a la vez ejecutable, validable
y representativo. Esta seccion documenta dicha exploracion y explica las ra-
zones que conducen al escenario reducido sobre el que se realiza la validacion

empirica.
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6.1.1. Inviabilidad de la simulacién a escala objetivo e

intermedia

El escenario operativo de referencia, formulado en el Capitulo 4, da lugar a
un modelo de 444 variables binarias y un espacio de configuraciones de 2444
estados. Esta magnitud es inabordable mediante simulacion clasica de vector
de estado: la representacion del estado cuéntico de 444 qubits exigiria un

244 componentes, fisicamente irrealizable con cualquier

vector complejo de
capacidad de memoria existente. No se trata de una limitacion especifica de
este trabajo, sino del estado actual de la simulacion cuantica clasica; Kaushik
et al. (2025) sittian tipicamente por debajo de los 30 qubits los escenarios va-
lidables por esta via, recurriendo para tamanos mayores a hardware cuéntico

real.

Esta barrera se manifiesta de forma abrupta incluso a escalas muy inferiores
a la objetivo. La evaluacion de la funcién objetivo mediante la primitiva
Estimator sobre un escenario intermedio de aproximadamente 50 variables
se interrumpe con un error de asignacion de memoria: el simulador requiere
una reserva de 68 719476 736 megabytes de RAM, equivalentes a unos 65 500
terabytes, frente a los 16,1 gigabytes disponibles en la estaciéon de trabajo
utilizada. Este dato cuantifica el caracter exponencial del coste de simulacion:
el salto desde un régimen viable hasta uno computacionalmente intratable se

produce en una ventana muy estrecha, en torno a los 40-50 qubits.

En consecuencia, el escenario de 444 variables se mantiene como caso de uso
teorico y referencia operativa, pero la validacion empirica del modelo exige
reducir el problema a una escala simulable en los recursos disponibles, man-

teniendo los elementos estructurales necesarios para la prueba de concepto.

6.1.2. Escenario reducido: 15 variables binarias

El escenario finalmente adoptado para la validacion experimental corresponde

a una version sustancialmente reducida del caso operativo, manteniendo no
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obstante los elementos estructurales necesarios para la prueba de concepto:
pluralidad de vuelos, pluralidad de aeronaves, bandas temporales de retra-
so, restricciones de unicidad, restricciones de continuidad por solapamiento
de intervalos de ocupacion, y posibilidad de cancelacion. La reduccion afec-
ta principalmente al tamano de los conjuntos involucrados, manteniendo la

logica basica de la formulacion matemética empleada en el trabajo.

Tal como se explica en la seccion Seccion 4.5, el escenario reducido contempla
tres vuelos consecutivos en una ruta MAD-BCN-CDG-AMS, atendidos por
dos aeronaves operativas (AC2 y AC3, asumiendo que la AC1 queda inhabi-
litada), con dos bandas temporales por vuelo (operacion puntual o retraso de
quince minutos) y la opcion de cancelacion. La combinacion de estos para-
metros genera tres variables de cancelacion mas doce variables de asignacion
(tres vuelos por dos bandas por dos aeronaves), totalizando quince variables

binarias y un espacio de configuraciones de 2!° = 32768 estados.

Esta magnitud del problema satisface simultaneamente las tres condiciones

que motivan la estrategia experimental:

= Es simulable en hardware cldsico convencional sin requerimientos de
memoria excepcionales, permitiendo la ejecucion completa del bucle

hibrido QAOA en tiempos del orden de decenas de segundos.

» Fs enumerable de forma exhaustiva mediante el solver clasico descri-
to en la Seccion 5.8, lo que habilita la comparacion directa entre el

resultado de QAOA y el 6ptimo global garantizado del problema.

= Preserva la complejidad combinatoria esencial de la formulacion sim-
plificada: el espacio de soluciones factibles es esparcido (como se cuan-
tificara en la Seccion 6.3), existen conflictos temporales efectivos entre
vuelos asignados a una misma aeronave, y el algoritmo debe decidir

asignaciones no triviales entre operacion, retraso y cancelacion.

Conviene subrayar que la reduccion al escenario de 15 variables responde
a una eleccion metodologica que prima el rigor de la validacion frente a la
escala, condicionada por las capacidades de simulacion clasica de circuitos

cuanticos. Como senala Sipos et al. (2025) en su analisis sobre benchmarks
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variacionales para optimizaciéon aerondutica, los estudios de prueba de con-
cepto sobre QAOA aplicado a problemas industriales se sittian habitualmente
en el rango de 10 a 30 variables. Esta acotacion no se debe a una limitacion
del solver clasico de referencia (que, por enumeracion exhaustiva, resuelve
sin dificultad problemas de este tamafio e incluso mayores), sino al coste de
simular el propio algoritmo cuantico: como se ha cuantificado en la subsec-
cion anterior, la simulacion de vector de estado se vuelve intratable en una
ventana estrecha en torno a los 40-50 qubits. Trabajar por debajo de ese
umbral es lo que permite, simultaneamente, ejecutar QAOA en el simulador
y disponer de una referencia clésica exacta contra la que contrastar su resul-
tado. La validacion rigurosa de la convergencia de QAOA exige, por tanto,
operar en este régimen reducido como paso previo y necesario a cualquier

escalado posterior sobre hardware real.

Sobre este escenario reducido se ejecuta el algoritmo QAOA con la configura-
cion detallada en el Capitulo 5, cuyos parametros experimentales concretos
y resultados se presentan en las secciones siguientes. La Secciéon 6.2 conso-
lida la configuracion utilizada en una tabla resumen y enmarca el contexto

experimental antes de pasar al analisis de los resultados.
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6.2. Configuraciéon experimental del caso de 15

variables

Una vez justificada en la Seccion 6.1 la eleccion del escenario reducido como
caso de validacion, esta seccion consolida la configuracion experimental com-
pleta sobre la que se ejecutan tanto el algoritmo QAOA como el solver clasico
de referencia. El objetivo es proporcionar al lector una vision integrada y re-
producible de todos los parametros relevantes del experimento, agrupados en
bloques teméticos: el escenario operativo, la formulacion QUBO, la configu-
racion del circuito cuantico, los parametros del bucle de optimizacion hibrida,

el muestreo final y las condiciones de reproducibilidad.

6.2.1. Escenario operativo

El escenario contempla una ventana de recuperacion de tres horas, compren-
dida entre las 14:00 y las 17:00, durante la cual deben operarse tres vuelos
consecutivos en una red europea. La averia de la aeronave AC1 a las 14:00
deja al sistema con dos aeronaves operativas (AC2 y AC3), que deben absor-
ber los tres vuelos programados o cancelar aquellos que generen conflictos de
continuidad irresolubles. Cada vuelo dispone de dos bandas temporales facti-
bles: su hora de salida original (banda ¢ = 0) y un retraso de quince minutos
(banda t = 1). Los datos completos del programa de vuelos se recogen en el
Tabla 6.1.

Cuadro 6.1: Programa de vuelos del escenario reducido

Vuelo Origen Destino Salida Duraciéon Llegada

101 MAD BCN 14:00  1h 15min 15:15
201 BCN CDG 14:30  1h 45min 16:15
301 CDG AMS 15:00  1h 30min 16:30

El tiempo de rotacion entre vuelos consecutivos operados por la misma ae-
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ronave se fija en treinta minutos, valor representativo para escalas cortas en
aeropuertos europeos. Este parametro condiciona la generacién automética
de las restricciones de continuidad, ya que define el intervalo de ocupacion
efectiva de una aeronave [tsalida, tsalida + d + 7] que no puede solaparse con la

operacion de otro vuelo.

6.2.2. Estructura del problema QUBO

La aplicacion de la formulacion matematica descrita en el Capitulo 4 al esce-
nario anterior genera un modelo con quince variables binarias: tres variables
de cancelacion z; (una por vuelo) y doce variables de asignacion w;y, (tres
vuelos por dos bandas por dos aeronaves). El espacio de configuraciones con-
tiene 2'° = 32768 estados, sobre el que el modelo impone tres restricciones
de unicidad (una por vuelo) y un conjunto de restricciones de continuidad cu-
yo niimero exacto depende de los solapamientos detectados automaticamente

por la logica geométrica del modelo.

La conversion a formulacion QUBO se realiza con el coeficiente de penaliza-
cion empiricamente calibrado en la Seccion 5.4. Los valores econémicos del
caso reducido deben interpretarse como una escala normalizada de validacion,
no como una estimaciéon monetaria absoluta del coste real de una disrupcion.
Su funcién es preservar la jerarquia del problema, Coancer > Cpgray: re-
trasar un vuelo debe resultar menos costoso que cancelarlo, y violar una
restriccion debe resultar energéticamente menos atractivo que cualquier so-

lucion factible razonable.

6.2.3. Parametros completos del experimento

La configuracion experimental completa, incluyendo tanto los parametros del
modelo como los del algoritmo QAOA y del bucle de optimizacion, se sintetiza
en el Tabla 6.2. Esta tabla constituye la referencia tinica para la reproduci-
bilidad del experimento; los valores econémicos que recoge corresponden a la

parametrizacion normalizada del caso reducido.
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Cuadro 6.2: Configuraciéon experimental completa del caso reducido de 15

variables
Bloque Parametro Valor
Ntimero de vuelos 3
Aeronaves operativas 2 (AC2, AC3)
Escenario operativo Bandas temporales por vuelo 2
Intervalo entre bandas 15 min
Tiempo de rotacion 30 min
Variables binarias 15
Modelo QUBO Coste por banda (‘1e retraso (Cpgray) 50 €
Coste de cancelacion (Coancer) 500 €
Coeficiente de penalizacion (P) 3000 €
Ntmero de repeticiones (Preps) 5
Circuito QAOA Backend de simulaciéon AerSimulator
Nivel de optimizaciéon del transpilador 3
Optimizador clasico COBYLA
) Méaximo de iteraciones 800
Bucle hibrido . . .
Tamano inicial del simplejo (rhobeg) 0,3
Shots por evaluacion (Estimator) 8192
Shots de muestreo (Sampler) 20000
Muestreo final )
Ventana de bisqueda de factibles Top 500
o Semilla NumPy 42
Reproducibilidad ] ]
Semilla simulador 42

La fijacion explicita de las semillas aleatorias tanto en la inicializacion de
los parametros variacionales como en el simulador cuantico garantiza la re-
producibilidad determinista del experimento: cualquier ejecucion del codigo
fuente con esta configuracion debe producir los mismos resultados numéricos

hasta el dltimo digito significativo.

Con esta configuracion consolidada, las siguientes secciones presentan los re-
sultados experimentales propiamente dichos. La Secciéon 6.3 reporta los resul-
tados del solver clasico, que establecen la referencia absoluta del problema.

La Seccion 6.4 documenta el comportamiento del algoritmo QAOA. Final-
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mente, la Seccion 6.5 contrasta ambos enfoques y discute las implicaciones

de la comparacion.
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6.3. Resultados del solver clasico de referencia

La ejecucion del solver clasico descrito en la Seccion 5.8 sobre el escenario
reducido configurado en la Secciéon 6.2 produce el conjunto completo de so-
luciones factibles del problema y permite identificar, mediante enumeracion
exhaustiva, el 6ptimo global del modelo. Esta seccion presenta los resultados
obtenidos por el solver y los analiza desde tres perspectivas complementarias:
la caracterizacion del espacio de soluciones, la identificacion del 6ptimo y su
interpretacion operativa, y el papel de esta soluciéon como referencia absoluta

para la posterior validacion del algoritmo QQAOA.

6.3.1. Caracterizacién del espacio de soluciones facti-
bles

La enumeracion exhaustiva del espacio de configuraciones del modelo, com-
puesto por 21 = 32 768 estados binarios, identifica un total de 37 soluciones
factibles, es decir, configuraciones que satisfacen simultaneamente las tres
restricciones de unicidad y todas las restricciones de continuidad generadas
automéaticamente a partir de los solapamientos temporales del programa de
vuelos. Esta cifra implica una densidad del espacio factible del 0,11
por ciento, una proporciéon notablemente reducida que tiene implicaciones

directas sobre el comportamiento esperado del algoritmo cuéntico.

Esta densidad extremadamente baja es la propiedad estructural que justifi-
ca retrospectivamente la calibraciéon empirica del coeficiente de penalizacion
discutida en la Seccion 5.4. Cuando el espacio factible representa menos del
0,2 por ciento del espacio total, la mayor parte del paisaje energético ex-
plorado por QAOA corresponde a configuraciones que violan al menos una
restriccion, lo que exige coeficientes de penalizacion suficientemente grandes
para garantizar que el minimo energético del Hamiltoniano de coste coincide
con el 6ptimo factible del problema original. El valor p = 3000 adoptado en

este trabajo, sustancialmente superior al rango teérico derivado de la cota
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de factibilidad estricta, es coherente con esta caracteristica del espacio de
biisqueda y proporciona evidencia empirica adicional a favor del enfoque de

calibracion adaptativa descrito en la Seccion 5.4.

El coste computacional de la enumeracion exhaustiva sobre los 32 768 estados
resulta inferior a un segundo en la estacion de trabajo utilizada, lo que confir-
ma la idoneidad del enfoque de fuerza bruta como mecanismo de validacion

para esta escala del problema, segtin se anticipd en la Secciéon 5.8.

6.3.2. Optimo global del problema

Entre las 37 configuraciones factibles, el solver identifica una tnica solucion
de coste minimo, con un coste objetivo de 500 €. La asignacion de varia-

bles correspondiente a este 6ptimo se presenta en el Tabla 6.3.

Cuadro 6.3: Asignacion 6ptima identificada por el solver clasico

Variable activa Significado operativo Coste asociado
T101,4=0, AC3 = 1 Vuelo 101 operado puntualmente por AC3 0€
Zoo1 = 1 Vuelo 201 cancelado 500 €
X301, =0, AC2 = 1 Vuelo 301 operado puntualmente por AC2 0€

Coste total 500 €

6.3.3. Interpretaciéon operativa del 6ptimo

La estructura de la solucion 6ptima admite una interpretacion directa dentro
del modelo temporal simplificado y confirma la coherencia interna de las res-
tricciones implementadas. Tras la averia de AC1 a las 14:00, el sistema queda
con dos aeronaves disponibles (AC2 y AC3) que deben absorber los tres vue-
los del programa. La distribucion 6ptima asigna los dos vuelos compatibles
temporalmente a cada una de las aeronaves operativas: el vuelo 101 (MAD-
BCN, 14:00-15:15) se asigna a AC3, y el vuelo 301 (CDG-AMS, 15:00-16:30)
se asigna a AC2. Ambos vuelos se operan puntualmente, sin incurrir en coste

alguno de retraso.
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El vuelo 201 (BCN-CDG, 14:30-16:15), por el contrario, queda cancelado.
La razon estructural de esta decision se identifica a partir de los intervalos
temporales considerados por el modelo. El vuelo 201 presenta solapamientos
de ocupacion con las alternativas que permitirian operar simultaneamente los
otros vuelos dentro de la ventana reducida. Bajo las restricciones de conti-
nuidad temporal implementadas, ninguna asignacion de AC2 o AC3 al vuelo
201 permite conservar una solucion factible de menor coste. La cancelacion de

este vuelo es, por tanto, la alternativa 6ptima dentro del modelo simplificado.

El coste total de 500 € corresponde exclusivamente a la penalizacion por
cancelacion del vuelo 201, sin contribucion alguna de coste por retraso. Esta
solucion representa el equilibrio 6ptimo del modelo simplificado: dado que
las alternativas de operacion del vuelo 201 generan conflictos temporales con
el resto de decisiones factibles, la mejor soluciéon dentro de la formulacion
considerada consiste en aceptar la cancelaciéon de un tinico vuelo y preservar

la operacion puntual de los dos restantes.
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6.4. Resultados del algoritmo QAOA

Esta seccion documenta el comportamiento del algoritmo QAOA durante su
ejecucion sobre el escenario reducido, atendiendo a las dos fases del procedi-
miento descrito en el Capitulo 5: la convergencia del bucle hibrido de opti-
mizacion de parametros (Seccion 5.6) y la extraccion de la solucion mediante
el muestreo del estado cuantico 6ptimo (Seccion 5.7). El analisis comparati-
vo con la referencia clasica establecida en la Secciéon 6.3 se reserva para la

Seccioén 6.5.

6.4.1. Convergencia del bucle hibrido

El bucle de optimizacion hibrida, ejecutado con la configuracion detallada
en la Seccion 6.2, alcanzo la convergencia tras 79 evaluaciones de la funcion
objetivo, con un tiempo total de ejecucion de 27,32 segundos en el simulador
local. El valor minimo del valor esperado del Hamiltoniano registrado a lo
largo de la trayectoria fue de —26 183,73 unidades de energfa, alcanzado en
la iteracion 72. La Figura 6.1 representa la evolucion de este valor esperado

en funciéon del numero de iteracion del optimizador COBYLA.
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Figura 6.1: Convergencia del bucle hibrido QAOA. La linea de trazo fino
representa el valor esperado del Hamiltoniano evaluado en cada iteracion
del optimizador COBYLA; la linea de trazo grueso representa el minimo
acumulado a lo largo de la trayectoria.

La grafica ilustra dos comportamientos caracteristicos de los algoritmos va-
riacionales cuanticos. En primer lugar, la traza de la energia evaluada en cada
iteracion (linea fina) presenta oscilaciones pronunciadas, alternando valores
positivos y negativos a lo largo de toda la ejecucion. Este patron erratico no
es indicativo de un mal funcionamiento, sino que refleja la naturaleza explora-
toria del optimizador COBYLA, que evalta puntos del espacio de parametros
distribuidos alrededor de su simplejo de trabajo, incluyendo configuraciones
de alta energia necesarias para caracterizar localmente la superficie de coste.
En segundo lugar, el envolvente del minimo acumulado (linea gruesa) mues-
tra un descenso escalonado y mono6tono: una vez que el optimizador identifica
una region de menor energia, esta queda registrada como mejor soluciéon y

no se pierde, aun cuando las iteraciones posteriores exploren regiones peores.

El perfil de descenso revela una estructura por etapas. Tras una caida inicial
rapida en las primeras iteraciones, que lleva el minimo desde valores proximos

a cero hasta el entorno de —11000 en torno a la iteracion 16, el algoritmo
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atraviesa una fase de meseta prolongada en la que no logra mejorar la mejor
solucion encontrada durante casi treinta iteraciones. A partir de la iteracion
47, el optimizador encadena una serie de saltos sucesivos de mejora (—15675
en la iteracion 47, —19669 en la 54, —22593 en la 70) que culminan en el
valor final de —26 183,73 en la iteracion 72. Este patron de mesetas seguidas
de mejoras abruptas es coherente con el comportamiento reportado por Sipos
et al. (2025) para QAOA aplicado a problemas combinatorios de aviacion, en
los que la superficie de coste presenta regiones planas separadas por barreras

que el optimizador debe sortear.

6.4.2. Interpretaciéon de la escala energética

Conviene precisar la interpretacion del valor minimo de energia alcanzado,
—26 183,73, para evitar una confusion frecuente. Este valor no representa el
coste operativo de la solucién, sino el valor esperado del Hamiltoniano de
I[sing, una magnitud que incorpora dos contribuciones ajenas al coste objeti-
vo del problema original. Por un lado, el cambio de variable z; = (1 — 2;)/2
aplicado en el mapeo a Ising (Seccion 5.4) introduce un término constante
de offset, que en este caso asciende a 50400 unidades. Por otro, las penali-
zaciones cuadraticas absorbidas en la funcién objetivo durante la conversion
a QUBO contribuyen también al valor del Hamiltoniano para las distintas

configuraciones.

Por este motivo, la energia del Hamiltoniano y el coste operativo de la so-
lucion son magnitudes distintas que no deben compararse directamente. El
coste operativo real de la solucién se recupera tUnicamente tras decodificar
el bitstring, verificar su factibilidad y evaluar la funcién objetivo original sin
penalizaciones, segtin el procedimiento descrito en la Seccion 5.7. El valor de
energia cumple, en el contexto del bucle de optimizacion, una funcioén estric-
tamente instrumental: es la cantidad que el optimizador minimiza para guiar
la biisqueda de los parametros variacionales 6ptimos, no una métrica directa

de la calidad operativa de la solucion.
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6.4.3. Extraccion de la solucion mediante muestreo

Una vez fijados los pardmetros variacionales 6ptimos, se ejecutd el muestreo
del estado cuéntico resultante mediante la primitiva Sampler con 20000 dis-
paros, segin el procedimiento de la Seccién 5.7. El muestreo produce una
distribucion de probabilidad sobre los estados de la base computacional, de
la cual se extraen las configuraciones candidatas ordenadas por frecuencia de
aparicion. El Tabla 6.4 recoge los diez estados més probables de la distribu-
cion, indicando para cada uno su frecuencia de aparicion y su condicion de

factibilidad junto con el coste operativo en los casos factibles.

Cuadro 6.4: Diez estados més probables de la distribuciéon muestreada por

QAOA

Pos. Bitstring Frecuencia Estado
1 000000000000111 296 Factible (1500 €)
2 110000000000011 144 Infactible
3 000011000000101 131 Infactible
4 000000001100110 124 Infactible
5) 001100000000111 87 Infactible
6 000000000000110 86 Infactible
7 000000000000011 85 Infactible
8 000000000000010 79 Infactible
9 000000110000111 79 Infactible
10 000000000000000 78 Infactible

El analisis de la distribucién muestreada revela un resultado de relevancia
metodologica: el 6ptimo global del problema, con coste operativo de 500 €,
no figura entre los estados méas probables del muestreo. El estado maés frecuen-
te (frecuencia 296) corresponde a una configuracion factible pero suboptima,
que cancela los tres vuelos con un coste de 1500 €; los nueve estados siguien-
tes en orden de probabilidad son todos infactibles, ya que violan alguna de

las restricciones de unicidad o continuidad del modelo.
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Este hallazgo confirma la necesidad del procedimiento de post-seleccion des-
crito en la Seccion 5.7. Una estrategia que se limitase a seleccionar el bitstring
de mayor probabilidad habria devuelto la soluciéon suboptima de 1500 €. El
procedimiento implementado, en cambio, recorre los 500 estados mas frecuen-
tes de la distribucion, descarta los infactibles mediante el método is_feasi-
ble y selecciona, entre los factibles, el de menor coste operativo. El 6ptimo
de 500 € aparece en el muestreo con baja frecuencia, fuera de los diez esta-
dos mas probables, pero su sola presencia en la distribuciéon basta para que
el filtrado lo identifique y lo seleccione como solucion final. La estructura de
variables activas de esta solucion y su equivalencia con la referencia clasica

se analizan en detalle en la Secciéon 6.5.
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6.5. Comparacion cuantica frente a clasica y

validacién de la prueba de concepto

Las dos secciones anteriores han presentado, de forma independiente, los
resultados del solver clasico de referencia (Seccion 6.3) y los del algoritmo
QAOA (Seccion 6.4). Esta seccion confronta ambos resultados para verificar
la validez experimental de este trabajo: jes capaz el algoritmo QAOA de
recuperar el 6ptimo global del escenario reducido de recuperacion de flota?
El analisis de esta equivalencia, sus implicaciones sobre la correccion del
modelo y los limites de la conclusion que de ella puede extraerse constituyen

el nucleo de esta seccion.

6.5.1. Equivalencia de las soluciones

El solver clésico, mediante enumeracion exhaustiva del espacio de 2'° con-
figuraciones, identifico un 6ptimo global con un coste operativo de 500 €,
correspondiente a la cancelacion del vuelo 201 y la operacion puntual de los
vuelos 101 y 301 por las aeronaves AC3 y AC2 respectivamente (Tabla 6.3).
El algoritmo QAOA, tras el muestreo del estado cuantico 6ptimo y el proce-
dimiento de post-seleccion, recuperd una solucion factible con idéntico coste
operativo de 500 €. El Tabla 6.5 confronta ambas soluciones variable a va-

riable.

Cuadro 6.5: Comparacion de la solucion 6ptima clésica y la solucion recupe-
rada por QAOA

Variable Solver clasico QAOA
2101,t=0,AC3 1 1
2201 1 1
301, t=0, AC2 1 1
Resto de variables 0 0
Coste total 500 € 500 €
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6.5.2. Implicaciones de la validaciéon

La recuperacion del 6ptimo global del caso reducido por parte del flujo
QAOA, muestreo y posprocesado clasico aporta evidencia sobre tres aspectos
criticos del desarrollo, cada uno correspondiente a una etapa distinta del flujo

descrito en el Capitulo 5.

En primer lugar, valida la correcciéon de la formulacion QUBO para
el caso reducido analizado. Si la traduccién del modelo con restricciones a
la formulacion cuadrética sin restricciones hubiera introducido algtn error
(un signo equivocado, un término de penalizacion mal construido o una res-
triccion omitida), la correspondencia entre el Hamiltoniano resultante y la
formulacion original del caso reducido se habria visto alterada, dificultando
la recuperacion del 6ptimo observado. La coincidencia exacta confirma que el
mapeo desde el QuadraticProgram hasta el Hamiltoniano de Ising preserva

fielmente la estructura del problema.

En segundo lugar, valida la calibracién del coeficiente de penalizacion.
Como se discutio en la Seccion 5.4, la eleccion de P = 3000 se realiz6 em-
piricamente, por encima del rango teérico, ante la baja densidad del espacio
factible. La recuperacion del 6ptimo factible demuestra que este valor es
efectivamente suficiente para garantizar que el minimo energético del Hamil-
toniano corresponde a una solucién que respeta todas las restricciones: si la
penalizacion hubiera sido insuficiente, el algoritmo habria favorecido confi-
guraciones de menor coste aparente pero infactibles, y el ¢ptimo factible no

habria dominado el espectro.

En tercer lugar, valida que la profundidad del ansatz seleccionada, Preps =
5, proporciona expresividad suficiente para que el circuito QAOA represente
un estado cuantico cuya distribucion de probabilidad contiene el 6ptimo glo-
bal con probabilidad suficiente. Aunque, como se evidencio6 en la Seccién 6.4,
dicho 6ptimo no es el estado més probable del muestreo, su presencia en la
distribucion es condicidén necesaria para que el post-procesado pueda resca-
tarlo. Una profundidad insuficiente habria hecho necesario un ntimero muy

elevado de shots para obtenerla.
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6.5.3. Alcance y limites de la conclusiéon

La equivalencia demostrada constituye una validacion rigurosa de la correc-
cion del enfoque QAOA aplicado al problema de recuperacion de flota: el
algoritmo, con la formulacion y la configuraciéon desarrolladas en este tra-
bajo, recupera el 6ptimo global del problema en el escenario reducido. Es
importante, no obstante, delimitar con precision el alcance de esta conclu-

sion para evitar sobreinterpretaciones.

En primer lugar, la validacion se ha realizado sobre un escenario de 15 varia-
bles, dimensionado precisamente para poder realizar la simulacion del hard-
ware cudntico. La coincidencia con el 6ptimo clasico demuestra que el algo-
ritmo funciona correctamente a esta escala, pero no constituye, por si sola,
evidencia de que QAOA mantenga esta capacidad en escenarios de mayor
tamano, donde la profundidad del circuito, el ruido del hardware y la com-

plejidad del paisaje energético introducen dificultades adicionales.

En segundo lugar, y de forma aiin més relevante, este resultado no constituye
una demostracion de ventaja cuantica. En el escenario reducido, el solver cla-
sico de fuerza bruta resuelve el problema en un tiempo inferior al de QAOA,
lo que es esperable: para problemas de esta escala, la computacion clasica
es trivialmente superior. El valor del resultado no reside, por tanto, en una
comparacion de eficiencia, sino en la demostracion de viabilidad y correccion
del enfoque cuantico como prueba de concepto. La hipotesis de una eventual
ventaja cuantica solo seria contrastable en el régimen de escala en el que la
simulacion clasica deja de ser viable (en torno a las 50 variables, segin se
document6 en la Seccion 6.1), régimen que requiere hardware cuéntico real

y queda fuera del alcance experimental de este trabajo.

En sintesis, la prueba de concepto queda validada en sus propios térmi-
nos: la cadena completa de modelado, conversion, ejecucion cuantica y post-
procesado descrita en el Capitulo 5 produce el resultado correcto sobre el
escenario reducido. Esta validacion, sin embargo, se ha obtenido en un en-
torno de simulacion ideal, libre de los efectos de ruido y decoherencia que

caracterizan al hardware cuantico real, y sobre un escenario deliberadamente
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reducido para garantizar la viabilidad de la comparacion. Las limitaciones
que se derivan de ambas circunstancias, y que delimitan el camino hacia una

eventual aplicacion practica del enfoque, se analizan en la Seccion 6.6.
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6.6. Limitaciones identificadas

La principal limitacion del modelo experimental reside en la simplificacion de
la dimension espacial del problema de recuperacion de flota. En un problema
operativo, la asignacion de una aeronave a un vuelo no depende tinicamente
de la disponibilidad temporal del recurso, sino también de su localizacion
fisica, de la conectividad entre aeropuertos, de la secuencia de vuelos previa-
mente operada y de los requisitos de posicionamiento al final de la ventana
de recuperacion. El prototipo desarrollado no incorpora de forma explicita
restricciones de continuidad espacial entre origen y destino, ni variables que

describan la posicion inicial y final de cada aeronave.

Esta simplificacion no invalida la prueba de concepto, pero si delimita clara-
mente su alcance. El resultado obtenido debe interpretarse como la validacion
de un flujo metodologico QUBO-QAOA aplicado a una abstraccion temporal
del problema, no como una soluciéon completa y directamente desplegable en
un centro de control de operaciones. La extension natural del modelo con-
sistiria en incorporar restricciones de conectividad espacial, de manera que
dos vuelos solo pudieran asignarse consecutivamente a la misma aeronave si
el destino del primero coincide con el origen del segundo y si existe tiempo

suficiente para completar la rotacion correspondiente.

Mas alla de esta limitacion estructural, que es la principal del modelo desa-
rrollado, la validacion de la prueba de concepto presentada en la Seccion 6.5
se ha obtenido bajo condiciones que difieren sustancialmente de las que regi-
rian una eventual aplicacion practica del enfoque sobre problemas de escala
operativa real. El resto de esta seccion identifica y analiza las limitaciones
derivadas de estas circunstancias, de naturaleza tecnologica y metodologica,
organizadas en cuatro ejes: las limitaciones del hardware cuantico actual, las
limitaciones de escalabilidad del circuito, la barrera de la simulacion clasica

y la dependencia de la calidad del muestreo.
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6.6.1. Limitaciones del hardware cuantico actual

La totalidad de los resultados experimentales de este trabajo se ha obteni-
do mediante simulacién de vector de estado en el entorno AerSimulator,
que reproduce el comportamiento de un computador cuéntico ideal, sin rui-
do ni decoherencia. Esta eleccion, justificada por la necesidad de validar el
algoritmo en un entorno determinista y reproducible, deja no obstante fuera
del analisis el factor que actualmente constituye la principal barrera para la

aplicacion practica de los algoritmos cuanticos: el ruido del hardware.

Los dispositivos cuénticos disponibles en la actualidad pertenecen a la de-
nominada era NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum), término acunado
por Preskill (2018) para caracterizar una generacion de procesadores con un
numero de qubits del orden de decenas a centenares, pero cuyas operaciones
estan afectadas por niveles de ruido que limitan severamente la profundidad
de los circuitos ejecutables de forma fiable. En estos dispositivos, cada puer-
ta cuantica introduce una probabilidad de error no despreciable, y los qubits
pierden su coherencia cuantica en escalas de tiempo finitas. El conjunto de
operaciones que pueden ejecutarse antes de que el ruido acumulado degrade
irreversiblemente la informacion constituye lo que Preskill (2018) describe

como el presupuesto de error del dispositivo.

En el contexto de este trabajo, esta limitacion implica que la fidelidad de la
solucion obtenida sobre hardware real seria inferior a la observada en simula-
cion. Aunque el modelo matematico y la formulacion QUBO sean correctos,
como ha quedado demostrado en la validacion, la ejecucion fisica del circui-
to introduciria errores que podrian desplazar la distribucién de probabilidad
muestreada, reduciendo la probabilidad de aparicion del 6ptimo y dificultan-
do su recuperacion por parte del post-procesado. Esta brecha entre el com-
portamiento ideal y el comportamiento real es coherente con las observaciones
de Pellow-Jarman et al. (2024), quienes documentan que el rendimiento de
QAOA en presencia de ruido depende sensiblemente de la profundidad del
ansatz y de la eleccion del optimizador clésico, factores cuyo efecto resulta

indetectable en simulacién sin ruido.
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6.6.2. Limitaciones de escalabilidad del circuito

Una segunda limitacion, estrechamente relacionada con la anterior, concier-
ne a la profundidad del circuito tras su adaptacion a la topologia de un
procesador fisico. El circuito QAOA transpilado en este trabajo alcanz6 una
profundidad de 73 capas sobre AerSimulator, un valor moderado posibilita-
do por el hecho de que el simulador no impone restricciones de conectividad
entre qubits: cualquier par de qubits puede interactuar directamente, inde-

pendientemente de su posicion.

Los procesadores cuanticos reales, en cambio, presentan una conectividad li-
mitada entre sus qubits fisicos. Las arquitecturas actuales de varios fabrican-
tes adoptan topologias dispersas, como la red hexagonal pesada (heavy-hex
lattice) caracteristica de los procesadores de IBM (Figura 6.2), en las que ca-
da qubit se conecta tinicamente con un ntmero reducido de vecinos. Cuando
el algoritmo requiere la interaccion entre dos qubits que no son fisicamente
adyacentes, el transpilador debe insertar secuencias de puertas de intercam-
bio (SWAP gates) que desplazan la informacion a través del chip hasta situar
la pareja en posiciones contiguas. Esta operacion de enrutamiento incremen-
ta sustancialmente el nimero de puertas del circuito y, en consecuencia, su

profundidad efectiva.
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Figura 6.2: Topologia heavy-hex de los procesadores cuanticos de IBM, en
la que cada qubit se conecta tinicamente con dos o tres vecinos. Los colores
distinguen el papel de cada qubit en el esquema de correccion de errores
de IBM (qubits de datos y qubits de medida); a efectos de este trabajo, lo
relevante es la conectividad limitada que impone la topologia. Fuente: IBM
Quantum (2021).

El efecto combinado de ambos fendémenos genera problemas desde el punto
de vista de la viabilidad: la conectividad limitada incrementa la profundidad
del circuito, y una mayor profundidad agrava la exposicion al ruido descrita
en el apartado anterior. Para el escenario reducido de este trabajo, este so-
brecoste seria manejable; sin embargo, para escenarios de escala operativa,
con cientos de variables y, por tanto, cientos de qubits, la profundidad del
circuito transpilado creceria hasta niveles incompatibles con el presupuesto

de error de los dispositivos NISQ actuales.

6.6.3. La barrera de la simulacion clasica

Una tercera limitacion, de naturaleza distinta a las anteriores, afecta no al
hardware cuantico sino a la propia herramienta de validacion empleada. Como
se documento6 en la Seccion 6.1, el intento de simular el escenario intermedio
de aproximadamente 50 variables resulté en un requerimiento de memoria
de unos 65500 terabytes, muy por encima de los recursos disponibles. Esta
barrera no es una limitacion del algoritmo, sino una propiedad fundamen-
tal de la simulacion clasica de sistemas cuanticos: el coste de representar el

estado de un sistema de n qubits crece como 2", lo que hace que la simula-
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cion determinista resulte intratable més alla de aproximadamente cuarenta

o cincuenta qubits.

Eista limitacion tiene una consecuencia metodologica importante. El esquema
de validacion empleado en este trabajo, basado en la comparacion directa de
QAOA contra un solver clasico exacto, solo es aplicable en el régimen en
el que ambos enfoques son ejecutables. Precisamente en el rango de tama-
nos en el que la computacion cudntica comenzaria a resultar interesante (alli
donde la simulacion clasica deja de ser viable) desaparece la posibilidad de
contrastar el resultado cuantico contra una referencia exacta. La validacion
rigurosa de la correccion, por tanto, esta intrinsecamente confinada a la es-
cala reducida, y el salto hacia escalas mayores exige métodos de validacion
alternativos, como los benchmarks contra solvers heuristicos de alta calidad
o el analisis de cotas teoricas, segtin se discute en la literatura sobre escalado

de aplicaciones cuéanticas industriales (Kaushik et al. (2025)).

6.6.4. Dependencia de la calidad del muestreo

La seleccion de la solucion descrita en la Seccion 5.7 descansa sobre una
premisa: que el 6ptimo del problema aparezca en el muestreo con probabilidad
apreciable, de modo que figure al menos una vez entre las configuraciones
obtenidas. Si esta premisa se cumple, la solucion se identifica sin dificultad;
si no, el 6ptimo queda fuera del conjunto de configuraciones muestreadas y

resulta irrecuperable, con independencia de como se procesen los resultados.

En el entorno de simulaciéon ideal empleado en este trabajo, esta premisa se
satisface y el 6ptimo es seleccionado correctamente. Sin embargo, su cum-
plimiento no esté garantizado en condiciones mas realistas. En presencia del
ruido caracteristico del hardware NISQ, o ante una profundidad de ansatz
insuficiente, la distribucion preparada por el circuito puede degradarse hasta
asignar al 6ptimo una probabilidad tan baja que no llegue a aparecer en un
numero finito de disparos. La fiabilidad del enfoque queda asi condicionada
por la calidad del estado cuantico preparado, un factor que en este trabajo

se ha mantenido controlado gracias a la simulacion determinista, pero que
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constituiria una dificultad central en una eventual ejecucion sobre hardware

real.

6.6.5. Sintesis y proyeccién

En conjunto, las limitaciones identificadas delimitan con precision el alcance
de los resultados de este trabajo: se ha validado la correcciéon de un enfoque
cuantico para la recuperacion de flota en un escenario reducido y bajo con-
diciones ideales de simulacion, pero la extrapolacion de este resultado a un
entorno de aplicacion practica estd condicionada por la simplificacion espa-
cial del modelo, por el ruido del hardware actual, por el crecimiento de la
profundidad del circuito en topologias reales, por la imposibilidad de validar
mediante simulacion clasica més alla de cierta escala, y por la creciente carga
del post-procesado clasico. Lejos de invalidar la prueba de concepto, estas
limitaciones definen la frontera tecnolégica en la que se inscribe el trabajo y
trazan las direcciones en las que deberia avanzar la investigacion para acercar
el enfoque a su aplicabilidad real. Estas direcciones, que incluyen las técni-
cas de mitigacion de errores, las estrategias de reduccion de profundidad de
circuito y la evolucion hacia hardware tolerante a fallos, se desarrollan en el
Capitulo 7.
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Capitulo 7. Conclusiones y lineas de investiga-

ci6n futura

7.1. Conclusiones

El presente trabajo demuestra empiricamente la viabilidad metodologica de
formular una version simplificada del problema de recuperacion de flota como
QUBO, mapearla a un Hamiltoniano de Ising y recuperar el 6ptimo global
del caso reducido mediante un flujo hibrido basado en QAOA y muestreo,
validado contra una referencia clésica exacta. Esta afirmacion, que constituye
el nucleo de la prueba de concepto, ha quedado respaldada por la coincidencia
exacta, variable a variable, y no solo en coste objetivo, entre la solucion
devuelta por el enfoque cuantico y el 6ptimo identificado por enumeracion
exhaustiva (Seccion 6.5). Sobre esta conclusion central se articulan el resto

de los hallazgos del trabajo.

La consecucion de este resultado aporta evidencia de la correccion de la cade-
na metodologica desarrollada para el caso reducido analizado en el Capitulo 4
y en los capitulos de implementacion. La formulacion del Aircraft Recovery
Problem como un modelo con restricciones de unicidad y continuidad, su
conversion a una formulacion QUBO, el mapeo al Hamiltoniano de Ising y
la construccion del circuito variacional constituyen un proceso cuya integri-
dad queda confirmada por el propio resultado: cualquier error estructural
en alguna de estas etapas, un término de penalizaciéon mal construido, un
signo equivocado o una restriccion omitida, habria desplazado el estado fun-
damental del Hamiltoniano y habria impedido la recuperacion del 6ptimo. La
equivalencia obtenida constituye, en este sentido, una validacion de extremo

a extremo del flujo metodoldgico aplicado al caso estudiado.

Mas alla de la validacion global, el trabajo aporta dos hallazgos metodologi-
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cos de interés que matizan y enriquecen la conclusion principal. El primero
concierne a la calibracion del coeficiente de penalizacion. La caracterizacion
empirica del espacio de soluciones revel6 una densidad de factibilidad extre-
madamente baja, lo que obligd a situar el coeficiente P por encima del rango
teorico derivado de la cota de factibilidad estricta (Seccion 5.4). Este resul-
tado, lejos de constituir una desviacion del marco tedrico, confirma que la
eleccion del coeficiente de penalizacion en formulaciones QUBO destinadas a
QAOA depende no solo de la magnitud de la funcién objetivo, sino también

de la estructura combinatoria del espacio factible.

El segundo hallazgo se refiere a la lectura de la solucion a partir del mues-
treo. Como se documento en la Seccion 6.4, el 6ptimo global no era el estado
mas frecuente de la distribucion muestreada, que estaba dominada por una
solucion subdptima de cancelacion total. Sin embargo, esto no impidié su re-
cuperacion: para identificar el 6ptimo basta con que el estado preparado por
QAOA le asigne una probabilidad apreciable, de modo que aparezca en el
muestreo y pueda seleccionarse como la mejor solucion factible obtenida, sin
necesidad de que sea la mas probable. Esta observacion pone de manifiesto
que la fiabilidad del enfoque depende de la calidad del estado cuantico prepa-
rado, un factor controlado en el entorno de simulacion ideal de este trabajo

pero condicionado por el ruido en una eventual ejecucion sobre hardware real.

Es imprescindible delimitar con precision el alcance de estas conclusiones para
evitar sobreinterpretaciones. El trabajo no demuestra ventaja cuéntica: en el
escenario reducido empleado, un solver clasico de fuerza bruta resuelve el
problema en un tiempo inferior al del enfoque cuantico, como cabe esperar a
esta escala. El valor del resultado no reside en una comparacion de eficiencia,
sino en la demostracion de viabilidad y correcciéon del enfoque como prueba
de concepto. Del mismo modo, la validacion se ha obtenido en un entorno de
simulacion ideal, libre de los efectos de ruido y decoherencia que caracterizan
al hardware real, y sobre un escenario deliberadamente dimensionado para
poder realizar la simulacion. (Seccion 4.5). Las limitaciones que se derivan
de estas circunstancias, analizadas en detalle en la Seccion 6.6, no invalidan

la prueba de concepto: definen la frontera tecnologica en la que se inscribe
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el trabajo y trazan las direcciones en las que debe avanzar la investigacion

para acercar el enfoque a su aplicabilidad real.
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7.2. Lineas de investigacion futura

Las limitaciones identificadas a lo largo del trabajo no constituyen puntos
finales, sino el punto de partida natural para su continuacion. La primera y
més inmediata linea de investigacion consiste en trasladar la ejecucion del al-
goritmo desde el simulador de vector de estado hacia hardware cuantico real.
Esta transicion, que expondria el algoritmo a los niveles de ruido caracte-
risticos de la era NISQ ((Preskill, 2018)), exige la incorporacion de técnicas
de mitigacion de errores que compensen la degradacion de la fidelidad en
la preparacion del estado. El analisis del comportamiento de QAOA en es-
tas condiciones es especialmente pertinente porque, como han documentado
Pellow-Jarman et al. (2024), el rendimiento relativo de los distintos optimi-
zadores clasicos y la eleccion de la profundidad del ansatz adquieren una
relevancia que resulta indetectable en simulacion sin ruido. Una caracteriza-
cion sisteméatica de esta sensibilidad sobre el problema de recuperacion de

flota constituiria una extension directa de este trabajo.

Estrechamente ligada a la anterior se encuentra la linea orientada a la reduc-
cion de la profundidad del circuito. La ejecucion sobre procesadores reales,
con topologias de conectividad limitada, incrementa sustancialmente el na-
mero de puertas necesarias para enrutar la informacion entre qubits no adya-
centes, agravando a su vez la exposicion al ruido. La investigacion en estrate-
gias de transpilacion adaptadas a la topologia del hardware, en esquemas de
mapeo que minimicen la insercion de puertas de intercambio y en variantes
del ansatz que reduzcan la profundidad sin sacrificar expresividad, resulta

critica para que el enfoque sea viable en escenarios de tamano operativo.

Una tercera direccion, de naturaleza metodolégica, aborda el problema de
la validacion mas alla de la barrera de la simulacion clasica. El esquema de
comparacion directa contra un solver exacto empleado en este trabajo deja de
ser aplicable precisamente en el rango de tamanos en el que la computacion
cuéntica comenzaria a resultar interesante, alli donde la simulaciéon clésica
determinista se vuelve intratable. El avance hacia escenarios de mayor escala

exige, por tanto, el desarrollo de métodos de validacion alternativos, ya sea
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mediante la comparacion contra solvers heuristicos clasicos de alta calidad o
mediante el analisis de cotas tedricas derivadas de relajaciones del problema,
en linea con las practicas documentadas en la literatura sobre escalado de

aplicaciones cuénticas industriales ((Kaushik et al., 2025; Sipos et al., 2025)).

Finalmente, la linea de investigacion de mayor alcance conceptual consiste
en la progresion desde la recuperacion aislada de la flota hacia el problema
de recuperacion integrada. El presente trabajo ha abordado deliberadamente
el Aircraft Recovery Problem de forma aislada, por ser el recurso con mayor
rigidez fisica y el primer eslabén de la cadena de recuperacion. Sin embargo,
la literatura advierte de que la resolucion secuencial e independiente de ca-
da recurso puede conducir a soluciones globalmente suboptimas, ya que una
reasignacion de flota 6ptima en términos técnicos puede invalidar los tiempos
legales de descanso de las tripulaciones o deteriorar las conexiones de los pa-
sajeros ((Hu et al., 2016; Maher, 2015)). La capacidad de los modelos QUBO
para representar interacciones entre variables binarias posiciona a los algo-
ritmos cuanticos como una via potencial de investigacion para avanzar hacia
formulaciones mas integradas del problema. La extension del modelo desa-
rrollado para incorporar simultdneamente las restricciones de tripulaciones y
pasajeros, aprovechando la escalabilidad estructural de la formulacion, repre-
senta el horizonte tltimo de esta linea de investigacion: un optimizador capaz
de generar soluciones de recuperacion mas integradas y evaluables en plazos

compatibles con la urgencia operativa del centro de control de operaciones.
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