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RESUMEN

Introduccion

Las ecuaciones en derivadas parciales no lineales y de orden fraccionario desempefian un
papel central en la modelizacién de ondas, fendmenos dispersivos y difusién andmala. Entre
ellas, las ecuaciones de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) y de Klein-Gordon (KG) describen
la propagacion de ondas viajeras y comportamientos oscilatorios ((KUMB23]). Su naturaleza
no lineal dificulta la obtencién de soluciones exactas y motiva el desarrollo de métodos
numéricos eficientes. En este Trabajo de Fin de Master se desarrolla, implementa y valida un
nuevo método de colocacion basado en las Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario
(Fractional-Order Chelyshkov Wavelets Collocation Method, FChWCM), aprovechando su
ortogonalidad y la esparsidad de las matrices que generan ([RAHI19], [MARA22]).

Metodologia

El método se aplica a tres modelos: la ecuacion de adveccion-dispersion maévil-inmoévil de

orden distribuido, la ecuaciéon BBM y la ecuacion KG, cuyas formulaciones son:

I U+ Uy +UUy — Uy =0 (0.0.1)
[ Ut — Uy + f(1) = 0 (0.0.2)
[ @1 Zy+ @3 DE Z = —a3 Zy + @y Zyx + h(x, 1) (0.0.3)

La solucion se aproxima mediante una expansion truncada en Wavelets de Chelyshkov

fraccionarias, agrupadas en el vector A(x), con coeficientes D(t):
[ ux, £) ~ A)" D(t) (0.0.4)

Las derivadas espaciales se sustituyen por productos con las matrices operacionales de
integracion, construidas a partir del operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de

orden «a:
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1
I°Z(t) = — —w* ' Zw d .0.
I : Z() r(a)f(t u) (u)du (0.0.5)
[ w,(x, t) ~ AT A, D(b) (0.0.6)
| (%, £) ~ AT A, D(b) (0.0.7)

Proyectando sobre la base y aprovechando la ortogonalidad, la ecuaciéon en derivadas
parciales se reduce a un sistema de ecuaciones algebraicas en los coeficientes, que se resuelve

con el método iterativo de Newton. Para la BBM se obtiene un sistema de la forma:
| M, D'(t) + M, D(t) + N(D(t)) = 0 (0.0.8)

mientras que para la Klein—-Gordon, discretizando la segunda derivada temporal por diferen-

cias centradas, se llega en cada paso de tiempo a:

Dn+1 -2 Dn + Dn—l
-KD,+F(D,) =0 (0.0.9)

(A0?

Figura 1. Expansion de u(x, t) en Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
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Resultados

El método se ha validado sobre problemas de referencia con solucion exacta conocida
tomados de la literatura: la ecuacion de Klein—-Gordon con solucion u(x, t) = x sen(’—zT t) ([KUM
B23]), la ecuacion BBM ([RAHANZ23]) y la de adveccién-dispersiéon de orden distribuido
([MARA22)). El error se cuantifica con las normas L., (error absoluto maximo), L, y el error
cuadratico medio (RMS):

I L, = max [u(x;, t;) - @(x;, t;)| (0.0.10)

i,j

1/2

1
RMS = N_]w izj”u(xi, tj) - ft(xl-, tj)|2 (0011}

En los tres casos se obtienen errores pequefios con un numero moderado de funciones
base, lo que confirma la rdpida convergencia del método. Las matrices operacionales resultan
dispersas y bien condicionadas, con un coste computacional reducido frente a los métodos
clasicos de diferencias finitas. Las superficies de solucién reproducen los perfiles de onda

viajera (BBM) y oscilatorios (Klein-Gordon) esperados.

Figura 2. Solucion de la ecuacion de adveccion—dispersion de orden distribuido: superficies exacta y aproximada

y error absoluto.
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Figura 3. Superficie de la solucion de la ecuacion BBM obtenida con el FChWCM (exacta frente a aproximada).

Figura 4. Superficie de la solucion de la ecuacion de Klein-Gordon obtenida con el FChWCM (exacta frente a

aproximada).
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Conclusiones

Los resultados confirman que la base de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias retine las
propiedades que la teoria le atribuye (ortogonalidad, soporte compacto y matrices dispersas),
permitiendo transformar cada ecuacién fraccionaria no lineal en un sistema algebraico de

tamario reducido resoluble con Newton.

El esquema FChWCM se ha aplicado con éxito a los tres modelos, tratando el término no
lineal sin linealizaciones previas y alcanzando errores pequefios en las normas L., L, y RMS.
Frente a otras aproximaciones basadas en Wavelets (Bernoulli, [KUMB23]; Hermite,
[SHIR21]), las de Chelyshkov ofrecen resultados competitivos con una formulacién maés

sencilla, lo que las convierte en una herramienta eficaz, precisa y de bajo coste.

Palabras clave: Wavelets de Chelyshkov, cdlculo fraccionario, método de colocacién, ma-
triz operacional de Riemann-Liouville, ecuaciéon de Benjamin-Bona-Mahony, ecuacion de

Klein—-Gordon, método de Newton.
Lineas futuras de investigacion

Entre las principales lineas de continuacién destacan: la comparacion cuantitativa de las
tablas de error con los resultados publicados por otros métodos (Bernoulli, Haar); la compara-
cion sistematica con otras familias de wavelets; la extension a ecuaciones de orden variable y
a dimensiones superiores; y el desarrollo de estrategias de colocacion adaptativa y multirres-

olucion.
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ABSTRACT

Introduction

Non-linear and fractional-order partial differential equations play a central role in the
modeling of waves, dispersive phenomena, and anomalous diffusion. Among these, the
Benjamin-Bona-Mahony (BBM) and Klein-Gordon (KG) equations describe the propagation
of traveling waves and oscillatory behaviors ([KUMB23]), Their non-linear nature compli-
cates the derivation of exact solutions and motivates the development of efficient numerical
methods. In this Master’s Thesis, a novel collocation method based on Fractional-Order
Chelyshkov Wavelets (Fractional-Order Chelyshkov Wavelets Collocation Method,
FChWCM) is developed, implemented, and validated, taking advantage of their orthogonality
and the sparsity of the resulting matrices ([RAHI19], [MARA22]).

Methodology

The method is applied to three models: the distributed-order mobile-immobile advection-

dispersion equation, the BBM equation, and the KG equation, whose formulations are:

I U+ U FUUy — Uy =0 (0.0.12)
I U — Uxx + f(u) =0 (0.0.13)
[ @1 Zy+ ;D Z = —a3 Zy + g Zyx + h(x, 1) (0.0.14)

The solution is approximated by a truncated expansion in fractional Chelyshkov wavelets,

grouped in the vector A(x), with coefficients D(t):
[ u(x, t) ~ AG)" D(t) (0.0.15)

The spatial derivatives are replaced by products with the operational matrices of integra-

tion, constructed from the Riemann-Liouville fractional integral operator of order «:

1
I°Zt)=— | t-w*tZw)d .0.

I i Z(1) @ f( w' " Zw) du (0.0.16)

[ u(x, ) ~ A)" A, D(t) (0.0.17)

[ Uy (6, £) ~ AT Ay, D(E) (0.0.18)

By projecting onto the basis and exploiting orthogonality, the partial differential equation
is reduced to a system of algebraic equations for the coefficients, which is solved using New-

ton’s iterative method. For the BBM equation, a system of the following form is obtained:
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| M, D'(t) + M, D(t) + N(D(£)) = 0 (0.0.19)

while for the Klein-Gordon equation, by discretizing the second time derivative using cen-

tral differences, one obtains at each time step:

Dn+1 - 2Dn + Dn—l
-KD,+F(D,)=0 (0.0.20)

(A1)

Figure 1. Expansion of u(x, t) in Fractional Chelyshkov Wavelets.
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Results

The method has been validated on benchmark problems with known exact solutions taken
from the literature: the Klein-Gordon equation with solution u(x, t) = x sen(’Er t) ([KUMB23)),
the BBM equation ([RAHANZ23]), and the distributed-order advection-dispersion equation
([MARA22]). The error is quantified using the $L_{\infty}$ (maximum absolute error) and
$L_2$ norms, and the root mean square (RMS) error:

I Ly = max |u(xi, t)) = i(x;, t)) (0.0.21)

1/2

1
RMS = N_]w izj”u(xi, tj) - ft(xl-, tj)|2 (0022}

In all three cases, small errors are obtained with a moderate number of basis functions,
which confirms the rapid convergence of the method. The operational matrices turn out to be
sparse and well-conditioned, with a reduced computational cost compared to classical finite
difference methods. The solution surfaces reproduce the expected traveling wave (BBM) and

oscillatory (Klein-Gordon) profiles.

Figure 2. Solution of the distributed-order advection-dispersion equation: exact and approximate surfaces, and

absolute error.
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Figure 3. Solution surface of the BBM equation obtained with the FChWCM (exact versus approximate).

Figure 4. Solution surface of the Klein-Gordon equation obtained with the FChWCM (exact versus approximate).
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Conclusions

The results confirm that the fractional Chelyshkov wavelet basis possesses the properties
attributed to it by theory (orthogonality, compact support, and sparse matrices), allowing
each non-linear fractional equation to be transformed into a reduced-size algebraic system

solvable by Newton’s method.

The FChWCM scheme has been successfully applied to the three models, treating the non-
linear term without prior linearizations and achieving small errors in the L., L, and RMS.
norms. Compared to other wavelet-based approximations (Bernoulli, [KUMB23]; Hermite,
[SHIR21]), Chelyshkov wavelets offer competitive results with a simpler formulation, mak-

ing them an effective, accurate, and low-cost tool.

Keywords: Chelyshkov wavelets, fractional calculus, collocation method, Riemann-Liou-
ville operational matrix, Benjamin-Bona-Mahony equation, Klein-Gordon equation, New-

ton’s method.
Future lines of research

Among the main lines of future work, the following stand out: the quantitative comparison
of error tables with results published for other methods (Bernoulli, Haar); the systematic
comparison with other wavelet families; the extension to variable-order equations and higher

dimensions; and the development of adaptive and multiresolution collocation strategies.
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Capitulo 1

1. Introduccion

1.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales no lineales desempefian un papel central en la mo-
delizacion de ondas, fendmenos dispersivos y dindmica de medios continuos [CHEN10],
[L107]. Entre ellas, la ecuacion de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) y la ecuacion de Klein-
Gordon (KG) destacan por describir con precisidn la propagacion de ondas viajeras y compor
tamientos oscilatorios en diferentes contextos fisicos [KUMB23]. A pesar de su relevancia, la
naturaleza no lineal y dispersiva de estos modelos dificulta la obtencién de soluciones exac-

tas y motiva el desarrollo de métodos numéricos eficientes.

En los ultimos afios, las técnicas basadas en Wavelets se han consolidado como una alterna
tiva potente a los métodos numéricos clasicos. Las Wavelets permiten representar funciones
con alta precision y reducir las ecuaciones diferenciales a sistemas algebraicos manejables
mediante el uso de matrices operacionales. Dentro de este dmbito, las Wavelets de
Chelyshkov han mostrado un rendimiento especialmente notable debido a su estructura

simple, su ortogonalidad y la esparsidad de las matrices que generan, lo que se traduce en

algoritmos rapidos y de bajo coste computacional [RAHI19], [MARA22].

A partir de estos desarrollos, en este trabajo se propone un nuevo método numérico basa-
do en Wavelets de Chelyshkov para aproximar soluciones de las ecuaciones no lineales de
BBM vy Klein-Gordon. El objetivo es construir un esquema de colocacion que aproveche las
propiedades de estas bases para mejorar la eficiencia y la precision en problemas donde la

dispersion y la no linealidad desempefian un papel fundamental [CETI23], [GANI24].

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon



CAPITULO 1 — INTRODUCCION

1.2. Objetivos

El objetivo principal es presentar un estudio, andlisis extenso y desarrollo de un novedoso
método numérico que utilizando las funciones Wavelets de Chelyshkov permita resolver las

ecuaciones en derivadas parciales (PDE) no lineales tales como

(a) la ecuaciéon de Benjamina-Bona-Mohany de dos pardmetros singularmente pertur-

badas, con diferentes casos y

(b) 1a ecuacion no lineal de Klein-Gordon.
Asi pues, los objetivos establecidos para este proyecto seran los siguientes:

1. Tras un capitulo introductorio, el segundo capitulo se centrard en presentar las defini-
ciones de las funciones Wavelets de Chelyshkov, el operador integral y la matriz opera-

cional de integracion de Riemann-Liouville de orden a.

Asi mismo, se definirdn las aproximaciones de cualquier funciéon bidimensional me-
diante la expansioén en las funciones Wavelets de Chelyshkov como el estudio de la
convergencia de dicha aproximacion.

2. En los siguientes capitulos se disefiard un novedoso algoritmo numérico denominado
método Wavelet de Chelyshkov (Chelyshkov Wavelet Method— ChWM) que se fundamen-
ta en la base de las funciones Wavelets de Chelyshkov, con la construccién de la matri-
ces operacionales de integraciéon con el enfoque de Galerkin que resuelva las ecua-
ciones en derivadas parciales (PDE) no lineales reduciendo dicho la ecuaciéon PDE a un
sistema de ecuaciones algebraicas.

3. Se realizard una aplicacién préctica codificada en el lenguaje Mathematica/MATLAB
que implemente los algoritmos numéricos disefiados con la base Wavelet de
Chelyshkov.

4. Aplicacion del método Wavelet de Chelyshkov a ecuaciones conocidas, denominadas
ecuaciones diferenciales parciales no lineales como (a) la ecuaciéon de Benjamina-Bona-
Mohany de dos pardmetros singularmente perturbadas, con diferentes casos y (b) la
ecuacion no lineal de Klein-Gordon.

5. Una vez obtenidos los resultados de la implementacidn, se comparardn las soluciones
exactas de la ecuacion PDE con las soluciones obtenidas con el método mediante tablas

y graficos 2D y 3D.
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6. Como ultimo paso, se realizard un andlisis de las lineas de desarrollo futuras y se estu-
diaran cudles son los posibles siguientes avances que se pueden producir en este tipo

de proyectos.
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1.3. Metodologia
En el desarrollo del Proyecto se procedera de la siguiente manera:

e A) En los primeros capitulos se introducen todas las definiciones matematicas asocia-das
con las los polinomios y funciones Wavelets de Chelyshkov.

e B) Se establecen las bases y pasos que van a definir el método Wavelet de Chelyshkov
(Chelyshkov Wavelet Method— ChWM) con la definiciéon de los puntos de colocacion que
daré lugar a a solucién aproximada de la ecuacion PDE en el capitulo 3.

e C) Se implementaran los distintos algoritmos numéricos disefiados en el lenguaje técnico-
cientifico de Mathematica, programa matemadtico muy utilizado en sectores cientificos
con amplias funciones para el desrrollo simbolico, numérico y gréfico.

e D) Aplicacién del método numérico disefiado en las ecuaciones en derivadas parciales no
lineales: ecuacién de Benjamina-Bona-Mohany y la ecuacion no lineal de Klein-Gordon
en el capitulo 4.

e E) Se evaluardan los distintos resultados numéricos obtenidos de la implementacién.

Se empleardn tablas y graficos 2D y 3D para facilitar la comparacion.
e F) Finalmente, en el capitulo 5, se establecerdn las conclusiones y las futuras lineas de

investigacion.
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1.3.1. Plan de Trabajo

El desarrollo de este proyecto se ajustard al cronograma mostrado en la Figura 1.1, donde

se detallan las actividades a realizar y los tiempos a emplear.

Figura 1.1. Cronograma orientativo del TFM.

1.3.2. Recursos
Se citan los diferentes recursos a emplear en la realizacion del presente Proyecto/Trabajo:

e Procesador de textos Microsoft Office®.
e Procesador cientifico del software Mathematica 14°.

e Software simbdlico y numérico:

Mathematica 14® y MATLAB 2024°.

e Software para la creacion de graficos, esquemas, organigramas, disefio de circuitos:

PowerPoint®.

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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1.4. Estado del Arte

1.4.1. Investigaciones Actuales

En Rahimkhani, Ordokhani y Lima [RAHI19] se introduce por primera vez una familia
de funciones fraccionarias basada en Wavelets de Chelyshkov para resolver ecuaciones
diferenciales fraccionarias de orden distribuido, en una y dos variables. El punto de partida
del trabajo es la formulacion de las derivadas fraccionarias en el sentido de Caputo y la
construccion de Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario adaptadas a este contexto. A
partir de estas funciones, los autores derivan operadores integrales fraccionarios y con-

struyen matrices operacionales asociadas.

La idea clave es aproximar la solucién como una combinacion truncada de Wavelets de
Chelyshkov y aplicar un método de colocacion compuesto en una particién del dominio. De
esta forma, el problema diferencial original (ODE o PDE fraccionaria) se transforma en un
sistema de ecuaciones algebraicas que puede resolverse mediante técnicas estdndar, como
esquemas iterativos tipo Newton. Los resultados numéricos que presentan muestran errores
muy pequeflos y una buena estabilidad del método para distintos ejemplos de ecuaciones de

orden distribuido.

Posteriormente, Marasi y Derakhshan [MARAZ22] desarrollan un método de colocacion
compuesto similar, también basado en Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario, pero
aplicado a un problema mads especifico: la ecuacién fraccionaria de adveccién-dispersion
movil-inmdavil de orden distribuido. En este caso, ademés de construir las matrices opera-
cionales correspondientes, los autores ponen énfasis en el andlisis tedrico del método, propor

cionando resultados de convergencia y estimaciones de error.

Al igual que en [RAHI19], 1a solucién de la ecuacion fraccionaria se reduce a la resolu-
cion de un sistema de ecuaciones algebraicas que se trata con el método iterativo de Newton.
Los ejemplos numéricos incluidos en el articulo indican que el esquema propuesto es pre-
ciso y eficiente, y que el uso de las Wavelets de Chelyshkov permite mantener matrices

dispersas y bien condicionadas, lo que reduce el coste computacional
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1.4.2. Modelos no Lineales de Ondas: Ecuaciones BBM y Klein-Gordon

En el estudio de la propagaciéon de ondas no lineales en medios continuos aparecen de
forma recurrente dos ecuaciones modelo: la ecuacion de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) y
la ecuacion de Klein-Gordon (KG). Ambas describen fenomenos ondulatorios donde inter-
vienen simultdneamente efectos dispersivos y no lineales, pero lo hacen desde contextos

fisicos distintos.

La ecuacion de Benjamin-Bona-Mahony se utiliza como alternativa a la ecuacién de
Korteweg-de Vries en problemas de ondas en agua poco profunda y otros medios disper-
sivos. Una forma habitual de escribirla es: [SHIR21], [KUMB23]

I U+ Uy +UU; — Uy =0 (1.4.1)

donde u(x, t) representa el perfil de la onda,

I ou ou Pu
_ (1.4.2)

Uy Uy = — Uxxt

ot 0x 0x? ot
El término u,,, introduce la dispersiéon de una manera que suele ser mas estable numéri-

camente que en otros modelos afines.

La ecuacion de Klein-Gordon no lineal aparece, por su parte, en la teoria de campos, en
sistemas oscilatorios acoplados y en distintos modelos de propagaciéon de ondas. Una forma
prototipica es: [SHIR21], [KUMB23]:

I U+ Uy + f() =0 (1.4.3)
donde

ou ou an

u”:ﬁ uxx:ﬁ- (1.4.4)

El término f(u) resume la no linealidad del sistema, que suele adoptarse como una combi-
nacion polinémica de u, dependiendo del fenémeno que se quiera describirfKUMB23],
[CETI23].

A lo largo de las ultimas décadas se han desarrollado numerosos esquemas numéricos
para aproximar estas ecuaciones: métodos de diferencias finitas, técnicas espectrales clasi-
cas, formulaciones de Galerkin y distintos esquemas implicitos y explicitos [CHEN10],
[L107]. Sin embargo, cuando se pretende capturar con precision estructuras locales (frentes,
picos, solitones, etc.) o trabajar en escalas multiples, muchos de estos métodos requieren

mallas muy finas o un coste computacional elevado.

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon



CAPITULO 1 — INTRODUCCION

En este contexto, los métodos basados en Wavelets se han consolidado como una alternati-
va interesante, combinando buena resolucién local con matrices estructuralmente mas
manejables [LI07], [SHIR21] .
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1.4.3. Aproximacion de la Solucion Mediante Wavelets de Chelyshkov

La idea basica del enfoque Wavelet es aproximar la solucién como una combinacién de
funciones base localizadas, en este caso Wavelets de Chelyshkov. Estas funciones se con-
struyen a partir de polinomios de Chelyshkov reescalados y trasladados, de forma que resul-
tan orto-gonales y, al mismo tiempo, concentradas en intervalos especificos del dominio
[RAHI19], [MARAZ22].

Sea u(xt) la soluciéon de la ecuacion considerada. Se postula una aproximacién de la

forma
I uee )~ ) dun(® Pun®) (14.5)
M,N

donde ¥j; n(x) son los Wavelets de Chelyshkov y dj; n(f) los coeficientes dependientes del

tiempo. Para simplificar la notacion, se agrupan las funciones ¥y, y en un vector columna:

[ AG) = (1060, ¥12(0),s ..., ¥ier(0)] (1.4.6)

y los coeficientes en un vector
[ D(t) = (dro(8), dra(®)s ..., dgr(D) (1.4.7)
Con esta notacion, la aproximacion se escribe de manera compacta como
[ uCx, t) ~ Ax)" D) (1.4.8)

A partir de esta representacion se construyen las matrices operacionales que aproximan las
derivadas espaciales. En particular, se definen matrices A, y A, . tales que
(X, 1) ~ AX)" Ay D(0)
. (1.4.9)
Ugx(X, 1) = A(X)" Ay D(2)
Estas matrices se obtienen utilizando las propiedades de derivacién e integracion de los
Wavelets de Chelyshkov y permiten sustituir las derivadas espaciales por productos matri-

ciales [RAHI19], [MARAZ22]. De este modo, las ecuaciones diferenciales en u(x, t) se transfor-

man en ecuaciones en los coeficientes D(t).
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1.4.4. Reduccion de la Ecuacion BBM al Sistema en Coeficientes

Considérese de nuevo la ecuacién BBM:
I U+ Uy +UU; — Uyyy = 0. (1.4.10)

Se introduce la aproximacion en Wavelets tanto para u como para sus derivadas espa-

ciales. En particular:

[ w.(x, t) ~ AT A, D(b) (1.4.11)
y, para la derivada mixta, se tiene

[ (X, 1) ~ AT Ay D'(8) (1.4.12)
donde D'(t) denota la derivada temporal de los coeficientes. Si ademas se escribe

[ ux, £) ~ Ax)" D(t) (1.4.13)
el término no lineal se puede expresar, de forma aproximada, como

[ u(x, 1) ux(x, t) ~ (A" D) (Ax)" A D(t)). (1.4.14)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion BBM y proyectando sobre la base A(x)
(mediante integracion en el dominio espacial y aprovechando la ortogonalidad de los

Wavelets), se obtiene un sistema de ecuaciones en los coeficientes de la forma
| M, D'(t) + M, D(t) + N(D(t)) = 0. (1.4.15)

Las matrices M; y M, recogen las contribuciones lineales de la ecuacion, mientras que
N(D(t)) agrupa los términos no lineales derivados del producto u u,. Este sistema constituye

un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo para el vector D(t).

Su resolucién puede abordarse mediante esquemas de integracion temporal estandar
combinados con métodos iterativos (por ejemplo, Newton) para tratar la parte no lineal
[CHEN10], [LIO7].

Una vez calculada la evolucion de D(t), la aproximacién de la soluciéon en el dominio

fisico se obtiene recuperando:

10



CAPITULO 1 — INTRODUCCION

1.4.5. Aplicacion del Método a la Ecuacion de Klein-Gordon

En el caso de la ecuacién de Klein—-Gordon:
I U — Uxyx + f() =0 (1.4.16)
se sigue una estrategia similar. Se mantiene la aproximacion
[ ux, t) ~ A" D(t) (1.4.17)
y se utiliza de nuevo la matriz A, , para la segunda derivada espacial:
[ U, (6, B ~ AT A, D(D). (1.4.18)

La segunda derivada temporal se discretiza mediante un esquema de diferencias cen-

tradas. En un instante temporal ¢, se puede aproximar

u[t(x, t}’l) ~ (1.4.19)

I u(x7 tn+1) -2 u(x, tn) + u(x, tn—l)
Aty

donde At es el paso del tiempo. Al sustituir u(x, t,) ~ A(x)" D, con D, = D(t,), y proyectar

de nuevo sobre A(x), se obtiene, para cada paso de tiempo, un sistema de la forma

Dyy1 —2Dp + Dy
-K.D,+F(D,) =0. (1.4.20)

(At)?

Aqui, la matriz K proviene de la discretizacion espacial y la proyeccion del término u, .,
meintras que F(D,) representa la contribucion de la no linealidad f(u), evaluada con la
aproximacién Wavelet. El problema se reduce asi a resolver, en cada instante, un sistema no
lineal en los coeficientes D,, [CHEN10].

Este planteamiento permite capturar soluciones oscilatorias y perfiles localizados carac-
teristicos de la ecuacion de Klein—-Gordon, aprovechando la capacidad de los Wavelets de

Chelyshkov para adaptarse a estructuras espaciales complejas.

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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1.4.6. Condiciones de Contorno y Esquema de Resolucion

Para completar el método, es necesario introducir las condiciones de contorno e iniciales
propias de cada modelo. En la ecuaciéon BBM, por ejemplo, se suelen imponer condiciones
de tipo Dirichlet o periodicas en los extremos del dominio, mientras que en la ecuacion de

Klein—-Gordon suelen especificarse tanto u(x, 0) como u,(x, 0).

Estas condiciones se traducen en restricciones sobre los coeficientes D(t). Evaluando la

aproximacion:
[ ux, t) ~ AT D(t) (1.4.21)

en los puntos de contorno y en el instante inicial, se obtienen ecuaciones adicionales que se
incorporan al sistema principal. En la practica, el procedimiento completo puede esquemati-
zarse en los siguientes pasos:
1. Construccion de la base de Wavelets de Chelyshkov en el dominio espacial y calculo de
las matrices operacionales Ay, Ay, etc.
2. Sustitucion de las derivadas espaciales por sus representaciones matriciales en las
ecuaciones BBM y Klein—-Gordon.
3. Proyeccion sobre la base Wavelet para obtener sistemas en los coeficientes D(t) o en D,,.
4. Incorporacion de las condiciones iniciales y de contorno como ecuaciones adicionales.
5. Resolucioén de los sistemas resultantes mediante esquemas de integracion temporal e

iteraciones para los términos no lineales [CHEN10], [L107].

6. Reconstruccion de la solucién aproximada en el dominio fisico a partir de los coefi-
cientes obtenidos.
Una de las ventajas del uso de Wavelets de Chelyshkov es que las matrices que aparecen

en el método son, en general, dispersas y presentan una estructura que reduce el coste

computacional [RAHI19], [MARA22]. Ademas, la localizacion espacial de los Wavelets hace

que el método sea especialmente adecuado para el estudio numérico de ecuaciones no
lineales dispersas como la BBM y la de Klein-Gordon, permitiendo una buena resolucion de

los detalles del perfil de onda sin necesidad de mallas excesivamente finas [KUMB23].

12



CAPITULO 1 — INTRODUCCION

1.5. Objetivos de Desarrollo Sostenible

Aungque este trabajo es principalmente tedrico y se centra en métodos numéricos para las
ecuaciones de BBM y Klein—-Gordon, si se puede relacionar con varios ODS de forma indirec-
ta. A continuacion se comenta, uno por uno, dénde puede tener cierto impacto o utilidad

futura.

1. Energia asequible y no contaminante. Las ecuaciones tipo BBM y Klein-Gordon
aparecen en modelos de propagacion de ondas, transporte y vibraciones que se usan en
ingenieria de materiales, transmision de sefiales y, en general, en el disefio de sistemas
fisicos. Contar con métodos numéricos més eficientes y precisos facilita, a medio y
largo plazo, la simulacion de estructuras o procesos relacionados con energias renov-
ables y con un uso més racional de los recursos. Es una contribucién indirecta, pero
encaja con la idea de disponer de mejores herramientas para analizar sistemas comple-

jos ligados a la energia.

Figura 1.2. Energia asequible y no contaminante.

2. Industria, innovacion e infraestructuras. Los métodos numéricos robustos para
ecuaciones dispersivas permiten simular con mas fiabilidad fendémenos que aparecen
en telecomunicaciones, transporte de fluidos, dindmica de medios elasticos o propa-
gacion de sefiales en distintos tipos de infraestructuras. Un esquema basado en
Wavelets de Chelyshkov, si se integra en modelos industriales més amplios, puede
ayudar a reducir tiempos de célculo y a mejorar la calidad de las simulaciones. En la
practica, esto se traduce en herramientas que pueden apoyar procesos de disefio y de

innovacion en ingenieria.

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 13
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Figura 1.3. Industria, Innovacién e Infraestructura.

3. Accion por el clima. Numerosos modelos relacionados con el clima, la propagacion
de ondas en la atmosfera o en océanos, y ciertos problemas de difusion y transporte, se
apoyan en ecuaciones no lineales similares a las estudiadas en este trabajo. Disponer de
métodos numéricos mas eficientes abre la puerta a simulaciones mas detalladas o a
estudios de sensibilidad con un coste computacional menor. El trabajo no aborda
explicitamente un problema climatico, pero si aporta una pieza mas dentro del conjun-

to de herramientas matematicas que se pueden utilizar en ese 4&mbito.

Figura 1.4. Accion por el clima.
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Capitulo 2

2. Polinomios y Wavelets de Chelyshkov Fraccionarios

2.1. Introduccion

Es objeto del presente capitulo el estudio de los polinomios y las funciones Wavelets de
Chelyshkov de orden fraccionario, asi como la derivacion de la matriz operacional de inte-
gracion fraccionaria que permita disefiar un algoritmo numérico con el enfoque de Galerkin
basado en estas matrices operativas que resuelva ecuaciones en derivadas parciales PDE
(Partial Differential Equations—-PDE) que reduzca la eacucién diferencial a un sistema de
ecuaciones algebraicas no lineales. ([RAHI19], [MARA22], [LI07]).

2.1.1. Definicion de los Polinomios de Chelyshkov Fraccionarios

Se definen previamente los polinomios de Chelyshkov.

e Definicion 2.1. Polinomios de Chelyshkov.

Los polinomios de Chelyshkov se definen de forma explicita: [MOHA18], [CHELO6],
[ERMA23]

M-n
M-n\(M+n+k+1
_ _1\k n+k _
cM,n(x)—;(l)( T | e Ry VS
B A n
donde la constante ay ,, se define por
. _(_l)k(M—n)(M+n+k+1) 515
kn = k M-n (2.1.2)

Estos polinomios son ortogonales sobre el intervalo [0, 1] con respecto a la funcién peso

wx) =1,

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 1s
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1 1
f Cumn(X) Cypym(X) dx = a1 Onm
0 (2.1.3)
5 = { 1 n=m
"MTl0 neEm

siendo 9, ,, la funcion delta de Kronecker.

Los polinomios Chelyshkov se derivan también con la férmula de Rodrigues, de la forma:

1 1 dM

(M—I’l)! xn+1 dxM—n

I Cuan(X) = (M a-x0"" n=0,1,, M (2.1.4)

Observaciones 2.1.1.

(i) Los polinomios de Chelyshkov Cy;,(x), n =0, 1, 2, ---, M constituyen una base de poli-
nomios ortogonales.

(ii) De acuerdo con la definicién de los polinomios de Chelyshkov, para un nimero entero
fijo M, las funciones Cy;,(x), n =0, 1, 2, ---, M son polinomios exactamente de grado
M.

(iii) Esta puede ser la diferencia clave entre los polinomios de Chelyshkov y otros opoli-
nomios ortogonales en el intervalo [0, 1], como los polinomios de Legendre desplaza-
dos, o los polinomios de Chebyshev, y los polinomios de Chebyshev del segundo tipo
donde el k — ésimo polinomio tiene grado k.

(iv) Los polinomios de Chelyshkov son ortogonales con respecto al peso w(x) =1, por lo
tanto, su aplicacién a la solucion aproximada de ecuaciones funcionales es més efi-
ciente y confiable en comparacion con los polinomios de Chebyshev de segunda clase y
los polinomios de Chebyshev desplazados.

(v) Los polinomios de Chelyshkov Cy;,(x) tiene un cero en x = 0 con orden de multiplici-

dad ny M — n ceros reales distintos en el intervalo unidad.

El polinomio Cy j/(x) tiene exactamente M raices simples en el intervalo unidad [0, 1].

De la expresion de Rodrigues se deduce la formula

1 1 1
I f Cyn(x) (x)dx = f x"dx = n=0,1, -, M (2.1.5)
0 0 M

+1

Sea la matriz ®(x) formada por los polinomios de Chelyshkov
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Ch,0(x)
009 = (Criatosnr =| (2.1.6)
Cr,m(x)
Se define la matriz dual de ®(x) a la matriz definida por
I D= f 1c1>(x) oT(x)dx = diag{ ! }M . 2.1.7)
0 2n+1/n=0
e Definicion 2.2. Polinomios de Chelyshkov Fraccionarios. Pendiente
Los polinomios de Chelyshkov se definen de forma explicita: [MOHA18],|[ CHEL06]
&8 M-n\(M+n+k+1
Chrn(%) = ; (—1)k( . )( M-n )x’”k n=01,--M (2.1.8)
Ak
donde la constante a; ,, se define por
c(M-n\(M+n+k+1
I kp = (—1) ( K )( M—n ) (2.1.9)

Estos polinomios son ortogonales sobre el intervalo [0, 1] con respecto a la funcién peso

wx) =1,

1 1
f Cvn(X) Crym(x) dx = PR Onm
0 men (2.1.10)
5= { 1 n=m
"MTl0 neEm

siendo d, ,, la funcion delta de Kronecker.

Los polinomios Chelyshkov se derivan también con la formula de Rodrigues, de la forma:

1 1 JM

(M —n)! x"1 gxM-—n

I Crn(X) = (M a-xoM" n=0,1,, M (2.1.11)

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 17
Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

® Ejemplo 2.1.1.

(a) Calculense los polinomios de Chelyshkov Cy,(x),con M =2yn =0, 1, 2, ...

(b) Represéntense los primeros polinomios Cy;, ().

m—Cup (%)

pn,M(x)
A
2.5¢
2.0¢
1.5¢
1.0¢f
0.5¢

A

-0.5¢

m—Cy1 (%)

PnM (x)

A
0.5¢

0.2 0.4 0.6 0.8
-0.5¢

-1.0¢

-1.5¢

1.0

—Crp (%)

pn,M (x)

1.0
0.8
0.6
0.4}
0.2}

SOLUCION
(a)
Out[#]//TableForm=
Cz,o(x)
Cz1(x)
Cr2(x)

10x*-12x+3
4x—5x>

X2
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(b)

Out[«]=

= Cyo (%)

CM,n(x)

0.6 8 1.0

= Cy1 (%)

CM,n (X)

0.5¢

0.2 0.4 0.6
-0.5¢
-1.0}

-1.5¢

0.8

1.0

= C, (%)

Crmn(X)

1.0f
0.8
0.6
0.4}
0.2}

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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® Ejemplo 2.1.2.

(a) Calculense los polinomios de Chelyshkov Cy,(x),con M =3yn =0, 1, 2, ...

(b) Represéntense los primeros polinomios Cy;, ().

Indicacion:
C30(x) = —-35x> +60x* - 30x + 4
C31(x) = 21x3-30x*+10x
C3,2(X) = 6 X2 -7 x3
C33(%) = x?
—C30 (¥) —Cs1 (%)
Crmn(X) Cat.n(x)
A
3 F
2.0}
2
1k 1.5¢

1.0¢f

1 A 1 = x
b 02Y—er 06 08 WO 0.5}

_af _05¢t 0.2 0.4 ) 0 1.0

— C
—_— () 33 (X)

Crmn(X)
CM,n(x) 8
A
A
1.0}
. | | ) Ly
0.5 02 04 06 08 1.0 0.8}
e 0.6}
-1.0¢ 0.4F
-1.5¢ 0.2}
-2.0¢

0.2 0.4 0.6 0.8
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SOLUCION

(a)

Out[#]//TableForm=
Cs,0(x) =
Cz1(x) =
Cz2(x) =
C33(x) =

—35x3+60x*-30x+4
21x3-30x>+10x
6x*—7x3

X3

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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(b)
Out[«]=
= C3p (%) - C31 ()
Crmn(x) Crmn(x)
J \
2.0
1.5}
; T N 1.0
1} 02—p 06 038 0 0.5}
Ll o5k 02 04 5 0 1.0
e Cs3 (%)
C32 (%)
Cumn(x)
Cw,n(X) "
A
A
/\ , 1.0F
05 02 04 06 08 \ 10 0.8}
o 0.61
-1.0¢ 0.4}
~1.5} 0.2F
2.0}
02 04 06 08 10
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v Teorema 2.1. Polinomios Ortogonales de Chelyshkov.

Sean {CM,n(x)}lr‘l/[:O la familia de polinomios de Chelyshkov de grado M, entonces los poli-
nomios de Chelyshkov forman un sistema ortogonal en el espacio L3([0, 1]) con respecto al

producto interno:

) 1 1l n=m
<CM,n, CM,m> = L CM,n(x) CMsm(x) dx = m+n+1 (5nm (5nm - { 0 n+m

con la funcion peso w(x) = 1.

Los polinomios de Chelyshkov Cy;(x) tienen propiedades andalogas a las de los polinomios
ortogonales clésicos. De hecho, estos polinomios son un ejemplo de tales alternativas ortogo-
nales, que no son soluciones de ecuaciones del tipo hipergeométrico, pero se puede expresar
en términos de los polinomios de Jacobi. Ademads, también se pueden conectar a funciones
hipergeométricas, polinomios exponenciales ortogonales y polinomios de Jacobi Pﬁf’ﬂ ) medi-

ante la relacion:

[ Crin(0) = (DM ¥ PGV 2x-1) n=0,1, -, M. (2.1.12)

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 23
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Ejemplo 2.1.3.
Determinense los polinomios de Chelyshkov de grado M definidos en [A, B] = [0, 1],
B = {Ch(X)) { k=0,1, -, M

mediante las expresiones:

M — M k+1
) Cuato =2 o (V) (M e nm0nem
Ak n
(i) Carn(®) = (DM x* P22 x - 1) n=0,1,---, M

donde P{y*/*? es el polinomio de Jacobi.

() M=4 (b) M=7.

SOLUCION

(a)

Polinomios de Chelyshkov:

M=4
126 x* — 280 x> + 210 x> — 60 x + 5
—84x*+168 x> —105x? + 20 x
(i) Cyu(x) = 36 x* — 56 x> + 21 x?
8 x> —9x*
x4

(il) Carn(®) = (DM x" P22 x - 1)

126 x* =280 x> +210x* —60x + 5

—84x*+168 x> —105x% + 20 x
Crn(x) = 36 x* — 56 x3 + 21 x?
8x3—9x*

x4
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(b)

Polinomios de Chelyshkov:
M=7
(@) Crmn(x) =

—6435x7 +24024 x5 - 36036 x° + 27720 x* — 11550 x> + 2520 x> — 252 x + 8
5005 x” — 18018 x° + 25740 x> — 18480 x* + 6930 x> — 1260 x> + 84 x
—3003 x” + 10010 x® — 12870 x> + 7920 x* — 2310 x> + 252 x?

1365 x” — 4004 x5 + 4290 x> — 1980 x* + 330 x>
—455x7 +1092 x° — 858 x> + 220 x*

105 x7 — 182 x° + 78 x°
14 x5 —15x7

x7

(ii) Crrp(x) = (DM X" P20 02 x - 1)
Cun(x) =

—6435x7 + 24024 x° — 36036 x> + 27720 x* — 11 550 x> + 2520 x> — 252 x + 8
5005 x” — 18018 x® + 25740 x> — 18 480 x* + 6930 x> — 1260 x? + 84 x
—~3003 x” + 10010 x® — 12870 x> + 7920 x* — 2310 x> + 252 x?

1365 x” — 4004 x5 + 4290 x> — 1980 x* + 330 x>
—455x7 + 1092 x° — 858 x> + 220 x*

105 x7 — 182 x% + 78 x°
14 x5 —15x7

x7

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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2.1.2. Aproximacion de Funciones por Polinomios de Chelyshkov

2.1.2.1. Aproximacién de Funciones

Sea H = L?([0, 1]) un espacio de Hilbert formado por las funciones cuadrado integrables
y sea Y = Hy = span {Cpr0(X), Cpr1(xX), Crr2, -+ Cyrm(Xx)} un subespacio de dimensidn finita
y cerrado, y en consecuencia Y = ), es un subespacio completo de H. Si f(x) es una fun-
cién arbitraria elemento de H = L?([0, 1]) tiene una Unica mejor aproximacion en Y = H)y,

tal como f(x) que cumple
[ Ff0eY=Hy = VymeY |fo)-F|=If)-yll
lo que implica que
[ VymeY (fe)-fx), yx)=0 (2.1.13)

donde ¢, ) denota el producto interno.

Dado que f(x) €Y = Hyy = span {Cp0(x), Cpr.1(Xx), Car25 -+, Cym(X)} existen unos tinicos
coeficientes (cx) = {co, 1, --*, cyr} tal que la funcién f(x) se puede aproximar por f (x):
M
f) = F) =) e Cupx) = COx) x€[0,1] (2.1.14)
k=0

donde C es un vector fila y ®(x) un vector columna de dimension (M + 1) dados por

C=(coc1 - cm)
Ch,0(x)
o) - CM,.l(x) | (2.1.15)
Crm(x)
De la ecuacién < fx)— f (%), y(x)> = 0 se tiene
| <f(x) - C.0 (), cM,k(x)> =0 k=0,1, M.
e
Por simplicidad se escribe que

I (f00, ®(x)) = C(P(x), P(x)) =0 = C(P(X), (x)) = (f(x), (X))

donde (®(x), (x)) es una matriz de dimensién (M + 1)x(M + 1). Se establece la matriz D
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M

1 1
D =(®(x), D))y = | (x) P (x)dx = di : 2.1.16
I (@), B(() fo @ () dx = diag{——1} (2.1.16)

De las ecuaciones C (®(x) , D(x)) = (f(x), P(x)) y D = (D(x) , P(x)) se deduce que

C = (f(x), B(x)).D™"

1 a1 (2.1.17)
C = (f(x), 2(0).| f () 0" (v dx]| .
0

El siguiente Teorema establece la expansién de una funcién arbitraria en términos del

sub-espacio completo formado por los polinomios de Chelyshkov Cyy i (x).
v Teorema 2.1.2. Expansion en los Polinomios de Chelyshkov.

Sea la funcién arbitraria f(x) € L([0, 1]) cuadrado integrable definida en x € [0, 1], y sea la
base B(x) = Hys = span {Cp,0(x), Cpr.1(X), Car2, -+, Cym(X)} €l subespacio de Hilbert comple
to formado por los polinomios de Chelyshkov de grado M.

La funcion f(x) se puede expandir o desarrollar en serie con los polinomios de Chelyshkov

con un numero infinito de términos de la forma siguiente:

| o) = Z ¢k Cui(x) x €10, 1] (2.1.18)
k=0
y se puede aproximar mediante la suma finita:
) M
| FO) = Fo) =) o Culx) = C.0(x) = C.B(x) x€[0, 1] (2.1.19)

k=0

donde C es un vector fila formada por los coeficientes ¢, de Chelyshkov, ®(x) = B(x) es un

vector columna de dimensién (M + 1) dados por las expresionea matriciales:

Cumo(x)
Cya(x

C=(coc - cy) BX) =X = M’}( ) (2.1.20)

Cm,m(x)

Los coeficientes del vector C se calculan mediante la formula:
C = (f(x), ®(x)).D™*
1 T -1

€= (g, o00p] [ 00007 oy @121)
Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de .

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

1
I c=QRk+ l)f Cumi(x) f(x)dx
0

donde (., .) es el producto interno definido para dos funciones f, g € L([0, 1]) como

1
I (f(x), gx)) = f Jfx) gx) dx
0
y siendo

*(f), 2 = ([ f(0) Crro(x) dx [ () Caro@) dx -+ [ () Carox) dx )
1

1 1 _
D = (D(x), B(x)) = f o) 0 (x)dx = -D-lz[ f @(x)(DT(x)dx]
0 0

(f0), Car () (2.1.22)
= =Q2k+1){f(x), Cpi(x)
(Cr (%), Cag () f, o

.ck

1
°Ck=(2k+1)f Cuix) fx)dx k=0,1,---, M
0

Observaciones 2.1.2.

(i) El Teorema establece que dadoa que los polinomios de Chelyshkov son ortogonales con
respecto a la funciéon peso w(x) =1 en el intervalo [0, 1], cualquier funcién integrable
en el intervalo [0, 1) se puede expresar como el desarrollo en serie de los polinomios de

Chelyshkov:

M
F@) = )" Cupx) po() = C2(x0) x €10, 1]
k=0 (2.1.23)

1
ck:(2k+1)fCM,k(x)f(x)dx k=0,1,.... M
0

donde C es un vector fila y ®(x) un vector columna de dimensién (M + 1) dados por

Cum,0(X)

C=(cygc - cy) Dx)= CM’}(X) .

(2.1.24)
Cu,m(x)

En el siguiente ejemplo se determina la expansiéon de una funcién f(x) € L2([0, 1]) defini-

daen [0, 1] en términos de la base ortogonal formada por los polinomios de Chelyshkov.
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B Ejemplo 2.1.4. Desarrollo en Serie de los Polinomios de Chelyshkov.
Sea la funcion f(x) definida en el intervalo [A, B] = [0, 1],
(@) flx)=x*"
(i) Determinense los polinomios de Chelyshkov de grado M:
B = {pg p(0)} { k=0,1,-,M M=2.
(ii) Represéntense las graficas de los polinomios de Chelyshkov.

(b) Cona =1, se pide:
5> Sep

(i) Hallese la funcion f(x) = fu(k) que aproxima a f(x) mediante el desarrollo en serie

de los polinomios de Chelyshkov.

(i) Represéntense los coeficientes Wavelets, 1a funcién f(x) y su aproximacion f(x).

(iii) Créese una tabla con los valores de x, f(x), f (x) y el error absoluto | fx) - f(x)

cometido en cada punto para x € [0, 1].

—_— f0)=x? = fx)(M=2)

fX)
A
1.0}
0.8}
0.6}
0.4}
0.2}

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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SOLUCION

(a)

Polinomios de Chelyshkov Cyy ,(x)

[A, B] = [0, 1]

n=0,1,---,M= {0,1,2)

(a) Definicién de los polinomios de Chelyshkov de grado M

M-n

Cyn(x) = Z ay Xk n=0,1,---,M
k=0
c(M-n\(M+n+k-1
s =0 (T
Cro(x) = 10x*-12x+3
Cri(x) = 4x—-5x>
Caa(x) = x?

Cao(¥)=10x* —12x + 3

Cr1(x)=4x-5x

Cy2(x) = X2
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Out[«]=

= Cy0 (X)

CM, n(x)

— C1 (¥)

CM,n(x)
A
0.5¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.5¢
-1.0¢
—-1.5¢

= (32 (X)

CM, n(x)

1.0t
0.8
0.6
0.4}
0.2}
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(b)

Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de la funcién

fx)=x**"" [A,B]=10,1]

M
fE) =) aCur® xe[0,1]

k=0

1
cce=02k+ 1)f J(0) Cp k() dx
0

Polinomios de Chelyshkov Cy, (x)
[A, B] = [0, 1]
M = 2 ]
n:()’""M: {05 17 2}

(a) Definicién de los polinomios de Chelyshkov de grado M

M-n
CM,k(x): Z ak,nxn+k n:()s 1’ ’M
k=0
M-n\(M+n+k-1
cayg, = (-1 .
%n = )( n )( M-n )
Cro(x) = 10x*-12x+3
Cyi1(x) = 4x—-5x>
Cy2(x) = x?

(b) Célculo de los coeficientes ¢, de Chelyshkov

_ (a-1)a . _
o =  Gi2@) (a+4) T Re(a) > -2

_ _ 4 5y _
a=|c = 3(a+3 —-) if Re(a) > -3

c, = a—i‘ if Re(a) > -4
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(c) Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de f(x):
M
Fe = e Cun i)
k=0
5x2 4 5 10x*-12x+3)(a-1Da
flx) = —+3(4x—5x2)( - )+ ( )
a+3 a+4 (@+2)(@+3)(ax+4)
Re(a) > -2
N 60 x> 10 o x? 10 o x? 80 x2
fo)= - + - + +
a+3 (@+2)(@+3)(a+4) (@+2)(@+3)(a+4) a+4
48 x 120% x 12ax 60 x
- + - +
a+3 (@+2)(@+3)(a+4) (@+2)(a+3)(x+4) a+4
3a? 3a
- Re(a) > -2
(@+2)(@+3)(a+4) (@+2)(@+3)(a+4)
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Out[«]=

Coeficientes Chelyshkov: f(x) = x*/?
Ck

1.0

0.6

0.4

0.2}

0.0 -+ T > k
Co G G

— fx)=x? — fx)(M=2)

fx)
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2.1.3. Analisis de Convergencia y Cotas del Error

Se estudian los teoremas que determinan la convergencia y la cota de error en el desarrol-
lo en serie de una funcién en términos de los polinomios de Chelyshkov Cy, x(x). Se indica
que dichas expansiones convergen uniformemente a f(x) [MOHA18], [MORA19],
[HAMI19], [HAMIb20].

v Teorema 2.1.3. Expansion en Polinomios Chelyshkov. Cota de Error.

Sea una funcién continua f(x) € CM*1([0, 1]) definida en el intervalo [0, 1], cuya derivada
(M + 1) — ésima esta acotada | f(M+1)(x)| < L para alguna constante L, entonces se puede
expandir como una serie de polinomios de Chelyshkov convergiendo la serie uniforme-

mente a f(x):

M
f) = fux) = )" e Cuix) xe0,1]
k=0 (2.1.25)

cx = (f(x), Cum, k(%))
siendo ¢ el producto interno entre f(x)y Cy, k(x) definido como

e = (), Car, k(X)) = [ f() Cor k() dix

y ademas la estimacion de la cota de error viene dada por

1FC0) = fu Xllz =

L
JeM+3) (M+1)! o126
1 1
FIR = f OO dx
0

donde L = méxxe[o,l] |f(M+1)(.X)| .

Demostracion

El desarrollo en serie de Taylor del polinomio g(x) es
q(x) = f(0) + % f(0) x + % F0) x> + - + ﬁ FOD(Q) xM

y existe un valor ¢ € (0, 1) tal que

If () = fm(é)] < |(M11)! M (g xM+1|.
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Ahora, haciendo uso de la propiedad de mejor aproximacion de fy,(x), (Kreyszig approxi-

mation) y tomando
L = maxyeo,1] |f (M+1)(x)|

se deduce que
I 0 = fur QI = 1) = QB = [ (G SO D@ 6 dx = s

(2 M+3) (M+1)1)?
o V(1 p+1) +1\2 1 1 M2 _ 12
L ((M+1)! f (f)xM ) S£ ((M+1)! Lx ) T @ M+3) (M+1D)1)?

y por tanto

L ' M+1
If ) = fu Oz = Jm5m5 o L = méxycoq [fM ().

v Teorema 2.1.4. Expansion en Polinomios Chelyshkov.

Sea una funcién continua f(x) € CM*1([0, 1]) definida en [0, 1], entonces se puede expandir

como una serie de polinomios de Chelyshkov

M

f) = fu(x) = )" e Cuix) xe[0,1]
k=0 (2.1.27)

cr = (f(%), ck Cp, k(X))

y se cumple la siguiente relacion:

| lim [1f0) = fu)ll = 0. (2.1.28)

Demostracion

De la definicion de la aproximacion fy(x) se puede escribir:

If () = fur QI3 = [ () = fu(0))? dx
= £1 (foo - 2o CM,k(X))2 dx

Se simplifica la expresién y se aplica el limite:

lim 1fG0) = fuoll = lim 1 (£60 - 5L, ¢ Car 1) dx = 0.
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v Teorema 2.1.5. Expansion en Polinomios Chelyshkov. Convergencia Uniforme.

Sea la expansion de una funciéon continua f(x) en términos de los polinomios de

Chelyshkov con convergencia uniforme. Por lo tanto, la expansién converge a f(x).

Demostracion

Sea la serie de los polinomios de Chelyshkov
fux) = 2Ly cn Crpn(®)

donde ¢, = (fyr(x), Cpr.n(X)).

Se fija un determinado valor de n =k, y se aplica la relacion anterior con Cyx(x), y se

integra en el intervalo [0, 1], y se tiene:

(fur (), Carge(0)) = (X5 €0 Crpn(x), Crri(X))
= YM ) cn { Crrn(X), Cari(X)) = -

Por tanto, las funciones f(x) y fy/(x) tienen el mismo desarrollo en serie de polinomios

de Chelyshkov, y en consecuencia fy;(x) = f(x) para x € [0, 1].

Out[«]=
LZ
QM+3)(M+1))?

3
Re(M) > ——
2
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2.1.4. Problemas

B Desarrollo en Serie de los Polinomios de Chelyshkov.
Sea la funcion f(x) definida en el intervalo [A, B] = [0, 1],
(a) (i) Determinense los polinomios de Chelyshkov de grado M:
B= (om0} { k=0.1, - M
(ii) Represéntense las graficas de los polinomios de Chelyshkov.
(b)

(i) Hallese la funcion f(x) = fu(k) que aproxima a f(x) mediante el desarrollo en serie

de los polinomios de Chelyshkov.
(i) Represéntense los coeficientes Wavelets, 1a funcién f(x) y su aproximacioén f(x).

(iii) Créese una tabla con los valores de x, f(x), f (x) y el error absoluto | fx) - f(x)

cometido en cada punto para x € [0, 1].

B Problema 2.1.1.

(a) f(x)=+x M=4,8,16.

— f=Vx =— foM=4 — f)=vx = fx)(M=8)
fx) f(x)

A

0.8
0.6 |
0.4
0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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— f)=~x = f(x)(M=16)
f(x)

A
0.8 |
0.6 |
0.4 |
0.2 |

0.2 0.4 0.6 0.8

SOLUCION

(a)

Polinomios de Chelyshkov Cy; ,,(x)
[A, B] = [0, 1]
M = 4
nZO,l,“',M: {0’ 19 29 394}

(a) Definicion de los polinomios de Chelyshkov de grado M

M-n
Cun(x) = Z ay pxk n=0,1,---,M

k=0

k(M-n\(M+n+k-1

ca=0f (VYT
Cio(x) = 126x*—-280x>+210x*-60x+5
Ci1(x) = —84x*+168x>-105x>+20x
Cir(x) = 36 x* —56x% +21x%
Cys(x) = 8x3—9x*
Casx) = x*
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Out[«]=
— Cul® — Cu®
Cun(X) Crin()
1 A
4 ! ! L TN
3t X 02 oT—0% 08 0
2F
_2_
1t
/—-\ ! -3
N SeFs 06 o 10 —4}
— Caa® — Ca3
Crmn(x) Cumn(x)
A \
3' /-\ " >
N o5k 02 04 06 08 \LO
~1.0}
L ~15¢
! ! . 20}
02 04 06 >as” 10 —2.5¢
= Cya(x%)
Ch,n(X)
A
1.0}
0.5}

0.2 0.4 0.6

0.8

1.0
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(b)

Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de la funcién

f)=+x [A B]=[0,1]

M
fE) =) aCur® xe[0,1]

k=0

1
cce=02k+ 1)f J(0) Cp k() dx
0

Polinomios de Chelyshkov Cy, (x)
[A, B] = [0,1]
M = 4
n=0,--, M= {0, 1, 2, 3,4}

(a) Definicién de los polinomios de Chelyshkov de grado M

M-n
Cum, k(%) = Zak,nx’“k n=0,1,---,M
k=0
-akn:(—l)k(M_n).(M+n+k_1)
’ n M-n
Cso(x) = 126x*-280x>+210x*-60x+5
Cs1(x) = —84x*+168x>-105x%+20x
Cy2(x) = 36 x* — 56 x> + 21 x?
Cy3(x) = 8x3-9x*
Cuax) = x*

(b) Célculo de los coeficientes ¢, de Chelyshkov

_ 2

Ch = 9_9
_ 2

G, = ﬁ
_ _ 50
Ck=1|C = 9_9
98

C3 = 9_9
18

Cqy = E

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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(c) Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de f(x):

M
Feo =) ek Cur )
k=0
o 18 x* 2 08
flx) = + — (-84 x* +168 x> —105x* +20x) + — (8 x° —9x*) +
11 11 99

50 2
% (36 x* — 56 x* + 21 x7) + % (126 x* - 280 x° + 210 X* — 60 x + 5)

. 20x*  448x3 140x* 80x 10
fx)=- + - + + —
11 99 33 33 99

Out[«]=

Coeficientes Chelyshkov: f(x) = \/;

Ck
A ®
1.5F
1.0F ®
0.5F
0.0 ° T » k
Co (6] C2 C3 Cq
— [ =Vx = fx)(M=4)
fx)

(©
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Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de la funcion

f=+x [AB]=[0,1]

M

f) = aCui0  xe[0,1]

k=0

1
s =Qk+1) f FOO Car, k() dix
0

Polinomios de Chelyshkov Cy (x)
[A, B] = [0, 1]
M = 8
nZO""’M: {01 1s 21 3a43 Ss 6, 7’ 8}

(a) Definicion de los polinomios de Chelyshkov de grado M

M-n
Cum, k(%) = Zak,nx’”k n=0,1,---,M
k=0
c(M-n\(M+n+k-1
et (MM

Cso(x) = 24310x%-102960x” + 180180 x° — 168 168 x> + 90090 x* — 27720 x> + 4
Cs1(x) = —19448x% +80080x” — 135135 x° + 120120 x° — 60060 x* + 16632 x> —
Cso(x) = 12376 x® — 48048 x” + 75075 x5 — 60060 x> + 25 740 x* — 5544 x>
Cs.3(x) = —6188 x® + 21840 x” — 30030 x° + 20020 x> — 6435 x* + 792
Cs.4(x) = 2380 x% — 7280 x” + 8190 x® — 4004 x> + 715 x*
Cs5(x) = —680 x% + 1680 x” — 1365 x° + 364 x°
Cs.6(x) = 136 x® — 240 x7 + 105 x°
Cs.7(x) = 16 x7 —17 x®
Cs3(x) = x®

(b) Célculo de los coeficientes ¢, de Chelyshkov

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 3
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2
323
18
323
50
323
98
323
162
323
242
323
338
323
450
323
34

19

Ch =
¢ =
C =
Cc3 =
Ck=1|C =
Cs =
Ce =

c; =

Cg =

(c) Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de f(x):

M
F) =) e Cur k()
k=0
fx) =
34x® 18 g . ] 5 .
5 + 5 (—19448x +80080x" —135135x° +120120x° — 60060 x™ +

16632x° — 2310 x* + 120 x) +

98 8 7 6 5 4 3
a (—6188x +21840x" — 30030 x” + 20020 x” — 6435 x +792x)+

242

— (—680x° + 1680 x” — 1365 x° + 364 x°) +

323

450 338

— (16x7 —=17x%) + — (136 x® - 240 x7 + 105x°) +
323 323

162 t 7 6 5 4
555(2380x — 7280 x” + 8190 x° — 4004 x> + 715 x") +
50

555(12376x8-48048x74—75075x6-60060x54—25740x4-5544x?4—462x2)+

2 8 7 6
E (24310x —102960 x" + 180180 x” —

168168 x> + 90090 x* — 27720 x* + 4620 x* — 360 x + 9)

. 1716 x%  126720x7 229320 x°
Jx) =~ + - +
19 323 323

224224 x> 128700x* 44352x3 9240x* 1440x 18
- + - + + —
323 323 323 323 323 323
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Out[«]=

Coeficientes Chelyshkov: f(x) = \/;
Ck

1.5}F

0.5}F

o.o:’TT

Co C1 C C3 Cy Cs Ce C7 Cg

\
w

— f@=Vx — foM=8)
fx)

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(d)

Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de la funciéon

fe=+x [A B]=[0,1]

M

f@) =) e Cpr®) x€[0,1]

k=0

1
e, =Rk+ 1)f fx) Cur k(x) dx
0
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Polinomios de Chelyshkov Cy, x(x)

[A, B] = [0, 1]
M= 16
n=0,--,M= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16}

(a) Definicion de los polinomios de Chelyshkov de grado M

Cwm, k(%) =

“an = (-1

Ci6,0(x)
Ci6,1(x)
C16,2(X)
Ci6,3(%)
Ci6,4(%)
Cie,5(%)
Ci6.6(%)
Ci6,7(%)
Ci6,8(%)
Ci6,9(x)
C16,10(%)
C16,11(X)
Ci6,12(X)
Ci16,13(X)
Ci6,14(X)
Ci6,15(X)
Ci6,16(X)

M-n
Zak,nx’“k n=0,1,---,M

k=0
M—n)(M+n+k—1)
n ) M-n

1166803110 x'® — 9617286240 x> + 36 064 823400 x'* — 81 436 698 000
= —~1037158320 x'® + 8485840800 x° — 31 556 720475 x'* + 70578 47
= 818809 200 x'® — 6600 098 400 x> + 24131609 775 x'*4 — 529
= —573166 440 x'® + 4515856 800 x!* — 16 087 739 850 :
= 354817320 x'® — 2709 514 080 x> + 9313¢
= —193536720 x'® + 1419269280 x
= 92561040 x'° — 64512
= —-38567100>
= 1

(b) Célculo de los coeficientes ¢, de Chelyshkov

46



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

Ck =

Co
G
G
C3

C4

Co
C7
Cs
Cy
C10
1
C12
€13
C14
C15

C16

1155

385
10
231
14
165
54
385
22
105
338
1155
30
77
78
1155
72
1155
w2
55
1058
1155
250
231
486
385
1682
1155
1922
1155
66
35

6

14

fx) =

M

Fx) =" e Car k()

k=0
66 x'°

105867 707400 x'? + 112438 806 480 x!! — 87006219 300 x'° +
49717839600 x° — 21 034470600 x® + 6 544057 520 x” — 1472412942 x° +
232792560 x° — 24690120 x* + 1627920 x* — 58140 x* + 816 x) +

34251317100 x** — 48 522699 225 x'? + 48188059920 x'! —
34420042800 x'° + 17847429 600 x° — 6 692 786 100 x® + 1784 742960 x’
327202876 x° + 38798 760 x* — 2645370 x* + 77520 x°) +

(c) Desarrollo en serie de los polinomios de Chelyshkov de f(x):

—+

Tt (—573166440 x'° + 4515856 800 x'> — 16087 739 850 x'* +

v (1037158320 x'° + 8485840800 x'° — 31 556 720475 x'* + 70 578 471 600 x> —
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22 16 15 14 13
E (— 193536720 x " + 1419269280 x> — 4656977325 x " + 9013504500 x° —

11417105700 x** + 9921071 160 x'' — 6023 507490 x'° + 2549 632800 x° —
735471000 x° + 137287920 x” — 14872858 x° + 705432 x°) +

o (—38567100 x'® + 252439200 x'* — 725762700 x** + 1201 800 600 x'* —

1261890630 x'? + 870269 400 x'* — 393 693300 x'° +

112483800 x° — 18386775 x° + 1307 504 x7) +

1

T7e5 <722 (4272048 x"° + 23560992 x> — 55221075 x'* + 71253000 x"* —

54627300 x' + 24864840 x'' — 6216210 x"* + 657800 x) +

1

[{s; 1058 (—237336 x'° + 1006880 x> — 1699110 x'* +

1425060 x** — 593775 x'* + 98280 x'!) +

486

ps (—5456 x'° + 14880 x*° — 13485 x'* + 4060 x°) +

1922 (32 x1 — 33 x16)

1155
1682 (528 x0 — 992 x> + 465 x'4)

1155

+

+
250 16 15 14 13 12
o (40920 x'® — 143840 x'* + 188 790 x'* — 109620 x* + 23751 x'?) +

42
ps (1107568 x'® — 5437152 x" + 11044215 x™* —

11875500 x" + 7125300 x> — 2260440 x" + 296010 x'°) +

1 16 15 14
158 578 (13884156 x'® — 84146400 x'° + 220884 300 x'* —
327763800 x'* + 300450150 x'* — 174053 880 x*! +
62162100 x"° — 12498200 x” + 1081 575 x°) +

1 16 15 14
TSS 338 (92 561040 x° — 645122400 x° + 1995847425 x " —

3605401800 x'* + 4206302100 x'* — 3307023720 x'' + 1771619850 x'"° —
637408200 x + 147094 200 x* — 19612 560 x” + 1144066 x°) +

4 16 15 14 13
%(354817320x —2709514080 x™° + 9313954650 x™ — 19028 509 500 x™~ +

25688487825 x'2 — 24094029960 x' + 16062 686 640 x'° — 7648 898 400 x° +
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2574148 500 x° — 594914320 x7 + 89237148 x° — 7759752 x> + 293930 x*) +
10 16 15 14 13
o (818809200 x' — 6 600098 400 x*> + 24131609 775 x'* - 52933853700 x'* +

77636318 760 x'? — 80313433200 x'! + 60235074900 x'° —
33145226400 x° + 13385572200 x® — 3926434512 x + 818007190 x°® —

1
116396280 x° + 10 581480 x* — 542640 x° + 11628 x*) + Tes

2(1166803110 x'° — 9617286 240 x' + 36064 823400 x'* — 81436 698 000 x"* +
123512325300 x'? — 132882225840 x'! + 104407463160 x'° —
60766248400 x° + 26293 088 250 x® — 8413 788240 x” + 1963217256 x° —
325909 584 x° + 37035180 x* — 2713200 x° + 116 280 x* — 2448 x + 17)

. 7755876 x'° 707478528 x> 2671468400 x'*
fx)=- + - +
7 77 77

868658112 x" 1329739320x'? 1446337152 x!1 0
- + ~ 104669136 x° +
11 11 11

1299812800 x° 191222460x% 62760192x7 10816624 x°
- + - +
21 7 7 5

1881152x° 503880x* 41344x3 15504x* 3264x 34
- + - + +
5 11 11 77 385 1155
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Out[«]=

Coeficientes Chelyshkov: f(x) = \/;
Ck

1.0

0.5F

0.0_._._Q?TTTI -

Co C1 C2 C3 €4 C5 Cg C7 Cg C9 C10C11C12C13C14C15C16

— f)=x — fe)M=16)
fx)
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2. Wavelets de Chelyshkov

2.1. Wavelets de Chelyshkov

2.1.1. Funciones Wavelets de Chelyshkov ([RAHI19], [MARA22])

Las wavelets constituyen una familia de funciones construidas mediante operaciones de
dilatacién y traslacion a partir de una funcién generadora, denominada wavelet madre. En el
marco discreto, la elecciéon de una malla diddica para los parametros de escala y desplaza-
miento conduce a bases ortogonales particularmente adecuadas para aproximaciéon numeéri-
ca, ya que permiten representar funciones con distintos niveles de resolucion. Este
planteamiento puede formalizarse mediante el enfoque de anélisis multirresolucién, donde
se considera una sucesion creciente de subespacios cerrados V {v;}jc, C L*([R), que aproxi-
man progresivamente el espacio completo y proporcionan una estructura jerarquica de

aproximacién [RAHI19].

En este contexto, las Wavelets de Chelyshkov se definen como una familia de funciones
con soporte compacto en subintervalos diaddicos de [0, 1), construidas a partir de los poli-
nomios de Chelyshkov. Para fijar notacién, sea k el nivel de resolucién y sea N el indice
asociado al subintervalo, con N = 1, 2, ..., 2K"1. Denotando # = N —1, las wavelets de

Chelyshkov pueden escribirse de forma seccionada como

01 b e gy
gl/N’MM (x) = 2k71 PM,M (2 X n)’ 2k*1 =x< Zk—l > (2‘1‘1)

0, en otro caso

donde M recorre los oOrdenes polinomiales y P, . denota el polinomio de Chelyshkov
definido en [0, 1].

La construccion anterior hereda la ortogonalidad de los polinomios en el intervalo u-
nidad. En particular, los polinomios P, ;(x) admiten una representacion explicita en poten-
cias y satisfacen una condicién de ortogonalidad en [0, 1] con respecto al peso constante, de
manera que el producto interno entre dos polinomios distintos se anula y, en el caso coinci-
dente, queda normalizado por un factor proporcional a (M + N + 1)"1. Esta propiedad es la
que permite que, al restringirlos a subintervalos diddicos mediante el cambio afin
x+ 251 x -7 vy al introducir la constante de normalizacién adecuada, se obtenga una

familia ortogonal en L? [0, 1).

A efectos practicos, resulta conveniente agrupar estas funciones en un vector base, ya que
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la aproximacién y el paso a sistemas algebraicos se expresan de forma mas clara. Esta organi-
zacién vectorial se utilizara de forma sistematica en los apartados posteriores, especialmente

al introducir aproximaciones truncadas y operadores integrales fraccionarios aplicados a la
base.
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2.1.2. Funciones Wavelets de Chelyshkov de Orden Fraccionario
([RAHI19], [MARA22])

En problemas fraccionarios, y en particular cuando intervienen integrales o derivadas no
enteras, suele ser ventajoso adaptar la base de aproximacion a la regularidad esperada de la
solucion. Con este objetivo, se introducen las funciones y Wavelets de Chelyshkov de orden
fraccionario, que se obtienen mediante un cambio de variable del tipo x — x' 0 x = x" , con
parametro positivo. Este procedimiento modifica el comportamiento en el origen y conduce

naturalmente a un producto interno ponderado.

Siguiendo esta idea, las funciones de Chelyshkov de orden fraccionario se definen a partir
de los polinomios clasicos mediante el cambio x - x* (con A > 0), obteniendo una familia en
[0, 1] que conserva una estructura analitica en potencias fraccionarias. En concreto, se

obtiene una expresion explicita donde aparecen monomios de la forma x"*.

La consecuencia mds relevante de esta transformacion es que la ortogonalidad deja de ser

respecto al peso constante y pasa a serlo respecto al peso:
I wV(x) = x*1 (2.1.2)

de modo que la condicion de ortogonalidad se expresa mediante un producto interno ponder-
ado en [0, 1] y un factor de normalizacién que incorpora A.
De manera anéloga, en la notacion utilizada para el pardmetro n, el peso se escribe como

M (1) — 11 ; ; ; 1
W (x) = x"" y la ortogonalidad se obtiene con una constante proporcional a — D

A partir de estas funciones fraccionarias, se definen las Wavelets fraccionarias de
Chelyshkov sobre un intervalo [0, h) o, més generalmente, sobre [0, '). Manteniendo la

estructura por tramos en subintervalos diddicos, una forma tipica de definicién es

k-1 - -
2M+ A2V PO L (B x-h), S =x< 2T
U i () = { VM D Mt N CA K
’ 0, en otro caso
donde P™ v son las funciones fraccionarias construidas desde los polinomios clasicos y el

factor de normalizacion se elige para preservar la ortogonalidad en el producto interno

ponderado.

En el caso formulado sobre [0, 1'), la definicion se expresa de forma equivalente incorpo-

rando el escalado " en el argumento y una constante de normalizacién dependiente de n.

Estas familias resultan especialmente utiles en modelos donde la solucién presenta varia-
ciones rapidas cerca del origen o regularidad no entera, ya que la presencia de potencias

fraccionarias en la base permite capturar con mayor fidelidad el comportamiento local sin
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necesidad de incrementar excesivamente la resolucion global.
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2.1.3. Funciones Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias

En los ultimos afios, las funciones Wavelets se han utilizado en numerosos campos difer-
entes de la Ciencia y la Ingenieria. Constituyen una familia de funciones construidas a
partir de la dilatacion y traslacion de una funcién unica denominada Wavelet madre. Cuan-
do el parametro de dilataciéon a y el pardmetro de traslaciéon b varian continuamente, se
tiene la siguiente familia de Wavelets continuas [MOHA18], [MOHS20], [SAMA24]

x—-b

I Yap(x) = Ialé w(—) a,beR a=+0. (2.1.4)
a

Las Wavelets son un conjunto de funciones que se definen a partir de la dilatacion y trasla-
cion de otra funcion Wavelet madre, denominamd funcién . Al variar continuamente los

parametros de dilatacién a y el de traslacion b se tiene una familia de Wavelets continuas.

e Definicion 2.1.1. Wavelets de Chelyshkov.

Las Wavelets de Chelyshkov y,,, se definen en el intervalo [0, 1) mediante la expresioén

[MOHA18], [MOHS20], [SAMA24]

L k n n+1
an(x)={ 2m+1 ZZCM,m(Z x—n) 2 SX< ¢
Resto
{n=0, 1, 2-1 k=0,1,2, - (2.1.5)
m=0,1, ---, M (grado del polinomio de Chelyshkov)

Cur.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado M.

ey W (M=n\(M+n+k+1\ ...
CM,n(X)= Z (_1) ( k )( M-n )X n=0,1,-- M (2.1.6)
k=0 -
c(M-n\(M+n+k+1
Arn=(=1) ( K )( M—n ) (2.1.7)

El conjunto de Wavelets de Chelyshkov ¥, ,(x), n =0, 1, ---, 2k 1 ym=0,1, ---, M, consti-

tuyen una base ortonormal el intervalo [0, 1] respecto de la funcién peso w(x) = 1.

v Teorema 2.1. Base Ortonormal de Chelyshkov.

Sea el conjunto de Wavelets de Chelyshkov ¢, ,,(x), n =0, 1, ---, 2k 1 ym=0,1, -, M de

grado M, entonces constituyen un conjunto ortonormal en el intervalo [0, 1] respecto del
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producto interno:

<wn m(X), l/’n* m“(x» = Ll l/’n m(X) l/’n* m (X) dx = {

con la funcion peso w(x) = 1.

1l n=myn =m"
O nFmon" +m"

Se define la matriz dual de ¥(x) a la matriz D definida por el producto interno:

10 -0
1 T 01 --- 0
D =Mk, ¥Yx)= f P(x)P(x)" wx)dx = . =T
0 o (2.1.8)
00 01

w(x) =1.
siendo I la matriz identidad.

Observaciones 2.1.1.

(i) Las Wavelets de Chelyshkov yy, ,,(x) son polinomios de grado M en el intervalo [2—’; "2—;1)
(ii) Dada la base de Wavelets de Chelyshkov B = {{, n(x)} con n=0,1,---,25-1 y

m=0,1, -, M, siendo M el grado de cada polinomio, se verifica
B =¥(x) = {Yo,0(x), Yo,1(X), *++, Yom(X), Y1,0(x), Y1.1(X), -,

Ym0, =+ Wk y 0(X)s gy 1 (), =+ gy g (X)) (2.1.9)
Dimensién (¥(x)) = m*(n° elementos) = 2k (M +1).

(iii) Se define también el vector base ¥(x) también como:

PO = (Y1 (0) Y2 () = Y () m* =25 (M +1)

(2.1.10)
i=nM+1)+(m+1)
siendo el indice:

_ ok
i=n(M+1)+m+1) {”‘_0’1’ 2" =1

2.1.11
0,1, -, M ( )
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B Ejemplo 2.1.1. Base Ortonormal de Wavelets de Chelyshkov.

Sean lasWavelets de Chelyshkov y,, ,,(x) dadas por la definicién siguiente:

wn m(X) =

n+1

k
{ 2m+1 22 Cym(®) (28 x - n) ﬁ <x< 2

Resto

Calculense las bases ortonormales de Wavelets de Chelyshkev {¢, ,(x)} en el intervalo [0, 1]

respecto de la funcion peso w(x) = 1 para los parametros dados:

@ k=0 M=3 {
®) k=1 M=3 {

© k=2 M=3 {

n=0,1,---,2¢-1=0
m=0,1,---,M=0,1,2,3
n=0,1,--,2¢-1=0,1
m=0,1,---,M=0,1,2,3
n=0,1,--,2¢-1=0,1,2,3
m=0,1,--,M=0,1,2,3

SOLUCION

(a)

Out[#]//TableForm=

Yo,0(X)

Yo,1(x)

Yo 2(x)

Yo,3(x)

{
{
{
{

—35x3+60x>-30x+4
0

A3 (=35x3+60x*-30x+4) 0O=<x<1

0

A5 (=353 +60x>-30x+4) 0=x<1

0

V7 (=353 +60x*-30x+4) 0=x<1

0

O0<x<1

True

True

True

True

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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(b)

Out[#]//TableForm=

2 (-280 x> +240x% — 60 x + 4) 0<x<—
Wo,0(X) V2

True

6 x(42x*>—-30x+75) O<x< =
Yo,1(X)

True
10 x? (7x - 3) O<x<—

Yo,2(X)

s
1o
o
. { 4y 0sx<!
s
(o°
(o
s

True

True
1
280x° +660x°—510x+129) - <x<1
U o) N2 (- x3 x? X ) S =X

6 (168 x> — 372 x* + 266 x — 61) % <x<1

True

Y,1(x)

0(1-2x714x-13) ;=x<1

True

Y12(X)

3
Y,3(x) \/_ 4@x-1)

1
2
True
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(©

Out[#]//TableForm=

_ 3_ 2 _ 1
Voo { 8(560x° —240x*+30x—-1) 0=<x<
0 True
2 _ 1
Joa () {16 3x(168x°-60x+5 0=<x<;
0 True
_ 2 _ 1
Joa) { 64 /5 x> (14x-3) 0=<x<j
0 True
12847 x> 0<x<?2
Wo,3(X) { 4
0 True
_ 3 2 _ 1 1
o) { 4480 x° + 5280 x* — 2040 x +258 | <x <
0 True
3 2 _ 1 1
) { 2 /3 (1344x° — 1488 X7 + 532x - 61) ; <x <1
0 True
_ 42 _ 1 1
a0 { 25 (1-4x%(@28x-13) ;=<x<;
0 True
247 @x-13 Y<x<?
Y1,3(x) { \/—( X-DT =Xy
0 True
_ 3_ 2 _ 1 3
Vao) { 16 (280 x° - 540 x> +345x-73) S <x<3
0 True
3 2 _ 1 3
o) { 8 V3 (336 x° — 624 x> +382X-77) 1 <x<-3
0 True
_ 2 (Tr_5) 1 3
Uaa() { 32\/§(1 2x)(7x-5) S =X<3
0 True
247 @x-2)3 L<x<?
W2 3(x) { \/—( X=27 =Xy
0 True
—4480 x3 + 12000 x> — 10680 x + 3158 2 <x<1
W30(x) 4
0 True
Ja 1) {2\/E(1344x3—3504x2+3028x—867) 3<x<1
3,1
0 True
_ 42 _ 3
Jaal) { 25 (3-4x?(@28x-27) I=<x<1
0 True
247 4x-3)?% 2<x<1
W3 3(x) { \/—( X=3)7 =X
0 True
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B Ejemplo 2.1.2. Wavelets de Chelyshkov.

(i) Calculense las expresiones analiticas de las Wavelets de Chelyshkov i, ,,(x), para los

valores dados de k y M.
(ii) Represéntense las graficas de las Wavelets de Chelyshkov ¢, ,,,(x).
@) k=0 M=1.
(b) k=1 M=1.
(c) k=2 M=1.

d k=3 M=1.

n=0,1,--,2k-1

olinomios de grado M =1 {
(p 8 ) m=0,1, ---, M

SOLUCION

(a)

Out[#]//TableForm=

k=0 ) {2—3x O0<sx<1
= X
Yoo 0 True
3x 0=<sx<1
k=0 (%) \/7
Yor { 0 True
Out[«]=
= VYo,0 X) — Y@
Um0 Vnom()
A
15} "
1
1
1.0 i
1
1
: x 0.5} n
1:0 1
1 1
1 1 1 1 L x
02 04 06 08 1.0
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(b)
Out[#]//TableForm=
2—-6x) 0=<x <3
k=1 Wo,0(x) { 2¢ )
True
6x 0=<x < =
k=1 Wo,1(x) {
True
2-32x-1) f<x<1
k=1 Vo) {\/7( 32x-1)) S =Xx<
True
2x—-1) = =x<1
k=1 Y11(X) { Vo ) 3
True
Out[«]=
— l//O 0 (x) — ¢/0,1 (x)
U, () Vnm(X)
A
2 [ 2.0 r :
: 1.5} :
1.0} 1
1
t t X 1
0.2 \E 06 08 1.0 0.5f !
-1+ 1 | | 1 | | |
02 04 06 08 1.0
— wl 0 (x) — lﬂl,l (x)
Ui, m(0) VrmX)
\ A
2.0F
2 L
1.5}
1 L
1.0}
X
0.5}
-1t |
0.2
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(c)
Out[«]=
— lﬁo 0 (.X') I l/IO,l (x)
‘ﬂn m(x) ';hn,m(x)
4 A
3.0¢ X
3t 2.5¢ !
2¢ 2.0F !
1
1 1.5F 1
: - - - 1.0} :
1
Y AQ 04 06 08 1.0 05t :
1 |1 | | | |
—2F 02 04 06 08 10
— wl 0 (x) I l/’l,l (x)
YU, m(X)
A
3.0F
2.5
2.0
1.5F
- - 1.0F
08 1.0 05k
0.8 1.0
— l//2 0 (x) — ¢/2,1 (x)
Un, m(X) wn,m(x)
\ A
3.0F
3t 2.5¢
2t 2.0F
1f 1.5}
1.0F
1 0.2 1.0 0.5%
—2F 0.2 1.0

— Y30

= Y31 (%)
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Y, m(X) Y, m(X)
A A
3.0}
3 2.5F
2F 2.0F
1 15
- - - x 1.0
b 02 04 06 0.5t
1
—2F 02 04 06
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B Ejemplo 2.1.3. Wavelets de Chelyshkov.

(i) Calculense las expresiones analiticas de las Wavelets de Chelyshkov i, ,,(x), para los

valores dados de k y M.
(ii) Represéntense las graficas de las Wavelets de Chelyshkov ¢, ,,,(x).
@A) k=0 M=2.
(b) k=1 M=2.
(c) k=2 M=2.

(d k=3 M=2.

n=0,1,--,2x-1

olinomios de grado M = 2). {
(p 5 ) m=0,1, ---, M

SOLUCION

(a)

Out[#]//TableForm=

10x*-12x+3 0<x<1
k=0 Yo,0(x) {

0 True

2
k=0 Yo (%) {\/3(4x—5x) 0=<x<1
0 True
5x2 0<x<1
k=0 X \/_
Yo2lx) {O True

64



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

Out[«]=

Wo,0 (X) Yo,1 (X)
Y, m (%) Yn, m(X)
A A
2.5¢F 1.0¢
2.0¢F 0.5k
1.5¢ . , ,
1.0¢ 0.2 0.4 0.6
—-0.5F
0.5} !
/ _1‘0 L
. | p A X
_osl 0MN_0.6_~08 10 ~1.5F
= Yo,2 X)
Y, m(X)
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(b)
Out[«]=
Yo,0 () = Yo,1 ()
VUi, m(x) Yn, m(X)
1 A
3t 1t
2f | |
. 0.2 08 1.0
r 1
/
M 06 08 1.0 -2t
_1 L
_ Yp,2 (%) = Y10
Qﬁn, M(x) wn, m(x)
A A
1
1
2.5F ! N
2.0F !
1.5f ' 2t
]
1.0F : 1k
0.5F : ;
| [ | I 0.2
02 04 06 08 10 —1F
— wl 1 (x) — ¢’1,2 (X)
U, m(X) Vnm(X)
\ A
2.5¢
1 L
2.0F
' ' 1.5}
02 04 06
1F 1.0}
0.5F
—2f | |
02 04
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(©
Out[«]=
Wo,0 (X) Yo, 1 (X)
Y, m(X) Y, m(X)
5 2
4F 1
3 E
2t 9 04 06 08 10
1 E
|A i X _2
_1 \y(z 04 06 08 10 -3
— X
Yo,2 (X) = Y1,0(X)
X
l/’n,m( ) wn,m(x)
A A
4 L
1 5F
1
3t 1 4t
1
3 E
1
2 : 2 o
1} ' 1t /.
1 " 1 L " " "
1 I } } . X 1t 0.2 v 0.6 0.8 1.0
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1 ) = Y12 (%)
Y, m(X)
A
2 E
1 F
X
1k 0.2 0.8 1.0
_2 F
—3t . ;
0.8 1.0
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W0 (X) U1 (X)
W, m(X) U, m(X)
A A
5t 2t
4t 1t
3F | | |
2F _1t 0.2 0.4 1.0
1 E
_2 L
. . X
—1f 0.2 1.0 -3
—_— X
V22 () = Y30
X
l/’n,m( ) wn,m(x)
A A
4 L
5 F
3 Al
2 3
2 E
1f It
x | _if 02 04 06
0.2 0.4 1.0
— ll’3 1 (X) l/’3,2 (X)
U, m(0) VmX)
A A
4 L
2 E
1f 3t
. . . x 5
_1f 0.2 0.4 0.6 0.8
_2f 1t
_3 F | i |
0.2 0.4 0.6
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B Ejemplo 2.1.4. Base Wavelets de Chelyshkov.

Sea el conjunto de Wavelets de Chelyshkov {1/, ,,(x)} ¢ L*([0, 1])
{n:(), 1, 2k-1
m=0,1, ---, M
(i) Calculense las Wavelets de Chelyshkov ¢, ,,(x).

(ii) Calculese el producto interno dado por la expresion:

1 n=myn'=m"
a ntmon' +m"

£1 w”’"(x) t/’n‘ m (%) dx = {

(iii) Calculese la matriz D
Y1,0(x%)
D= [(¥x) ¥ dx W)= #1169

Y1 (%)

(a) k=0, M=2 D=

() k=1, M=2 D=

S O OO O +~=HO O
O O O O = OO = O
O O OB O Ok O O

S O = O O O
o = O O O O
_ o O O © O

SOLUCION

(a)

Out[«]=
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Out[#]//MatrixForm=

10x>-12x+3 0<x<1
Yoolx) { 0 True
V3 @x-5x%) 0=x<1
¥o1(x) { 0 True
V5xr 0=sx<1
¥oal¥) { 0 True
<Yoo0, Yoo>=1
<¢oo0, Yo1>=0
<Yoo0, Yo2>=0
<Yo1,¥Yo1>=1
<Yo1,Y02>=0
<Yo2,Yo2>=1
1 Yo.0(%)
D= f Yo,1(X) ]-(lﬁo,o(x) Yo,1(X) Yop2(X)) dx
O o)
1 ¥ o,o(x)2 Yo,0() Y0,1(%) ¥o,0(X) ¥o,2(X)
D:f(; Wo,0(X) Yo,1(X) lﬁo,l(x)z Wo,1(X) Yo2(x) [dx
Wo,0(X) Yo2(X) Yo,1(X) Po(X) Yo2(x)?
1 00
D=]101 0]
001

(b)

Out[]=
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Out[#]//MatrixForm=

Yo,0(X) { V2 (40x% - 24x +3) Osx<%
True
~20%%) 0=x<?
Yo,1(x) { V6 (8x-20x) 0<x<3
0 True
2 < 1
Yo (x) {4 102 0=x<?
0 True
12 B 1
i [ EO0EE P2 L
0 True
Y1,1(%) { V6 (42x-1)-52x-1? %sx<1
0 True
e 1o
Y1(x) { V10 2x-1) S=x<1
0 True
Wo,0(X)
Wo,1(x)
M Y020
D= (W00(X) Wo1(X) Wo2(x) Yro(X) ¥i1(X) Yia(x))dx
o | Y1,0(0)
Y,1(x)
U12(X)

Yo o(x) Yo.0(X) Yo,1(X) Yo,0(X) Yo2(X) Yo,0(X) Y1,0(¥) Yo,0(x) Y1,1(x) Yo,
Yoo(X) Wo1(X) o1 Wo1(0) Yo%) Yo1(X)Y10(X) o) Yr1(x) Yo,
f ! Yo,0(X) Yo2(X) Po,1(X) Po2(x) lﬂo,z(x)z Yo2(X) Y1,0(X) Yo 2(X) Y1,1(X) o,
0 | Yo0(X) Y1,0(X) Yo1(X)¥10(x) Yo2(X) Y1,0(x) U,0(x)° Y1.0X) Y11(X) Y,
Yo,0(x) Y1,1(%) Yo1(X) Y1,1(0) Yo 2(X) Y11(0) Ya1,0(X) Y11(x) Y,1(x)? Y,
Yo,0(x) Y12(X) Yo1(X) Y12(%) Yo 2(X) Y1200) Y10(X) Y12(0) Yo1(X) Y1(x)

S O = O O O
S = O O © O
_ O O O O O

S O O O O
S O O O~ O
O O O = O O
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Las funciones Wavelets de Chelyshkov son una famiia ortonormal basadas en los poli-

nomios de Chelyshkov.

Se construyen las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas de orden fraccionario
(Fractional-Order Generalized Chelyshkov Wavelet-FOGCW) que representan una generali-
zacion de las Wavelets de Chelyshkov.

e Definicion 2.1.2. Wavelets de Chelyshkov Generalizadas de Orden Fraccionario.

Las Wavelets de Chelyshkov generalizadas de orden fraccionario (Fractional-Order General-
ized Chelyshkov Wavelet-FOGCW) de orden a, lﬁz;’f;l se definen en el intervalo [0, T) medi-
ante la expresion [MOHS20], [NGO22], [ERMA23],

{n:O, 1,21 k=0,1,2, - (2.1.12)
m=0,1, -, M (grado del polinomio de Chelyshkov)

Cu .m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado M.

donde M, h son enteros no negativos y @ es un numero positivo real que representa el

orden fraccionario.

Observaciones 2.1.2.
(i) Las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias de orden «, que se
denotan por 1 (x), se deducen estableciendo el cambio de variable en las Wavelets

definidas en el intervalo [0, T], ((GHAN22])

I x:h(g)a zel0,h] & ;: (%)a ze [0, T] (2.1.13)

para a > 0 sobre el intervalo [0, T]. Con esta transformacién la funcion wg m(X) se con-

vierte en la Wavelet FOGCW:

k
3 kx _ n X h+l X
¢Zm(x):{ 2m+1 22 Cym (2 . n) F<i<% i o
0 Resto T
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1 1
S - { 223 O (245 ) 5 |3 (5)),
0 Resto

v Teorema 2.2. Base Ortonormal de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

Sea el conjunto de Wavelets de Chelyshkov Generalizadas Fraccionarias 12 (x),

n=0,1,---, 2k 1 ym=0,1, ---, M de grado M, entonces constituyen un conjunto ortonor-
mal en el intervalo [0, T] respecto del producto interno y la funcién peso w*(x) = « XTA
a T, T \Ta T, o 1l n=myn' =m"
<¢/Z;’m()€), wn*oin*(x» :L wg,m(x)*wn*am*(x)w (€9 dx = { 0 n+mon+m
Matriz D.
Se define la matriz dual de ¥7%(x) a la matriz D como el producto escalar:
T T
D=(¥"x), ¥ (x) = f whe W] whx) dx
0
0
D=|. . . .|=1
00 0 1 (2.1.15)
Yoo (x)

wor (%) x*t

glo(y) = wi'x) = o —.
T(Y

Yo () ()

Observaciones 2.1.3.

(i) Las Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias ¥1¢(x) son polinomios de grado
M en el intervalo

ze [(ﬂ)é (n_ﬂ)l)) { n=0,1,---,2~1 k=0,1,2, -
o2 )P Um=0,1,--,M  (grado polinomio de Chelyshkov)’

(ii) Dada la base de Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias 8 = {er,ﬁl(x)} con

n=0,1,---,2k-1 ym=0,1, ---, M, siendo M el grado de cada polinomio, se verifica

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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B =¥(x) = (Y50, g (0)), -+, Y m(X0), Y1), Y1), -+,
A0, s U 00, U e U ) (2.1.16)

Dimensién (8 = ¥(x)) = m"(n° elementos) = 2k (M +1).

(iii) Se define también el vector base ¥(x) también como sigue:

P(x) = oy f= 2k M+ 1
| )= (1 () Y2 (0) - YpFx)) m =25M+1) 0117
ViX) =¢pmx) i=nM+1)+(m+1)
siendo el indice:
. n=0,1,--,2-1
I i=nM+1)+(m+1) {m:O,l,---,M (2.1.18)
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B Ejemplo 2.1.5. Wavelets de Chelyshkov Generalizadas Fraccionarias.

(i) Calculense las expresiones analiticas de las Wavelets de Chelyshkov Generalizadas

Fraccionarias ¢]:2 (x), de orden « para los valores dados de k y M.
(ii) Represéntense las gréficas de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias 4@ (x).
@ k=0 M=2 [0,T)=1[0,1) a=1.

b)) k=1 M=2 [0,T)=1[0,1) a=1.

(© k=1 M=2 [0,T)=[0,1) a=3 ([NGO22],[ERMA23])

(d k=1 M=2 [0,T)=1[0,1) a=2.

n=0,1,--,2x-1

olinomios de grado M = 2). {
(p 5 ) m=0,1, ---, M

SOLUCION

(a)

Out[#]//TableForm=

10x*-12x+3 0< 1
k=0  yil) {x X+3 0=x<

0 True
k=0 lﬁ(l)ﬁ(x) \/5(4—5x)x 0<x<l1
0 True
2
k=0 gﬁé%(x) \/gx 0=<=x<l1
0 True
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Out[«]=
— Yoo (%) — Yo1 (%)
Yo (x) Y (x)

A

1.0F

0.5¢F

. o5k 02 04 06
’ -1.0f
p X
0 0.6 .8 1.0 -1.5

- %Z% (x)
Yo (x)
2.0f
1.5}

1.0

0.5
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(b)
Out[«]=
— Yoo (%) — i)
V(%) Ta (x)
1 A
3t 1k
2F | | |
0.2 08 1.0
1t 1
/
(Ut 06 08 1.0 -2F
_1 L
o (%) — b )
T,
Vi () (%)
A A
1
1
2.5F ! N
2.0F !
1.5¢ ' 2t
L 1 L
1.0 . 1
0.5F ! .
| N | ) 0.2
02 04 06 08 1.0 —1F
1,1
— 5 (X
— lpiﬁ (.X') lvbl,z ( )
Ta Yr(x)
nm(X) ’
A
A
2.5F
1 L
2.0F
. . 1.5¢
02 04 06 08
4t 1.0}
0.5t
—2f |
0.2
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(o)
Out[«]=
1
1 1,2
oo (X) - Yo (x)
T,
Urm(X) Wy (x)
A
3 1
2 . . . |
04 06 08 1.0
1 f 1
|/ :
(| " " " " x
02 04 06 08 1.0 -2F
_1_
_ b 15
Yoz () — Wi
W (%)
A
1
1
2.5} '
1
2.0F '
: 1
1.5 '
3 1
1.0 '
0.5F !
1
' | " " " " x
02 04 06 08 1.0
1
1 1,’2
— wi’;z (x) l//I,Z (x)
wT,a (x) lﬁr{’% (x)
n,m
A A
2.5}
1_
2.0}
' X 1.5
02 04 06 O
-1t 1.0F
0.5F
_2_
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(d)

Out[«]=

— s () — o1 (%)

T,
nm (%)

0.2 0.4 1.0

1.0 -27

— Y1

1.0 —1F

— lpi:% (.X') I lvbl,z (x)

T () Ui ()

2.5¢F
20¢F

0.2 0.4 0.6 0.8
1.0¢

0.5¢

0.2 04 0.6
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® Ejemplo 2.1.6. Wavelets de Chelyshkov Generalizadas Fraccionarias.

(i) Calculense las expresiones analiticas de las Wavelets de Chelyshkov Generalizadas

Fraccionarias ¢]:2 (x), de orden « para los valores dados de k y M.
(ii) Represéntense las gréficas de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias 4@ (x).

(@ k=2 M=2 [0,T)=1[0,1) a=5/3.

n=0,1,--,2k-1

(polinomios de grado ) m=0,1, - M
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SOLUCION

(a)

Out[«]=

5

— Yo () — Y ()

0.2 0.4 0.8 1.0

1.0 -2F

x 02 04

2.5¢
20t

0.2 0.4 0.6 0.8
1.0f

0.5F

0.2 0.4
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® Ejemplo 2.1.7. Base Wavelets de Chelyshkov Generalizadas Fraccionarias.

Sea el conjunto de Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias:

. , n=0,1, - 2k _1q
wise) oy {27042

(i) Calctlense las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢ (x).

(ii) Calculese el producto interno dado por la expresion:

1l n=myn =m"
0 n¥mon*+m"

L umm 00« Yl () w00 dx = {

(iii) Calculese la matriz D dada por la expresion:
Yo ()
D= [ ¥, [¥7(0)] w(x) dx PTe(x) = ‘[’g’{f )
Yot ) ()
(@) k=0, M=2 [A,Bl=[0,T]=1[0,1] a=1.
() k=0, M=2 [A,Bl=1[0,T]=1[0,5 a=1.

(©) k=0, M=2 [A,B]=[0,T]=1[0,5] a=3.

100
D=|01 0]
001
d k=1, M=2 [AB]=[0,T]=1[0,4] a=;.
100000
010000
001000
D=
000100
000010
000001
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SOLUCION
(a)
Out[«]=
= 1
a= 1
= 0
M = 2
n=0,--,21= {0}
m=0,---, M= {0,1, 2}

Out[#]//MatrixForm=

i () { 10x2-12x+3 0<x<1
00 0 True
1,1 \/5(4—5x)x 0<x<1
X
o1 (X) { 0 True
ohL () {\/Exz 0<x<1
02 0 True
(Yoo ()
D= fo Wi (o) (oo (0 ¥ () ¥ (x) ) dx
oS (x)

Yoo 02 Wl ()W (X) Wop (%) Yoz (%)
Yoo COWer () Yol (0F w0 ugs (x) | dx
Yoo (O Wen (X) Uit OUes () W (x)?

o
Il
° 3

100
D=0 10
001
(b)
Out[«]=
= 5
= 1
k= 0
M = 2
n=0,--,2-1= {0}
m=0,-- M= {0,1,2)
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Out[#]//MatrixForm=
2 x? 12
5.1 X _ZXi3 0<%«
Yoo (%) 5 5 5
0 True

1 X
lﬁgﬁ(X) {—g\/g(x—4)x OSE<1
0

True

o {8 021
0 True
(Yoo ()
D= fo Yor ) [(¥o0 () vor () vgs () dx
v (%)

Yoo 02 W ()WL () o (%) ¥ (%)
Yoo COUT (X) Yol (0 W1 (O Ygs (x) |dx
Yoo O Won () W1 (O Ues () v (X)?

o
Il
c 3

100
D=0 10
001
()
Out[«]=
= 5
1
3
k= 0
M = 2
n=0,--,2-1= {0}
m=0,-- M= {0,1,2)

Out[#]//MatrixForm=

5 {235x2/3 %+3 0<%<1
’ 0 True
1 e CA Y
%”(S)Zf(x){\/g(f/? J55%) 0<f<1
0 True
1 x23 X
3 - 0<=«<1
Vo3 (%) { S
0 True
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‘//00 (x)
D= fo wm o Huss 00wt 00 v )
lﬁoz (x)

i s st s
. Yoo (x) Yoo X)) WYoi (X) Yop (X) Yoz (X)
D= fo Yog () wm (x) wf{% o Yoi (903 () |4X
U0 WU ul P

(d)

Out[«]=

Out[#]//MatrixForm=

V2 (10x-12x +3) 0<% <2
Llf (x) { 2( 4 4
00 True
X 1
lﬁ01(x) { x—Sx) OSZ<Z
True
pd 1
%12 0 { V10 x 0=<3 <,
0 True
53 00 {\/E(wx—sz X +25) ;=3<1
0 True
wélt,%(x) {\/g(—5x+14 x =9) isf<1
' 0 True
1 1 X
3 0 {\/10(\/5—1) T=i<1
0 True
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41
Yo (X)

4,}
Yoi (%)
g lﬁgé ) | 42 2l n 4l 2l "
D :f(; 4t ( Yoo (X) Yoi (X) Yos (X) Yig () Y11 (X) ¢1s (X))dx
U6 (X)

41
lﬁl,lz (X)

41
U3 (X)

N Y N CRS

Yoo (X) Yoo X)W1 (X) Yoi (X)Yos (X) Yoo (X) Y16 (X) Yoo (X))

45 45 45 4, 4 4 43 4 4,-
Yoo () Yo i (X) Yoi (%) Yoi X)Wz (X) Yoi X Y10 (X) Yoi (X))
L o et dter et e ot ot

D f Yoo )Yz (X) Yoi (X)Yos (X) Yoz (X) Yoz (XY (X) Yos () Y1;
o | 45 43 45 4 4 4 45 4 4,-

Yoo Y16 (X) Yoi (XD (X) Yos (X) Y16 (X) Yo (X) U (X))
43 45 4. 45 45 45 43 4. 4
Yoo (XYt (X) Vo1 Y11 (X) Yoz ) Y1i (X) Y5 (X) Y11 (X) Ui ()
4 43 45 4 45 4 4 43 45 4,
Yoo (X)Yr3 (X) Vo1 Y15 (X) Yoz ) Y15 (X) Y5 X P15 (X) Y1 ()Y

S O O © O
o O © © — O
O O O = O O
S O = O O O
o B O O O O
_ o O O © O
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® Ejemplo 2.1.8. Base de Wavelets de Chelyshkov Generalizadas Fraccionarias.

Sea el conjunto ortonormal de Wavelets de Chelyshkov genralizadas fraccionarias definidas

en el intervalo [A, B] = [0, 1] para los valores de los pardmetros indicados:

(i) Determinese la base ortonormal de Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionar-
ias.

n=0,1,--,2-1
B — x { b b b
ZC TR A
(ii) Represéntense las graficas de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias.
(@) [A4,Bl=1[0,T]=1[0,4 k=1 M=3 a=1.

(b) [A,B]=1[0,T]=1[0,4] k=1 M=3 a=1/3.

SOLUCION
(a)
Oout[]=
— Yo () — Y5 )
Wm0
[
4
3 E
2 o
1t . X
! T X 4
—1k \/{ ¥ 3 4
— Y5 ()
V(%)
A
1 L
} y X
1 3 4
_1 L
_2 L
-3 X
4
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— Yo () — Yl )
Y (x) W (X)
A A
2 L
4 E
3F 1F
2 o
1F ] h X
; x 1 2 3 4
—1¢f 1 ¥ -1
— v (o) — Y13 (%)
g,%(x) lpz;ﬁz (x)
’“ A
1f 31
. X 2
1 2 3
_1 L
1 L
_2 L
—3f q X
1 2
(b)
Out[«]=
4 4,
Yoo (%) Yoi (X)
Wpin(X) W (X)
2

— N W AN
—
or—

1 4;’;
— i ) Vo3 (0
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T Uy T/

w2 (x) W (X)
n.m
J A
3 L 1
1 1
1
. x 2t
1 2 3 4 1
-1t 1
1+ 1
2t 1
1
3 L |
1 2 3 4
I A
Y16 (%) Ui (%)
T T,
Ym(X) Ypm (%)
A A
2 L
4 o
3t 1t
2 L
1F i
. T N X 1 3 4
-1 M 3 \1- -1

S,
2% (x)
Y (x)
A
1 L
; X

1 2 3
_1 L
_2 L
_3 L
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Observaciones 2.1.4.

(i) El namero de Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias de orden «, ¢I%(x),
viene determinado por los valores de los parametros k y M, siendo su valor
m* =2K(M +1).

1 1
(ii) El nimero de subintervalos . € [(2—”,{)7', (”2—11)“) en que se divide el intervalo de estudio
[A, B] = [0, T] viene indicado por el parametro k siendo su valor igual a 2k,
(iii) Cuando el orden de las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias es
a =1 el ancho de cada subintevalos h es igual cada uno de ellos, mientras que si el

orden « # 1 los subintervalos tiene un ancho h desigual.

Con el fin de generalizar el concepto de Wavelets de Chelyshkov, que estan definidas en el
intervalo [0, 1], se establece una definicién generalizada para las funciones Wavelets de

Chelyshkov definidas en el intervalo genérico [0, T, que se denotan por ¢, (x) [RAHIL7Db].
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e Definicion 2.1.3. Wavelets de Chelyshkov Definidas en [0, T7.

Se definen las Wavelets de Chelyshkov generalizadas en el intervalo [0, T], y se denotan por

Yl (x) =yT(k, n, m, x, T) como una funcién con cinco argumentos:
en=0,1, -, 251, siendo k un entero positivo,
» m es el orden del polinomio de Chelyshkov y
* x es la variable normalizada.
T es el ancho del intervalo [0, T1.

Las Wavelets de Chelyshkov generalizada w,Tl m(X) = wT(k, n, m, x, T) se definen en el inter-
valo [0, T) mediante la expresion:
: X\ (ok (X X\ _[n n
‘ﬁrsz(X): { 2m+1ZZCM’m(T)(2 (T)_n) (T)e[zk’ 2k)
0 Resto

{n=0, 1,281 k=0,1,2, - (2.1.19)
m=0,1, ---, M (grado del polinomio de Chelyshkov)

Cym(x) = polinomios de Chelyshkov de grado M.

donde
M-n M-n\(M+n+k+1
_ k(M- nk
CM,n(x)—gO( R | L LR S

Qg n
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B Ejemplo 2.1.9. Wavelets de Chelyshkov en [0, T].

(i) Calctlense las expresiones analiticas de las Wavelets de Chelyshkov ¢!, (x).

definidas en el intervalo [0, T] = [0, 10] para los valores dados de k y M.
(ii) Represéntense las graficas de las Wavelets de Chelyshkov ¢, ,,,(x).
@A) k=0 M=2.

(b) k=1 M=2.
(c) k=2 M=2.
(d) k=3 M=2.

Indicacién: Cambio de intervalo x € [0, 1] = % = 1—); e [0, 10].

SOLUCION

(a)
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Out[«]=

— YHx) — Y ()

nm() Y

1.0
0.5

-0.5¢
-1.0¢
-1.5¢
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(b)
Out[«]=
— Ypp®) — Yo
T
) RS
A A
3t 1
2t |
2 6 8 10
1 / B
1 1 L " x
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2.1.4. Aproximacion de Funciones por Wavelets de Chelyshkov de
Orden Fraccionario

La aplicacién principal de las Wavelets fraccionarias de Chelyshkov en métodos numéri-
cos consiste en aproximar funciones en espacios L? mediante expansiones en serie respecto
a dicha base. La formulacion se apoya en la ortogonalidad ponderada y conduce, tras trun-
cacion, a representaciones matriciales muy convenientes para construir esquemas de colo-

cacién y reducir ecuaciones diferenciales (fraccionarias) a sistemas algebraicos.

Funciones de una variable

Sea Z(x) € L*([0, n']) puede expandirse en términos de las Wavelets fraccionarias de
Chelyshshkov mediante una serie doble indexada por el nivel de resolucion y el orden polino

mial. En su forma truncada, la aproximacién se escribe como

I 2(x) = ) dyn ¥ ik, (), (2.1.21)
y se expresa de manera compacta en forma vectorial como

[ Z(x) ~ AT A (x), (2.1.22)

donde A recoge los coeficientes dy; v y A™")(x) agrupa las wavelets en x.

Los coeficientes se obtienen mediante el producto interno ponderado asociado al peso

fraccionario, esto es
I dun= | UiNN, () Z) W P (x) dx, (2.1.23)

lo que refleja que la expansion es una proyeccion en un espacio de Hilbert con producto

interno modificado por el peso.

En una notacién equivalente, puede considerarse directamente una serie en [0, h) y es-

cribir la truncacién como
[ U(x) ~ CT (), (2.1.24)

donde C es el vector de coeficientes y I (x) es el vector de Wavelets fraccionarias. En este

caso, los coeficientes también se calculan por producto interno con peso w @ (x) = x*71.

Esta representacion truncada es la que se utiliza de forma efectiva en implementacién
numérica. El numero total de funciones de la base depende del nivel de resolucion y del

orden maximo considerado, y su estructura por tramos conduce a matrices dispersas cuando
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se evalua en puntos de colocacion, lo que resulta ventajoso computacionalmente.

Funciones de dos variables

Cuando se consideran funciones Z(x, t) definidas en un dominio producto, el desarrollo
se realiza mediante productos tensoriales de las bases unidimensionales. Para

Z(x, t) € L*([0, ") x [0, 1)) , una aproximacion natural es

[ 2060 = 3 d v ¥ SN, GO ATy (O, (2.1.25)
que, en forma matricial, se puede escribir como

[ Z(x, 1) ~ (A™(x)" @A™ (1), (2.1.26)

donde () es una matriz de coeficientes que recoge la informacion de la expansiéon bidimen-

sional.

Los coeficientes bidimensionales se calculan, de nuevo, mediante un producto interno

ponderado doble,

I dunarN = f f Z(x, 6) U NN () YAl (O WP WP () dxdt. (21.27)
0 0

En la formulacién alternativa sobre [0, k) X [0, h), la misma idea se expresa como una

truncacion de una serie cuadruple y se compacta en la forma
[ Ux, £) ~ 00 0T AgWh (p), (2.1.28)

donde A es la matriz de coeficientes.

Desde el punto de vista teorico, estas expansiones convergen en el sentido natural de L? al
aumentar el nivel de resolucién y el orden de truncaciéon. En particular, se establece la
convergencia de las series truncadas tanto en el caso unidimensional como en el bidimen-
sional cuando los parametros de resolucion tienden a infinito, utilizando argumentos estan-
dar de sucesiones de Cauchy en espacios de Hilbert y propiedades como la desigualdad de

Bessel.

La importancia practica de estas aproximaciones reside en que permiten representar
incégnitas y términos auxiliares de un modelo fraccionario mediante un numero finito de
coeficientes. En consecuencia, una vez se dispone de expresiones matriciales para oper-
adores como la integral fraccionaria de Riemann-Liouville actuando sobre la base, el proble-
ma continuo puede transformarse en un sistema algebraico que se resuelve numéricamente

con técnicas estandar.
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Se establece en el siguiente Teorema la expansion de una funcién f(x) € L*([0, T]) en
términos de una base ortonormal de Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias ([INGO22],
[ERMAZ23)).

2.1.4.1. Expansion de una Funciéon en Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias

v Teorema 2.1.3.
Sea la funcion f = f(x) cuadrado integrable en x € [0, T], f(x) € L*([0, T]) donde
L0, T := {f | f10, T1, y [ f(x)? dx < oo)
y sea la base de las Wavelets de Chelyshkov generaliazadas fraccionarias:
Y(x) = {yre}cL¥[0,T)) n=0,1,2-2"-1ym=0,1, -, M.

La funciéon f(x) se puede expandir o desarrollar en serie con las funciones Wavelets de

Chelyshkov fraccionarias de la forma siguiente:

(59

FO =D cummx)  x€[0, T] (2.1.29)

n=0 m=0
donde una aproximacion viene dada mediante la truncacién de la serie:

%1 M

(x) ~ file = Com T (x) = C¥2 () x [0, T]
/ e ; mZ::‘, ’ ’ (2.1.30)

Chm = <f(x), wg:r(;(x)>

donde ¢, = (f(x), ¥1-%(x)) son los coeficientes Wavelet de Chelyshkov fraccionarias y (., .)
denota el producto interno. Los coeficientes Wavelet de Chebyshev fraccionarias tienen la

expresion:
T
Cam = (f(0, Ypm(x) = f FE Y pmw(x) dx
. 0 (2.1.31)
C=(f(x), ¥rm@) = f foo [¥re (x)]Tw“(x) dx
0

con la funcion peso

xa—l
wi'x) =a F x e [0, T].
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El desarrollo en serie de las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionar-

ias de la funcién f(x) se puede expresar

21 M

FO = figh= D D Cam (0 = €T ¥ () (2132)

n=0 m=0

donde C y ¥(x) son matrices de dimensién 2F(M +1)x1 (vectores columna de

m = 2% (M + 1) dadas por los vectores columna:

T,
Yo (%)
C, T,
00 Yo ()
Co,1 :
T,
c Yo m(X)
o.M T«
€10 Yo (X)
T,
C1,1 Y11 (x) o1 1
. . n = cee —
c=| P (x) = : { T
c T m=0,1, ---, M
LM Y (%)
CHk T,
2-10 wzk(_ll,o(x)
Cok 11 T
: Uyily ()
Cok_1.Mm -
Ve m®)

El desarrollo en serie con las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas fracciona-

rias también se puede escribir:

5

m

fo) = figi =) ayi ) =T ¥ (x) (2.1.33)

i=1
donde

C1 t)b{’a/(x)

C - sz lPT,O[(x) - ¢’2T’(f (x)

* T«
o Yo (0 (2.1.34)

{ z;z(c;l)m: T () i=n(M+1)+(m+1).

m*(n° elementos) = 25 (M + 1)

donde CT = (¢; ¢, -+ ¢y ) es el vector de coeficientes Wavelets de Chelyshkov.
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2.1.5. Ejemplos

B Ejemplo 2.1.10. Desarrollo en Serie de Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
Sea la funcion definida en el intervalo [A, B] = [0, 1]:
(a) f(x)=e*sen(2rx).
(i) Determinense la base ortonormal de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias

=0,1, -, 21
B = [yl (x {" T k=3 M=3 a=05
{w"’m( )} m=0,1---, M

(ii) Represéntensen las graficas de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias.

(b) (i) Hallese la funcién f(x) = fl\% que aproxima a f(x) mediante el desarrollo en

serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias.
(ii) Represéntense los coeficientes Wavelets, la funcion f(x) y su aproximacion f(x).

(iii) Créese una tabla con los valores de x, f(x), f(x) y el error absoluto | f(x) —f(x)|

cometido en cada punto para x € [0, 1].

(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], con los valores de x, f (x), f(xX)y

el error absoluto |f(x) — f(x)| cometido en cada punto:
Xj, f(3) (CWM), f(x;). |£(x;) (CWM) = f(x;).

(iv) Hallense los errores L., L, y el error RMS.

— f(x) = e *sin27rx)

— Joo=fi%0 k=3M=3a=0.5
fx)
A

0.6
0.4}

0.2 I I I I /

0.2 0.4 0.6 0.8 .0

~0.2}
—0.4}

SOLUCION
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(a)

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢ (x)

[A, B] = [0,1]
T = 1
a= 0.5
k= 3
M= 3
n=0,--,2-1= {0,1,2,3,4,5,6,7)
m=0,, M= {0, 1, 2, 3}

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias t/r,f,‘fl(x)

= | TGl G 1) (<[ )
0

nm
Resto

{n:O, 1,21 k=1,2, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m
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Yoo (x)
Vo1~ (x)
v (x)
Vo3> (x)
Y1o” (x)
Y17 (x)
Y12 (x)
19 (x)
¥26° (%)
Y317 (x)
Y39 (x)
v23” ()
U0’ (x)
Y35 ()
Y39 (x)
Y33 (x)
i (x)
vy (x)

v (x)

108 L

{

{

—8 /2 (4480 x5 — 960 x" + 60 x*° — 1) 0. < x < 0.015625
0 True

32 /6 (672 x5 — 120 x" + 5x%5) 0. =< x < 0.015625
0 True

256 4/10 3 x* =28 x'°) 0. < x < 0.015625
0 True

1024 /14 x> 0. <x < 0.015625
0 True

—24/2 (17920 x5 = 10560 x* + 2040 x*5 — 129) 0.015625 < x < 0.0625

0

{

{

True

2 /6 (10752 x5 — 5952 x1 + 1064 x*5 — 61) 0.015625 < x < 0.0625

0

0

(;

True
{ —24/10 (1 - 8x5)? (56 x*5 — 13) 0.015625 =< x < 0.0625
0 True
{ 2414 (8x%5-1)> 0.015625 < x < 0.0625
0 True
—16 /2 (2240 x5 — 2160 x"* + 690 x*5 — 73)  0.0625 < x < 0.140625
True
V6 (2688 x15 — 2496 x1 + 764 x*5 — 77)  0.0625 < x < 0.140625
True
{ ~324/10 (1 —4x%%)% (14 x%5 - 5) 0.0625 < x < 0.140625
0 True
{ 2 4/14 (8 x%5 - 2)* 0.0625 < x < 0.140625
0 True

—2 /2 (17920 x5 = 24000 x" + 10680 x*5 — 1579) 0.140625 < x < 0.25

0

{

{
{

True

2 4/6 (10752 x5 — 14016 x! + 6056 x°5 — 867) 0.140625 < x < 0.25

0

True
{ —24/10 (3-8 x%5)? (56 x*5 —27) 0.140625 < x < 0.25
0 True
{ 2 4/14 (8 x%5 —3)® 0.140625 < x < 0.25
0 True

—8 /2 (4480 x5 — 7680 x!* + 4380 x5 — 831) 0.25 < x < 0.390625

0

True

16 /6 (1344 x5 — 2256 x1 + 1258 x*5 — 233)  0.25 < x < 0.390625

0

True

—64 10 (1 —2x%%)? (28 x%5-17) 0.25 < x < 0.390625
0 True

(214 (8 x%5 —4)® 0.25 < x < 0.390625
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6 L
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4 L
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— i’

— P

() "o(x)
A A
4 L
8 L
6F 27
4t I
1
2 L
A 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
_2 [ 0.2 _2 L
— L0 () Yie® (%)
T,
T Yl (x)
nm(X) m
A
A
6 L
2 L
. - Al
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-2t 1
1 2 L
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_6 L
0.2 0.8 1.0
— Y50’ (%) — Y’ (%)
yhe(x) Yo (x)
A A
4 L
8 L
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— 195 () — U3 ()
e Vo)
’“ A
6 L
2 L
t 1 X 4 B
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
2 1
1 2+
4t
—6f ; ) ; X
0.2 0.4 1.0
— 75’ ) — 7 ®
TZaey Vi (%)
A A
4 L
8 L
6F 2t A
4t 1
1
2y : : — X
X 0.2 0.4 0.6 0.8 .0
5 02 04 06 _2
— 0 () U33° (%)
Unim(X) Ui ()
’“ A
6 L
2 L
- — X 4
0.2 0.4 0.6 0.8 10
-2t 1
2 L
—4f !
_6 : . . X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(b)
Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién
f(x) = e sin(2 7 x) en [A,B] =10, T]=[0,1]
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k-1 M
= > ) camUnm(x)=C¥IA(x)  xe[0,T]

n=0 m=0

f00) ~ F(0) = furh(x)

C = (f(x), ¥rmx)).D!
ff(x) ‘PT”‘(x) w'x)dx.D?t D= f\I’T“(x)[ r‘jl(x)]Tw(x)alx
0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias /.2 (x)

[A, B] = [0, 1]
T= 1
= 0.5
= 3
M = 3
n=0,---,25~1= {0,1,2,3,4,5,6,7)
m=0,--, M= {0, 1, 2, 3}
()

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias y

W) (2] ()

k
2m+1 2> 2k (X) -
Ypm(x) = { mn * Cun(2°(3)
0 Resto
{n:O, 1,281 k=12, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cymm(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m
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Pl (x) =

Yoo~ (%)
v (x)
v’ (x)
Yos” ()
Y10 (%)
Y17 (%)
19 (%)
U139 ()
¥36° (%)
Y21 (%)
Y22 (%)
337 (%)
U0’ (%)
Y3t ()
Y35 (%)
Y33° (%)
o’ ()
vy ()

vis” (x)

108 L

{

{

—8 /2 (4480 x5 — 960 x" + 60 x> — 1) 0. =< x < 0.015¢
0 True

{ 32 /6 (672 x5 — 120 x% + 5x%5) 0. =< x < 0.015625
0 True

256 4/10 (3x% —28x1%) 0. < x < 0.015625
0 True

1024 \/14 x° 0. < x < 0.015625
0 True

—2 /2 (17920 x5 — 10560 x1* + 2040 x°5 — 129) 0.015625 =<

0

{

{

True

2 /6 (10752 x5 — 5952 x1 + 1064 x°5 — 61) 0.015625 < x <

0

0

(;

True
{ —24/10 (1 - 8x%5)? (56 x5 —13) 0.015625 =< x < 0.06
0 True
{ 2414 (8x*5-1)> 0.015625 < x < 0.0625
0 True
—16 /2 (2240 x5 — 2160 x" + 690 x*5 — 73)  0.0625 < x < 0
True
V6 (2688 x5 — 2496 x!* + 764 x%5 — 77)  0.0625 < x < 0.1
True
{ ~324/10 (1 - 4x%5)% (14 x%5 — 5)  0.0625 < x < 0.1406
0 True
{ 2 /14 (8x%5 -2)> 0.0625 =< x < 0.140625
0 True

—2 /2 (17920 x5 = 24000 x"* + 10680 x*5 — 1579) 0.140625

0

{

{
{

True

2 4/6 (10752 x5 — 14016 x!* + 6056 x*5 — 867) 0.140625 <.

0

True
{ —24/10 (3 =8 x*5)% (56 x%5 —27) 0.140625 < x < 0.2
0 True
{ 2 /14 (8 x°5 = 3)> 0.140625 < x < 0.25
0 True

—8 /2 (4480 x5 — 7680 x + 4380 x*5 — 831) 0.25 < x < 0.

0

True

16 /6 (1344 x1'5 — 2256 x!* + 1258 x5 — 233)  0.25 < x < 0.

0

True

—64 /10 (1 -2x%%%(28x%° - 17) 0.25 < x < 0.3906-
0 True

[ 214 (8 x%5 —4)® 0.25 < x < 0.390625
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.
T
C = (f(x), Ypm(X)) = fo FOO) [¥5 001" W (x) dx
T
* Cum = (OO, Y (X)) = fo SO Ym0 W (x) dix
xu—l

W' (x)=a T
Cop = 2.53486x10°°
co1 = —7.04444x107
Cor = 0.00261255
Co3 = 0.0151129
Clg = 0.00853589
clp = 0.0186199
¢, = 0.0363978
c13 = 0.0698492
Cro = 0.0317838
Crp = 0.0615106
Cy = 0.0971416
Crz = 0.143603
C30 = 0.0593558
c3; = 0.108174
C3; = 0.150749
C33 = 0.183082

Chm =
Cio = 0.0688013
cip = 0.117341
Cir = 0.139379
Ci3 = 0.124287
Csog = 0.0379146
Cs1 = 0.0539469
C50, = 0.0338494
cs3 =  —0.0215458
o = —0.0192113
1 =  —0.0453709
ey = —0.0826718
s =  —0.109166
;o =  —0.0408349
¢y =  —0.0677257
¢, =  —0.0664077
C73 = —0.0271342

(c) Aproximacion Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):
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21 M

D Cum U

n=0 m=0

F0) =~ F(x) = fars(x) =

T,
M,i(x) =

f0) = f(x) =

—0.0826718 ( {

True

0.5
0.0271342 {2 V14 (8x*° - 7)°

2 /14 (8 x*5 - 6)?

0.109166 (
0 True

True

0.0215458 {2*/—(8’605 5)’
2 /14 (8 x°5 — 4)?
2 /14 (8 x*5 - 3)?

{
E
E
E
{
{

0.124287
True

0.183082

2 414 (8 x*5 - 2)°
{2\/—(8x05 1)°

0.143603

True

0.0698492
True

0.5 0.5
0.0971416 {032\/ (1 —4x°5)% (14 x°5 - 5)

—64 10 (1 —2x%5?2 (28 x*5 - 17)

0.139379(
0

0.0664077({ ~2 /10 (7 - 8 x"%)? (56 x%5 - 55)
0.0338494({ ~2 410 (5-8x"%) (56 x*° - 41)

—2 4/10 (3 — 8 x*5)% (56 x°5 — 27)

0.150749 (
0

0.5 0.5
0.0363978 { —2 410 (1 - 8x*%)? (56 x5 - 13)

0.0151129

1.
0.00261255({ (2)56 V10 3 x

True

|
I

True

0. < x <0.015625

—64 4/10 (3 - 4x%%)* (7x*5 - 6) 0.5625 < x < 0.765625 ) ~
True

0.765625 < x < 1. ) B
0.5625 < x < 0.765625 ) _
0.390625 < x < 0.5625 ) N
0.25 < x < 0.390625 ) .
0.140625 < x < 0.25 ) .
0.0625 < x < 0.140625 ) .

0.015625 < x < 0.0625 ) N

0.0625 < x < 0. 140625)
True

0.25 < x < 0.390625 ) _
True

0.765625 < x < 1. ) N
True

0.390625 < x < 0.5625 ) N
True

0140625<x<025)
True

0.015625 < x < 0.0625 )
True

J+

—28x!) 0. =x<0.015625 ) ~
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32 /6 (672 x5 — 120 x1 + 5x%5) 0. < x < 0.015625

7.04444 x 1076 ( ) —0.0192113
0 True

( { —32 /2 (1120 x15 — 2760 x1* + 2265 x%5 — 619) 0.5625 < x < 0.765625 ) .
0 True

L5 _ L. 05 _
0.117341 ( { 16 /6 (1344 x5 — 2256 x + 1258 x*5 — 233) 2.25 < x < 0.390625 ) .
rue

0.0317838
( —16 /2 (2240 x1'5 — 2160 x!* + 690 x*5 — 73)  0.0625 < x < 0.140625 ) ~
0 True
0.0453709

( { 8 /6 (2688 x1'° — 6528 x! + 5276 x*5 — 1419)  0.5625 =< x < 0.765625 ) .
0 True

L5 _ L. 05 _
0.0615106 ( { 3 \6 (2688 x15 — 2496 x1 + 764 x*5 — 77) (%.0625 < x < 0.140625 ) .\
rue

_ 15 _ 1. 0.5 _
0.0688013 ( { - 8 /2 (4480 x> — 7680 x1* + 4380 x5 — 831) 2.25 < x < 0.390625 ) .\
rue

5 53486 x 106 ( { ~8 /2 (4480 x5 — 960 X' + 60”3 ~ 1) 0. =< x < 0.015625 ) B
| 0 True

0.0677257

( { 2 /6 (10752 x5 — 30144 x + 28136 x*5 — 8743) 0.765625 < x < 1. ) .
0 True

0.0539469

( { 2 /6 (10752 x5 — 22080 x + 15080 x5 — 3425) 0.390625 < x < 0.5625 ) .
0 True

L5 _ 1. 05 _
0.108174 ({ 5 V6 (10752 x15 — 14016 x! + 6056 x5 — 867) 2.140625 <x<0.25 ) .\
rue

0.0186199

( { 2 /6 (10752 x5 — 5952 x1 + 1064 x*5 — 61) 0.015625 < x < 0.0625 ) ~
0 True

0.0408349

( { —24/2 (17920 x5 — 50880 x + 48120 x5 — 15159) 0.765625 < x < 1. ) .
0 True

0.0379146

0 True

( { —2 4/2 (17920 x5 — 37440 x* + 26040 X°5 — 6029) 0.390625 < x < 0.5625 ) N
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0.0593558

( { —2 /2 (17920 x5 = 24000 x" + 10680 x*5 — 1579) 0.140625 < x < 0.25 ) .\
0 True

0.00853589

( { —2 /2 (17920 x5 = 10560 x* + 2040 x*5 — 129) 0.015625 < x < 0.0625)
0 True

Out[«]=

Coeficientes Wavelets Chelyshkov Fraccionarios: f(x) = ¢ ™ sin(2 7 x)
Cnm

A )

0.15F

0.10f

ottt

Co608061616161626262626363¢363646464646565¢ 5%
—0.05}F of®

)

)

[

2

.. )
Y
~

-0.10

— f(x)=e*sin2nrx)

— Foo=fle0) (k=3M=3a=0.5

fx)

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4
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Error L.:
error-L, = Méx (|f(x;) — f(x;(CWM)|) = 3.36527x 107"
O<j<N-1
Error—L,:
N-1 .
error—Ly = ( ) 1f(x)) = f)(CWM)P)z = 4.9408 x 10~
Jj=0
Error—RMS:
1 = )
error-RMS = — (Z If(x)) = f(x)(CWM)*)2 = 4.9408 x 10~
Jj=0
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B Ejemplo 2.1.11. Desarrollo en Serie de Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
Sea la funcion definida en el intervalo [A, B] = [0, 3]:
(@) fx)=ez.

(i) Determinense la base ortonormal de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias

n=0,1,--,2"-1
m=0,1--, M

B = {yle ()} { k=1 M=4 a=0.60

(ii) Represéntensen las graficas de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias.

(b) (i) Hallese la funcién f(x)= f,\q/}”‘,ﬁ que aproxima a f(x) mediante el desarrollo en

serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias.
(i) Represéntense los coeficientes Wavelets, la funcion f(x) y su aproximacion f(x).

(iii) Créese una tabla con los valores de x, f(x), f(x) y el error absoluto | f(x) —f(x)|

cometido en cada punto para x € [0, 1].

(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], con los valores de x, f (x), f(O)y

el error absoluto |f(x) — f(x)| cometido en cada punto:
xj, fl2xj) (CWM), £(x;), [£(x;) (CWM) = f(x;)]

(iv) Hallense los errores L., L, y el error RMS.

[}

X

— f(x) = e_;

— ()= firs(¥) (k=3M =3a =0.6)

Jfx)

SOLUCION
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(a)
Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢ (x)

[A, B] = [0, 3]
T= 3
a= 0.6
k= 1
M = 4

n=0,--,2-1= {0,1}
mzoa"’M: {0a1a2a334’}

122



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

(a) Definicién de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias glr,f’;fl(x)

k X \@ X n ! n+ 2
m:{ 2m+12: G2 (3)" =) (5)](3)" (%))
0 Resto

{n:O, 1,21 k=1,2, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

204.134 x>* — 438.475 x'® + 317.869 x'% — 87.7856 x*° + 7.07107 0.< % -
w3 0.6 ( ) 3
06
0.0 0 True
—235.713 x>* + 455.677 x'® — 275.283 x'? + 50.6831 x*® 0.< 2 < 0.3
3,0.6
Yo1 (X) 3
0 True
399 (o { 130.416 x** —196.092 x'® + 71.0778 x'* 0. < § < 0.31498
06
02 0 True
306 33.1456 x!® - 38.5776 x** 0.=< 3 <0.31498
o3 (X) 3
0 True
4.86032 x>* 0. < % <0.31498
Vo () 3
’ 0 True
306 () { 204.134 x*>* - 1227.73 x!® + 2733.68 x!2 — 2668.68 x°° + 963.079 0.3149¢
06 (-
1o True
—235.713 x>* + 1367.03 x'8 — 2918. x!? + 2711.54 x*6 — 923.458 0.31498
Uiee (x)
06
b 0 True
396 (0 { 130.416 x** — 700.328 x'8 + 1370.79 x'? — 1158.14 x*6 + 357.337 0.3149¢
L2 0 True
—38.5776 x>+ + 182.301 x'® — 312.373 x'2 + 232.259 x*° — 63.6082 0.3149
U3 (x)
06
L3 True
306 4.86032 (0.966591 — 1. x°%)* 0.31498 < % < 1.
Y1 (X) 3
0 True
out[]=
— U5 ) — U0 )
Y (x) Yrm(X)
of 2

o .
0510 15 20 25 30

X
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— 3 ()

T,
nm (%)

— 3’ W

1.5 20 25 3.0

-1
: : : : x )
1.5 20 25 3.0
-3
—4
3,0.6
— y X
Vo9 — Wi
T,
X
nm(*) Ym(X)
A A
1 6_
1
3- 1
1 4+
1
2- 1
1 2_
1 [ 1
1
1
S x 0.5
05 10 15 20 25 30
— Y )
T, T,
I’lgl(x) n,;qn(x)
A A
2_
2_
1 L
1 L
. ! ! ! ! - x
05 1.0 1.W 25 B |
-1t 0.5
2 —1}

124




CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

— — i
T,

Urm(X) V()

1 - /\ 3

' $ t t t e

b 05 10 15 20 o1
-2F 1k
_3 L
-4+ 0.5 1.0

Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcion

f(x) = e‘%z en [A, B] =[0, T] =0, 3]

21 M
FO)=F) = [t = > > cam Ym0 =CHynx)  xe[0,T]

n=0 m=0

C = (f(x), ¥rmx)).D!
T
. f fx) [Pre )" w*(x)dx. D' D= f P ) [P (0] w(x) dx
0

0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias "¢ (x)

[A, B] = [0, 3]
T= 3
= 0.6
k= 1
M =
n=0,--,2k1= {0, 1}
m=0,---,M={0,1,2,3, 4}

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias v,lr,f’,‘fl(x)

k X \@ X n ! n+ 2
5,;@):{ 2m+12: G2 (3)" =) (5)](3)" (%))
0 Resto

{n:O, 1,21 k=1,2, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

204.134 x>* — 438.475 x1® + 317.869 x> — 87.7856 x*° + 7.0710
Yoo (x)

0
306 —235.713 x** + 455.677 x'8 — 275.283 x12 + 50.6831 x*¢ 0
Yo1 ()
0 T
306 130.416 x** ~196.092 x'* + 71.0778 x'* 0. < 5 <!
Yoo (X)
0 True
206 33.1456 X' — 38.5776 x** 0. < 3 < 0.31498
Yoz (%)
0 True
206 4.86032x** 0. =<3 <0.31498
You (X)
Ta 0 True
Yy (0) =

204.134 x>* = 1227.73 x'® + 2733.68 x12 — 2668.68 x*° + 963.07'
Yio® (x)

—235.713 x** + 1367.03 x'® — 2918. x!? + 2711.54 x%6 — 923.45¢
Uil (x)

130.416 x>* — 700.328 x® + 1370.79 x'? — 1158.14 x> + 357.33
Yis° (x)

—38.5776 x>* + 182.301 x'® — 312.373 x'% + 232.259 x%® — 63.60¢
'7[/3 0.6 ( )
13 (X
306 4.86032 (0.966591 — 1. x°%)* 0.31498 < % <
Y14 (X) 3
0 True

(b) Célculo de los coeficientes C = (c, ,,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

T
C=(f(x), ¥y e (x)) = f FOo [Pre (0] wh(x) dx
0

T
“ Com = (f(X), Y () = fo O 0 w'(x) dx

xa—l
T

W' (x)=a
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oo = 0.141598
Coy = 0.244497

o, = 0317597

Cos = 0.361768
s = 0.326816
Cam = o = 0.0904256
¢, = 0.137618

¢, = 0119322

c1s = 0.0642362

cls = 0.0194895

(c) Aproximacion Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

k-1 M

F) = F) = fk) =D > cam Unm

n=0 m=0
fo0) = f(0) = firt(x) = 0.0194895

( { 4.86032 (0.966591 — 1. x*%)* 0.31498 < 13‘ <1. ) .
0 True

4.86032 x%* 0. < 13‘ <0.31498

0.326816 ( { 0 ) + 0.244497

True
( { —235.713 x** +455.677 x'® - 275.283 x% + 50.6831 x> 0. =< < 0.31498 ) .\
0 True
0137618 ( { —-235.713 x** + 1367.03 x*8 — 2918. x1? + 2711.54 x*¢ — 923.458 2.31498 <
rue

—38.5776 x>* + 182.301 x'® — 312.373 x'2 + 232.259 x*° — 63.6082 0.3149
0.0642362 0

( True
130.416 x** — 196.092 x!® + 71.0778 x> 0. < £ <0.31498
0.317597 3 +
True
204.134 x>* = 1227.73 x1® + 2733.68 x> — 2668.68 x*° + 963.079 0.31498
0.0904256 T
rue
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Out[«]=

x2

Coeficientes Wavelets Chelyshkov Fraccionarios: f(x) = e” 2

cnm
®
PY @
0.30
0.25 ®
0.20
0.15
0.10
0.05 T
0.001 ? > |
Coo C1 C2 €3 Ca Co C1 C2 C3 Cuig
JC2
— f(x) = 6772
— f0=firi®) (k=1M=4a=0.6)
fX)
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Error L.:
error-L, = Méx (|f(x;) — f(x;)(CWM)|) = 1.25067 x 10~
O<j<N-1
Error—L,:
N-1 .
error—Ly = ( ) 1f(x)) = f(x)(CWM))P)2 = 1.36289x 10°
Jj=0
Error—-RMS:
1 = )
error—RMS = N(Z If(x)) = fO)(CWM)*)2 =1.36289%x 10~
Jj=0
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2.1.6. Aproximacion de Funciones de dos Variables por Wavelets de
Chelyshkov Fraccionarias

Se establece en el siguiente Teorema la expansiéon de una funciéon de dos variables
u(x, t) € L*([0, T]x[0, T]) en términos de una base ortonormal de Wavelets de Chelyshkov
Fraccionarias ([RAHI19], [MARAZ22], [DO25]).

¥ Teorema 2.1.4.

Sea la funciéon u =u(x,t) cuadrado integrable en el dominio (x, t) € [0, T]x[0, T,

u(x, t) € L*([0, T]x[0, T]) donde
L*([0, T1x[0, T1) := {u(x, ) € L*([0, TIx[0, T]), y [ [ f(x? dx < oo}

y sea la base de las Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias:
o) = {yle) c L0, T) n=0,1,2,-,2-1ym=0,1, -, M.

La funcién u(x, t) se puede expandir o desarrollar en serie con las funciones Wavelets de

Chelyshkov fraccionarias de la forma siguiente:

[ (o9

e =30 3 > > Camr e U U (x5, 0 €10, TIX[0, T (2.1.35)

n=0 m=0 n*=0 m*=0
donde una aproximacion viene dada mediante la truncacion de la serie:

21 M 2F-1 Mo

uee, ) = U6 0= D > 3" Cum e Y0 Ui (0

n=0 m=0 n*=0 m*=0

(2.1.36)
u(x, 1) ~ (Y1) .c. ¥ (o)

(126 1) (25 Mr+D.)

donde C es una matriz de dimension (Zk (M +1)x2K (M* + 1)) Y Comant,m* SON los coefi-

cientes Wavelet de Chelyshkov fraccionarias y (., .) denota el producto interno.

Los coeficientes Wavelet de Chelyshkov fraccionarias tienen la expresion:

T,
Cnmn*,m* = <u(x’ 0, '7[’3;,’31(36) lﬁnam(t)>

T T
Cromn® m = f f UK, Y () Y (O W) W () dx d't
0 0

(M1 27\
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C = (u(x, 1), Y () Y (1)

T T
C= f f ux, ) [ o [¥5e o] wieow' () dx dt
0 0
con la funcion peso

x(Y—l l.oz—l
I wi'x) = a F xel0, T], w'(t)=«a F te [0, T].

La expansion de la una funcion de dos variables u(x, t) en la base de las funciones

Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias se puede expresar matricialemente:

21 M 2F-1 Mo

ue, ) = U6 0= 3 3 D" Cum e Y0 Ui (0

n=0 m=0 n*=0 m*=0

u(x, 1) ~ (Y1) .c. ¥ (o) (2.1.38)

(12fm+1))  (2F D)
C= (Cn,m,n* m)

siendo C es la matriz de coeficientes de dimension (2" (M +1)x2" (M* + 1)) y ¥7(x), ¥72(0)

son vectores de Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias dados por los vectores

columna:
T,a
o5 (x) oo (x)
C G K
0.0 Yot (%) Wos (x)
Co1 : :
@ T,
. Yo (x) Yo (X)
oM T« T«
€10 Y10 (X) Yo (%)
a T,
ci1 Uy () Y1y (x)
C — lPT,(l/(x) — . lPT,(l/(t) — .
S T,
C1m Ui (x) Ui ()
C R Q
Zk—l,O wgk(_yl’o (X) lﬁsz* -1,0 (X)
Cok 1,1 o
- Yol () VZHNE))
CZk_l’M T,« T,
Yo -1,M () Ve -1,M" ()
{n:O,l,---,Zk—l {n*:0,1,---,2k*—1
m=0,1,--, M m*=0,1, -, M*
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Observaciones 2.1.5. ([DO25])

(i) Las Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario generan una base ortogonal que

ofrece simplicidad tedrica y ventajas practicas para el cdlculo numérico.

Su estructura algebraica permite una manipulacién sencilla y una integracién eficiente
en el marco de discretizacion espectral.

(ii) Una caracteristica fundamental es que la integral de Riemann-Liouville de orden
variable de cada funcion base puede calcularse en forma cerrada, lo que simplifica
significativamente el desarrollo del algoritmo numérico.

(iii) Los parametros de ajuste, k y M determinan el nivel de resolucién y el grado del poli-
nomio, respectivamente, lo que influye en el nimero de elementos base y la capacidad

expresiva del espacio de aproximacion.

Si bien el aumento de los parametros k y M suele mejorar la precision, también aumen-
ta las exigencias computacionales. Para mayor flexibilidad, se introduce un parametro
de escala a, que ajusta la distribucién y el comportamiento de las funciones base. Este
parametro permite una mayor precisiéon con un coste computacional fijo y contribuye a

la robustez del método espectral propuesto.
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B Ejemplo 2.1.12. Expansion de u(x, t) en Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

Sea la funcion de dos variables u (x, t) definida en el intervalo (x, t) = [0, T]x[0, T1:

1
e, 0= (4 + 4 tgh(5325 (- (5 + £22) )

siendo {a, B, 6} = {2, 5, %}

(i) Hallese la funcién uz\:}‘j{(x, t) que aproxima a u(x, t) mediante la expansién en la base

de las funciones Wavelets de Chelyshkov fraccionarias para los valores de k, M, T, a dados.

(ii) Represéntese la solucion exacta u(x, t) y la soluciéon aproximada ufﬁc(x, t) obtenida

con las funciones Wavelets de Chelyshkov fraccionarias.

(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo (x, t) = [0, T]x[0, T], con los valores

indicados:

T, T,
(S7 l) Xs L u(xS’ tl) uMiIk(x& tl) |u(x87 tl)_qul]/{(xS, tl)l

—

con el error absoluto cometido en cada punto para cada grupo de valores k, M, T, «.

(iv) Hallense los errores L., L, y el error RMS.

k M «

@) (0 301

) [A, B] = [0, T] = [0, 1].
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SOLUCION

(a)

Out[«]=

Expansion de la funcién u(x, t) en Wavelets de Chelyshkov fraccionarias:
1 1 3 141 £\\\*3
ulx, t) = (5 - 5 tanh( (x - ?))) (x, t) € [0, T]x[O, T] =[O0, 1]x[0, 1]

5

k1 M 2K-1 M+

(X, 1) = Upf(x, 1) = Z Z Z Z Caman m U)W (1)

n=0 m=0 n*=0m*=0

u(x, t) =~ [P o) .Cyne () (x, t) [0, TIX[0, T]

T T
Crmnt m*= f f WX, 1) Yy (). Yt () W (X) W(2) dx dit
0 0

T T
C= f f u(x, B [ O] [ (0] W () w (1) dx dit
0 0
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[A, B] = [0, 1]
T= 1
o= 1
k= 0
M = 3
n=0,--,2¢1= {0}
m=0,---, M= {0,1,2,3}

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢= (x) y Y (£)

nm

{n:O, 1,21 k=1,2, ...

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias a,.//,f’,o,‘l(x)

fa o) - { 21 2 Cunl2 ()" 1) |
0

m=0,1,---, M grado del polinomio

Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

-35x3+60x>—-30x+4 0<x<1

\3x(21x2-30x+10) 0=<x<1

V73 0=x<1

V31212 -306+10) 0<t<1

V78 0=<t<1

bt () { .
v (%) { .

¥ () = ,
U5 () { (;E (6=70x
wo |

11 —352+60t>-30t+4

Yoo (1) { 0

o) = %ﬁ ! { 0

S N56-702 0<t<1

Yoo (1) 0
s () { )
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, i n* m* ) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

T T
Crmn m= f f (X, D) Yre (). Yl (8) W () W() dx dit
0 0

T T
= f f U, £) [¥ OO G (0] W () W (1) dx it
0 0

t(l—l

° & — [ ° at:
we(x) aT" we(t) p—

Matriz de coeficientes:

0.0402389 0.0935306 0.135884 0.164883
0.0657396 0.158764 0.234392 0.285456
0.0735784 0.194863 0.299504 0.368111
0.066982 0.207692 0.346185 0.434349

(c) Aproximacion Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de u(x, f):

201 M 2K-1 M

@ U ) =ugrCe D= > 3T Comm me Ym0 Y (1)

n=0 m=0 n*=0m*=0
(C1) ux, ) = up(x, t) =

0_299504({8/§(6_7t)t2 0St<1)({(;/§(6—7x)x2 0sx<1)+

True True

0.368111({ N7 P 05f<1)({ V5 (6 -7 x) %2 05x<1)+

True 0 True

2 _ 2
0.194863 3t(21t 30 ¢+ 10) Ost<1)( N5 (6-7x)x Osx<1)+
True True
3 2 2
00735784({ —3563 4602 -30t+4 Ost<1)({\/§(6—7x)x Osx<1)+
True True
2 3
0.346185 ((6 0t 0<f<1]( 7 x 05x<1)+
True 0 True
0.434349 \/7t3 0<t<1)( V7 %3 Osx<1)+
' True 0 True
2 3
0.207692 \ft(zlt —30¢t+10) o<t<1)( J7 x Osx<1)+
0 True 0 True
3 2 3
0.066082 { 358 +6012-30¢+4 Ost<1)( \7 x 0sx<1)+
0 True 0 True
2 2
0.234392 5 6-70)t 0<t<1)( V3 x (21 X% =30 x + 10) Osx<1)+
0 True 0 True
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True 0 True

3 2
0.285456({()‘/7t °$t<1)({\/§x(2lx 30 x + 10) Osx<1)+

0.158764( V31212 -30t+10) 0=t< 1)
True

({ \V3x21x2-30x+10) 0=<x<1

) + 0.0657396
0 True

({—35t3+60t2—30t+4 Ost<1)( V3 x(21x% - 30 x + 10) 0sx<1)+
True 0 True

2 _ 3 2 _
0135884 V5 6-70¢ 0<t<1)({035x +60x?-30x+4 Osx<1)+

True True

0. 164883

7 t3 0<t< 1)({—35x3+60x2—30x+4 Osx<1)+
True 0 True

2
0.0935306 3”2“ 30 ¢+ 10) 05t<1)
True

({—35x +60x2-30x+4 0<x<1
0

) +0.0402389
True

({ —3583+60t2-30t+4 Ost<1)({ —35x34+60x>-30x+4 0sx<1)
0 True 0 True

(€.2) u(X, 1) = Uupjf(x, 1) = [ COIT.Cth e ()

{—35x3+60x2—30x+4 0<x<1
0 True

0 True

V5 6-7x)x% 0=x<1
0 True

{ﬁx3 0<x<1

0 True

{ \3x(21x*-30x+10) 0=x<1

u(x, t) ~

0.0402389 0.0935306 0.135884 0.164883
0.0657396 0.158764 0.234392 0.285456
0.0735784 0.194863 0.299504 0.368111
0.066982  0.207692 0.346185 0.434349
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{—35t3+60t2—30t+4 0<t<l1
0 True

{ \3t(212-30t+10) 0<t<1

0 True
{ V5 6-70 0=<t<1
0 True
{xﬁﬁ 0<t<1
0 True

Out[«]=

Error L.:
error—Lo, = MAX (|u(X, 1) — Uy (X, £)]) = 2.5924 X 1072
0<s<N ’
0<I<N
Error—L,:
N-1 N-1 .
error—L, = ( (s, ) — Upf (%, )2)2 = 5.94786 % 1072
s=0 [=0
Error—RMS:
1 N-1N-1 1
error—RMS = —— (Z Z u(xs, 1) — Ul (x,, 1)1?)z = 5.94786 x 10™*
Nx s=0 =0 ’
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2.2. Matrices Operacionales

2.2.1. Introduccion

En la formulaciéon numérica basada en funciones base ortogonales, una estrategia habitu-
al consiste en aproximar la soluciéon desconocida de una ecuaciéon en derivadas parciales
mediante una combinacién lineal finita de funciones bien escogidas. En el presente trabajo,
dicha base se apoya en Wavelets de Chelyshkov (y sus extensiones de orden fraccionario),
por su estructura local, su ortogonalidad y la conveniencia computacional que proporciona

al construir sistemas discretos.

Una vez fijada la expansién aproximada, el paso esencial para transformar el problema
continuo en un problema algebraico es disponer de representaciones matriciales para los o-
peradores que aparecen en la ecuacion diferencial. A estas representaciones se las denomina
matrices operacionales. La idea es que, si una funcion # que se aproxima mediante un vector
base ¢ y un vector de coeficientes C, entonces la acciéon de un operador lineal £ sobre u
pueda reescribirse aproximadamente como una multiplicacién por una matriz constante
dependiente solo de la base ([RAHI19], [MARAZ22]). En términos generales, si

[ u(x) ~ CT ¥(x) (2.2.1)
se busca una matriz P tal que
[ L{u() ~ T P¥(x). (2.2.2)

Esta filosofia permite que derivadas e integrales, incluyendo las fraccionarias, se convier-
tan en operaciones matriciales sencillas, facilitando asi su implementacién con técnicas de
colocacion o proyeccion tipo Galerkin; llegando a sistemas algebraicos resolubles numéri-

camente.
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2.2.2. Conceptos Preliminares

Se introducen las definiciones de la matriz operacional de integracion fraccionaria de
Riemann-Liouville, con la construccion de dicha matriz como la matriz operacional producto
asociadas a la base Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¥(x) (|[RAHI19], [MARA22].

Posteriomente, se dardn las expresiones de las respectivas matrices y el operador frac-
cionario que servirin de base en el disefio del método numérico eficiente basado en un
método de colocacion compuesto que utiliza las Wavelets de Chelyshkov de orden frac-

cionario para resolver numéricamente la ecuacion en deriadas parciales.

2.2.2.1. Matriz Operacional de Integracién de Riemann-Liouville

Sea a > 0. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville (R-L) de orden « aplicada a una

funcién suficientemente regular f se define por
1 o
I I"fx)= — f (x—-5)"" f(s)ds, xe [0,1], (2.2.3)
I'(@) Jo

donde I'(+) es la funcion Gamma. Esta definicién generaliza la integral clésica, en el sentido
de que para a = 1 se recupera la integral usual y para @ = n € N se obtiene la integral itera-

da n veces.

En un método basado en expansion en una base finita, interesa representar la accion de

I“ sobre el vector base. Considérese una aproximacion

| fo) ~ T (), (2.2.4)
con ¥(x) = [1(x), ..., ¥n(x)]7. Siexiste una matriz P € RN*N tal que
[ 17¥(x) ~ P@ W(x), (2.2.5)

entonces se obtiene directamente
[ 17 fx) ~ CTI"W(x) ~ CT P@ %(x), (2.2.6)

La matriz P“ se denomina matriz operacional de integracién fraccionaria de Riemann-
Liouville asociada a la base V. Su construccion depende del tipo de base. En el caso de
Wavelets, se explota normalmente su definiciéon por tramos y su representacién polindémica
local para evaluar integrales del tipo anterior y proyectar el resultado sobre el mismo sub-

espacio generado por V.

Cuando el dominio temporal se toma como [0, T], se utiliza la forma escalada del

operador:
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1
I I"fHy= — f“(x—r)“1 f(ydr, e [0, T]. (2.2.7)
I'la) Jo

En la préactica, existen dos opciones equivalentes: trabajar directamente en [0, T] con-
struyendo una base yr(t), o realizar el cambio de variable t = T para llevar el problema a
[0, 1]. Este escalado introduce factores de T“ en la integral fraccionaria, de manera que, si
f@ = f(T), se tiene

[ I f(Ti)= T8 F) . (2.2.8)

Esta observacidn es util porque permite reutilizar una matriz operacional calculada en
[0, 1] y adaptada al intervalo [0, T] mediante un factor de escala, tal como se hace habitual-

mente en esquemas Wavelet en tiempo y en espacio.

2.2.2.2. Relacion Operador-Matriz

El objetivo de este apartado es fijar con claridad la relaciéon “operador-matriz” que se
utilizar4d posteriormente en la discretizacion. Si ¥ es el vector base en [0,1] y

V =¥y, ..., ¥n), el procedimiento para obtener P® consiste en imponer que el residuo:

| R(x) = I*¥(x) — P9 ¥(x) (2.2.9)
sea pequefio en un sentido apropiado, por ejemplo en el producto interno L? (proyeccién
tipo Galerkin) o en un conjunto de puntos de colocacién (colocacion).

En una formulacion tipo Galerkin, una forma natural es imponer
N
| <I" v - Zpﬁ(j) i, wl>:o, I=1, .., N, j=1, .., N. (2.2.10)
i-1

Esto conduce a sistemas lineales donde aparece la matriz de Gram de la base. Cuando la
base es ortogonal o “casi ortogonal” en su subespacio, el cdlculo se simplifica notablemente.

En una formulacién por colocacién, se seleccionan puntos {x,} Y, en [0, 1] (por ejemplo

nodos tipo diddico o nodos asociados a la base), y se impone
[ I1°%(x,) =P ¥x,), r=1, .., N, (2.2.11)

lo que permite construir P“ evaluando integrales y resolviendo un sistema lineal. En el
contexto de colocacién compuesta con Wavelets fraccionarias, esta via resulta especialmente
adecuada porque la estructura por tramos de la base produce sistemas con buena estructura

computacional.

Para el intervalo [0, T] el planteamiento es andlogo. Si se define un vector base temporal
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Y (t), se busca una matriz P 5‘3) tal que
[ 19UL(t) ~ PO W) (2.2.12)
Si se trabaja mediante el cambio t = T %, puede expresarse directamente
[ P = T p@ (2.2.13)

siempre que Y 7(t) sea la version escalada de la base en [0, 1]. Esta relacion es tutil para man-
tener una notacion uniforme entre el operador espacial y el operador temporal en los capitu-

los aplicados.

2.2.2.3. Construccion de la Matriz Operacional Fraccionaria

Cuando la base ¥ se elige como Wavelets de Chelyshkov (o Wavelets de Chelyshkov de
orden fraccionario), la construccién de P@ se apoya en dos hechos. En primer lugar, cada
Wavelet estd soportada en un subintervalo pequefio, de manera que las integrales implicadas
se evaluan localmente. En segundo lugar, dentro de cada subintervalo la Wavelet se expresa
como un polinomio (o una combinaciéon de potencias fraccionarias), lo que permite com-

putar de forma explicita o semiexplicita la integral fraccionaria.
Si u(x) ~ CT ¥(x) y ¥ es una base de Wavelets fraccionarias en [0, 1] o en [0, ), se define
la matriz operacional P® por

[ 17 W(x) ~ P ¥(x). (2.2.14)

En términos practicos, esta matriz se obtiene proyectando I ; sobre el subespacio genera
do por ¥, ya sea por Galerkin o por colocacion. En los desarrollos basados en Wavelets de
Chelyshkov fraccionarias, es habitual construir primero la expansion de Iy en la base y
luego ensamblar los coeficientes en la matriz P®. Este objeto es el que permite reemplazar
el operador integral fraccionario por una multiplicacién matricial y, en consecuencia, re-
ducir la ecuacion diferencial fraccionaria (o el término fraccionario dentro de una PDE) a

un término algebraico en el sistema final.

En problemas bidimensionales, la idea se extiende mediante productos tensoriales. Si
[ uCx, t) =~ Ax)" QA®), (2.2.15)

y se requiere aplicar I { sobre la variable espacial, se obtiene una representacién del tipo
[ I u(x, ) ~ AX)T P@ QA®), (2.2.16)

mientras que, si el operador acttia en el tiempo,
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[ I u(x, ) =~ AX)T QP A®), (2.2.17)

Este esquema es el que hace viable el paso de PDE (o FPDE) a un sistema algebraico en la
matriz de coeficientes () , tal como se plantea en el enfoque de colocacién compuesta con
wavelets fraccionarias ((MARA22]) y en desarrollos relacionados ([RAHI19]).

2.2.2.4. Matriz Operacional Producto C de W(x)

En PDE no lineales, ademas de operadores lineales (derivadas e integrales), aparecen
productos de funciones, por ejemplo u?2, uu, o f(u), tras aproximar u mediante una expan-
sion en la base Wavelet, estos términos requieren una representacion adicional para per-
manecer dentro del mismo subespacio discreto. Por ello se introduce la matriz operacional

de producto.

Sea

| u(x) =~ CT y(x), v(x) ~ DT y(x). (2.2.18)
Entonces el producto u(x) v(x) se expresa como

I u(x) v(x) = (C* Y () (D" ¥(x)) = ¥(x)" (CD") y(x) (2.2.19)

lo cual no es, en general, una combinacién lineal directa de las ¢;. La idea consiste en aproxi-
mar el producto de componentes de la base por una combinacion lineal dentro del mismo

espacio:
N
W) Y)" = > Cei (), (2.2.20)
k-1

o de forma equivalente, construir una matriz C tal que, para un vector de coeficientes C,
[ u(x?? = T ¢ w(x) (2.2.21)

donde C depende de C'y de integrales de productos triples de funciones base. En una formu-

lacion tipo Galerkin, los elementos se obtienen a partir de integrales de la forma

1
I LWi(x) Yi(x) Yi(x) dx (2.2.22)

que actuan como “coeficientes de acoplamiento”. En una formulaciéon por colocacion, es
habitual evaluar ¢ (x) en los nodos, computar el producto punto a punto y proyectarlo de
vuelta al subespacio mediante un sistema lineal. Esta segunda alternativa suele ser mas

directa en implementacién y se adapta bien a la estructura por tramos de las Wavelets,
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ademdas de mantener matrices con alta dispersién de ceros, lo que beneficia el coste computa-

cional.

Este paso es esencial para tratar los términos no lineales en el método Wavelet de
Chelyshkov, puesto que permite cerrar el sistema discreto en los coeficientes sin abandonar
el espacio de aproximacién. En la practica, tras introducir C, la PDE no lineal se convierte
en un sistema algebraico no lineal, que se resuelve con métodos iterativos como Newton o
variantes cuasi-Newton, tal como es habitual en este tipo de aproximaciones ([RAHI19],
[MARA22)).
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2.2.3. Operador Integral Fraccionario de Riemann-Liouville

Se desea deducir la expresién del operador integral fraccionario de Riemann-Liouville
aplicado a las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias J"[wi’;‘,’l(x)], y posteriormente construir

una matriz operacional de integracion fraccionaria de Riemann-Liouville P’ de orden S.

Se derivard la matriz operacional en términos de las funciones beta regularizadas. Las

funciones beta regularizadas son funciones hipergeométricas tipicas. ((NGO22], [ERMAZ23]).

e Definicion 2.2.1. Funcién Beta Regularizada. ([NGO22]|, [ERMAZ23)).

Se define la funcién Beta regularizada I(x; a, b) (regularized beta function) por la expresion:

I(x;a,b)= —— (2.2.23)

I B(x; a, b)
a, b)

donde la funcion beta incompleta es
X
I B(x;a, b) = f a1 -0tdt. a>0, b>0, 0<x=<1 (2.2.24)
0

y la funcién beta completa

['(@)I'(b)
B(a, b) = ———. (2.2.25)
I'(a +b)
La funcion beta regularizada con cuatro argumentos se define como:
[ I(x, y;a, b) = I(x; a, b) — I(y; a, b). (2.2.26)

Las funciones de Mathematica que calculan la funcion Beta regularizada son:

Mathematica

Beta[x, a, b] By(a, b)
I(x; a, b) = BetaRegularized[x, a, b] = =
Betala, b] B(a, b)

I(x, y; a, b) = I(x; a, b) — I(y; a, b) = BetaRegularizedly, x, a, b]
= BetaRegularized[x, a, b] — BetaRegularized[y, a, b].
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® Ejemplo 2.2.1.

Sean las siguientes funciones Beta regularizada:

BetaRegularized|x, a, b]
(i) I(x;a, b) = { Beta(x,a,b)
Beta(a,b)

BetaRegularized|y, x, a, b]

(i) Itx, y;a, b) = { BetaRegularized|[x, a, b] — BetaRegularizedl[y, a, b]

Calculense las funciones Beta regularizada indicadas para los valores de los parametros asi

como su representacion grafica en el intervalo x € [-1, 1], y = 2.
(@A) a=1,b=3.

(b) a=0.5b=23.

Indicacion:
(a)
= Beta[x,a,b] .
Beta[a,b] = BetaRegularized[x, a, b]
f0) fx)
A A
: : : — X : : : — X
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.5 1.0
_2 _2
—4 -4
-6 -6
SOLUCION
(a)
Out[«]=
Beta (x, a, b) 3
{I(x;a,b): — =,1-(1-Xx) }
Beta (a, b)

out[]=
{BetaRegularized[x, a, b] =, 1 - (1 - x)°*}
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Out[«]=
— Beta[x,a,b]
Beta[a,b] = BetaRegularized|[x, a, b]
f0 fx)
A A
-1.0 -0.5 0.5 1.0 - -1.0 -0.5 0.5 1.0 -
2} 2l
-4} -4}
-6 -6
Out[«]=
{1y, xa,b)=, A-y* -1 -x7
Out[«]=
{I (», x; a, b) = BetaRegularized|[x, a, b] — BetaRegularized[y, a, b] =
,(1-y* -1 -x7%
Out[«]=
= Beta[x,a,b]
Beta[a,b] = BetaRegularized[x, a, b]
f) fx)

(b)

Out[«]=

Out[«]=

{I (x;a,b) =

Beta (x, a, b)
Beta (a, b)

=, 0.9375B,(0.5, 3)}

{BetaRegularized[x, a, b] =, (0.5, 3)}
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Out[«]=
— Beta[x,a,b]
Beta[a,b] = BetaRegularized|[x, a, b]
Jfx) fo
A A
0.8 0.8}
0.6+ 0.6}
04} 04}
0.2 0.2
1 1 1 1 1 o X L o o L o '
02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0
Out[«]=
{I(y, x;a,b) =, I(0.9, 2)}
Out[«]=
{I(y, x; a, b) = BetaRegularized|[x, a, b] — BetaRegularized|y, a, b] =
, 1,(0.9, 2) = I,(0.9, 2)}
Out[«]=
= Beta[x,a,b]
“Betalab] = BetaRegularized[x,a,b]
J) fo
X
=201 =201
—40} —40}
—-60r1 —-60r1
-8ol -8ol
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Se establecen algunas propiedades de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville rela-

cionadas con la funcion beta regularizada I(x; a, b)

1. Si 5 es un nmero real no negativo:
rv+1)

r(v+—ﬁ+1) VB [1 - I(;CC; v+ 1, ,3)] Ue(X). (2.2.27)

I TP pe()] =

2. Parav> f—-1> -1y n =[f]secumple:

ro+n ., [1 _I(

DPIx’ . -
I [x” pe(x)] To_ B+ D)

C
Civ—n+1,n- ,3)] L1e(%) (2.2.28)
X

siendo u.(x) la funcién paso unitario:

1 x=c
I :uc(x):{

0 x<c
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2.2.3.1. Célculo del Operador Integral Fraccionario de Riemann-Liouville de la
Wavelet Chelyshkov Fraccionaria

Se definen dos teoremas que proporciona la féormula exacta para el operador integral
fraccionario de R-L de la Wavelet de Chelyshkov fraccionaria en términos de las funciones

beta regularizadas.

v Teorema 2.2.1.Operador Integral Fraccionario de R-L de la Wavelet Chelyshkov
Fraccionaria. (@ >0, n > 0) ([NGO22], [ ERMAZ23)).

Sea YT (x) = (¢ (x)} el vector de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de grado M de

dimensién m* = 2K (M + 1), y sea « > 0, entonces el operador integral fraccionario JB tiene la

expresion:
0 X=<C
Flyle|=4 Ux) c<x<c (@>0,n>0) (2.2.29)
Vix) x=c;
donde
' M-m s+m s+m 2ar
= 2 _\Stm-r
Ux) = 2m+1zzZas,mZ( ) )TM( n)
=0 (2.2.30)
INar+1) c
X ———————— X [1—1(—1;ar+ 1, ,8)]
INar+p+1) X
‘ M-m s+m S+m Jar
Vi =2m+12: ) agm Z( ) )(T‘” (_n)s+m-r)
s =0 (2.2.31)
I'lar+1) c
X ———8M8— x‘”*ﬁI(—z, —1; ar+1, ,8)
INar+1+p) X X
siendo c; y ¢;:
1 1
n\, n+1\.
= T(_k) C = T( X ) . (2.2.32)
2 2

v Teorema 2.2.2.Operador Integral Fraccionario de R-L de las Wavelets Chelyshkov
Fraccionarias. (¢ >0,n=0). ([NGO22], [ ERMAZ23]).
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Sea ¥T(x) = (Y[ (x)} el vector de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de grado M de

dimension m* = 2¥ (M + 1), y sea @ > 0y n = 0, entonces el operador integral fraccionario J#

tiene la expresion:

0 X<
TP [ypm@0)] = { Ux) c,=0<x<c, (@>0,n=0) (2.2.33)
Vi) x=c
donde
M-m k (m+s)
k 2 INa(m+s)+1)
UXx)=\2m+1 22 Z s m x( x““"*s)*B) (2.2.34)
= T ) \T(@(m+s)+B+1)
L M-m 2k(m+s)
Vix)=+2m+1 22 Z g m e
50 (2.2.35)
INa(m+s)+1) c
X( x@ mA9+p (I(—2; a(m+s)+1, ,8)))
Na(m+s)+pL+1) X
siendo ¢; y ¢;:
(a>0,n=0)
(2.2.36)

Observaciones 2.2.1.

(i) El operador integral fraccionario J? [t/f,f’f;l(x)] aplicado a la Wavelets de Chelyshkov

' 1 1
fraccionarias , define una funcion en el intervalo [T(% )5, T(”Z—J;1 )) U [T( n; )", T]

(ii)) SiT =1, @ = 1, el intervalo es

Plyiae] €[5 5V 1]
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® Ejemplo 2.2.2. Operador Integral Fraccionario de las Wavelets de Chelyshkov Frac-

cionarias.

Sean las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias ¥ (x) como funciones definidas por interva-

los con los parametros k, M.

(i) Calculense las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢1'%(x) y la integral fraccionaria

de Riemann-Liouville de orden « aplicando las definiciones dadas:

: 1
N R R S
0 Resto

= Definicidn de integral fraccionaria de Riemann-Liouville:
L= n] = 5 [Tlee- 0 un]de (@ >0)  (definicion)

= Operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de -5 (x):

2t )a )(definici()n por partes)

L, =JF [lﬁrT,’fé(x)] (Teoremas del Operador Integral Fraccionario de R-L de la Wavele

Chelyshkov Fraccionaria para (@ > 0, n =0) y (@ > 0, n # 0).
(ii) Represéntense las graficas de la funcion ¢1-2(x) y las integrales I, I.
(iii) Créese una tabla con los datos x, I;(x), I,(x) para x € [0, 1].
(@) k=0,M=2 p=1 [A,B]=1[0,T]=1[0,1] T=1,a=1
b) k=1,M=2 B=1 [AB]=[0,T]=1[0,1] T=1a=1.

() k=2,M=2 B=1 [ABl=[0,TI=1[0,1 T=1a=1.

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon

153



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

SOLUCION
(a)
Operador Integral Fraccionario de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{T, a} = {1, 1}
{k, 2K} = {0, 1} (maxima resolucion)
M = 2 (méx. grado polinomio)
m'=2k(M+1)= 3 Dimension B8={y}
Bl = {1)
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(a) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias glax)

{ 0 True
TT,a(x): \/5(4—5x)x 0<x<1
0 True
V5x2 0=sx<1
0 True

(b) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

10x>-12x+3 0<x<1

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

L = JP¥ ()] =

L =JP[9" )] =

Wik Wik

é x>1
1x(10x*-18x+9) 0<x=<1
% x>1
&\/?xz O0<x=<1
% x>1
AEE |

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de wi’,‘;:

x>1
x(10x*-18x+9) 0<x<1

1
NG x>1
_ X (5x-6)

NG 0<x=<1

x>1

3

Sels

X

O0<x=<1

w
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— U5 ()
om0
%
} } b X
0.6 8 1.0
— Jlygp )] — TPy ()]

I = IRyl (0] L = IRl (x0)]

0.4F 0.4+

0.3} 0.3+F

0.2F 0.2+

0.1F 0.1f

0.2 04 06 0.8 1.0 02 04 06 0.8 1.0

X I (x) L (x)
0. 0 0
0.1  0.243333  0.243333
0.2 0.386667 0.386667
0.3 0.45 0.45
0.4 0453333  0.453333
0.5  0.416667  0.416667
0.6 036 0.36
0.7 0303333  0.303333
0.8  0.266667  0.266667
09 027 0.27
1. 0.333333  0.333333
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— Yp1 (%)
nm ()
A
1.0F
0.5¢F
. . . X
_ostk 02 04 0.6
-1.0F
-1.5F
— Plgt @] — TPy (0]

I = TPyl ()] L =Pyl (x)]

0.6+ 0.6+

0.4+¢ 0.4+

0.2¢ 0.2}

+ + + + + X + + + + + X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X I (x) L (x)
0. 0 0
0.1 0.0317543 0.0317543
0.2 0.11547 0.11547
0.3 0.233827 0.233827
04 0.369504 0.369504
0.5  0.505181 0.505181
0.6  0.623538 0.623538
0.7  0.707254 0.707254
0.8  0.739008 0.739008
0.9  0.701481 0.701481
1. 0.57735 0.57735
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— Ypz (%)
nom(0)

A
1.5}
1.0t
0.5t

X
— JPlyg; ()] — JPlyos ()]

L = Iy (0] L =T [y 0]

0.6} 0.6}

0.4 0.4+1

0.21 02+

X
X L (x) I (x)
0. 0 0
0.1 0.000745356 0.000745356
0.2 0.00596285 0.00596285
0.3 0.0201246 0.0201246
04 0.0477028 0.0477028
0.5 0.0931695 0.0931695
0.6 0.160997 0.160997
0.7 0.255657 0.255657
0.8 0.381622 0.381622
0.9 0.543365 0.543365
1. 0.745356 0.745356
Gréficas de la funcion c,l/,Tl, (%) y las integrales I; e .
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Out[«]=
— JPlygp ()] — JPlyop (0]
I = JP [y ()] L = TPyl
13 t t } } } 13 t t } } } x
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
— JPlygi ()] — Jlyo1 W]
L = TPy ()] I = JP[y 56 ()]
0.6
05 0.4
el e x
—0.5F 0.2 0.4 0.6 0.8\ 110 0.2
-1.0¢ !
15t 1 1 1 X
: 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
— 1,1
Vii2 09 — Il ] — Il )
T,
V) 1 = TPy L] 1, = P YL )]
1
0.6 0.6
Lo | 0.4 0.4
Lo | 0.2 0.2
0.5} | : A : AT
D " 02 04 0.6 08 1.0 |0204060810x
02 04 06 08 1.0
(b)
Operador Integral Fraccionario de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
[A, B] = [0,1] (intervalo x)
{T,a}= {1, 1}
{k, 2%} = {1,2} (méaxima resolucién)
M = 2 (méx. grado polinomio)
m'=2kM+1)= 6 Dimension B={yy}
{B}= {1}
(a) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gl x)
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{\/5(4Ox2—24x+3) 0<x<;
0 True
{4\/6(2—5x)x 0<x<;
0 True
{4 10 0=x<3
W () = 0 True
{\/5(40x2—64x+25) %sx<1
0 True
{\/g(—20x2+28x—9) S=x<1
0 True
{\/E(I—Zx)2 %sx<1
0 True

(b) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

1
ﬁ 2x>1
2 V2 x(@0x2-36x+9) 0<x=<-

1
ﬁ 2x>1
2 2 1
4 5(3 5x)x 0<xs§
3
2 1
3 X=3
3
—4\/;—0)‘ 0<xs%
= tel= | o1
342
80x°-192 x*+150x-37 1
N2 -<x=1
1
% x>1
(1-2x*(10x-11) 1
- NG 2<x<1
\/?
2
T x>1
1 /s _13 1
3 \/Z(Zx 1) > <x=<1

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de %Tz,’gﬁ
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| =

&

1
X>2

Wil W

A2 x(40x2-36x+9) O0<x=<
1

1
X > =
G 2

—4 \/gxz(Sx—S) 0<xs§

N =

3 x>
SRR
3 ~ 2
T, —
=)= | o1
342
2x-1)(40x*-76 x+37) 1
S <X=
32 S <X 1
1
—= >
NG x>1
~1)% (10 x—
_@2x 1)\%0x 11) %<xsl
x>1
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— Ui )

/
1
M 06 08 1.0

— PPlgs )]

I = TPyl (x)]

— JPlygs )]

L =Pyl (x)]

0.25¢ 0.25¢
0.20 ¢ 0.20 ¢
0.15¢ 0.15¢
0.10 0.10
0.05 0.05
0.8 1.0 0.8 1.0
X I(x) I (x)
0. 0 0
0.1 0.273415 0.273415
0.2 0.320555 0.320555
0.3 0.254558 0.254558
0.4 0.188562 0.188562
0.5 0.235702 0.235702
1 1
0.6 ive e
1 1
0.7 m m
1 1
0.8 vz ﬁ
1 1
0.9 vz ﬁ
1 1 1
’ 342 342
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— Y51 ()

0.8 1.0

— Jlygr (0]

I = TPyl (x)]

— Jlygn (0]

L =TP[y e (x0)]

0.4t 04+
0.3F 0.3F
0.2F 0.2}
0.1F 0.1F
0.2 04 06 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x L (x) L (x)
0. 0 0
0.1 0.0816497 0.0816497
0.2 0.261279 0.261279
0.3 0.440908 0.440908
0.4 0.522558 0.522558
0.5 0.408248 0.408248
1 1
0.6 NG NG
1 1
0.7 NG NG
1 1
0.8 N N
0.9 1 1
‘ V6 V6
1 1 1
‘ V6 V6
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— Y5 (%)

T,
nm(X)

2.5¢
2.0¢
1.5¢
1.0
0.5¢

0.2 0.4

0.6 0.8 1.0
— Pyl )] — Plyo; )]

L = TP (Y (0] L = IP [y ()]

04F 0.4F

0.3} 0.3

0.2+ 0.2

0.1t 0.1

02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0

x L(x) LX)
0. 0 0
0.1  0.00421637  0.00421637
0.2 0.033731 0.033731
0.3 0.113842 0.113842
0.4 0.269848 0.269848
0.5 0.527046 0.527046

0.9 g
5

e e e e R e
SRRV [SRNT [SRRE SRR [SRREI
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— Y1p (%)

0 1.0
_1 L
— Jlyrp )] — JP[Y1p (0]

I = TPy (0] L = JP[y 0]

0.25¢ 0.25¢

0.20¢ 0.20

0.15¢ 0.15¢

0.10¢ 0.10}

0.05F 0.05¢

02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0

X I (x) L (x)
0. 0 0
0.1 0 0
02 0 0
03 0 0
04 0 0
05 0 0
0.6 0273415  0.273415
0.7  0.320555  0.320555
0.8  0.254558  0.254558
09  0.188562  0.188562
1. 0.235702  0.235702
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T«
n,m

m(X)

— Y11 (%)

X
0.2 0.4 0.6 0.8 110
—1f :
Y i
— JPlyrt ()] — JP[y11 (0]

I = TPyl (0] L =JPyle )]

04+F 0.4+

0.3F 0.3F

0.2+ 0.2+

0.1F 0.1f

b . !
0.2 04 06 0.8 1.0 0.2 04 06 0.8 1.0

X Li(x) L (x)
0. 0 0
01 0 0
02 0 0
03 0 0
04 0 0
05 0 0
0.6  0.0816497  0.0816497
0.7  0.261279 0.261279
0.8  0.440908 0.440908
09  0.522558 0.522558
1. 0.408248 0.408248
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— Y1) ()

T,
nm(X)

2.5¢
2.0¢
1.5¢
1.0
0.5¢

0.2 0.4

— Il ()] — JP[y1; (0]

I = IPly e (0] L = TPy 0]

0.4F 0.4+

0.3F 0.3F

0.2F 0.2F

0.1F 0.1f

0.2 04 06 0.8 1.0 0.2 04 06 0.8 1.0

X L (x) L (x)
0. 0 0
01 0 0
02 0 0
03 0 0
04 0 0
0.5 0 0
0.6 0.00421637 0.00421637
0.7 0.033731 0.033731
0.8 0.113842 0.113842
0.9  0.269848 0.269848
1. 0.527046 0.527046
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Graficas de la funcion Lp,fﬁl(x) y las integrales I; e L.

Out[«]=
— Yoo (%) — TPl ()] — Tlygh ()]
T,
(%) I = TPyl ()] L = JP[yle ()]
3 [
2 L
T\ /
e X e L. P ¢
—1F 0. 4 06 08 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
— — JPlyor (] — JPlyo1 (0]
Y (x) I = TPy 0] L = IRy (0]
1 L
+ X
1} 020
ot 3 + + + + ‘ X 13 + + + ‘ + X
0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
— Jlys (0] — FPlygz 0]
T,«x
(X
Unim() I = 1Py (0] L = [y (x)]
1
3(5) 1 0.4 0.4
Tt \ 0.3 0.3
Lok . 0.2 0.2
sk ! 0.1 0.1
: N N 1 N N N x 13 + t t t t x 13 + t t t t x
02 04 06 08 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
— Y1 (%) — TPl ()] — JYts )]
T,
W (X) I = TPyl (0] I = TPyl (x)]
3t 0.25 0.25
0.20 0.20
2F 0.15 0.15
1k 0.10 0.10
! 0.05 0.05
- - : : — X X : X
—1F 0.2 04 0.6 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
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— Y11 — Py @] — Py @]
Wl (x) I = TPy L = JP[yi (0]
1k 0.4 0.4
0.3 0.3
T X 0.2 0.2
_2 P 1 F X F X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
— 1,1
¥r2 09 — Iyl ) — k)
T,
V() I = PPt (] 1, = PPyt o]
2.5¢
20} 03 03
1.5¢ : :
Lok 0.2 0.2
o5t 0.1 0.1
’ . . . Lo 13 X 13 X
02 04 06 08 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(©)
Operador Integral Fraccionario de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{T,a} = {1, 1}
{k, 2K} = {2,4} (maxima resolucion)
M = 2 (méx. grado polinomio)
m*=2(M+1)= 12 Dimension B={y}
{B}= {1}
(a) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gha(x)
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{320x2—96x+6 0<x<3
0 True
{—32 3x(5x—1) 03x<}l
0 True
{32 5% 0=x<3
0 True
{320x2—256x+50 L =x<3
0 True
{—2\/5(80x2—56x+9) L=x<3
0 True
{2\/§(1—4x)2 isx<§
$T () = 0 True
{320x2—416x+134 Ss=x<?
0 True
{—8\/5(20x2—24x+7) S=x<2
0 True
{8\/§(1—2x)2 %sx<§
0 True
{320x2—576x+258 2sx<1
0 True
{—2\/5(80x2—136x+57) 2<x<1
0 True
{2\/3(3—4x)2 2sx<1
0 True

(b) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:
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L = JP¥ ()] =

——
Wik N =

1
6
&3"3 ~128x% + 50 x — &

(320 x> — 624 x> + 402 x — 85)

1
6
%)‘3—288x2+258x—§ 3 cx<1

4x>1

win o=

x(160x*-72x+9) 0<x<

NG

1
m 4x>1

16 (3-10 x) x>
—— 0O<x=<
\3

NG

1
— >
™G 2x
(1-4x?%(20x-11) 1
—_—— -_ < —_
23 2 SX=3
B

o x>

s V5 @x-1p

1
m 4x>73

8(1-2x°%(5x—4) 1 3
- s = < =

A5
6
;s @x-1p

2 4
1

m x>1

(3-4x)?(20x-21) 3
———— - <<X=<
e 7 <X 1

\5

T x>1

é\/g(4x—3)3 §<xs1

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de w,f,’f;l:

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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1 1
6 x>
2x(160x*-72x+9) 0<x=<;
1 1
—2\/3 X>Z
16 x* (10 x-3) 1
- NS 0<xs4
A5 1
. x>
32 /5 X 1
3 0<XSZ
1 1
6 x>
- (4x- x° - X+ —<Xx<-
S (4x-1)(160x* - 152x+37) 5 :
1 1
—2\/5 x>5
@x-1>20x-11) 1 1
- T3 ] <X=<3
N5 1
{ 6 X>3
1\ 5ax-13 t<x<t
I2:J(ﬁ)[\PT,a(x):|: . 6 4 2 3
6 X>3
12x-1)(160x2-232x+85) +<x=<?
3 2 4
1 x> 3
243 4
82x-1)*(5x-4 1 3
B S— S <Xx=<j
5 3
6 X=>43
5 0ex-13 fax<?
3 2 4
: x>1
S (4x-3)(160x* -312x+153) 2 <x=<1
1
m x>1
(4x-37@20x-21) 3
— N 4<x<1
% x>1
c5(@x-37% 2<x=1
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— Ui )

T,

am ()

A

5

4.

3 £

2.

1 - A

/. . . L.

—1¢t \9(2 0.4 0.6 0.8 1.0

— Ty (0]

I = TPyl (x)]

— Ty (0]

L =TP[y e (x0)]

0.20 0.20
0.15¢ 0.15¢
0.10§ 0.10
0.05 0.05
i i i i i X i i i i i X
02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0
X Il(X) IZ(X)
0. 0 0
0.1 0.226667 0.226667
0.2 0.133333 0.133333
1 1
0.3 A A
1 1
0.4 g g
1 1
0.5 g g
1 1
0.6 A A
1 1
0.7 g E
1 1
0.8 A A
1 1
0.9 A A
1 1
1. g g
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— Yp1 (%)
L (x)
A
2 L
1
_1f 0.4 0.6 0.8 1.0
_2 L
_3 L
— Jlygr (0] — JPlyg1 0]
I = TPy Te (x)] L =TP[y e (x0)]
0.3} 0.3}
0.2+ 0.2¢
0.1¢ 0.1}
02 04 06 0.8 1.0 02 04 06 0.8 1.0
x L(x) I (x)
0 0 0

0.1 0.184752 0.184752
0.2 0.369504 0.369504

03 = ﬁ
0.4 ﬁ ﬁ
0.5 ﬁ ﬁ
0.6 ﬁ ﬁ
07 = ﬁ
08 = ﬁ
09 = ﬁ
L5 PR
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— s (%)
L (x)
1
3 ;
1
2t 1
1
1
1t 1
1
1
X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
— Jlygs (0] — JPlygz 0]
I = TPyl (0] L =Pyl (x)]
0.3t 0.3t
0.2¢ 0.2+
0.1+ 0.1F
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X Il(X) IZ(x)
0. 0 0
0.1 0.0238514  0.0238514
02  0.190811 0.190811
A5 5
0.3 p g
A5 5
0.4 - :
\5 \5
0.5 = =
A5 5
0.6 - :
A5 5
0.7 - °
A5 A5
0.8 - :
A5 5
0.9 - °
1 e N5
: 6 6
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— Y1p (%)
L (x)
A
5 £
4t :
3 r 1
1
2F 1
1t : /.
b 02 \Q/ 0.6 08 1.0
— Jly1s (0] — JPly1p 0]
I = TPy Te (x)] L =TP[y e (x0)]
0.20F 0.20t
0.15 0.15¢
0.10F 0.10 ¢
0.05F 0.05¢t
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X Il(X) IZ(X)
0. 0 0
0.1 0 0
02 0 0
0.3  0.193333 0.193333
04 0.8 0.18
0.5 0.166667  0.166667
1 1
0.6 < :
1 1
1 1
0.8 : :
1 1
0.9 . :
1 1
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— Y11 (%)

0.2

0.8 1.0

— Jly11 (0]

I = TPyl (x)]

— Jly11 (0]

L =TP[y e (x0)]

0.31 0.3¢
0.21 0.2t
0.1 0.1t
02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0
X Il(X) IZ(X)
0. 0 0
0.1 0 0
0.2 0 0
0.3 0.057735 0.057735
04 0.311769 0.311769
0.5 0.288675 0.288675
1 1
0.6 m m
1 1
0.7 m m
1 1
0.8 o N
1 1
0.9 m m
1 1 1
’ 243 243
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— Y1) ()

0.8 1.0
— Jlyrz ) — Pz ()]
L = TPyl L = Il (0l
0.3 03¢
0.2t 0.2+
0.1} 0.1F
02 04 08 1.0 02 04 06 08 1.0
X I,(x) L (x)
0. 0 0
01 0 0
02 0 0
0.3  0.00298142  0.00298142
04  0.0804984 0.0804984
0.5  0.372678 0.372678
V5 V5
0.6 = =
A5 A5
0.7 ; ;
V5 V5
0.8 = =
A5 A5
0.9 - -
1 A5 A5
: 6 6
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— Y2 )
nm ()
A
5 L
4 E
3 L
2 L
! J
1 02 04 ok/ 08 10
— 3 ) — Pl ()]
L =Tyl L =T [yl
0.20 0.20
0.15¢ 0.15¢
0.10f 0.10¢
0.05¢ 0.05¢
i X
02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0
X Il(X) IZ(X)
0. 0 0
0.1 0 0
0.2 0 0
0.3 0 0
0.4 0 0
0.5 0 0
0.6 0.226667 0.226667
0.7 0.133333 0.133333
1 1
0.8 A A
1 1
0.9 A A
1 1
1. g E
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— Y5 ()

— JFlyh (0]

I = TPyl (x)]

— JFlyh (0]

L =TP[y e (x0)]

031 0.3+
0.21 0.2t
0.1 0.1t
02 04 06 08 1.0 02 04 06 08 1.0

X Il(X) IZ(X)

0. 0 0

0.1 0 0

0.2 0 0

0.3 0 0

04 0 0

0.5 0 0

0.6 0.184752 0.184752
0.7 0.369504 0.369504

1 1
0.8 ; m
1 1
0.9 ﬁ m
1 1 1
243 243
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T,
nm(X)

— Yy ()

0.2

0.4 1.0

— TPy (0] — JPlyys )]
I = TPyl (0] L =Pyl (x)]
0.3t 0.3t
0.2¢ 0.2+
0.1+ 0.1F
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x L (x) L (x)
0. 0 0
0.1 0 0
0.2 0 0
0.3 0 0
0.4 0 0
0.5 0 0
0.6 0.0238514 0.0238514
0.7 0.190811 0.190811
\5 \5
0.8 = =
A5 A5
0.9 p g
1 A5 e
: 6 6
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T,
nm(X)

=N W s W

— Y3 )

— JPlYEs (0] — JP[y3p (0]

I = TPyl (0] L =JPyle )]

0.20 0.20 ¢

0.15¢ 0.15¢

0.10f 0.10f

0.05} 0.05}

0.2 04 06 0.8 1.0 0.2 04 06 0.8 1.0

X Li(x) L (x)
0. 0 0
01 0 0
02 0 0
03 0 0
04 0 0
05 0 0
06 0 0
0.7 0 0
0.8  0.193333  0.193333
0.9  0.18 0.18
1. 0.166667  0.166667
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— Y3 (%)
L (x)
2 L
1
_1f 0.2 0.4 0.6 0.8 10
1
2t :
_3 L
— Jlyh (0] — JPlyi1 )]
I = TPy Te (x)] L =TP[y e (x0)]
0.3} 0.3}
0.2+ 0.2¢
0.1¢ 0.1}
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X Il(X) IZ(X)
0. 0 0
0.1 0 0
02 0 0
03 0 0
04 0 0
0.5 0 0
06 0 0
07 0 0
0.8  0.057735 0.057735
09  0.311769 0.311769
1. 0.288675 0.288675
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— Y3 (%)
L (x)
3 L
2 L
1 L
0.2 0.4 0.6
— Ty} (0] — JPlyis 0]
I = TPyl (0] L =Pyl (x)]
0.3t 0.3t
0.2¢ 0.2+
0.1+ 0.1F
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X I (x) L(x)
0. 0 0
01 0 0
02 0 0
03 0 0
04 0 0
0.5 0 0
0.6 0 0
0.7 0 0
0.8 0.00298142 0.00298142
0.9 0.0804984 0.0804984
1. 0.372678 0.372678

Gréficas de la funcion gl/,{ (%) y las integrales I; e .
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Out[«]=
— Yo (%) — JP[ygp ()] — JP[Ygp (0]
() I = TPyl (x)] L = TPyl (x)]
5
4 0.15 0.15
3 0.10 0.10
1 / 0.05 0.05
L - - - - X T } } } } } X T } } } } } X
—1E \d2 04 06 08 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
— Y51 (%) — JP[ygi ()] — J[Yg1 ()]
wle(x) I = TPyl (0] I = IRyl ()]
0.3 0.3
1 0.2 0.2
T + + + + X
-1t o 04 06 08 1.0 0.1 0.1
=2t ; t X t X
-3 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1,1
_— 5 (X
Vo2 (0 — Pk ] — Pk @)
T,
(X
V() I = JE[yTe ) I, = JByTe (x)]
' 0.3 0.3
5 1 0.2 0.2
1
0.1 0.1
1/
1 N N N N x r } } } t t T + + t t t x
02 04 06 08 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 02 04 0.6 0.8 1.0
— Y1 (%) — JP[yrp ()] — JP[Y1s (0]
() I = TPyl (0] I, = TPyl (x)]
4 0.15 0.15
4 0.10 0.10
1k / 0.05 0.05
. . L . . . x 15 t t t t 15 t t t t x
-1 0.2 0.6 0.8 1.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
— Y11 (0 — JP[y11 ()] — JPly1i )]
W (x) I = TPy (0] I = TPyl (0]
0.3 0.3
1 o 0.2 0.2
i X
-1t 02 04,06 08 1.0 0.1 0.1
_2 3 ! 19 + t t t t 19 + t t t t x
=3¢ 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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— Y15 ()

W ()

02 04 06 08 1.0

X

— JFly1 (0]
I = TPyl ()]

0.3
0.2
0.1

L

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.3
0.2
0.1

— JFly1s (0]

L = TPyl (x)]

L

0.2 04 0.6 0.8 1.0

— Y3 (%) — JPly3s ] — TPyl (0]
Wi (x) I = TPyl (0] I, = JP[y L ()]
4t 0.15 0.15
o 0.10 0.10
1t / 0.05 0.05
. . \ o . x 13 13
-1 0.2 04 OV 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
— Yh ) — JPlyy1 )] — JPlyhl (0]
L (x) I = TPy le (x)] I = TPyl (x)]
0.3 0.3
b 0.2 0.2
A
—-1F 02 04 06 \p.8 1.0 0.1 0.1
_2 E 1
-3t 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
1,1
— 5 (X
V22 () — PPl ] — PPt ]
T,
(X
V(%) I = TPy ()] I, = IByTe (x)]
3 0.3 0.3
N 0.2 0.2
1 0.1 0.1
N N N N N x L T
02 04 06 08 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
— Y () — Iyl (0] — TPy (0]
Wm(X) I = TPyl (x)] I, = TPyl (x)]
4t 0.15 0.15
4 0.10 0.10
1t / 0.05 0.05
2 04 06 oo | ‘
-1 0.2 04 0.6 0.8\1, 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
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— U5 — Jly31 @] — Jly31 ]
Wl (x) I = TPy L = JP[yi (0]
0.3 0.3
Lr o 0.2 0.2
.
-1t 02 04 0.6 08 10 0.1 0.1
—2f ' t X t b
=3 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
— 1,1
V529 — k) — Pk ]
T,a/(x) B, T.a B, T
nm Il =J [wn:m(x)] IZ =J [lyhn:m(x)]
0.3 0.3
0.2 0.2
it 0.1 0.1
Lo L. — ; - X : X
02 04 0.6 08 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
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2.2.4. Matriz Operacional Fraccionaria de Riemann-Liouville Orden B
Se pretende deducir la matriz operacional integral fraccionaria de Riemann-Liouville

asociada a la base Wavelet de Chelyshkov fraccionarias {'1% (x)}, que cumpla la relacion:

[ TPl = PP T (x). (2.2.37)

2.2.4.1. Matriz Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville P® en [0, T]
(Operador Integral Fraccionario)

En el siguiente teorema se deduce la expresion de la matriz operacional integral fracciona-
ria de Riemann-Liouville de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias aplicando el operador

fraccionario integral.

v Teorema 2.2.3. Matriz Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville de Orden 8 con

el Operador Integral Fraccionario.

Sea ¥7%(x) el vector de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de grado M de dimension

m* = 2K (M + 1) definido por:
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m Ejemplo 2.2.3. Matriz Integral Fraccionaria (Definicion).

Calculese la matriz P operacional de integracion fraccionaria de Riemann-Liouville de

orden ( para la matriz ¥T(x) de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias:
JE[¥T] =~ PO 9T (x)

realizando la expansion en la base Wavelet de Chelyshkov fraccionaris de las funciones

JP [#7] de forma directa aplicando las correspondientes definiciones:
Il 0] = Plutaeo] = o5 ([ -0t plnco de)
- PY) = (JP[yTe o) wha) = [ I xule,, (0 wr(x) dx

« PP =C=(IFlyT ()], Yo () = LT TPl ()] [‘PT"’(x)]T w'(x)dx x e [0, T]
n=0,1,-,2 -1
m=0,1,---, M wi'x) =«
i=nM+1)+(m+1)

xn—l
Tﬂ/

x e [0, T]

(@) k=1,M=1 B=1 [A,Bl=[0,T]=[0,1] a=1.
0.0625 0252591  0.125  0.216506
~0.0360844 0.1875  0.216506  0.375
0. 0. 0.0625  0.252591 |
0. 0.  —0.0360844 0.1875

pB =

SOLUCION

(a) Expansion de las Integrales Fraccionarias en la base ChW Fraccionarias.

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
pPh = <],3[wT,a(x)]’ ‘PT’a(x))
T
PP = f Tyt 0ol . [P 0T" « () dx
0

xa—l

w'x)=a
T(Z
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[A, B] =
{T,a} =
{k, 25} =
M =
m*=2K(M+1) =
B} =

4
{1}

(intervalo x)

(maxima resolucion)
(méx. grado polinomio)

Dimension B={y}

(a) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gl (x)

1
I (o) = {VE@—6@ 0<x<;
0 True
1
AL () = {2 6Xx 0=x<3
0 True
P (x) = )

S o {x/§(5—6x) Ssx<1
' 0 True
lﬁl’l(x)— {\/g(Zx—l) %Sx<1

1,1 -
0 True

(b) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

1
ﬁ 2x>1
\/5(2—3x)x 0<xs%
3
2 1
2 X=>3
V6 x* 0<xs%
I = JPwhey)] = 1
[ ] —2\/5 x>1
12x2-20x+7 1
—T §<x51
\/?
2
T x>1
1l /3 _ 2 1
> 2(1 2X) 2<x<1

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de ,,%:
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1
.')C>2

{ \/7x3x 2) O0<x=

1
x>2

s|

N\w

x O<x=<

L =JP[¥" )] = L x> 1

_12x2-20x+7 1
X200+ -<x=<1

242 2

12 ex-1? <x<1
2 2 2

N =

N|®
=
Vv
—

T
PP = f TP 01 . [0 « w(x) dx

0
0.0625 0.252591 0.125 0.216506

—-0.0360844 0.1875 0.216506 0.375
0. 0. 0.0625 0.252591

0. 0. —-0.0360844 0.1875

pP —
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B Ejemplo 2.2.4. Matriz Integral Fraccionaria.

Calculese la matriz P operacional de integracion fraccionaria de Riemann-Liouville de

orden ( para la matriz ¥T(x) de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias:

JE[¥T] = PO, 9T (x).
(i) Calculense las Wavelets de Chelyshkov 1+ (x) fraccionarias y la matriz ¥79(x).

(ii) Determinese las integrales fraccionarias de orden a de Riemann-Liouville de ¢ (x).

(iii) Calculese la matriz P%#’ aplicando el operador integral fraccionario J# [‘I’T"’(x)].

() k=0,M=1 fB=1 [A,Bl=1[0,T]=[0,1] a=1
(b)) k=0,M=2 =1 [A,Bl=1[0,T]=[0,1] a=1
© k=1,M=1 fB=1 [A,Bl=1[0,T]=[0,1] a=1

d k=1,M=1 p=1/2 [A,B]=1[0,T]=1[0,1] a=1.

(e k=2,M=1 fB=1 [A,B]=[0,T]=[0,1] a=1.

SOLUCION

(a)

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

PO = (Pl (0], ()

T
P(ﬂ) — f J,B[l//T,a(x)] . [lPT,OZ(x)]T * Wa/(x) dx
0

a( ) xa—l
wix)=a
Ta
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{T, a} = {1, 1}
{k, 2%} = {0,1} (maxima resolucién)
M = 1  (méx. grado polinomio)
m=2kM+1)= 2 Dimension 8={yy}
{B} = {1}
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(a) Polinomios de Chelyshkov ®(x):

)

(b) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias Pl (x):

B(x) = (g () = (

11 2-3x 0=sx<1
Yoo (X) = 0

\PT“( ) True
() =
wl,l(x): \/gx 0<x<l1
01 0 True

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

{% x>1
I = J(ﬁ)[qu,a(x)]: %(4\/—g3x)x 0<x<1
N x>1
REES O0<x=<1

2

(d) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de t/r,f,’f;l:

% x>1
. —%x(3x—4) O0<x=<1
L =JP[¥" )] = N
2

V3 %

2

x>1

O<x=<1

(e) Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias:

TP (x)] = PP 97 (x)

T
PP = f TPyt o] . (#7017 = w*(x) dx
0

o _ ( 0.125 0.505181)

—-0.0721688  0.375

(b)
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Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.
PP = (FPly (), ¥ (x))
T
PP = f TP 01 . [0 « w(x) dx
0
a( ) xoz—l
wix)=a
T(Y
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{T,a} = {1, 1}
{k, 2K} = {0,1} (maxima resolucion)
M = 2 (maéx. grado polinomio)
m'=2k(M+1)= 3 Dimension B8={yy}
{B} = {1}
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Polinomios de Chelyshkov ®(x):

Ca0(x) 10x*-12x+3
O(x) = (Cpp (X) = C21(%) | = 4x—5x°
Cao(X) x?

(b) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gl (x)

11 10x*-12x+3 0=<x<1
X) =
Yoo (X) { 0 True
V3 4- < 1
W) = | Yo (%) = { 3U-Sxx O=x<
0 True
11 NV5x2 0<sx<1
X) =
Yo (X) {0 Troe

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

% x>1
%x(10x2—18x+9) 0<x=<1
1
— x>1
\3
Il — J(ﬁ)[\IjT,a(x)] — (6_5x)x2
T O<x=<1
% x>1
V52X g cx<t

w

(d) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de ;lr,f,’,i:

é x>1
%x(10x2—18x+9) 0<x<1
1
— x>1
Ng
L=JP[¥" )] = 2 (5x-6)
—T O0<x=<1
% x>1
52 g cx<1
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(e) Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias:

TP (x)] = PP whe(x)
T
PP = f TP 01 . [0 « w(x) dx
0

—0.0481125 0.166667 0.473365

0.0555556 0.240563  0.236029
pP — [
0.0124226 -0.0430331 0.277778

(©

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

PO = (JPlyT(x)), ¥T(x))

T
P(ﬂ) — f J,B[wT,d(x)] . [\PT,(Z(x)]T s W(l(x) dx
0

i
wix) =a
Ta’
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{T, a} = {1, 1}
{k, 2K} = {1,2} (maxima resolucion)
M = 1  (méx. grado polinomio)
m*=2k(M+1)= 4 Dimension B={y}
{B}= {1}

(a) Polinomios de Chelyshkov ®(x):

)37

(b) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias glo(x):

B(x) = (Catn () = (

1
I (o) = {\/5(2 6x) 0<x<-:
0 True
1
AL () = {2 6Xx 0<x<3
0 True
0 = V2 (5-6x) 2 1
— - <
wi:é<x>:{ (6% 5 =x<
0 True
1
M o) = {\/E(zx—l) S <x<1
0 True
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I o= JP[9 )] =

L =JP[¥" )| =

|

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

1

242
\/5(2—3x)x 0<xs%

2x>1

_1
242
12x2-20x+7 1

_—2\/5 >

x>1

2 \/g(l—Zx)z S<x=1

(d) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de lﬂz;,’;f&

1
242
1
-2 x(3x-2) 0<xs§
3
2 1
2 X=>5
1
V6 x> 0<x=<3
1
— >1
N2 X
12x*-20x+7 1
- - <Xx<
242 2 <X 1
[3
2
> x>1

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon

197



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

(e) Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias:

TP (x)] = PP whe(x)
T
PP = f TP 01 . [0 « w(x) dx
0

0.0625 0.252591 0.125 0.216506
—-0.0360844 0.1875 0.216506 0.375
0. 0. 0.0625 0.252591
0. 0. —0.0360844 0.1875

pP —

(d)

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

PP = (Pl (x0)], ¥7 ()

T
PP = f Tyt @l [ (1"« w ) dx
0

a( ) xa—l
wi'x) =a
T(I
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{T,a}= {1, 1}
{k, 2%} = {1,2} (méaxima resolucién)
M = 1  (max. grado polinomio)
m'=2kM+1)= 4 Dimension B={yy}
(B) = {3}

(a) Polinomios de Chelyshkov ®&(x):

cn) (57

(b) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias glo(x):

B(x) = (g () = (
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1
I o) = {\/5(2—6x) 0<x<;
0 True
1
246 x 0<x<-=
U (o = { z
$T () = 0 True
1.1 \/5(5—63(:) 1Sx<1
Yo (X) = 2
0 True
1
l/l}j(X): {\/g(Zx—l) 2§x<1
0 True

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 5 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

L= JP¥ )| =

| =

(d) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 5 = 5 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de wz;’;‘;:

L =JP[¥"(x0)] =

—4\E\/§(2x—1) 0<x=
\E(—8x3/2+4 4x-2x+4+x —4x-2) 2x>1
2 3p 1
8 i X 0<XS2
_ %{ (-8x%2+4 Nadx—2 x+ V4x-2) 2x>1
_ 8(x-1) V2x-1 =
7 <x=<1
—2\E(—4 X-1x+2V4x-2x+3yYx-1-244x-2) x>1
42x-1%" 1
= 2<x51
22 (-4Vx-Tx+2Va4x-2x+x-1-+ax-2) x>1

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon

199



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

2\/5(—4 XxX—-1x+2+4x-2x+ \/x—l—\/4x—2) True

0 x=<0
4\/5(1—2x)\/; 0O<x=:
_2\/j x(4xl1(2’%)+ 1,4—)% —2) True
2x
2 32 1
8 X 0<xs2
2\/Ex3/2B 2, %) x>1
. 2—1)(( ) 2
0 2x <
8 (x-1) V2 x-1 1
_ — 2sxsl
—2\/5(—4 X-1x+2V4x-2x+3+4x-1-2+4x-2) True
0 2x<1
42x-1)*"? 1
= zsxsl

TP ()] = PP 97 (x)
T
PP = f Tl ¥ 01" = w(x) dx
0

0.303956  0.31588 0.0680897 0.125684

pb) _ —0.0526467 0.455934 0.304523  0.31647
B 0. 0. 0.303956  0.31588
0. 0. —0.0526467 0.455934

(e) Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias:

(e)

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

PP = (TP ()], ¥ (x))

T
PO = [Pt o w0 dx
0

xa—l
w'x) =a

Ta/

200




CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

[A, B] =
{T,a} =
{k, 25} =
M =
m*=2K(M+1) =
B} =

8
{1

(intervalo x)

(maxima resolucion)
(méx. grado polinomio)

Dimension B={y}

B(xX) = (Carn (X) = (

(a) Polinomios de Chelyshkov ®(x):

)03

(b) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gl (x):

X

1
4-24 <x<-
[ﬁ(l);(l)(x): { X O<x<4
0 True
1
AL () = {8 3x 0=x<j
0 True
1 1
I () = {10—24x L =x<3
0 True
1 1
¢H(x): {2\/5(4)(:—1) ZSX<E
T ’ 0 True
= 16-24x - 3
— - < =
Uk () = { =Xy
0 True
1 3
4 2x-1) - <x<°=
Y31 (X) = { V3@x-1) j=x<y
0 True
3
I () = {22—24x S=x<1
0 True
3
I o) = {2\5(4x 3) 2s<x<1
0 True

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:
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1
Z 4x>1
4(1-3x)x O0<x=<

4 /3 x? O<xs:1t

Ny

1
{Z 2x>1
2 701 1
-12x +10x—4 4<xs2
{% 2x>1
1\/’ 2 1 1
- A3 (1-4x)” -<x<-=
I, = J(ﬁ)[\PT,a(x)]: 14 4 . 2
4 x>
“12x2+16x -5 §<xs§
A3 4x>3
\3 (1-2x)7? %<xsi
1
Z x>1
—12x2+22x—3749 §<x51

(d) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de /"¢ :
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L =JP[¥" 0] =

|

{i

—12x2+10x—£

—_—N—
ENg e

1
1
—-4x(Bx-1)

A3

|

A3

|

4
1 V3 @x-17?

T
PP = f TPyt o] . [¥7* (01" = w*(x) dx
0

(e) Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias:
TP (x)] = PP 97 (x)

0.03125  0.126295 0.0625 0.108253 0.0625 0.108253 0.062
—0.0180422 0.09375  0.108253 0.1875 0.108253 0.1875 0.1082
0. 0. 0.03125  0.126295 0.0625 0.108253 0.062
pB _ 0. 0 —0.0180422 0.09375  0.108253 0.1875 0.1082
0. 0. 0. 0. 0.03125  0.126295 0.062
0. 0. 0. 0 —0.0180422 0.09375  0.1082
0. 0 0. 0. 0. 0. 0.031:
0. 0 0 0 0. 0. —0.018(
Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 203
Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

m Ejemplo 2.2.5. Matriz Integral Fraccionaria P%¥ en [0, T].

Se quiere disefiar la matriz P%® operacional de integraciéon fraccionaria de Riemann-Liou-

ville orden S para la matriz ¥7%(x) de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias:
JE[9To] ~ PP ¥ (x)  xe]0, T]
empleando el producto interno:

PP = C = (F[¥7 )], ¥70 ) = [ T [wT )] [¥7 0] w' ) dx x €0, T
n=0,1,-,2-1 B
m=0,1,, M w')=a- xel0,T]
i=nM+1)+(m+1)

(i) Calculese la matriz integral fraccionaria P aplicando el operador integral frac-

cionario de Riemann-Liouville de ¥7%(x).

(ii) Hallense las expansiones de las funciones Jﬁ[\I’T’“(x)] en serie de las Wavelets de

Chelyshkov fraccionarias hasta el grado M.

F0) = TEyle o] = Foo) = Y20 SM 0 cum ¥l x €0, T]

C=(f, ¥he) = [ fo [¥he ] w'eodx w0 =a - xelo, 7).

(iii) Comprtebese que los coeficientes calculados en las expansiones (cx) coinciden con

los valores de la matriz PP,

() k=0 M=3 pB=1 [A B]l=1[0,T)=[0,10] a=1.
0.3125 1.40729  1.25779 1.67722
~0.32476  0.9375  2.82405 2.79592
0.139754 —0.403436  1.5625  3.96166 |

~0.0236228 0.0681931 —0.264111 2.1875

PP = () =

) k=1 M=2 pB=1 [A Bl=1[0,T]=[0,10] a=1/2.

0.677204  0.666775 0.276803 0.180193  0.228026 0.241209
—0.174892 1.04857 1.05288 0.181251 0.378122 0.434115
0.026052 —0.105288 1.22334 0.715506 0.792572 0.725545

B — — )
P (k) 0. 0. 0. 0.677204 0.666775 0.276803
0. 0. 0. —0.174892 1.04857 1.05288
0. 0. 0. 0.026052 —0.105288 1.22334
SOLUCION

(a)
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Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

PO = (g (x)), (%))

T
0

xa/—l
w'x)=a«a
(=0 —
[A, B] = [0, 10] (intervalo x)
{T, a}= {10, 1}
{k, 2k} = {0,1} (méaxima resolucion)
M = 3 (méx. grado polinomio)
m*=2K(M+1) = 4 Dimension B={y}
{B} = {1}

(a) Polinomios de Chelyshkov ®&(x):

Cz,0(x) -35x>+60x*-30x+4
Cs1(x) 21x3-30x*+10x
d(x)=(C X) = ’ =
( ( M,n ( ) C3,2(x) 6 x2 _ 7x3
C33(x) x3

(b) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gl (x):

3 2
43 _3x+4 0= <1

S () = {

lp(l)%l (x) = { ; 200 5

True

[ 213 3 x? x
2 _ 22 < =
3(1000 10 +x) 0=<4 <1

True
TT’Q(X) = (607 x) x> X
— 0=<=«<1
W% 0= { w05
0 True
V7 %3 X
1/1(1)?3’1 (x) = { 000 0=7p <1
0 True

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g = 1 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:
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g x> 10
7x* X 3x?
s tE T +4x 0<x=<10
543 f x> 10
/3 x? (21 x*-400 x+2000)
. ]w)[q,T,a(x)] i 2000 0<x=<10
% x> 10
(80—7 x) x°
500 V5 0<x=<10
# x> 10
V7 x*
2000 0<x=<10

(d) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 1 calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de ¢ % :

0 x=<0
4

~

X x3 3x
- —_— < <
0+5 > +4x 0=<x=<10

8|

o

2
2

543

B x> 10

True

/3 x? (21 x2-400 x+2000)
L= ](ﬁ)[\PT,a(x)] — 2000 0<x=<10

545
2

x> 10
_x3(7x—80)

—soo«/E 0<x=<10
7 x>0

V7 Xt
2000 0<x=<10

(e) Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias:
TP )] = PP 9" (x)

T
0= [Pt ol w0 d
0

03125 140729  1.25779 1.67722
b _| 032476 09375 2.82405 279592
0.139754 —0.403436  1.5625  3.96166
~0.0236228 0.0681931 —0.264111 2.1875
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[A, B] =
{T,a} =
{k, 25} =
M =
m*=2K(M+1) =
B} =

[0, 10]
{10, 1}
{k, 1}
3
4
{1}

Desarrollo en serie de las funciones f(x) = J[y1¢ (x)].

(intervalo x)

(maxima resolucién)
(méx. grado polinomio)
Dimension B={y}

0
Yo (x) =

3 x?
5

X
— —-3x+4 0s1—0<1

(60—7 x) x? X

(a) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ‘I’Z’,‘fl(x) en [0, T

7 x3
{ “200 T
0

21x° 3 x? X
{\/3(1000—3+x) Osﬁ<1

True

True

OSE<1

L = TPl )] =

0

{ 200 /5

1 calculadas con la

integral de Riemann—Liouville:

K

(b) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden S =

x> 10

7 x* x3 3x2
_ —_ - — <
e0 T s 5 +4x 0<x=<10
54/3
T( x>10
/3 x? (21 x?-400 x+2000)
2000 0<x=<10
54/5
Tf x> 10
(80-7 x) x*
—_— <x=<1
800 /5 0<x 0
547
T x> 10
N7 x*
2000 0<x=<10
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Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

2 x> 10
f(x)={274 D e en  [A,B]=[0,T]=[0,10]
gt - t4x 0<x<10
y 21 M
fO)=F = [t = D > cam Ym0 =CHnx)  xe[0,T]
n=0 m=0

C=(f(), ¥ mx).D"
f fx) [Pre )" w'(x)dx. D' D= f Pl (o) [P (0] wx) dx
0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias /.2 (x)

[A, B] = [0, 10]
T= 10
= 1
= 0
M = 3
n=0,--,2-1= {0}
m=0,---, M= 1{0,1,2,3}

(a) Definicién de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias w},"f:,(x)

S { 21 2 Cunl2 (G ) (3) (3 (5)°)
0 Resto

{n:O, 1,281 k=1,2, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cymm(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

7x3 3 x? x
lﬂ(l)%l(X) {—E+T—3x+4 OSE<1
’ 0 True
21 x3 3x X
w(l)f)l’l(x) {\/5(1000—_4')6) OSE<1
Ta 0 True
\P (x) (60-7 x) x> x
U3y (0 { Vs 00 <]
’ 0 True
V7% x
o {dw 0=he
0 True
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.
C = (f(x), ¥, () = f FO) WGl w(x) dx

* Com = (f(X), Y (X)) = f OO Y0 w'(x) dx
0

xu—l

TQ’

e W(x) =

Matriz de coeficientes:

C=1(0.3125 1.40729 1.25779 1.67722)

(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

k1 M
FO)=Fe) = fk) = > > cam Unn

n=0 m=0

(60—7 x) x> x
fO0) =~ fx) = frfi(x) = 1.25779 [{ 05 0= <1 ) N

Co C1 C C3

0 True
N7 X _Ix 3 x
1_67722({ X< X <1]+0.3125({ 43 _3x44 0=E<1)
0 True 0 True
21x 3 x? x
1.40729({ V3 (S - 55 +x) 0= < 1)
0 True
— f®
Coeficientes Chelyshkov: — o0 = fhe0 = 191 (x)
5
3 x> 10
f(x)= ? 75 3 3 f(X')
S X3 4x 0<x=10
Ck
A .
1.5}
®
®
1.0t
0.5¢ .
0.0 I - k

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon
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Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

f(x) = Efx (215400 212000 x> 10 en [A, B] = [0, T] = [0, 10]
2000 0<x=<10
21 M
fO = F) = fff = D D um Um0 = CH (0 x €0, T]
n=0 m=0
C = (f(0), ¥ym(x)). D"
C= L ' fx) [Py 50" w*(x)dx. D™ D= fo ' P ) [P (01 wix) dx

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢ (x)

[A, B] = [0, 10]
T = 10
= 1
= 0
M= 3
n=0,--2¢1= {0}
m=0,---, M= {0,1,2,3}

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias 1//,{’,0,‘1(x)

o) (3) e ()

T

n+1

2k

n
Sk

2m+1 25 Cap(2( el

U (X) = {
0 Resto
{n:O, 1,281 k=1,2, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

7x3 3 x? X
w(l)%l(x) {—% T—3x+4 0s5<1
’ 0 True
21 x3 3 x? X
’ 0 True
¥ () = :
nm (60-7x) x 0<1 <1
o B s
0 True
N7 X3 x
e { o 0= <1
0 True
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C=(f(x), ¥y (X)) = f o [Pre (0] w(x) dx

* Com = (f(X), Y (X)) = f OO Y0 w'(x) dx
0

xu—l

TQ’

e W(x) =

(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

Matriz de coeficientes:

C =(-0.32476 0.9375 2.82405 2.79592)

(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

21 M

FO)=Fe) = fk) = > > cam Unn

n=0 m=0

(60—7 x) x> x
fO0) = f(x) = frfi(x) = 2.82405 [{ 05 0= <1 ) N

0 True

0 True

21 3
0.9375[{ ﬁ(ﬁ_%+x) 0= <1)

0 True

True

\/7)63 l _7_)63 3_x_ i
2.79592({ 1000 0S10<1]—0.32476({ oo T3 —3x+4 0=4,<1
0

— f)
— )= fk® = fig" )

Coeficientes Chelyshkov:

543
f(x)={ - x>10

/3 x? (21 x2~400 x+2000)

2000 0<x=<10

Ck

A ] ®
2.5¢F
20¢F
1.5¢
1.0F X
0.5F l
0.0 " ! - k

4) 1 67) C3
Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 11
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Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

% x>10
fx) = : en  [A Bl=[0,T]=[0,10]
BOTIX < x <10
800 /5
} 21 M
FO)=F) = fiff = > > cam Ym0 =CHinx)  xe[0,T]
n=0 m=0

C=(f(x), ¥pmx).D"

T T
C= f fx) [Pre )" w*(x)dx. D' D= f P ) [P (0] w(x) dx
0 0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias /. (x)

[A, B] = [0, 10]
T= 10
= 1
= 0
M = 3
n=0,--,2k1= (0}
m=0,---, M= 1{0,1,2,3}

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias tpz;’f,i(x)

k o } ) l
o0 = { 21 2 Cunl2 (3) -n) (3)e[(3) (2]
0 Resto

{n:O, 1,281 k=1,2,...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cym.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

7 x3 3 x? X
JI9 (o {—% +35 _3x+4 02 <1
’ 0 True
21 x3 3 x? X
w(l)ol’l(x) {X/E(IOOO_E-'-X) OSE<1
gl (0 = 0 True
hm (60—7 x) x? X
101 —== 0=<=<1
Yoz (%) 200 5 10
0 True
V7 %3 x
0 True
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

C=(f(x), ¥y (X)) = f o [Pre (0] w(x) dx

* Com = (f(X), Y (X)) = f OO Y0 w'(x) dx
0

xu—l

TQ’

e W(x) =

Matriz de coeficientes:

C =(0.139754 -0.403436 1.5625 3.96166)

(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

k1 M
00 = JQ) = fifko= > ) camYum
n=0 m=0
(607 x) x* X
7 — 0==<1
fo0) =~ fx) = fyfi(x) = 1.5625 { { 200 /5 10 ] "
0 True
V7 X x _1x 32 x
3_96166({ X< X <1]+0'139754[{ X 130 _3x+4 0= <1
0 True 0 True
21x 3x2 x
0.403436({ V3 (3 — 35 +x) 0= < 1]
0 True
— f®
Coeficientes Chelyshkov: — Fo) = fle) = £9 )
{ : ‘/— x>10
f(x) (80 7 x) X3
500 V5 0<x=<10
Ci
A °
3 o
2 -
o x
0 2 1 ! - k
Co A Cy C3
Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 13
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547

Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

n=0 m=0

C=(f(x), ¥rmx).D!

x>10
flx) = { v; p en [A, B] = [0, T] = [0, 10]
4000 0<x=<10
y 21 M
fO)=F) = [t = D > cam Ym0 = CHimx)  x€[0,T]

ff(x) ‘PT”‘(x) w'x)dx.D?t D= f\I’T“(x)[ r‘jl(x)]Tw(x)alx
0

[A, B] = [0, 10]
T = 10
= 1
k= 0
M = 3
n=0,--,2¢51= {0}
m=0,---,M= 1{0,1,2,3)

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias /.2 (x)

Y (x) = {
0

{nzO, 1,...,2k_
m=0,1, -+, M

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢,

2m+12: Cum(2°(3)" -

()
W) (2)e]) ()

Resto

1 k=1,2,...
grado del polinomio

Cymm(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m
7x3 3 x? X
W(l)%’l(x) { 200+T—3x+4 0s1—0<1
’ 0 True
21 x3 3x X
;b(l)ol’l(x) {\/5(1000—_4')6) OSE<1
Ta ’ 0 True
‘P (x) (60-7 x) X2 0 < x <1
vz () { 20V5 70
0 True
V7 X x
s (o { o 05 <1
0 True
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

C=(f(x), ¥y (X)) = f o [Pre (0] w(x) dx

* Com = (f(X), Y (X)) = f OO Y0 w'(x) dx
0

xu—l

TQ’

e W(x) =

Matriz de coeficientes:

C =(-0.0236228 0.0681931 -0.264111 2.1875)

(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

21 M
00 = JQ) = fifko= > ) camYum
n=0 m=0
(60—7 x) x* X
7 — (O0=<=<1
fo0) = fx) = fifi(x) = —0.264111 ({ 200 /5 10 ]+
0 True
V7 X x _1x 32 x
2.1875[{ w0 0= < 1)—0,0236228[{ w0t 5 T3Xx+4 0=45<1
0 True 0 True
21 3x? X
0.0681931({ V3 (fo — 5 +x) 0= < 1]
0 True
— f®
Coeficientes Chelyshkov: — 0= firs(®) = fio" )
547
— x>10 f(x)
feo= i \
wo00. 0<x=10 A
Ck
S L
A .
4 E
3 L
1.5¢
2 E
1.0¢ 1t
0.5f - X
2 4 6 8
0.0 - L n - k
Co 1 (& C3

out[]=

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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— /&
Coeficientes Chelyshkov: — F) = I = A% ()
2 x> 10
f(X)= 7xt x> 3x2
~ %00 +? - +4x 0<x=<10
Ck
A ?
1.5¢
q
[ ]
1.0t
0.5}
0.0 I >
Co €1 ) C3
— fx
Coeficientes Chelyshkov: Foo = fT,ar(x) = fI0L (5
=JmiX) = J30
% x> 10
fx)=
/3 x% (21 x2-400 x+2000)
2000 0<x=<10
Cr
A ? ?
2.5¢
20¢F
1.5F
1.0F
0.5F
0.0 1 >
(L CG1 (&) C3
— f®
Coeficientes Chelyshkov: — Fo = flem) = £9 )
# x> 10
f(x): 3
(80-7 x) x
5005 0<x=<10
Ck
A '
3 -
2 -
1 L
0 () . | >
Co A 2 C3
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10,1
300 (%)

— [
Coeficientes Chelyshkov: — )= fyi0) =
# x> 10 f)
f= V7 X A
2000 0<x=<10
Cie
5 E
A ? af
3 E
1.5¢
2 E
1.0 1E
0.5¢
2 4 6
0.0 + e - > k
Co C1 é C3

\i

Matriz de coeficientes c:

03125  1.40729
| 032476 0.9375
0.139754 —0.403436
~0.0236228 0.0681931
03125  1.40729

| 032476 0.9375
©=1 0139754 0403436
~0.0236228 0.0681931

1.25779  1.67722
2.82405  2.79592
1.5625  3.96166
-0.264111 2.1875
1.25779 1.67722
2.82405  2.79592
1.5625  3.96166
-0.264111 2.1875

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias y

(b)

PO = (Pl (0], ()

a-1

w'x)=a«a
TO.’

T
P(ﬂ) — f J,B[wT,d(x)] . [\PT,Q/(X)]T s W(I(x) dx
0

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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[A, B] = [0, 10] (intervalo x)
{T, a} = {10, 1}
(k, 2K} = {1, 2} (maxima resolucion)
M = 2 (méx. grado polinomio)
m'=2KM+1)= 6 Dimension B8={y;}
(B} = ()

(a) Polinomios de Chelyshkov ®(x):

Ca0(x) 10x*-12x+3
4x—5x>
2

O(x) = (Cpp (0) =| C20(X) [ =
Ca2(X) X

(b) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gl (x):

2 x 1
V2 2x*-12x+15) 0<% <2

1
TSR E
0 True
Q//(l)ol’l(x): {—é\/g(x—‘]-)x Osll()<%
’ 0 True
1 (2,2 gox 1
1/,(1)?2’1(x): {5\/:x 0= <3
$T () = 0 True
S (o = { A2 @ex-32x+125) S <<
1,0 -
0 True
S () = { —1 V6 (P -14x+45) =2 <1
1,1 -
0 True
1 2 _52 1 _x
U3 (x) = {5\/Z(x ) 3= <!
0 True

(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 5 calculadas con

la definicion de integral de Riemann—Liouville:
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2 \/5(15—4x)2\/;
2 \/g(4x—15)(4x3/2—(4 (x—5)x +15) Vx +5 /.

_1 f2 o 3/2
. (x-5x

25

—2 = (8x°7-8(N(x—5x +5)x¥?+20 Yx -5 x+2:
R
2 2 (-8x+8x—5x2+20Vx—5x+754):
~ Sﬂ( X +8+x-5x2+ X—-5x+ ;
2 2
I, = J(ﬁ)[TT,a(x)]: P \/; \Vx =5 (4x—35)

- \/g(4x—35)(4 x—10 x—4 Jx—5x-25x-10 +

_16 |2 _ =\3/2
o 1/“ (x—-10)(x—-5)

= (8(Wx=10 - Yx-5)x* -

20 (5 vVx =10 =6 Vx—5)x+275 yx 10 — 400 y/x - ¢
s
-= %T(S(\/x—lo—\/x—s)x2+

(80 Yx—5-60 Yx—10)x+25(7 Yx-10 -8 yx—5)

1
(d) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = E calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de w:”;‘;:

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 219
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2 \/g Vx (4x-15)?

2 2 (4x-15)(4x? -4 Jx-5x-15yx +5 Vx-

_1l6 [ 2 _ 3/2
=\ 3. (x-5x 0<x
_1 /é 3/2 1) _ 1
s\, X (xB;sc(S, 2) 4B§(2, 2)) xX>5
o 2 52
P o X 0<x=<5

715 \/ZxS/ZBi(3, %) x>5

5nx
735 \/g \Jx =5 (4x-35)?

—% \/g(4x—35)(4 x—10 x-44Yx—-5x-25+4x-10 +3
0

_6 [2 _ 2\3)2
Y 1/% (x—10)(x-5)

2 2 (4x(2(Vx-10 - Yx-5)x-25x-10 +30 y/x -5

25 \ 3z

275 \Jx =10 — 400 x—5)
0

16 12 552
75 \ 5 X9

> J= (258 Vx-5-7+x-10)+

75
4x(-24x=10 x+2 yx =5 x+15x—10 =20 yx -5

L =JP[¥" )] =

(e) Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias:

J® [\I;T,a(x)] = pB \PT’G(X)
T
PP = f TP . [ (01" = w(x) dx
0

0.677204 0.666775 0.276803 0.180193  0.228026 0.241209
—0.174892 1.04857 1.05288 0.181251 0.378122 0.434115
0.026052 —-0.105288 1.22334 0.715506  0.792572 0.725545

P(ﬁ) _
0. 0. 0. 0.677204 0.666775 0.276803
0. 0. 0. —-0.174892 1.04857 1.05288
0. 0. 0. 0.026052 —0.105288 1.22334
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[A, B] = [0, 10]
(T, @} = {10, 1}
{k, 2k} = {k, 2}
M= 2
m'=2KM+1)= 6
(B} = )

Desarrollo en serie de las funciones f(x) = J[y1¢ (x)].

(intervalo x)

(méaxima resolucion)
(méx. grado polinomio)
Dimension B={y}

0

{

1 X
- \/g(x—4)x 0=, <3

0

|

1 2 _ x _1
{5\/5(2x 12x+15) 0= <3

1
5
0

TT,CZ(X):
" {%\/5(2x2—32x+125) R
0

(a) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias lI’,Tl’,‘;(x) en [0, TJ:

True
1

True
2 2 X 1
= < = =
\ s xt 0= 0 <3
True

0 True
1 /2 _52 1 _x
{ < \/: (x-=5) > =<1 < 1
0 True

1
— calculadas con la

integral de Riemann-Liouville:

1 2 _ 1
{—Sx/g(x l4x+45) - =<+ <1

(b) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden g =

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon
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L = TPl )] =

= \/g (15 -4 x)7? /x

2 2 @x-15(4x - (4 (x=5)x +15) Jx +5

_16
25

—% \/g(SxS/Z—S(«/(x—S)x +5) %% +20 Vx—5 x+2

16 2
16 x5/2

2 (y_ 3/2
. (x-5x

75 \ 5x
—7—25 1/%T(—st/2+8 x—5x*+20x—-5x+75 /.
7—25 \/g\/x—5(4x—35)2

-= \E(4x—35)(4 x—10 x—4 y/x—5 x—25+/x-10 +

_16
25

2 = (8(Wx=10 = x-5)x* -
20 (5 Yx =10 =6 \x—5)x+275 yx 10 =400 y/x -
—% = (8(Vx-10 - Vx-5)x*+

(80 Vx =5 =60 Yx—10)x+25(7 yx—-10 =8 x5

= (x=10) (x- 52

Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

715\/%(15—4x)2\/§ 0<x=<35

fx) =

2 \/§(4x—15)(4x3/2—(4 (x—5)x +15)yx +54x-5) x>5

en [A, B] =[O0,

T1 =10, 10]

k-1 M

FO)=F) = [t = > > cam Ym0 =CHpn(x)  xe[0,T]

C={f(x),¥2x).D"

n=0 m=0

T T
C= f fx) [Pre )" w*(x)dx. D' D= f P ) [P (0] w(x) dx
0 0
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Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢ (x)

[A, B] = [0, 10]

T = 10

a =

k=

M =
n=0,--,2k1= {0, 1}
m=0,---, M= {0,1,2}

pax) = {
0

{n:O, 1,21 k=1,2, ...

s () {
0

2
Yo' (%) { E \ﬁ x

0
Yo (x) =

s ()

st () { 5
0

st (x) { 5 Vs
0

2m+1 2 Cym(2(2)" =) |

m=0,1,---, M grado del polinomio

Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

1 X 1
- \/g(x—4)x Os5<5

{% V2 2x* -32x+125)
0
-1 {6 (x*-14x +45)

S y2 (x-5)? 3=

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias a,.//,f’,o,‘l(x)

o

1 2_ x 1
9 () {Sﬁ(zx 12x+15) 0<= <3
0

n+1

2k

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

C=(f(x), ¥y (X)) = f o [Pre (0] w(x) dx

* Com = (f(X), Y (X)) = f OO Y0 w'(x) dx
0

xu—l

T(Y

e W(x) =

Matriz de coeficientes:

C=1(0.677204 0.666775 0.276803 0.180193 0.228026 0.241209)

(c) Aproximacion Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

21 M

FO)=Fe) = fk) = > > cam Unn

n=0 m=0

1 (2 L
fO0) = F(x) = frfix) :0.241209[{ E \/; (x=57" ;=7 < 1]+
0

True

x_1 1 [2 x _1
s V6 (x-4x 0= 2)+0.276803[{5\/:x 0510<2J+

0 True 0 True

1o
0.228026 { 0

E

E

0.666775

sV6 (2-14x+45 <=<1
True

0.180193

V2 @x2-32x+125 ;<= <1
True

0.677204

sV2@x®-12x+15) 0= <3
True
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Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon

. — ™
Coeficientes Chelyshkov:
- — fW=fuk = £17 0
5(15—4x)2\/; 0<x<5
. )
S 4x-15) (427 - (4 J(x=5)x +15) Vx +5x-[5) x>
Ck 2.5¢
A [ ° 2.0F
6F
1.5
S
1.0
4F
S 0.5}
2F X
At
.0 >
Co C Cy
Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién
Jo) =
_1le 2 _ 3/2
251/“ (x-5)x 0<x<5
~2 JE (8x2-8(Jx-5x +5)x+20 Vx -5 x+25x~-5) x>5
en [A, B] = [0, T] = [0, 10]
k-1 M
fO)=F) = [t = D > cam Ym0 = CHimx)  x€[0,T]
n=0 m=0
C = (f(x), ¥ym)).D!
T
C= f fx) [P 50" w*(x)dx. D" D= f (0 [P (0] wx) dx
0 0
Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢ (x)
[A, B] = [0, 10]
T= 10
a= 1
= 1
M= 2
n=0,---,21={0,1}
m=0,---,M= {0,1, 2}
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(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias v,lr,f’,‘fl(x)
k 1 1
3 ke (x)\@ X n\, (1Y,
S )_{ 2m+12: G2 (3)" =) (5)](3)" (%))
0 Resto
{n:O, 1,251 k=1,2,...
m=0,1, ---, M grado del polinomio
Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m
S o { V2 @x®-12x+15) 0== <3
’ 0 True
1 X 1
S (o {—g\/g(x—4)x 0= <3
’ 0 True
1 ]2 .2 x 1
ves () {s\ﬁx R
YT () = 0 True
L2ex*-32x+125 2<X<1
Y16 (%) { 5 2710
’ 0 Tru
S (o { —% V6 (x2 - 14 x + 45) % < 1—3; <1
0 Tru
I 2 _52 1 _ X
'7[’%%1(36) {5\/:(x 5) 2slo<1
0 True

(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

C = (f(x), ¥pm(x)) = f F0o) [P (0] w*(x) dx

“ Com = (f(X), Y () = f FOO (0 w'(x) dx
0

xu—l

W (X) = T

Matriz de coeficientes:
=(—-0.174892 1.04857 1.05288 0.181251 0.378122 0.434115)
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(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

21 M
FO)=FO) = fgk() = D" > cam Uhm(X)
n=0 m=0
- 1 ]2 g2 1 _x
FO0) = Fx) = flrseo :0.434115({ E \/: (X=37 3=5 < 1]+
0 True
1 X 1 1 2 X 1
—=- 16 (x—4 0<s=<-= 2 2 52 x 1
1.04857({ s V6 (x-4)x 10 2)+1.05288[{5\/:x 0510<z]+
0 True 0 True
1 2 1 X
_1 -14x+45) - <=<1
0.378122 { s V6 (x X+43) 5= <1,
0 True
1 2 1 X
- A2 (2x-32x+125 - =—=«<1
0.181251 { V2@ -32x4125) =<l
0 True
1 2 by 1
- V2 2x-12x+15) O0=<=<-
0.174892 { N2 eX-12x+15) 0 =2
0 True
— [
Coeficientes Chelyshkov: . r o1
i = f=fuk®=fon" ()
(x —5)x*? 0<x<5
| fx)
(8x72 -8 (N(x=5)x +5)x*+20 Vx5 x+25\x45) x>5
Ck
A 'Y ® 27
).8F 1t
).6F S
)4F ' = ' > X
/ 2 4 6 8
)2 F
).0 | > k
22k (L a €

Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

16 2 5/2
P = <
P ,lsﬂx O0<x=<5

—% 5—27r(—8x5/2+8 x—5x2+20 x—5x+75\/x—5) x>5

fo =

en [A, B] = [0, T] = [0, 10]
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k.1 M

fO)=F0 = fif = D > cam Ym0 = CHmx)  x€[0,T]

n=0 m=0
C=(f(), ¥ mx).D"
f fx) [Pre)" w*(x)dx. D' D= f Pl () [P (0] wx) dx
0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias /.2 (x)

[A, B] = [0, 10]
T= 10
a= 1
k= 1
M =
n=0,--,2-1= {0, 1}
m=0,---, M= 1{0,1,2}

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias wz;’,(,’z(x)

S { 2m+1 2 Cunl? (3 =n) (5)<|(5). (%))
0 Resto

{n:O, 1,281 k=12, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cymm(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

X

e { V2 @x-12x415) 0= <3
’ 0 True
w191 () {—%\/g(x—4)x Osl—xo<%
’ 0 True
1 (2 x 1
vos' () {Efx 0= <3
9T () = 0 True
2 o { 20X -32x+125) <= <1
1,0
0 True
07[/%01’1()(,') {—%\/g(x2—14x+45) %S%<1
’ 0 True
1 /2 g2 1 _x
w%%(x) {S\/:(x 5) 2slo<1
0 True
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.
C = (f(x), ¥, () = f FO) WGl w(x) dx

* Com = (f(X), Y (X)) = f OO Y0 w'(x) dx
0

xu—l

T(Y

e W(x) =

Matriz de coeficientes:

C =1(0.026052 —0.105288 1.22334 0.715506 0.792572 0.725545)

(c) Aproximacion Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

21 M

FO)=Fe) = fk) = > > cam Unn

n=0 m=0

1 2 1 .
fQ) = Fx) = frio) = 0.725545[{ 55 (=97 =< 1]_

0 True
-1 4Hhx 0= <1 1 \/? 2 g x 1
0.105288 { s V6 x=dx 0= 2)+1.22334 s Vs X 0=53<3 |4
0 True 0 True
2 1 X
- 14 4 - <=
0.792572 { V6 (P -l4xrds) =g
0 True
1 X
0715506 { V2 @2x*-32x+125) 1<Z<1
True
2x2—12x+1 x 2
0.026052 { V2 @x-12x+15) 0=<3
True
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— f®

B Coeficientes Chelyshkov: — fo = f;{ﬁ () = le,%l )
S—ZH x? Y <x=5
\/g(—st/2+8 x=5x+20\x-5x+75x-5)hx>5

Ci

A [
Ot
8F
6F
A4F x
2F
.0 n t >

Co Jl Cy
Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién
%\/g\/x—S(4x—35)2 5<
fx) =
-2 \/g (4x-35)(4Vx-10 x-4 x-5x-25x~10 +35/x-5) x>
2.1 M
fO=F) = fri) = > > camUnmx) =C¥5x)  xe[0,T]
n=0 m=0

C=(fx), ¥ mx).D"

T T
C= f f(x) [0 0] w'(x)dx. D' D= f Wl ) (W 00T w(x) dix
0 0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias /.2 (x)

[A, B] = [0, 10]
T= 10
M = 2
n=0,---,2k~1= {0, 1}
m=0,--, M= 1{0,1,2}
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(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias v,lr,f’,‘fl(x)

1
n n+1

() = { 2m+1 2 Cum(2(3)" =n) (3)€ [(E);’ (7)(1)
0

Resto

{n:O, 1,21 k=1,2, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

: 2 _ x 1
01 () { s V2 @x-12x+15) 0= <2
’ 0 True
1 X 1
vor () {‘3 V6 (-d)x 0= <3
’ 0 True
1 12,2 x _1
Qbégl(x) {5\/:x 0=15 <3
0 True
Yl (x) = L e o
SO0 () {3 2 (2x*-32x+125) 3 =<1
’ 0 True
1 2 _ 1_x
w%ol,l(x) {—S \/g(x 14 x + 45) 251o<1
’ True
I (2 &2 1 _Xx
;[/%%1 (x) { sV =57 S =<1
0 True

(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.
T
C = (f(x), ¥pm(x)) = f FO0) (¥ 0]" w(x) dix
0

T
e Cam = (FO0, U0 = f F60 UL (o) W (x) dix
0

xu—l

T(Y

W' (x) =«

Matriz de coeficientes:
C=(0. 0. 0. 0.677204 0.666775 0.276803)
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(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

21 M

FO)=FO) = fgk() = D" > cam Uhm(X)

n=0 m=0

12 1 x
f) = f) = Aﬂj‘i(x):o.276803({ 5 \/2(36—5)2 551—0<1]+
0

True

1 2 1 X
—1 A6 (x*-14x+45) - =<=<1
0.666775 ({ s V6 (F—14x+ds) = ) +
0 True
1 2 _ I _x
0‘677204({5\/5(2x 32 x + 125) 2s10<1)+0.
0 True
— )
Coeficientes Chelyshkov: —_— f(x) _ fz\?i,%( X) = le,?’l )
-5 (4x - 35) foy S<x=10
x—35)(4 Vx—10 x—4 Vx -5 x-25Vx-10 +35 \/x45) x>10
o 2.5F
A 2.0F
1.5F
).5F 1.0f
).0 & = — |0}
Co 51 C I
).5F 2 4
LOf

Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

-2 \/g(x—10)(x—5)3/2
f) = = \/g(S(Vx—lo —x-5)x* -
20(5 Vx—10 =6 yx—5)x+275 y/x—10 — 400 yx - 5)

'
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k.1 M

fO)=F0 = fif = D > cam Ym0 = CHmx)  x€[0,T]

n=0 m=0

C = (f(x), ¥rmx)).D!
T
- f fx) [Pre)" w*(x)dx. D' D= f Pl () [P (0] wx) dx
0 0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias /.2 (x)

[A, B] = [0, 10]
T= 10
a= 1
k= 1
M =
n=0,--,2-1= {0, 1}
m=0,---, M= 1{0,1,2}

(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias wz,"’,(fz(x)

S { 2m+1 2 Cunl? (3 =n) (5)<|(5). (%))
0 Resto

{n:O, 1,21 k=1,2, ...
m=0,1, ---, M grado del polinomio

Cymm(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m

X

s o {% V2 2x2-12x+15) 0= <3
’ 0 True
w191 () {—%\/g(x—4)x Osl—xo<%
’ 0 True
1 2 X 1
vos' () {Efx 0= <3
9T () = 0 True
o { V2 2x2-32x+125) ;<= <1
1,0
0 True
07[/%01’1()(,') {—%\/g(x2—14x+45) %S%<1
’ True
12 sy 1_x
w%gl ) { s\ s (x-5) > =<1 <1
0 True

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ,,) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

C=(f(x), ¥y (X)) = f o [Pre (0] w(x) dx

* Cam = (f(X), Yy, (X)>—f SO Ym0 W (x) dix

xu—l

TQ’

e W(x) =

Matriz de coeficientes:

C=(0. 0. 0. —0.174892 1.04857 1.05288)

(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

21 M

FO)=Fe) = fk) = > > cam Unn

n=0 m=0

2 x_52 1 X
(x—=3) 2S10<1]+

f0) = foo) = frs(x) = 1.05288[{ 5\

0 True
1 2 _ 1 _x
1.04857({_5\/5()6 14 x + 45) 2slo<1]_
0 True
1 2 1 X
- A2 2x*-32x+125) -=<=—<1
0.174892({5(( X m32x4125) =5 < )+o
0 True
— f®
Coeficientes Chelyshkov: . r 0
— = fri0 =AY 0
5)3/2 5<x=10
fx)
Vx=5)x*=20(5 YVx~10 =6 \/x = 5)x+275 Vx 1 1§ —400 Yx-5) x> 10
Ck
A 2t
1 It
0 ® Y o> | 1
Co (&} C 2 4 / 6 8
1
of

234



CAPITULO 2 — PoLiNOMIOS Y WAVELETS DE CHELYSHKOV FRACCIONARIOS

Desarrollo en serie de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias de la funcién

20 \/7 (x 5)5/2
J

Sl( (Vx-10 - vx-5)x*+

n

foo={_2
75
(80 Yx =5 —60 Yx—10)x+25(7 Yx~10 =8 x-5))
B 2-1 M
fE)=F = [t = D > cam Ym0 = CHmx)  xe[0,T]
n=0 m=0

C = (f(x), ¥ymx).D!

T
C = f fx) [Py 50" w*(x)dx. D™ D= f P ) [¥2e (01T wx) dx
0 0

Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¢ (x)
[A, B] = [0, 10]
= 10
= 1
k=
M =
n=0,--,2-1= {0, 1}
m=0,---,M={0,1,2}
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(a) Definicion de las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias v,lr,f’,‘fl(x)
k 1 1
3 ke (x)\@ X n\, (1Y,
S )_{ 2m+12: G2 (3)" =) (5)](3)" (%))
0 Resto
{n:O, 1,251 k=1,2,...
m=0,1, ---, M grado del polinomio
Cu.m(x) = polinomios de Chelyshkov de grado m
S o { V2 @x®-12x+15) 0== <3
’ 0 True
1 X 1
S (o {—g\/g(x—4)x 0= <3
’ 0 True
1 ]2 .2 x 1
ves () {s\ﬁx R
YT () = 0 True
L2ex*-32x+125 2<X<1
Y16 (%) { 5 2710
’ 0 Tru
S (o { —% V6 (x2 - 14 x + 45) % < 1—3; <1
0 Tru
I 2 _52 1 _ X
'7[’%%1(36) {5\/:(x 5) 2slo<1
0 True

(b) Célculo de los coeficientes C = (¢, ) Wavelets de Chelyshkov fraccionarios.

C = (f(x), ¥pm(x)) = f F0o) [P (0] w*(x) dx

“ Com = (f(X), Y () = f FOO (0 w'(x) dx
0

xu—l

W (X) = T

Matriz de coeficientes:
=(0. 0. 0. 0.026052 —-0.105288 1.22334)
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21 M

A= > camin

n=0 m=0

foo) =~ fx) =

0

1 2 _
0‘026052({ s V2 (2x2 - 32x+125)
0

1 2

) = fx) = frh(0) = 1.22334[{ 5\

|
~~
=
|
w
N
N
N =

(c) Aproximacién Wavelet de Chelyshkov fraccionaria de f(x):

X
SE<1]_

True

1 2 1 X
L6 —14x+45 L<X <1
0.105288({ s V6 (x X+45) 3 =15 < )+
0 True
1

True
— f®
Coeficientes Chelyshkov: =
oericientes eLySrnkov f(X) — A]/;z(x) 21(1)1 (X)
f(x) 5<x=<10
- Vx=5)x?+(80 Vx5 -60 \x-10)x+25(7 Vk H0 -8 Vx-5)) x>10
Cr
A 3
2 L
St
1 L
0 < * —> |
Co 1 (&) i X
St 2 4 6 8
Of
Out[«]=
. — f)
Coeficientes Chelyshkov:
5 — J = fiik0 = far’ )
- (15-4x)? \x 0<x<5
5 | Jfo
C 4x-15)(4x - (4 x-5)x +15) Vx +5Vx=5) ¥>5
Ck
“ [ ] 'Y
6F
SE
At
3 °
2F
dF
.0 F— - > | . ;
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— f&®
Coeficientes Chelyshkov: . r o1
1 - fx)= fM’,(Ilc/(x) =for )
3 (x — 5)x*? 0<x=<5
kil fx)
3 (8x7-8(Nx-5x +5)x¥2+20 Vx -5 x+25k—f) x>5
Ck
A [ ] [ 2t

).8F 1f

)6}

).4F ' > X

/ 2 4 6 8

).2F

).0 i - k

)2F ! “a ©

— f&®
Coeficientes Chelyshkov: ~ o
Y — f = firso = A3 0
B
J = x5/2 f(9)< x<5
1/5—2”(—8x5/2+8\/x—5x2+20\/x—5x+75 X - S_) A > 5

Ck

A '3
OF
St
6F
AF
2F

e t >

.0 . Jl 5 I
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— fx
Coeficientes Chelyshkov: p
Y Foo = fifie) = 43" @)
-5 (4x - 352 foo 5<x=10
Hx—35)(4 Vx =10 x—4 x-5x-25/x-10 +35 x-F) x> 10
2.5F
Ck
A 2.0F
1.5
)5 ¢ 1.0F
).0 - - — k|03
Co C C2 A X
).5 2 4
JOF
— fx
Coeficientes Chelyshkov: . r o1
— f) = fuk®) = fur @)
{5)32 5<x=<10
Jx)
1 Vx=5)x?=20(5 Yx =10 — 6 yx—5)x+275 Yx - 104-400 Yx-5) x> 10
Ck
A 2t
St 1
.0 * * — | : ——— ' » X
Co (651 Cy 2 4 / 6 8
St
Or
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— Vx—=5)x+(80 Yx—5 — 60 \/x—10)x +25(7 /a

Ck

A

\

Coeficientes Chelyshkov:

fx)

— f®

— F) = fiho =

5<x=<10

¢
¢
¢
\i

-t -8 \/x—S)) x>10

10,1
2,1

(x)

Y

Matriz de coeficientes c:

PP =
0.677204  0.666775 0.276803 0.180193  0.228026 0.241209
—-0.174892 1.04857  1.05288 0.181251 0.378122 0.434115
0.026052 —-0.105288 1.22334 0.715506  0.792572 0.725545
0. 0. 0. 0.677204  0.666775 0.276803
0. 0. 0. —0.174892 1.04857  1.05288
0. 0. 0. 0.026052 —-0.105288 1.22334
0.677204  0.666775 0.276803 0.180193  0.228026 0.241209
—0.174892  1.04857 1.05288 0.181251 0.378122 0.434115
_ | 0.026052 —-0.105288 1.22334  0.715506  0.792572 0.725545
() = 0. 0. 0. 0.677204  0.666775 0.276803
0. 0. 0. —0.174892 1.04857  1.05288
0. 0. 0. 0.026052 -0.105288 1.22334

Matriz Integral Fraccionaria de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias y
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2.2.5. Problemas

2.2.5.1. Operador Integral Fraccionario de Riemann-Liouville en [0, T]

B Problema 2.2.1.

@ k=0,M=2 =1

[A, B] = [0, T] = [0, 7]

T=7a=1/2.

SOLUCION

(a)

Operador Integral Fraccionario de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

[A, B] = [0, 7]
(T.a)= (7.3}
{k, 2K} = {0, 1}

2
m*=2KM+1)= 3
Bl = (3}

(intervalo x)

(méaxima resolucién)
(méx. grado polinomio)
Dimension B={y}

10x _
{7
0

P (x) = {
0

{

L = JP¥ ()| =

12 /x P
7 +3 Os;<1

True

%\/5(4\/7 x-5x) 0=7<1

True

A5 x 0s17“<1

7

0 True

la definicion de integral de Riemann—Liouville:

(a) Matriz con las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias gha(x)

(b) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = 5 calculadas con

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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2 4x (20x-9 \7 7 \/x +63)
O 0<x<7

2(—20 x32+18 7 sin’l(%)x+20 \X=T7 x-63 \Jx +7 \/x—7)
X
x>7
21 \x

2(3 V7 7-10 4/x)x

O<x=<7
7A3n

X

2(—10x3/2+6 \J7 sin™? ﬁ)x+10 x-7 x-7 \/x—7)
x>7
7+3n

S

=l 3/2
21 T X

O<x=<7

—2—21 ;Sr(—2x3/2+2 x—7x+7\/x—7) x>7

1
(c) Matriz con las integrales fraccionarias R—L de orden 8 = — calculadas con

el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de gb,f,’,‘;:

0

x=<0
2 \x (20x-9 7 7 \[x +63)
1V O=x=<7
2(5 By(2,3)x2-6 V7 Bz(g,é)x+21(\/§—\/x—7))
- True
2(3 V7 7x-10x*?)
I = J(ﬁ)[TT,a(x)] _ TN O<x=<7
4(3 7 xBi(3,5)-5x I;(z,é))
= NeTS x>7
4 13,32
TN X O0<x=<7
1 /5,30 1
- \/:x Bs(2,3) x>7
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T,«a
nm(X)

7,,1
— Yo5 ()

— IPlyd W]

I = TPy e (x)]

— IPlyd )

L = TPl (0]

0.5
6 4
—05} -0.5¢
X Li(x) L(x)
0. 0 0
0.7 0.647906 0.647906
1.4 0.158137 0.158137
2.1 —-0.265166 —-0.265166
2.8 —-0.555276 —0.555276
3.5 —0.698724 —0.698724
4.2 —0.694675 —0.694675
4.9 —0.546184 —0.546184
5.6 —-0.257529 —-0.257529
6.3 0.166734 0.166734
7. 0.722137 0.722137
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T,«a
nm(X)

1.0
0.5

7,,1
= Yoi (%)

-0.5¢
-1.0F
-1.5}

— Iy W)

I = TPyl (x)]

— Il W)

L = TPl (0]

1.5¢ 1.5
1.0} 1.0f
0.5F 0.5¢
* * X * X
Cost 2 6v Cost 2 4 6\/
-1.0f -1.0}
X L (x) L (x)
0. 0 0
0.7 1.07942 1.07942
1.4 1.7073 1.7073
2.1 2.04123 2.04123
2.8 2.13745 2.13745
3.5 2.02846 2.02846
4.2 1.73619 1.73619
4.9 1.27673 1.27673
5.6 0.662571 0.662571
6.3 —0.0962638 —0.0962638
7. —0.991469 —0.991469
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7,,1
— Y3 (%)

()
A
1
1
1
1.5t 1
1
1.0f :
1
0.5¢ 1
1
! . .
2 6
7.2 72
— TPlYo3 ()] — JPlYo3 0]
I = TPyl ()] L = JPylex)]
3t 3t
2F 2}
1f 1¢f
2 4 6 2 4
x I(x) L(x)
0. 0 0
0.7 0.140734 0.140734
1.4 0.398055 0.398055
2.1 0.731273 0.731273
2.8 1.12587 1.12587
3.5 1.57345 1.57345
4.2 2.06835 2.06835
4.9 2.60642 2.60642
5.6 3.18444 3.18444
6.3 3.79981 3.79981
7. 4.45039 4.45039

Graficas de la funcion w,fﬁl(x) y las integrales I; e L.
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Out[]=
—_ 7, 7
Yo (%) — TPy ()] — JPlyog )]
T,
Ynm(X) I = ALy Te ()] L = JP [y m(0)]
2.0 o.sr\ /\ o.sr\ /\
15
1.0} T x . X
3] ' 0.5 { U 0.5 [ \:‘/6
! . N _
—05F No———T 6
ol 7.1 72
Yoi (%) — JPlYp7 (0] — JFlypi (0]

T,
Ym0 I = TPyl (x)] I, = JP[yle (x)]
1.5 1.5
0.5 . . . 1.0 1.0
0.5 2 4 6 1 flooos 0>
-0. ' ' x : ! x
-1.0 ! —0.5E 2 4 6 _O'SE 2 4 6
-15 \] -1.0 V -1.0 v
— ¢7,§ (x) 7} 7,1
02 — TPy} 0] — JF[yp5 (0]
T, X
Wom(X) I = JB[y T (x)] I = TP (0]
1
1.5} : 3 3
1.0} | 2 2
0.5} ! 1 1
. L r ' X ' ' X
S ) . 2 4 6 2 4 6
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2.2.6. Matriz Operacional Producto C de ¥7-%(x)

Se va a estudiar el producto de dos Wavelets de Chelyshkov ¥7%(x) y [‘PT’“]T con el vector
C de dimensién 2X (M + 1), como una expansion en Wavelets de Chelyshkov fraccionarias
[MOHS20], de modo que permita definir la matriz operacional producto C de dos matrices

de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¥7*(x) definida por la expansion siguiente:

vl [whe]" c ~ C.whe )

2.2.42
C = (¥ [¥ )] ¢, ¥ (). 2242

El teorema siguiente define la matriz operacional producto C de dos vectores Wavelets de

Chelyshkov fraccionarios.
v Teorema 2.2.4. Matriz Operacional Producto de Wavelets ¥7%(x).

Sea ¥7(x) el vector de Wavelets de Chelyshkov fraccionario de grado M de dimension

m*x 1 definido por

o5 (x) w (x)
gragy—| Wl | _[vr
VAFAWESTEY ) I VARIEY (2.2.43)

Ui (0 = Yl (x)
i=1, -, m m*=28(M+1)
i=nM+1D+(m+1)

y sea C un vector arbitrario de dimension m* x 1. Se puede escribir la aproximacién

W) [T (x0)]" € =~ C. ¥ (x)

G
C, (2.2.44)
C=| .
Co
donde C es la matriz operacional producto, siendo su elemento (i, j) — ésimo
m* T
Cij= Y Ci f VIO YT QU W dx i j=1,2, - m
0
k=1 (2.2.45)
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Capitulo 3

3. Método Wavelet de Chelyshkov Fraccionario

3.1. Introduccion

En los ultimos afos, las ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias (FPDEs) con ope-
radores fraccionarios en espacio o tiempo han cobrado gran relevancia en la modelizacién
de fenémenos fisicos, dindmica de fluidos y problemas matematicos diversos, debido a la
naturaleza no local de los operadores fraccionarios ([RAHI19], [MARAZ22]). En particular,

las ecuaciones diferenciales de orden distribuido (distributed-order FDEs) constituyen una
extension natural de las ecuaciones fraccionarias multi-término y han sido aplicadas en la
mo-delizacién de difusion super-lenta, procesamiento de sefales y relaciones tensioén-defor-

macion en materiales dieléctricos.

Las técnicas de aproximacion basadas en funciones ortogonales y métodos espectrales se
han convertido en herramientas fundamentales para la resolucién numérica de sistemas di-
ndmicos. Su ventaja principal radica en que permiten convertir las ecuaciones consideradas
en sistemas de ecuaciones algebraicas, simplificando enormemente el problema. Entre las
familias de funciones ortogonales mas utilizadas se encuentran las Wavelets, que poseen

propiedades de ortogonalidad, soporte compacto y andlisis multirresolucién ([RAHI19]).

En este capitulo se presenta el método de Wavelets de Chelyshkov de Orden Fraccionario
(Fractional-Order Chelyshkov Wavelets Method, FChWM). Este método fue introducido por
Rahimkhani, Ordokhani y Lima ([RAHI19]) y posteriormente extendido por Marasi y De-
rakhshan ([MARAZ22]) para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias de orden dis-
tribuido. La idea central consiste en construir las Wavelets de Chelyshkov de orden frac-
cionario, calcular su operador de integracion fraccionaria de Riemann-Liouville y aplicar
un método de colocacion compuesto que reduce la FPDE a un sistema de ecuaciones alge-

braicas resoluble mediante el método iterativo de Newton.
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Las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias presentan ventajas significativas frente a otras
bases: su estructura es dispersa (sparse), lo que reduce la complejidad computacional del
sistema algebraico resultante; poseen alta precision y convergencia rapida; y su formulacién

es mas sencilla que la de otras familias de Wavelets fraccionarias ((RAHI19], [MARAZ22]).
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3.2. Método Wavelet de Chelyshkov Fraccionario en PDE

3.2.1. Preliminares y Notaciones

En esta seccion se presentan las definiciones, lemas y propiedades fundamentales del cé-
lculo fraccionario y de las Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario que se utilizaran a
lo largo del capitulo. La exposicién sigue principalmente el desarrollo realizado por
Rahimkhani, Ordokhani y Lima ([RAHI19]) asi como la extension posterior de Marasi y De-
rakhshan ([MARAZ22]) al caso bidimensional con orden distribuido. Se introducen primero
los espacios funcionales y los operadores fraccionarios de Riemann-Liouville y de Caputo; a
continuacion los polinomios de Chelyshkov clasicos y su version fraccionaria; y, finalmente,
las Wavelets fraccionarias y las férmulas de aproximacion de funciones de una y dos varia-

bles que se emplean en el método numérico.

Célculo Fraccionario. Antes de introducir los operadores fraccionarios resulta conve-
niente precisar el espacio funcional en el que estos estdn bien definidos. Una funciéon Z(¢),
con t >0, pertenece al espacio C),, con A € R, si existe un numero real o > A tal que
Z(t) =t Zy(t), con Z; € C[0, o). Andlogamente, Z € C} si y solo si su derivada Z"™
pertenece a C,. Esta clase de funciones es la habitual en el contexto del célculo fraccionario
porque acomoda de forma natural las singularidades de tipo potencial que aparecen al

integrar o derivar fraccionariamente.

Sobre dicho espacio se definen los dos operadores fraccionarios que se utilizaran en lo

sucesivo.

e Definicion 3.2.1. Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville.

La integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 0 < @ < 1, aplicada a una funcién

Z € Cy con A = —1, se define como:

1
I I'Z(t) = ﬁ f(t —w*t Zw) du (3.2.1)

[oz—l
')’

es decir, una convolucion con el nuicleo de Riemann

La derivada fraccionaria de Caputo, por su parte, se obtiene aplicando primero la deriva-
da clasica y, a continuacion, integrando fraccionariamente; con ello se evita el inconve-
niente de que las constantes tengan derivada no nula, problema que si presenta la derivada

de Riemann-Liouville.
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e Definicion 3.2.2. Derivada Fraccionaria de Caputo.

Se define la derivada fraccionaria de Caputo de orden a € C (Re(e)>0) de la funcién
feAC"[a,b]para fe C_;y0 <a <1 como:
1

T A d:Il_a’ 2.
Fa_a%fa W™ f'wdu=1""f(1) (322)

I D€ f(H) =

Se demuestra que la derivada de Caputo de orden « coincide con la integral de Riemann-
Liouville de orden 1 - « aplicada a la derivada clésica de la funciéon. Ambas operaciones
estdn estrechamente relacionadas: cuando se aplican una detras de otra, devuelven la fun-
cion original mddulo los términos asociados a las condiciones iniciales, propiedad que se
explota después para reformular la ecuacion diferencial como una ecuacién integral en

términos de laswWavelets. Estas relaciones quedan recogidas en el siguiente lema.
v Lema 3.2.1.

Las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville y las derivadas de Caputo satisfacen las

siguientes relaciones ([RAHI19], [MARA22]):

n-1 j .
D€ I Z(t) = Z(0), If D€ Z(t) = Z(t) - ) i Z9(0) (3.2.3)
=0 I*

Ademds, para una potencia t’ con y>a -1, se cumple la regla de potencias

To+D)  ye . . ‘o . . . .
D = ﬁ 7% que constituye la herramienta bdsica para diferenciar fraccionaria-

mente los polinomios y, por extension, los polinomios de Chelyshkov fraccionarios que se

introducen a continuacién.
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3.2.2. Polinomios de Chelyshkov Fraccionarios

3.2.2.1. Definicion de los Polinomios de Chelyshkov (1)
Se definen previamente los polinomios de Chelyshkov dada por [RAHI19] y [MARAZ22].

e Definicion 3.2.3. Polinomios de Chelyshkov. ([RAHI19],[MARA22])

Los polinomios de Chelyshkov, que se denotan por Cy n:(x), se definen en el intervalo [0, 1]

por:
& N'—=N\(N'+i+1
| e = 07 (T ) Mo (3.2.4)
i=N

Estos polinomios son ortogonales sobre el intervalo [0, 1] con respecto a la funcién peso

w(x) = 1y verifican la condicion de ortogonalidad:

1 1
CnnX)Cynx)dx=—""—296
f(; NN+ (X) Car N+ (X) Nl N
(3.2.5)
S _{1 N=M
NM= 10 N+M

siendo oy s 1a funcion delta de Kronecker.

Los polinomios de Chelyshkov Cy n+(x) son una familia de polinomios definidos en el
intervalo [0,1] mediante una combinacion binomial doble. A diferencia de las familias
ortogonales més habituales (Legendre, Chebyshev, Jacobi), todos los polinomios de
Chelyshkov del mismo grado méximo N* comparten el mismo grado y se distinguen Unica-

mente por el indice N inicial de la suma.

La propiedad de ortogonalidad es lo que permite expandir cualquier funcién de cuadrado
integrable como una serie en términos de los polinomios de Chelyshkov, en analogia con las

series clasicas de Fourier.

La adaptacién al contexto fraccionario se realiza mediante un sencillo cambio de variable
x — x” con a > 0. Esta sustitucion permite generar polinomios capaces de capturar con
mayor precision el comportamiento singular cerca del origen que suelen exhibir las solu-

ciones de las ecuaciones fraccionarias.

e Definicion 3.2.4. Polinomios de Chelyshkov de Orden Fraccionario.
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([RAHI19], [MARA22]).

Los polinomios de Chelyshkov de orden fraccionario que se denotan por CE\O,")N* (x) se definen

en el intervalo [0, 1] por la expresion:

N~ .
@ (N —=NY(N"+i+1)\ .
Cgv?N*(x):Z(‘l)lN( i-N )( NN )xm N=01, - N (3.2.6)
i=N

Se construyen las funciones de Chelyshkov de orden fraccionario partiendo de las fun-

ciones polinémicas de Chelyshkov considerando el cambio de variable:

| x —> x°. (3.2.7)

Los polinomios de Chelyshkov de orden fraccionario son ortogonales sobre el intervalo

[0, 1] respecto a la funcion peso w®@(x) = x*1, como expresa el siguiente teorema.
v Teorema 2.2. Polinomios Ortogonales de Chelyshkov de Orden Fraccionario.

([RAHI19], [MARA22]).

Sean {Cﬁ{,’?N*(x)}io la familia de polinomios de Chelyshkov fraccionarios de grado N*, en-
tonces los polinomios de Chelyshkov fraccionarios forman un sistema ortogonal en el espa-
cio L*([0, 1]) con respecto al producto interno:

1 N=M

a « 1 (@ «
(CN v~ Chil) = [y CNv-(0) Ciinr )W) dx = s v S = { 0 N+M

a—1

con la funcion peso w(x) = x

La demostracion se obtiene de manera inmediata efectuando el cambio de variable x — x*

en la condicion de ortogonalidad clasica de los polinomios de Chelyshkov ((MARA22]).
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3.2.2.2. Definicion de los Polinomios de Chelyshkov (IlI)

A continuacion, se definen los polinomios de Chelyshkov dada en [MOHA18], [CHELO06],
[ERMA23].

e Definicion 2.5. Polinomios de Chelyshkov.

Los polinomios de Chelyshkov se definen de forma explicita:

M-n
M-n\(M+n+k+1
_ _1\k n+k _
B Qi n
donde la constante ay,, se define por
e = ( 1),C(M—n)(M+n+k+1) 329
kn — k M—I’l ( Ll )

Estos polinomios son ortogonales sobre el intervalo [0, 1] con respecto a la funcién peso

wx) =1,

1 1
f Crn(X) Cyym(X) dx = a1 Onm
0 (3.2.10)
5= { 1 n=m
"Tl0 nem
siendo 9, ,, la funcion delta de Kronecker.
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3.2.3. Funciones Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias

A partir de los polinomios fraccionarios se construyen las Wavelets de Chelyshkov frac-
cionarias mediante una combinacién de dilatacion y traslacion diddica. Concretamente,
sobre el espacio L?[0, T) se definen tanto las funciones Wavelets de Chelyshkov como las

Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario, como sigue.

3.2.3.1. Definicion de las Wavelets de Chelyshkov (1)

e Definicion 3.2.6. Wavelets de Chelyshkov. ([RAHI19], [MARAZ22]).

Las Wavelets de Chelyshkov Yy y N (X) se definen en el intervalo [0, 1) mediante la expresion:

k-1 ) «
2N+1272 Cyn@ (28 x—m) 2 <x<2t
Ym NN (X) = { (0 ) 2 2
Resto
M=1,2,--,2"-1 m"=M-1 (3.2.11)
N=0,1, -, N* (grado del polinomio de Chelyshkov)
M-1

Cn N+ (x) = polinomios de Chelyshkov de grado N*.

El conjunto de Wavelets de Chelyshkov Yy n N+ (X) constituyen un conjunto ortonormal en

el intervalo [0, 1] respecto de la funcién peso w(x) = 1.

e Definicion 3.2.7. Wavelets de Chelyshkov de Orden Fraccionario.

([RAHI19], [MARA22])

Las Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario ;bﬂj‘(}’N* (x) definidas en [0, T], se definen

en el intervalo [0, T) mediante la expresion:

k-1 k-1 { X \@ " m* x\@ m*+1
() e () = { @N+D 2= Cnn(27H3) =m) 55 = (7)< 5
0 Resto
M=1,2-,2"-1 m=M-1 (3.2.12)
N=0,1,-, N° (grado del polinomio de Chelyshkov)
M-1

Cn N+ (x) = polinomio de Chelyshkov en [0, 1] de grado N*.

donde Cy n-(x) representa las funciones o polinomios de Chelyshkov de orden fraccionario
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de grado N* definida en el intervalo [0, 1].

Se construyen las funciones o polinomios de Chelyshkov de orden fraccionario mediante

el cambio de variable en los polinomios de Chelyshkov:
[ x —x (@>0). (3.2.13)

N*—N)(N*+i+1

N*
(@) _ _ i-N i — %
CN’N*(X)_EN( 1) (i_N N )x N=0,1,, N (3.2.14)
i=

El pardmetro k controla la dilatacién diddica y m* la traslacion. La ventaja fundamental
de esta construccion es que combina la localizacién espacial tipica de las Wavelets con la
capacidad de los polinomios fraccionarios para representar de manera precisa las soluciones
de FPDEs.

3.2.3.2. Definicion de las Wavelets de Chelyshkov (Il)

Las funciones Wavelets de Chelyshkov son una famiia ortonormal basadas en los poli-

nomios de Chelyshkov.

Se construyen las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas de orden fraccionario
(Fractional-Order Generalized Chelyshkov Wavelet-FOGCW) que representan una generali-
zacion de las Wavelets de Chelyshkov, [MOHS20], [NGO22], [ERMAZ23].

e Definicion 3.2.8. Wavelets de Chelyshkov Generalizadas de Orden Fraccionario.

Las Wavelets de Chelyshkov generalizadas de orden fraccionario (Fractional-Order General-
ized Chelyshkov Wavelet-FOGCW) de orden a, ¥1¢ se definen en el intervalo [0, T) medi-
ante la expresion [MOHS20], [NGO22], [ERMAZ23],

(%) = { 2m+1 2: oy (2 (3)'-n) 7€ [(%) (nz_;l))
0

{n:O, 1,-,2k-1 k=0,1,2, - (3.2.15)
m=0,1, -, M (grado del polinomio de Chelyshkov)

Cymm(x) = polinomios de Chelyshkov de grado M.

donde M, k son enteros no negativos y @ es un numero positivo real que representa el

orden fraccionario.
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v Teorema 2.3. Base Ortonormal de las Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias.

Sea el conjunto de Wavelets de Chelyshkov Generalizadas Fraccionarias I(x),

n=0,1,---,2—1ym=0,1, ---, M de grado M, entonces constituyen un conjunto ortonor-

a—1
mal en el intervalo [0, T] respecto del producto interno y la funcién peso w*(x) = « XT
1l n=myn" =m"

O nfmon*+m*

(U @), Y () = [ YT 00 5 () WP () dix = {

Observaciones 3.2.1.

(i) Las Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias ¥1¢(x) son polinomios de grado

M en el intervalo

ze [(ﬁ)é (n_H)l)) { n=0,1,--,2¢-1 k=0,1,2, -
o2 A2 P m=0,1,---,M  (grado polinomio de Chelyshkov)

(ii) Dada la base de Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias 8 = {iy1:*(x)} con
n=0,1,--,2k-1 ym=0,1, ---, M, siendo M el grado de cada polinomio, se verifica
B =W(X) = {Yg 50, Yo (X)), - Yo (), Ui (), Yif (), -,
A0, o U O U s U ) (3.2.16)
Dimension (8 = ¥(x)) = m*(n° elementos) = 2X (M + 1).

(iii) Se define también el vector base ¥(x) también como sigue:

| YOO = (g () Yy (x) -+ UhE(x)) mT =25 (M +1)

. (3.2.17)
ViX) =¢pmx) i=nM+1)+(m+1)
siendo el indice:
n=0,1,--,2-1
': M 1 1 b b b . .
I i=nM+1)+(m+1) {m:O,l,---,M (3.2.18)
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3.2.4. Aproximacion de Funciones por Wavelets de Chelyshkov
Fraccionarias

3.2.4.1. Expansion de una Funcién en Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias

Se establece en el siguiente Teorema la expansién de una funcién f(x) € L*([0, T]) en
términos de una base ortonormal de Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias ([NGO22],
[ERMA23]).

¥ Teorema 3.2.4.

Sea la funcion f = f(x) cuadrado integrable en x € [0, T], f(x) € L*([0, T]) donde
L0, T := {f | f10, T1, y [ f(x)* dx < oo)

y sea la base de las Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias:
Y(x) = {yre@}cL¥[0,T)) n=0,1,2--2"-1ym=0,1, -, M.

La funciéon f(x) se puede expandir o desarrollar en serie con las funciones Wavelets de

Chelyshkov fraccionarias de la forma siguiente:

FO =D cummx)  x€[0, T] (3.2.19)

n=0 m=0
donde una aproximacion viene dada mediante la truncacién de la serie:

%1 M

0 =~ fafe = Com Y(x) = C¥Le(x) xel0, T]
Mk % mZ::‘, ’ ’ (3.2.20)

Cam = (f(0), Ypm(X)
donde ¢, = (f(x), ¥1-%(x)) son los coeficientes Wavelet de Chelyshkov fraccionarias y (., .)

denota el producto interno. Los coeficientes Wavelet de Chebyshev fraccionarias tienen la

expresion:

T
Cam = (f(0, Ypm(x) = f OO Y w(x) dx
0 (3.2.21)

T
C = (fx), ¥Le () = f Feo [whe (0] weo) dx
0

con la funcion peso
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xa/—l
w'x) =a F x e [0, T].

El desarrollo en serie de las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionar-

ias de la funcién f(x) se puede expresar

k1 M
| FO = figi= D" > camYnmx) = CT. 9" () (3.2.22)

n=0 m=0

donde C y Y(x) son matrices de dimension 2(M +1)x1 (vectores columna de

m = 2% (M + 1) dadas por los vectores columna:

T,
Yo ()
Co,0 T,
%l’o,{l (X)
Co,1 :
T,
c Yo m(X)
o Uig )
C1,0 1,0
T,a
C11 Ui (%) o1 1
. . n = cee —_
C — . \PT,Q’(X) — . { 9 ’ ’
. - m=0,1,-, M
LM 1 m(X)
C T,
VERONES
Cok_11 T
. Yoty (%)
Cok_1.m -
Yoy (%)

El desarrollo en serie con las funciones Wavelets de Chelyshkov generalizadas fracciona-

rias también se puede escribir:

s

m

fo) = fige =D a0 =¥ (3.2.23)
i=1
donde
c1 U1 (x)
T,a
C — c:z \I]T,a(x) — ¢2 : (x)
* T,«
o Y () (3.2.24)
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{ z;(c;)m: ey =R 0D,

m*(n° elementos) = 2° (M + 1)

3.2.4.2. Expansion de una Funcion de dos Variables en Wavelets de Chelyshkov
Fraccionarias

Se establece en el siguiente Teorema la expansiéon de una funciéon de dos variables
u(x, t) € L*([0, T]x[0, T]) en términos de una base ortonormal de Wavelets de Chelyshkov
Fraccionarias ([RAHI19], [MARAZ22], [DO25]).

v Teorema 3.2.5.

Sea la funcién u =u(x,t) cuadrado integrable en el dominio (x, )€ [0, T]x[0, TT,

u(x, t) € L*([0, T]x[0, T]) donde
L*([0, T1x[0, T1) := {u(x, ) € L*([0, TIx[0, T]), y [ [ f(x* dx < oo},

y sea la base de las Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias:
¥rex) = (e} c L¥ [0, T) n=0,1,2,-,2-1ym=0,1, -, M.

La funcién u(x, t) se puede expandir o desarrollar en serie con las funciones Wavelets de

Chelyshkov fraccionarias de la forma siguiente:

(o) [

e =3 3 D D Cammm YU (0 (5, D €0, TIx[0, T]  (3.2.25)

donde una aproximacion viene dada mediante la truncacion de la serie:

21 M 2F-1 Mo

ue ) = w506 = 3" > > Cumr me U ) U (0

n=0 m=0 n*=0 m*=0

(3.2.26)
u(x, 1) ~ (Y1) .c. ¥ (o)

_—

(12Fm+1)  (2F D)

donde C es una matriz de dimensién (Zk (M +1)x2K (M* + 1)) Y Comant,m* SON los coefi-

cientes Wavelet de Chelyshkov fraccionariasy (., .) denota el producto interno.

Los coeficientes Wavelet de Chelyshkov fraccionarias tienen la expresion:

I Com e = (UG, 1), YT 00 Y (1)
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T T
S f f U(X, ) Y () Y (D W) W(H) dx d't
0 0
C = (ux, 0, Yo () Yt (1))

T AT
C= f f u(x, t) [‘I’,Tl,’,‘ﬁl(x)].[‘lfrfj‘; (t)]T w*)w(t)dxdt
0 Jo

con la funcion peso

. xa—l . toz—l
w (x):aF xel[0, T], w (t):aF te [0, T].

La expansion de la una funciéon de dos variables u(x, t) en la base de las funciones

Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias se puede expresar matricialemente:

21 M 2K-1 Mo

ux, t) = uﬁfﬁc(x, )= Z Z Z Z Crm.n® m* erl:gq(x) w:;‘fm*(t)

n=0 m=0 n*=0 m*=0

u(x, 0 ~ (Y1) .c. ¥ (1) (3.2.28)

(126 +1) (25 r+D.)
C= (Cnmn* m)

siendo C es la matriz de coeficientes de dimension (25 (M + 1)x2¥ (M* + 1)) y ¥ (x), $7(1)

son vectores de Wavelets de Chelyshkov generalizadas fraccionarias dados por los vectores

columna:
T, T,
Yo (%) Yo (%)
C, T, T,
0.0 Yoi (X) Yo1 ()
Co,1 : :
T« T,a
Cont 14 o,M(x) YoM (x)
’ T, T,a
€10 Yo (X) Y1 (x)
T, T,
C11 Y11 (x) Y11 (x)
c=| ple(y) = 3 wher) = ‘
T, T,
‘1M Yy v (%) Yy e ()
CHk T, T,
Cz -1.0 wzkc_yl’o(x) wzkiy_l,o(x)
2k_1,1 T, T,
N wzk(il,l (x) wzkfy_l’l (x)
CHk_
o Ve Whe )
2k_1,m 2K _1,Mm*
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m=0,1,--, M m =0,1, -, M’

3.2.4.3. Expansion de una Funcién Wavelets de Chelyshkov Fraccionarias
([RAHI19], [MARAZ22])

Se indican las ecuaciones que permitan aproximar una funciéon Z(t) empleando la defini-
cién de las funciones Wavelets de Chelyshkov dada en [RAHI19], y [MARAZ22].

Aproximacion de funciones.

Una funcién Z e L?[0, h) puede aproximarse mediante una serie truncada de Wavelets de

Chelyshkov fraccionarias del modo siguiente:

21 M
20~ ) Y enm it (0= CT M) (3.2.29)
N=1M=0

donde el wvector de coeficientes C agrupa los productos internos
CNM = Lh wgﬁﬂ(t) Z(t) oM (t) dt y ®MP(t) es el vector que contiene todas las Wavelets hasta
el nivel de truncamiento prescrito. Esta es la pieza clave que posteriormente convierte la
ecuacion (FPDE) en un sistema algebraico, ya que la incégnita pasa a ser, simplemente, el

vector C.

Anilogamente, una funcion de dos variables Z(x, t) definida en el rectangulo
[0, h) x [0, h) admite una aproximacién por producto tensorial ([RAHI19], [MARA22]):

[ Z(x, £) ~ (8™ (x)) " Q oM (r) (3.2.30)

donde () es ahora wuna matriz de coeficientes desconocidos de dimension
(2"‘1 M ) X (2""1 M’). Cuando los indices de truncamiento M, M’ y los niveles k, k" tienden a
infinito, esta serie converge a Z(x, t) en norma L%, como se demuestra en [RAHI19], y

[MARA22] al estudiar la convergencia del método numérico.
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3.2.5. Método FChWM. Ecuacion de Adveccion-Dispersion Movil-
Inmovil de Orden Distribuido Fraccionario en el Tiempo

Se pretende disefiar un método numérico eficiente basado en un método de colocacion
compuesto que utiliza las Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario para resolver
numéricamente la ecuacion de adveccion-dispersion movil-inmovil de orden distribuido
(Distributed-Order Fractional Mobile-Immobile Advection-Dispersion Equation). [RAHI19],
[MARAZ22].

El algoritmo se denomina Método de Colocacion Wavelet de Chelyshkov Frccionario
(Fractional Order Chelyshkov Wavelets Method—-FChWCM) que permite dar una solucién

numérica a la ecuacién no lineal (FPDE).

Planteamiento del problema. La metodologia propuesta se aplica a la ecuacion de advec-
cion—dispersion movil-inmovil de orden distribuido fraccionario en el tiempo, que aparece
de forma natural en la modelizacion del transporte de solutos en medios porosos heterogé-

neos ([MARA22]). En su forma canonica se escribe como
| @1 Zi(x, 1) + @ D Z(x, 1) = — 3 Zy(X, 1) + g Zye (X, 1) + h(x, 1) (3.2.31)

donde los coeficientes satisfacen @7 =0, @, =0, @3 > 0 y a4 > 0. Estos pardmetros admiten
una interpretacion fisica directa: @; y a, gobiernan la fraccién moévil e inmovil del soluto, a;
controla la adveccion y a4 la dispersion. Las condiciones inicial y de contorno asociadas son
Z(x, 0) = fi(x), Z(0, t) = f>(t) y Z(1, t) = f3(t). El operador de orden distribuido D/ se interpre-
ta en el sentido de Caputo y se obtiene integrando la derivada fraccionaria sobre todo el

rango de érdenes ponderada por una funcion de distribuciéon p(u):

1
I DY Z(x, t) = f p(u) D€ Z(x, 1) d (3.2.32)
0

Conviene destacar que esta formulacién generaliza simultineamente las ecuaciones
clasicas de adveccion-dispersion y los modelos fraccionarios de un unico orden. En particu-
lar, escogiendo distintas funciones p(u) se recuperan modelos clasicos como casos particu-
lares (por ejemplo, p(u) = 6(u — 1) da lugar a la ecuacién movil-inmovil fraccionaria de
orden Unico). Esta versatilidad justifica el interés en disponer de métodos numéricos efi-

cientes y precisos adaptados al caso mas general.

Estrategia general del algoritmo FChWCM. La filosofia del método consiste en transfor-
mar la FPDE en un sistema algebraico no lineal cuyas incégnitas son los coeficientes () de la

expansion Wavelet ([RAHIL19], [MARA22]). El esquema completo se desarrolla en cinco

etapas fundamentales que se exponen a continuacion.
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En primer lugar, se expande la derivada mixta de mayor orden presente en la ecuacion en
términos del producto tensorial de wavelets de Chelyshkov fraccionarias en las variables x y
L

3
| LD _ o) aapg (239

ax? ot

La eleccion de la derivada de mayor orden no es casual: al expresarla directamente en
términos de las wavelets, todas las demds derivadas y la propia funcién se recuperan por
integracion, lo que evita acumulacion de errores de derivaciéon numérica y permite incorpo-

rar de forma exacta las condiciones iniciales y de contorno como constantes de integracion.

En segundo lugar se recuperan las derivadas inferiores y la funcion incognita mediante
integracidn sucesiva respecto a t y x, aplicando en cada paso las condiciones de contorno y

las condiciones iniciales para fijar las constantes de integracion. Se obtienen asi expresiones
#Z 9z oz

a2’ ax’ ot Y
y del operador Q(t, @, A), que representa la integral fraccionaria de Riemann-Liouville del

cerradas para para la propia funcion Z(x, t) en términos lineales de la matriz ()
vector de Wavelets calculada mediante la transformada de Laplace. Esta cantidad se calcula
una sola vez de forma simbdlica ([RAHI19]) y, una vez disponible, basta con sustituir en las

relaciones correspondientes para obtener cualquier derivada de orden inferior.

El tercer paso consiste en aplicar la derivada fraccionaria de Caputo de orden u respecto a
t a la expresion obtenida para Z(x, f). Gracias a la regla de potencias del Lema 1, esta op-
eracion se reduce a sustituir el operador de integraciéon Q(¢, 1, A1) por su version con orden
1 — u, y las condiciones de contorno se incorporan a través de las derivadas de Caputo de las
funciones f, y f3. Una vez sustituidas todas las expresiones (derivadas espaciales y tempo-
rales, derivada fraccionaria, término fuente) en la ecuacion original, se llega a una identidad

que debe verificarse en todo el dominio.

El cuarto paso aborda el principal reto computacional del problema: la integral sobre el
orden distribuido. Esta integral, que en general no admite soluciéon cerrada, se aproxima

mediante una cuadratura de Gauss-Legendre adaptada al intervalo [0, 1]:

! 1& (+my (147
Fludu~ - F 3.2.34
fop(m () dp zgékp( > )( ; ) (3234)

donde 74 son los nodos y i los pesos de Gauss-Legendre en [-1,1]. La eleccion de esta
cuadratura es optima en el sentido de que una formula con k + 1 puntos integra exacta-
mente polinomios de grado hasta 2k + 1, lo que en la practica permite obtener un error de

discretizacion despreciable con un numero moderado de nodos.
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Por ultimo, en la quinta etapa se realiza la colocacién: la ecuacién resultante se evalua en

una malla de puntos compuestos definida por

XMN = s, twNn=———— (3.2.35)

XN+M—1 tN'+M,—1
2m’—1

2m—1

donde xy y ty’ son los ceros de los polinomios de Legendre desplazados al intervalo [0,1]. La
eleccidn de los ceros de Legendre como nodos de colocacién no es arbitraria: estos puntos
minimizan, en cierto sentido, el error de interpolaciéon y proporcionan una distribuciéon no
uniforme que se ajusta naturalmente al caracter espectral del método, evitando el fenémeno

de Runge propio de los nodos equiespaciados.

El resultado de imponer la ecuacion diferencial en cada uno de estos puntos es un sistema
algebraico no lineal con un total de (2™ M) x (2’”"1 M’) ecuaciones, cuyas incognitas son
las entradas de la matriz (). Este sistema se resuelve mediante el método iterativo de New-
ton, que es de uso preferente debido a su convergencia cuadratica. Una vez determinada (),
la solucién aproximada Z(x, t) se reconstruye sustituyendo los coeficientes en la expresiéon

integral obtenida en la segunda etapa, sin necesidad de derivaciones adicionales.

Resulta importante destacar dos caracteristicas que confieren eficiencia al algoritmo. Por
una parte, la matriz Q) resultante es estructuralmente dispersa (sparse), lo que reduce de
forma significativa los requisitos de almacenamiento y el coste computacional del método
de Newton frente a los obtenidos con otras familias de Wavelets. Por otra parte, los oper-
adores de integracion fraccionaria Q se calculan una sola vez fuera del bucle iterativo, lo que
también contribuye a reducir el tiempo de cémputo total. Estas dos caracteristicas, junto con
la alta precision y la convergencia rdpida de las wavelets de Chelyshkov fraccionarias, hacen
del FChWCM una herramienta particularmente adecuada para el tratamiento de FPDEs de
orden distribuido ([MARA22]).

3.2.5.1. Método Colocacion Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (FChWCM)

Considérese la siguiente ecuacion de Adveccién-Dispersion Movil-Inmovil de orden
Distribuido Fraccionario en el Tiempo: ([RAHI19], [MARA22])

(FPDE) =
ay i (6 )+ Dl (e, ) = —as iy (X, D) + @y Uy, (X, ) + (X, D)
Fi(x,b) Fo(x,b) F5(x,t) Fu(x,b) Fs(x,t)
u(x, 0) = fi(x) x e [0, 1] (3.2.36)

u©, 1) = L u@, )= fi) tel0,1]
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I (FPDE) = F(x, t) + Fy(x, t) = F3(x, t) + F4(x, t) + F5(x, )

donde @; =0, @, = 0, a3 > 0, @4 > 0, y el operador fraccionario de orden distribuido Df

es en el sentido de Caputo que viene definido como sigue:

1
I DD y(x, t) = f p(B) “DPu(x, t)ydp (3.2.37)
0
y donde “D? u(x, t) denota la derivada fraccionaria en el tiempo de Caputo:
—dn;;f’” B=neN
Cnp — p-1 9" u(x 7) _
D u(x, t) = r(n 5 L(x ke dr t>0 Bem-1,n] (3.2.38)
neN n=[f]

Se detalla el algoritmo de Colocacion Wavelet de Chelyshkov Frccionario (Fractional
Order Chelyshkov Wavelets Collocation Method—-FChWCM) que permite dar una solucion
numérica a la ecuacién no lineal (FPDE).

& u(x t)

1. Se busca una solucién donde la expresion —==- se pueda representar como una expan-

sién en términos de las funciones Wavelets de Chelyshkov fraccionarias:

63u(x f) 201 M 2K -1 M

T(;t - Z Z Z Z Crams e Wi (0) Y (1)

n=0 m=0 n*=0 m*=0
Fulx, t)
ax? ot

(3.2.39)
~ (¥Tow) .. ¥ (o)

(12Fm+1) (@7 D)

2. Calculo de (a U, t)).

Se realiza la integracion fraccionaria de orden S la  ecuacion

aa;‘(xap (‘PT"(x)) C.¥" (t) con respecto a la variable t:

TP ()| = Qx, B,y <JP ¥ ()] = QUt, B, 1)
Pulx, t

f T D i f (¥700) e 0 di

o dx*or 0

d*u(x, 1)

preanis (7). c. IV [eT0 )]+ [(¥7w) . IV e ],

-0
o*u(x, t)
+ —_—
ax* )
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ou(x, t) 0*u(x, 0) 3* fi(x)
dx £20 dx dx

S ux. 0 o X & fi(x)
axZ = (TT’ (X)) CM + ( axZ
Q(t,1,aq)
T ulx, 0 T
a2 (\PT"’(x))T.C-Q (t, 1, a1) +( 8]12 @)

3. Calculo de ( Ouix,l) )-

ox

. .. QPuat .
Se integra la ecuacion Z—)(;) con respecto a la variable x:

xaz , o9 09 82
f MO D) = f (¥7w)".C.Qt, 1, ay) dx + f ( fl(x))de
0 0 0 0x?

ax? x

ou(x, t)
0x

0f1(x))_((9f1(x)) +(8u(x, t))
x=0 x=0

= .1, o)]'.Cc.ou, 1, (
[Q(x, 1, ®)] .C.Q(t, 1, ay) + Py Py Py

)

. . o o (DUt
La funcién desconocida ( . )x_o S€ aproxima integrando la expresion (%)) entre los

valores de Oy 1.

1 du(x, t) 1 T
f 3 dx = f [Q(x, 1, ®)] .C.Q 1, a1) dx
0 0

X

1((0f() 4 fi(x) 10 du(x, t)
U I e I S N e N
0 ox dx  Jx=0 0 0x  Jx=0

(%?)xzo
Lrou(x, t) ou(x, t)
L= ()
0 ox x=0 Ix x=0

.fl(aﬁ(x)) dx—(afl(X))
0 00X Jx=0 \ ax x=0

1
[u (x’ t)](l) = f [Q (x’ la Q’)]TCQ(t, 1’ al) dx+ (fl(l) - fl(O))
0

_(afl(x)) +(8u(x,t))
0xX Jx=0 0x Jx=0

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno:
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u(l, t)—u, t) =

1
f [Q (x’ 1’ CZ)]TCQ(t, 1’ al) dx+ (fl(l) - fl(o)) - (
0

8f1(x)) .\ (au(x, t))
x=0 0x Jx=0

[3(0) = fo(t) =
1
£ [Q(x, 1, @)]".C.Q(, 1, a1) dx + (fi(1) - £1(0)) —(

0f1(x)) .\ (au(x, t))
x=0 0x x=0

Despejando, resulta

( ou(x, t) )
0x x=0 -

! 8 fi(x)
f3(0) = f2(t) - [f [Q(x, 1, )]T.C.Q, 1, @7) afx] — (i) = f,(0)) + ( h ) O
0 X=

ou(x, t)
0ox

1
WECENAGE fo [Qx 1, )".C.Q 1, @) dx| - (i (1) = f (0) +(

J J
= [ L ). 1, + fl(")) i f1<x>)
0x 0x Jx=0

3f1(x))
x=0

4. Calculo de (% )

A continuacion, se realiza la integracién fraccionaria de orden S la ecuacion

Puxt

ox? ot

X X (’)3 u(_x, t) X X
f f dxdx = f f (¥To)) .C¥T(t) dx dx
0o Jo 0x*0t 0o Jo

( TT’“(x))T.C.‘IJT’C“(t) con respecto a la variable x:

ou(x, t)
ot

ou(x, t)) 0 (8u(x, t))
+
x=0 x=0

T T«
~ X, 2, @).C\¥"“1(t) + X —
Qi ) ® ( ot ox ot

Se evaluia esta ecuacion para x = 1y se aplican las condiciones de contorno:

° u(os t) = fZ(t)
° u(la t) = fZ(t)
x=1
ou(x, t ou(x, t 0 (Ou(x,t
ux, b ~QT(Q, 2, @).C.¥T™ (1) +( ux )) +— ( ux ))
x=0 0x ot x=0

ot

)

)
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I d (8u(x, ) 6f3(t)) B (é%(t))

) ~-Q'(1, 2, a).C¥T (1) + (
x=0

ax\ ot ot ot
Se sustituye en la ecuacion de la expresion a%’;’t):
ou(x, t)
at

0

éfs(t)) ) (5’f2(t) ))

-07q, 2, a).c¥Tn (

oux,
u((; ) ~ QT (x, 2, @).C.¥"" (1) - x QT(1, 2, @).C.¥T " (1)
) P P
+(1—x)( fz<t))+x( f3(t))
At at

5. Calculo de u(x, t).

. . . L duxt .
Se realiza la integracion de la ecuacion % con respecto a la variable t y se deduce:

du(x, t
ug; ) ~ QT (x, 2, @).C.¥TM () —x QT (1, 2, @).C.¥T™(¢)
d d
+(1—x)( fz(t))+x( f3(t))
ot at

oux, t
f ux 9 f [QT(x, 2, @).CT (1) — x QT(1, 2, @).C.¥T (1)
0 0

ot
0 0
+(1_x)( fz(t))+x( f3(t))]clt
ot ot

u(x, 1) = Q' (x, 2, @.C.Q(t, 1, 1) - x[Q"(1, 2, @).C.Q(1, 1, ay)]

+(1 = x) (f2(0) = f2(0)) + x (f3(t) — f3(0)) + [u (x, D)];—o
[

cu(x, 0) = fi(x)

Se deduce la expresion aproximada de u(x, t):

w(x, =0 2, a)".C.QE1, a)-x[[Q1, 2, d)".C.Q( 1, a)]
+(1=x) (f2(®) = £20) +x (f3 (1) — f3(0)) + f1 (x)
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6. Calculo de €D u(x, o).

Se realiza la derivada fraccionaria de Caputo de orden S con respecto a t en ambos

lados de la ecuacién de u(x, t), se tiene:

CDPu(x, ) = QT (x, 2, ).C.Q(t, 1 - B, 1) —x Q' (1, 2, @).C.Q(t, 1 - B, ay)
+(1 = x) DI fa(t)] + x CDFIf; ()]

7. Calculo de D u(x, o).

Se aproxima el término integral “DfP u(x, r) = ﬁp(ﬁ) °Df u(x, t)d B mediante la

integracion numérica de Gauss-Legendre:

1 1 & 1+ x;
. f fx)dx ~ — Zwk f ( ) (Integracion Gauss — Legendre)
0 2 Py 2

«“Dfuix, t) = QT(x, 2, ).C.Qt 1- B, a1)—x Q'(1, 2, @).C.Q(t, 1 - B, ay)
+(1 - x) DI A1 +x “DEIf3(1)]

1
DP u(x, t) = fo o(B) DY u(x, t)d

1
DP u(x, 1) = f p(B) [QT(x, 2, ).C.Q(t, 1 - B, ay)
L] 0

-x Q"(1,2,).C.Q 1= B, a) + (1 - x) “DE[f5 (0] + x DPIf3 (1] d B

8. Ecuacion FPDE

(FPDE) = aq u; (x, t) + ay [Dtﬁ U, t)=—az Uy (X, )+ as Uy, (X, )+ h (X, 1)
Fi(x,0) Fy(x,t) Fz(x,t) Fy(x,t) Fs(x,t)

u(x, 0) = fi(x) xelo0,1]
M(O, t) = fZ(t)

(3.2.40)
u(l, = f3t) telo,1]
(FPDE) = Fi(x, t) + Fa(x, t) = F3(x, t) + F4(x, t) + F5(x, ©)
1
DD u(x, t) = f p(B) DY u(x, t)d B
0
Expresiones de la ecuacion FPDE
Fi(x, t) = ay uy(x, 1)
= o1|Q"(x, 2, @).CHT () - x Q" (1, 2, @).CHT (1)
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df2(0) ) N x(3f3(t) )]

+(1—x)( Py

1
Fy(x, 1) = a; DPP u(x, 1) = ay f p(B) €D} u(x, dp
0
Fy(x, t) = a; DP u(x, t) =
+a,
1
f p(B)[QT(x, 2, ).C.QU 1- B, 1) —x[Q"(1, 2, @).C.QL 1 - B, ay)]
0

+(1-x) ‘DI f,(O)] +x DI fy(0]] d B

F3(xa t) = a3 ux(x> t)

0 f1(x)
0x

0 f1(x)
= 3| Q"(x, 1, 0).C.Q 1, a1) + ( L ) - ( ) + (0 = f2(0)
ox x=0

1 0 fi(x)
‘[f Q"(x. 1, ).C.Qt: 1, an) dx| - (i U - fi (0))+( h ) |
’ - dx x=0

0% f1(x) )]

a 2

Fy(x, £) = @4 ex(x, 1) = o (¥700)".C.Q(, 1, ay) + (
X

Fs5(x, t) = h(x, t).
9. Se aplica la integracion numérica de Gauss-Legendre al término integral para aproxi-
mar su valor:
FZ(x7 t) =
+a;

1
f B [QT(x, 2, ).C.QUL 1 - B, 1) -x[Q7(1, 2, ).C.QL 1 - B, ay)]
0

+(1-x) DY fH®] +x D[ f0]]d B

. (3.2.42)
Fy(x, 1) = @ [5 > i p(
k=1

1+ x;

1
)[QT(x, 2, a).C.Q(t, 1- J;xk , a/l)

T 1+ x;
-x Q' (1,2, a).C.Q(t, 1- S al)

1+x 1+x,

+1=0°D [HO1+x D (0]

donde x; y wy son los nodos y los pesos, respectivamente de la formula de Cuadratura
de Gauss-Legendre.

10. Método de colocacion. Creacién de un sistema algebraico de ecuaciones.

272 En el problema (FPDE) se obtiene un sistema (no lineal) de ecuaciones algebraicas con
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el vector de coeficientes CT = Cijp (i, j=1,2, -, m").

Se puede emplear como puntos de colocacion los (a) ceros de los polinomios de Legen-
dre desplazados o (b) los puntos compuestos de una malla.

a. Ceros de los polinomios de Legendre desplazados:

Se crea un sistema algebraico de ecuaciones con el método de colocacion consideran-
do como puntos de colocacion los ceros de los polinomios de Legendre desplazados
de orden m* del intervalo [A, B] = [0, T]:

P,+(x) = polinomio de Legendre de orden m" = 2k M+1) xe[-1,1]
L,-(x) = polinomio de Legendre desplazado de orden m" = 2*M+1) xelo, T]

x-(27-1)
xel[-1,1] —— xe]0,1]

Ly(X) = Py (2 ; - 1)

ceros de L,,-(x) = {x1, X3, **+, X} € [0, T]

cerosde L,,,-(t) = {ty, to, -*-, ty} € [0, T]
b. Malla de puntos compuestos (X, tnt m*)-

Se crea un sistema algebraico de ecuaciones con el método de colocacién consideran-

do como puntos los definidos por:

Xm+n-—1 n=0,1,---,2k-1
xn,m = {
2k_1 m:O’l’...’M
. _tm*+n*—1 {n*:O,l,---,2k*—1
nLm = 2k*_1 m*:O’ 1’...’M*
11. Se resuelve el sistema no lineal de ecuaciones en Cj; (i, j = 1, ..., m") con el método de

Newton—-Raphson o el método Affine Covariant Newton.

12. Se deduce la expresion aproximada de u(x, t) de la ecuaciéon FPDE:

u(x, ) = Q(x, 2, ".C.Q(t, 1, @) — x [[Q(, 2, ®]".C.Q(1, 1, ay)]
+(1 = x) (o) — £2(0)) + x(f3(8) — f3(0)) + f1(x).

3.2.5.2. Ecuaciones del Método Wavelet de Chelyshkov Fraccionario

Se indican las ecuaciones a emplear en el método FChWCM para la resolucién del proble-
ma (FPDE) para la ecuacién de Adveccion-Dispersiéon Mévil-Inmévil de orden Distribuido

Fraccionario en el Tiempo:
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Fu(x, t)

Jxxe (X, 0) = ~ (\PT’Q(X))T.C, pla (t)

20t

ox

(1.2Fm+1) (27 D)

ou(x, t)

0x?

8 fi(x)

ox?

=(¥w) .cQ 1,0 +(

ou(x, t)
ox

3f1(x))
x=0

0
= [Q(x 1, 0]".C.Q 1, ay) +( fl(x)) _(
dx ox

1 0 fi(x)
+f3(0) = f> (1) - [j(: [Qx 1, ] .C.Q 1, a’l)dx] - (i) - f1(0) +( J;lx ) o

ot

0 0
ca-n[250){ 150

o’u(x, t)
ot

~ Q" (x, 2, ).C.D, (¥"" (1) - x Q" (1, 2, @).C.D; (¥ (1))

o? o?
‘a —x)( fz(t)) +x( f3(t))

ot? or?

wx, 1) =Qx 2 0" .C.Q1, a)-x[[Q1 2, 0)]".C.QW 1, ay)]
+(1 =) (f2 () = £2(0) + x (f3 () — f3(0)) + f1 (%)

Derivada fraccionaria de Caputo de orden

“DPu(x, t) = Q' (x, 2, @).C.Q(t, 1 - B, a1) —x Q'(1, 2, @).C.Q(t, 1 - B, ay)

+(1 - x) “DEI (0] + x “DIf (1)]

au(x,
| ux, ~ QT (x, 2, ®).C¥"" (1) - x QT (1, 2, @).C.¥T (1)

Operador fraccionario de orden distribuido D{ en el sentido de Caputo:

1
I D/ u(x, t) = f p(B) DPu(x, t)ydp
0

il
DA (, 1) = f P [Q7(x, 2, .C.Q 1 - B, )
L] 0

-x Q'(1,2,@).C.Q1 1- B, a1) + 1 —x) D[ 0] +x D[ fs 01| d B
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3.2.6. Errores en el Método Wavelet de Chelyshkov Fraccionario
(FChwM)

La precision y la eficiencia del método Wavelet de Chelyshkov de orden fraccionario
(FChWCM) se basa en la determinaciéon de la exactitud de los resultados numéricos
obtenidos, y se miden en términos de las normas de errores definidos a continuacion. Se

desea medir el error absoluto (L,,), el error L, y el error cuadratico medio RMS.

Se supone conocida la solucion exacta u(x, t) de la FPDE, asi como la soluciéon aproxi-

madadada proporcionada por el método FChWCM vy se denota por u(xi, t j) (FChWCM):

exacto

= u(x, t)

solucién exacta u(x, t) = u(x;, £;)
)RR — (x, £) (FChWCM)

solucion aproximada de u(x, t) = u(x;, t;
y con los puntos de la cuadricula:

h=22 [A, B] = [0, T]

x e [0, T] te [0, T]
=Xo+hi i=1,--, N

ti=to+hj j=1,---,N

(% t) =

Se definen las normas de los errores siguientes:
1. Error L., absoluto estimado e,:
error-Le, = ||u(x;, t;) — u(x;, t;) (FChWCM)|| _

error-Le, = Max [u(x;, t;) - u(x;, t;) (FChWCM)| (3.2.43)
O<i<N
O<j<N

donde N es el namero total de puntos ¢; y x; de la cuadricula.

2. Error Ly:

error-L, = ||u(x;, t5) — u(x, ty) (M)||,

N-1N-1 i 3 (3.2.44)
error-Ly = [ > 3" u(x;, ;) - u(x;, £;) (FChWCM)| | .
i=0 j=0
3. Error cuadratico medio RMS:
1
N-1N-1 2
2
error—-RMS = NN [Z Z |u(xl-, tj) - u(x,-, tj) (FChWCM)| ] ) (3.2.45)
i=0 j=0
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3.2.7. Ejemplo

® Ejemplo 3.2.1.

Sea ecuacion de Adveccién-Dispersion Movil-Inmévil de orden Distribuido Fraccionario en

el tiempo con las condiciones iniciales y de contorno dadas:

w(x, )+ [TG5= B D ute, df= —uy(x, 1)+ ex(x, 1) + hy(x, 1) + hy(x, 1)
(FPDE) = | u(x, 0) = fi(x) =0 x € [0, 1]
o, H=f(0=0 ul,H=fH=0 tel0,1]

xe(0,1) te]0,T]
x, 0 = (52 (= D) + 262 (x = Dx+ 2 65 x (x— 1
B, ) = 57 (15 V7 £ (= 1P x (= 1)) =262 3x - 2).
La solucidon exacta viene dada por la expresion:
ulx, t) = £ (x-1)%*x.
(a) Represéntese la grafica de u(x, t) parax € [0, 1]y ¢t € [0, 1].

(b) (i) Hallese la derivada fraccionaria de Caputo thﬂ u(x, t) con 0 < @ <1y tomandc

n=1.

(ii) Hallese el operador fraccionario de orden distribuido D{ en el sentido de Ca

puto definido por:
DI utx, = [[p(B) °Df u(x, ) d B
[TG.5-p Dl ucx, v dp.
(c) Compuébese que la solucion u(x, t) satisface el problema (FPDE).

Indicacion:

276



CAPITULO 3 — METODO WAVELET DE CHELYSHKOV

SOLUCION

(a)

Out[«]=

(b)

Out[«]=
{ux, =, ? (x-1°x}
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Out[«]=
157 66 (x— 1) x
8I(3 - 4)

{CDf ux, ) =, Re() <1 ARe(t) > 0 ATm(t) = 0 }

Out[«]=

157 -1 2 (x-1)>%x
8 log(t)

1
{ f [(3.5- B°DP u(x, ) df =, Re(t) > 0 A Im(5) =0 |
0

Out[«]=
154r (-1 PP (x-1)>2x
8 log(t)

1
{ f (3.5 B)°DP ux, 1)) df =, Re(f) > 0 A Im(t) = 0 }
0

(c)

Out[«]=
ulx, t) = 2 (x-1)>x

5672 (x-1)*x (3 N7 t+4log(t)-3 \/;)

F11(x, t) = 81og®)

Re(t) >0AIm(t) =0

5672 (x-1)? x (3 \r t+41og(t)-3 \r)
8log(t)

(u(x,00= 0)
[ u,t)= 0 ]

(u(l,t): 0)

F12(x, t) =

Out[«]=
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Out[+]//TableForm=

(x, t) F11(x, t) F12(x, t)
(0.1 0.1) 0.00973088 0.00973088
(0.1 0.3) 0.0589914 0.0589914
(0.1 0.5) 0.140248 0.140248
(0.1 0.7) 0.251201 0.251201
(0.1 0.9) 0.391043 0.391043
(0.3 0.1) 0.0176597 0.0176597
(0.3 0.3) 0.107058 0.107058
(0.3 0.5) 0.254524 0.254524
(0.3 0.7) 0.455883 0.455883
(0.3 0.9) 0.709671 0.709671
(0.5 0.1) 0.0150168 0.0150168
(0.5 0.3) 0.0910361 0.0910361
(0.5 0.5) 0.216432 0.216432
(0.5 0.7) 0.387655 0.387655
(0.5 0.9) 0.603462 0.603462
(0.7 0.1) 0.00756846 0.00756846
(0.7 0.3) 0.0458822 0.0458822
(0.7 0.5) 0.109082 0.109082
(0.7 0.7) 0.195378 0.195378
(0.7 0.9) 0.304145 0.304145
(0.9 0.1) 0.00108121 0.00108121
(0.9 0.3) 0.0065546 0.0065546
(0.9 0.5) 0.0155831 0.0155831
(0.9 0.7) 0.0279112 0.0279112
(0.9 0.9) 0.0434493 0.0434493

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de
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3.2.8. Problemas

B Problema 3.2.1.

Ecuacién de Adveccion-Dispersion Mévil-Inmdvil de orden Distribuido Fraccionario en el

tiempo:
[A, B] = {0, 1}
T= 1
(a) {k, M} = {0, 4}
m*=2k(M+1)= 5
{ay, a;} = {0.5, 0.5}
SOLUCION
(a)
Out[-]=
[A, B] = {0, 1}
T= 1
{k, M} = {0, 4}
m=28k(M+1) = 5
{ay, a;} = {0.5, 0.5}
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Fraccionario en el tiempo.

Método de Colocacion Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (FChWCM).

Ecuacion de Adveccion-Dispersion Movil-Inmovil de orden Distribuido

a5, +a; [ p(B) D u(x, ydp =

x e (C
Fl(x,t) Fz(x,t)
(FPDE) = =3 Uy (X, ) + Qq Uy x (X, D) + R (X, 1)
F3(X,t) F4(x,t) Fs(x,t)
u(x, 0) = f (x) x e[
u@, =L u@d,n=[f; t>0
{ala s, a3, a’4} = {1’ 1’ _1a 1}
= I'(3.5 -
(FPDE) = P(B) (3.5-8)
(ux,0)=0) xe[0,1]
(u0,t)=0 u@,t)=0) te]0,1]
[A, B] = [0, 1] (intervalode x y f)
T = 1 (ancho intervalo)
{k, M} = {0, 4}  (resolucidn,
max. grado polinomio)
2k = 1 (n° subintervalos)
m =28(M+1)= 5 n° de Wavelets
{ay, a;) = {0.5, 0.5} orden fraccionario
Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de »81
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(i) Féormula de la Cuadratura de Gauss—Legendre:

n

1 Z f(1+xk)
- Wy .
2= 2

1 d—l 1 x+1d
j;f(X) x=- _1f( 5 ) dx ~

Raices y pesos en el intervalo [-1, 1] paran = 10

Xk (G—L) Wi
—-0.973907 0.0666713
—0.865063 0.149451
—-0.67941 0.219086
—0.433395 0.269267
—0.148874 0.295524

0.148874 0.295524
0.433395 0.269267
0.67941 0.219086
0.865063 0.149451
0.973907 0.0666713

(a.1) Matriz con los polinomios de Chelyshkov ®(x).

Cuo(X) 126 x* =280 x> +210 x> — 60 x + 5

Cs1(X) —84x*+168 x> —105x% + 20 x
D(x) = Cpp,p (X) = Cap(x) |= 36 x* — 56 X3 + 21 x?

Cs3(X) 8 x> —9x*

Caa(x) x*

(a.2) Matrices con las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias gl (x), ghez(p)

P (x) =
Y05 () = { —60. (—2.1 x* + 4.66667 x'> — 3.5 x! + x> - 0.0833333) 0.<x< 1.
00 0 True
S0 () = /3 (-84 x% +168 X% —105x" +20x%%) 0.<x<1.
o 0 True
05 () = { A5 (36 x* —56 x5 +21x) 0.<x<1.
' 0 True
A9 (x) = { V7 8x15-9x*) 0.=x<1.
’ 0 True
2
1,0.5 3x~ 0.=x<1.
X) =
Voa™ ) { 0 True
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P (x) =

o) =

{

{

—60. (2.1 x* + 4.66667 x> — 3.5 x + x> —0.0833333) 0.<x < 1.

0 True
\3 (~84 x* + 168 x5 — 105 x1 + 20 x%5) 0. < x < 1.

{ 0 True
V5 36 x* - 5615 +21x) 0.=<x<1.

{ 0 True

N7 8x15-9x*) 0.=x<1.

{ 0 True
3x* 0.<x<1.
{ 0 True

—60.(—2.1 > + 4.66667 t'> — 3.5t" + 5 - 0.0833333) 0.<t< 1.
0 True
\3 (~84 % +168 -5 — 105t +201%5) 0.<t<1.
0 True
V5 (36 =565 +211%) 0.=<t<1.
0 True
N7 85 -9 0.<t<1.
0 True
{ 3% 0.<t<1.
0 True

(b.1) Matrices integrales fraccionarias de gpla,

Operador integral fraccionario de Riemann—Liouville.

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon

283



284

CAPITULO 3 — METODO WAVELET DE CHELYSHKOV

J(Z) [\PT,(IX (x)] .

0

42.x3 = 112. x*° +105. x> — 40. x> + 5. x"

42 () x> - 112.(2)7 %2 +105. (2)" %% - 40. (2)"
0

x4+ 5.

—48.4974 x> + 116.394 x*° — 90.9327 x> + 23.094 x'-

~48.4974 (2)" x> +116.394 (2)* x> - 90.9327 (2)* x* + 23.004 (2 )"

0 X<
O] 26.8328 x* — 50.0879 x5 + 23.4787 x> 0. <
26.8328 (2 )" x> — 50.0879 (2)** x> +23.4787 ()" x* Tru

0 x=<0

8.4664 x*° — 7.93725 x* 0.<x<1.
8.4664 (1) x> -7.93725 (1) x* True
1. x> 0<x<1.
{ 1. (%C)3 x> x>1.
0

10.5 x* — 32. x> + 35. x> — 16. x*> + 2.5 x*
10.51:. (3., 2) x* = 32.1..(2.5, 2) x> +

35.11.(2., 2) x> —16.11.(1.5, 2) x*> + 2.5x> = 2.5 (x — 1.)*>
0

—12.1244 x* + 33.2554 x> — 30.3109 x> + 9.2376 x>
—12.1244 1. (3., 2) x* + 33.2554 1. (2.5, 2) x> —

30.3109 I (2., 2) x> +9.2376 1. (1.5, 2) x*°
0

6.7082 x* — 14.3108 x> + 7.82624 x>
6.7082 11 (3., 2) x* — 14.3108 I . (2.5, 2) x> + 7.82624 .. (2., 2) x*

0 x=<0
2.41897 x*° — 1.98431 x* 0.<x<
2.41897 x> I..(2.5, 2) — 1.98431 x* .. (3., 2) True

0.25 x* 0<x<l1.
0.25x*1.(3.,2) x> 1.




CAPITULO 3 — METODO WAVELET DE CHELYSHKOV

0 t<
42. 1% —112.£*° +105. t> = 40. £ + 5. " 0.=
1\3. 3. 1\25 25 1\2 2, 1\L5 35 .

42.(5) £ —112.(;) 7 22 +105. ()" > —40. () T+ 5. Tre

0

—48.4974 t* +116.394 t*° — 90.9327 t* + 23.094 ¢

—48.4974 ()7 £ +116.394 (1) £*° = 90.9327 (£ )" > +23.094 (1) "¢

0 t<0

D rgTa: .
AR L0l 26.8328 £ — 50.0879 £25 + 23.4787 t* 0.<ts
1)3- 3. 1\2:5 25 1)2- 2.
26.8328 (1) > —50.0879 (5 )" £*° +23.4787 (1) > True
0 t<0
8.4664 >> — 7.93725 > 0.<t=<1.
1\2:5 25 1)3- 3.
8.4664 (1) 1*°-7.93725(, )" t* True
{ 1.t> 0<t<l.
1)3- 3.
L(;)" 2 t>1.
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0
B ( 2521 372.215¢%° 210.>  53.1736t"° 5.t )
r4.-p) I'3.5-8) r'3.-p) 2.5-8) rQ2.-p)
252.1.(3.,1-p) ¢ 372.21511.(2.51-B) >3
t—ﬁ[ f

‘ - +
T4.—-p) r3.5-p)

t

210.11.(2,1-p) > 53.173611.(1.51-p) ('3 (5._5_ (t;l.)lfl-ﬂ) pt ]
t

: - +
r'3.-pB) r2.5-p) rQ2.-pB)
0
B (_ 290.985¢* | 386.817¢*°  181.865t> | 30.6998 tl'S)
T'4.-pB) I'(3.5-8) r(3.-B) r2.5-p)
290.985I1.(3.,1-p) t*
T : +
[ r4.-pB)
386.81711.(2.5,1-B) t** 181.86511.(2.,1-8) > 30.6998 I1.(1.5,1-B) t**
1-p) rgTh.e : - ! + L
J [P (1)]: r'(3.5-p) I'G.-p) r2.5-p)

0

B ( 160.997 >  166.46 £>° | 46.9574 tz')
T (4.-pB) I'(3.5-B) INCR))
( 160.997 I.(3.,1-p) £* 166.46 I1.(2.5,1-p) >3 46.957411.(2.,1-p) t* )
P

t

T4.—f) - I(3.5-8) + IG3.-f)
0 t=<0
2.5 3.
t_ﬁ(28.1368t _ 476235t ) 0.<t<
I'(3.5-8) I'(4.-B)
28.1368 t>° 11.(2.51-8)  47.6235t> 11.(3.,1-§8)
-B n _ n
t ( r(3.5-5) T(4.-B) ] True
6. t3.71.ﬁ
0<t=<l.
r4.-p)
6.5 1A 11.(3,1-B)
t>1.

r4.-p

(b.2) Matriz de coeficientes:

Ci1 Cip Cis Cig Cis
Cy1 Cap Coz Cay Cos
C=(Cij)=|C31 C3p C33 C34 Css
Car Cap Cuz Cag Cys

CS,I CS,Z C5,3 C5,4 CS,S

(c) Método de Colocacion.

» Los puntos de colocacion compuestos son las raices del

polinomio Legendre desplazado.
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Xk =

* Ceros de L, (x):

X1
X
X3
X4
Xs
X6
X7
X3
X9
X10
X11
X12
X13
X14
X15
X16
X17
X18
X19
X20
X21
X22
X23
X4
X25

0.00222152
0.011668
0.0285127
0.052504
0.0832787
0.12037
0.163217
0.211169
0.263499
0.319414
0.378067
0.438568
0.5
0.561432
0.621933
0.680586
0.736501
0.788831
0.836783
0.87963
0.916721
0.947496
0.971487
0.988332
0.997778

Xk, b € [0, T

(k: 19 25 .'.5 m*)

« Polinomio de Legendre desplazado en [0, T'] de grado m" = 25:
Ly () = 126410 606 437752 t*> — 1580 132 580471 900 ** +
9287309860 732800 t** — 34117964 696 719 800 t** + 87 835 611 240491 400 1 —
168415237 204 594 380 t*° + 249 504 055117917 600 t** —
292438194 472624200 t'* + 275435973863 750700 t*7 —

28159366 024 288 800 ¢ — 9633467 324098 800 t'* + 2678 029 526 390400 t'! —
600076 986 468 960 t'° + 107 156 604 726 600 t* — 15016 756 025 700 > +
1617966979200 t” — 130395365100 t° + 7571343780 t° —

300450150 t* + 7534800 £ — 105300 t* + 650 t — 1

0.00222152

0.011668

0.0285127

0.052504

0.0832787

0.12037
0.163217
0.211169
0.263499
0.319414
0.378067
0.438568

0.5
0.561432
0.621933
0.680586
0.736501
0.788831
0.836783

0.87963
0.916721
0.947496
0.971487
0.988332
0.997778

210 584 646 684190 350 t*° + 131 486 998 905 250 560 "> — 67 237 669 894 730400 t'* +

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon

287



CAPITULO 3 — METODO WAVELET DE CHELYSHKOV

(d) Resolucion del sistema de ecuaciones en los coeficientes Cj (i, j = 1,..., m")

» Método de Newton: (NW)

» Método Affine Covariant Newton (ACN):

C11 — —0.630031
C1s — 0.548352
Ci3 - —0.803192
C14 > 0.997324
C1s > —0.0290403
Cy1 — —0.962225
Css - —0.664099
Cy3 — 0.481549
Cy4 - —0.509386
Cy5 - —0.223176
Cs1 — —0.447055
Cs, — 0.374337

C11 — 0.00030819
Cis - —0.0271744
Ci3 - —0.213366
C1.4 — 0.102201
C15 - 0.000180697
Cy1 — 0.020625
Cy5 - 0.0571131
Cy3 —» —0.167644
Cy4 — 0.0409687
Cys5 — 0.151278
Cs1 — —0.100995
C3, - —0.0139775

C[ACN]=| C33— —0.78442 C [Newton] =| Cz3 - —0.0158887
Cs4 - —0.191594 Cs4 — —0.0532586
Cs.5 — 0.093056 Cs5 — 0.220571
Csy — —0.670745 C41 — —0.0284306
Cyn — —0.729709 Csr » —0.082574
Cs3 - 0.270296 Cy3 = —0.127759
Cs4 — 0.477804 C44 - —0.331815
Cys — —0.367817 Css — —0.233394
Csq — —0.070447 Csq — 0.132107
Cs, — —0.744019 Cs, — 0.120875
Cs3 - 0.147977 Cs3 - 0.173021
Cs4 — 0.0075015 Cs4 — 0.103917
Cs.s - —0.305249 Cs.s — 0.167296

» Método NSolve (NS) » Método de la Secante (SC):

Ci1 — 0.00032833
Ci, - —0.0306724
Ci3 - —0.235942
C14 — 0.0985618
C1.5 - 0.000194537
Cy1 — 0.0231098
C> — 0.0614094
Cy3 - —0.185569
Cy4 — 0.0337934
Cys - 0.147611

C11 — 0.000242622
C1, - —0.022616
Ci3 - —0.151979
C14 — 0.0397698

C1.5 - 0.000138401
Cy1 — 0.0170976
C,, — 0.0338012
Cy3 - —0.129424
Cy4 — —0.0359957

Cyps — 0.123492
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C [NSolve] =

Cs1 — —0.107745
Cs, - —0.0151613
Cs3 —» —0.0197424
Cs4 — —0.0534766
Cs5 - 0.230031
Ca1 — —0.023544
Css — —0.0815724
Cy3 - —0.135249
Cas — —0.343145
Cus - —0.218725
Cs1 — 0.128885
Cs, — 0.117887
Css — 0.189224
Cs4 — 0.119843
Css — 0.150193

C [Secante] =

C31 — —0.0499256
Cs, — 0.00661418
Cs3 - —0.00693996
Cs4 — —0.104212
Cs5 - 0.175197
Cs1 — —0.00958039
Csr — —0.0554314
Cy3 - —0.102919
Cas - —0.321974
Cas — —0.248319
Cs; — 0.0550851
Cs, — 0.0648311
Css — 0.12457
Cs4 — 0.0569455
Css — 0.233063

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon
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» Método de Newton (valores iniciales aleatorios en [-1, 1]):

C=(Cyy=

C11 — 0.00030819
Ci, - —0.0271744
Ci3 - —0.213366
C14 — 0.102201
Cy.5s — 0.000180697
Cy1 — 0.020625
Cy, — 0.0571131
Cy3 —» —0.167644
Cy4 — 0.0409687
Cys5 — 0.151278
Cs1 - —0.100995
Cs, - —0.0139775
Cs3 —» —0.0158887
Cs4 — —0.0532586
Cs5 - 0.220571
Cs1 — —0.0284306

EC(Cyj) =

-9.21572x 1071
—2.1684x 10718

-1.30104x 10718
0.
6.93889 x 10718
—-1.38778 x 1077
-2.77556 x 10717
5.55112x 1077
5.55112x 1077
1.11022x 10716
1.11022 x 10716

1.11022x 10716
0.

—5.55112%x 107"
—-8.32667 x 107V
—1.11022x 10716

Csz — —0.082574
Cyz - —0.127759
Cy4 - —0.331815
Cys > —0.233394

—1.66533x 10716
—2.77556 x 10716
—3.33067 x 10716

Cs1 — 0.132107 0.
Cs, — 0.120875 0.
Cs 3 — 0.173021 —2.22045%x1071°
Cs4 - 0.103917 0.
Cs5 — 0.167296 8'

Minimizacion de la suma de los cuadrados de ECy:

Minimo (Z EC2) =
k

{~1.06581x 107", {C1,; > —0.0276328, C;, > 1.14176, Cy 3 > 1.22079,
Cp4 - —2.21128, Cy 5 - 0.0102536, Co; — —0.939557, C,, — 1.39766,
Ca3 = 3.62797, Cy4 — —0.691655, Cy5 — 0.453958, C3, — —5.04769,
Cs, = —4.13107, C33 — 0.902575, C34 — 1.2652, C35 — 0.32881, C,1 — 1.15296,
Cyz = 1.28531, Cy3 — 0.71322, Cy4 — 0.437632, Cy5 —» —1.15266, Cs; — 2.98626,
Csz = 2.59676, Cs3 > —0.110678, Cs4 > —0.290119, Cs 5 — 0.2436}}
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» Método de Newton (valores iniciales dados por NMinimize) :

Suma (ECk(C;j)*) = {6.42542x 107!}

C=(Cy=

Ci1 — 0.00032517
Ci2 - —0.028876
C1s — —0.224783
C14 — 0.0964823

C1,5 — 0.000190732

Cy1 — 0.0219039
Cs5 — 0.058764
Cy3 - —0.179096
Cy4 — 0.0257873
Cps — 0.147638
C31 > —0.101724
Cs, —» —0.0110843
Cs3 - —0.0165731
Cs4 — —0.0653342
Css5 — 0.220441
Ca1 — —0.0226868
Css — —0.0765002
Cy3 - —0.12439
Caa - —0.336053
Cys5 —» —0.228713
Csy — 0.122318
Cs, — 0.106065
Cs3 — 0.163189
Cs4 — 0.102621
Css — 0.173449

EC(Cyj) =

2.71051 x 1071°
0.

-6.07153x 10718
-1.21431x 107"
—-3.1225x 107
—3.46945 x 1077
-5.55112%x 1077
2.77556 x 1077
8.32667 x 10717
1.11022 x 10716
1.11022x 10716
1.11022 x 10716

1.66533 x 1071©
0.

—1.66533x 10716
—3.60822 x 10716
—2.22045%x 10716

—1.11022x 10716
0.

—2.22045%x 10716
0.

—2.22045%x 10716
—2.22045x 10716

—4.44089 x 10716
0.

Integral: valor exacto y aproximado.

1
I 0 = fo p(B) CDPu(x, 1) d =

3.32335(t - 1) (x - 1.)% x

Re(t) >0AIm(t) =0

log(t)
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e Error L,:
error—L,, = Méx (lu(x;, t;) —u(x;, t;))(FChWCM)|) = 8.20207 x 1072
O<i<N
Os;<N
e Error—L,:
N-1N-1 .
error—Ly = () > |u(xi, tj) - u(x;, t)(FChWCM)P)z =2.21134x 107"
i=0 j=0
e Error—-RMS:
N-1 N-1 .
error—RMS = —— () > |u(x;, t;) — u(x;, {))(FChWCM)P)z =
NxN =5
2.21134x 1073

(b)

Out[«]=
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B Problema 3.2.2.

Sea ecuacion de Adveccion-Dispersion Movil-Inmévil de orden Distribuido Fraccionario en

el tiempo con las condiciones iniciales y de contorno dadas: ([MARAZ22])

us(x, t) + L1F(3 - B) CDf ux, )dp = —uy(x, t) + U (x, t) + hi(x, t) + hy(x, t)
(FPDE) = | u(x, 0) = fi(x)=0 xe[0,1]
u®, ) =HH =1 ul,H=f)=0 te(0,1]

xe(0,1) te]0,T]

hy(x, t) = =2 t(x — 1) cos(x) — t? cos(x) + t2(x — 1) sen(x)

(x—1)cos(x) 2t (t-1)

hy(x, t) = =2 t? sen(x) — (x — 1) t? cos(x) — gt

La solucion exacta viene dada por la expresion:
u(x, t) = —t2 (x — 1) cos(x).
(a) Represéntese la grafica de u(x, t) parax € [0, 1]y t € [0, 1].

(b) (i) Hallese la derivada fraccionaria de Caputo D u(x, ) con0<a <1 y tomandc

n=1.

(ii) Hallese el operador fraccionario de orden distribuido D{ en el sentido de

Caputo definido por:
D ux, = [ p(B) D utx, dp
[TG-p) D! ux, dp.
(c) Compuébese que la solucion u(x, t) satisface el problema (FPDE).

Indicacion:
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SOLUCION

(a)

Out[«]=
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(b)
Out[«]=
{ux, )=, - (x - 1) cos(x)}
Out[«]=
2177 P (x — 1) cos(x)
{CDf ux, )=, — Re(8) <1 ARe(t) > 0ATm() = 0 }
(B-3B+2)TA-p)

Out[«]=

2(t—-1)t(x—1)cos(x)
log(t)

1
{ f TG - A D ux, t)df=, - Re(t) > 0 At = Re(t) }
0

Out[«]=

1 2-1Dt(x-1
([T~ o0ty ap =, - DT
0

Re(f) > 0 At = Re(t) }

log(t)
Out[«]=
ulx, t) = —t2 (x — 1) cos(x)
Fll(x, )= — 21D “ji‘;i()”‘” €SO if Re(t) > 0 At = Re(t)
F12(x, t) _ _ 2t(x-1) (tJIcl);f(gt()t)—l) Cos(x)
out[-]=
(ux,00= 0)
( u@©,0)= ¢t )
u@l,H)= 0
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Out[+]//TableForm=

(x, t) F11(x, t) F12(x, t)
(0.1 0.1) 0.249105 0.249105
(0.1 0.3) 0.849694 0.849694
(0.1 0.5) 1.54147 1.54147
(0.1 0.7) 2.3082 2.3082
(0.1 0.9) 3.1418 3.1418
(0.3 0.1) 0.186024 0.186024
(0.3 0.3) 0.634526 0.634526
(0.3 0.5) 1.15113 1.15113
(0.3 0.7) 1.72369 1.72369
(0.3 0.9) 2.34621 2.34621
(0.5 0.1) 0.12206 0.12206
(0.5 0.3) 0.416345 0.416345
(0.5 0.5) 0.755312 0.755312
(0.5 0.7) 1.131 1.131
(0.5 0.9) 1.53946 1.53946
(0.7 0.1) 0.0638275 0.0638275
(0.7 0.3) 0.217715 0.217715
(0.7 0.5) 0.394968 0.394968
(0.7 0.7) 0.591424 0.591424
(0.7 0.9) 0.805016 0.805016
(0.9 0.1) 0.0172915 0.0172915
(0.9 0.3) 0.0589812 0.0589812
(0.9 0.5) 0.107001 0.107001
(0.9 0.7) 0.160223 0.160223
(0.9 0.9) 0.218087 0.218087
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B Problema 3.2.3.

Sea ecuacion de Adveccion-Dispersion Movil-Inmévil de orden Distribuido Fraccionario en

el tiempo con las condiciones iniciales y de contorno dadas:

us(x, t) + L1F(3 - B) CDf ux, )dp = —uy(x, t) + U (x, t) + hi(x, t) + hy(x, t)
(FPDE) = | u(x, 0) = fi(x)=0 xe[0,1]
u®, ) =HH =1 ul,H=f)=0 te(0,1]

xe(0,1) te]0,T]

hy(x, t) = =2 t(x — 1) cos(x) — t? cos(x) + t2(x — 1) sen(x)

(x—1)cos(x) 2t (t-1)

hy(x, t) = =2 t? sen(x) — (x — 1) t? cos(x) — gt

La solucion exacta viene dada por la expresion:
u(x, t) = —t2 (x — 1) cos(x).

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada mediante el Método de Colocacion
Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (Fractional Order Chelyshkov Wavelets Collocation

Method-FChWCM) que permite dar una solucién numérica a la ecuacion no lineal (PDE).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método FChWCM vy la

solucion exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
k, X, tie, u(x, ty), (exacta), u(xy, t) (FChWCM), e = |u(x;, t;) (ChWCM) — u(x;, &)l

(iv) Hallense los errores L., L, y el error RMS.

[A, B] = {0, 1}
T= 1
{k, M} = {0, 3}
m=2(M+1) = 4
{ay, a;} = {0.5, 0.5}
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SOLUCION
(a)
Out[«]=
[A, B] = {0, 1}
T= 1
{k, M} = {0, 3}
m =2(M+1)= 4
{ay, o) = {0.5, 0.5}

Método de Colocacion Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (FChWCM).

Ecuacion de Adveccion-Dispersion Movil-Inmovil de orden Distribuido

Fraccionario en el tiempo.

a5 ) +a; [ p(B) D u(x, Hdp =
Fl(x,t)

Fz(x,t)
(FPDE) = —3 Uy (X, )+ Qs Uyy (X, )+ (X, 1)
F3(x,t) F4(x,t) Fs(x,t)

u(x, 0) = fi(x)
u@,)=fH0 u@d,t)=[f(01

{ala @, a3, a/4} = {la 15 _1’ 1}
B p(B) = rG. - p)
(FPDE) = (u(x,0)=0) x e [0,1]
(u(0,)=1t> u(l,t)=0) te[0,1]
[A, B] = [0, 1] (intervalo de x y t)
T = 1 (ancho intervalo)
{k, M} = {0, 3}  (resolucidn,
max. grado polinomio)
2k = 1 (n° subintervalos)
m =28(M+1)= 4 n° de Wavelets
{ay, a;} = {0.5, 0.5} orden fraccionario

x e ((

x e |[(
t>0
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(i) Féormula de la Cuadratura de Gauss—Legendre:

n

1 Z f(1+xk)
- Wy .
2= 2

1 d—l 1 x+1d
j(;f(X) x=- _1f( 5 ) dx ~

Raices y pesos en el intervalo [-1, 1] paran = 10

Xk (G—L) Wi
—-0.973907 0.0666713
—0.865063 0.149451
—-0.67941 0.219086
—0.433395 0.269267
—0.148874 0.295524

0.148874 0.295524
0.433395 0.269267
0.67941 0.219086
0.865063 0.149451
0.973907 0.0666713
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(a.1) Matriz con los polinomios de Chelyshkov ®(x).

C30(x) -35x* +60x* - 30x+4
C31(x) 21x3-30x*+10x
(I) X) = C X) = ’ =
(0= Cit.n () C32(x) 6x2-7x3
Cs3(x) x3

(a.2) Matrices con las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias ¥7(x), 7% (t)

1,0.5
X) =
Yoo () { 0 True
105, V3 (21 x5 -30x" +10x%%) 0.=x<1.
Yo1 (x) =
‘I‘T"”(x) _ 0 True
1,0.5 _ \/g 6x-7x%) 0.=x<1.
Yoo~ (X) =
0 True
1,0.5 N7 x5 0.=x<1.
Yoz~ (x) =
0 True
{ —-30.(1.16667 x> — 2. x + x%5 - 0.133333) 0.<x < 1.
0 True
{ V3 (21X - 30X +10x%5) 0. =<x< 1.
\PT"”‘(x) _ 0 True
V5 6x=7x5) 0.=x<1.
0 True
N7 xS 0.<x<1.
0 True
{ —-30.(1.16667 t'> — 2. t% + %5 -0.133333) 0.<t< 1.
0 True
V3 (21530 +100%) 0.<t<1.
o7 () 0 True
568 =765 0.=t<1.
0 True
N7 85 0.=t<1.
0 True

(b.1) Matrices integrales fraccionarias de gla,

Operador integral fraccionario de Riemann—Liouville.
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O (0)]:

0

0

TP (x0)]:

JOwH(0)):

—14. x> + 30. x> = 20. x> + 4. x" 0.<x=<1.

~14.(3)

14.5492 x*° — 25.9808 x* + 11.547 x'° 0.<x=<1.

14.5492 (1) x>% - 25.9808 (2)" x* +11.547 (1) x'*  True
0
6.7082 x* — 6.26099 x> 0.<x=<1.

6.7082 (2 )" x> - 6.26099 (1)** x** True

x=<0

225430, (2 %% —20. (2) XM + 4. True

x=<0

1
X
x=<0

x
1.0583 x? 0<x<1.
1.0583 (27 x5 x> 1.

1
x

0
—4.x3° +10. x> — 8. x> + 2. x*
—4.11.(2.5,2) x> +10. 1. (2., 2) x> = 8. 1. (1.5, 2) X*° + 2. x> - 2. (x — 1

0
4.15692 x> — 8.66025 x> + 4.6188 x>
4.1569211.(2.5, 2) x> — 8.66025 I1.(2., 2) x> + 4.6188 1. (1.5, 2) x*>°

0 x=<0
2.23607 x> — 1.78885 x> 0.<x=<1.
2.23607 x> I.(2., 2) — 1.78885 x> [1.(2.5, 2) True

0.302372 x3° 0<x=<1.
0.302372x3>°11.(2.5,2) x> 1.
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0 t<
—14.t>° + 30. t> — 20. t1° + 4. t-

0
14.5492 t>° — 25.9808 t* + 11.547 t'
1\25 25 1\2. 5 \L5 s
14.5492 (4 )77 1% - 25.9808 (7 )" > +11.547 () "t
0 t<0
6.7082 t*> — 6.26099 > 0.<t=<1l.

6.7082 (1)" £ - 6.26099 (2)** *° True
1.0583 >
{ 1.0583 () % ¢>1.

O<t=<l.

0.<t=<1.
~14. ()7 25 +30.(3)" 2 —20. (3)7 5 + 4. True

0

t<0
0.<t=<1.

True

0
-B (_ 46.5269 > | 60.t>  26.5868 (" + 4.t" )
I'(3.5-8) I'(3.-B) r'(2.5-8) r2.-p)
46.526911.(2.5,1-B)t>°>  60.11.(2.,1-B) >  26.5868 I1.(1.5,1- ) t° (4 _a (Q]
B _ n B _ n T\
t [ I'(3.5-B) I'(3.-B) r2.5-8) + Q.-
0
-B (48.3522 > 519615t | 15.3499 t1-5)
I'(3.5-8) r'(3.-p) rQR.5-8)
48.352211.(2.5,1-B) t>°  51.961511.(2,1-B) t> 153499 I1.(1.5,1-p) t'*
-B T _ i i
JIP (T y): t ( rG.5-p) rG.~p) r(@2.5-p) )
0 t<0
2. 2.
B (13.4164t _20.8075¢ 5) 0.<t<
I'(3.-5) r'(3.5-8)
13.4164 > 11.(2.,1-p)  20.8075 >3 11.(2.5,1-f)
P : - ‘ True
[ r3.-p) r(3.5-8) )
3.5171 25718
HT—ﬂ) O<t=<l.
3.5171 57 1A [1.(2.5,1-8)
TG p) t>1.
(b.2) Matriz de coeficientes:
Cii Cip Ciz Cig
C=(C;) = Co1 Cop Co3 Coy
=(Cij) =
/ C31 Czp Ci33 Cag
Ca1 Cup Cu3 Cuy
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(c) Método de Colocacion.

« Los puntos de colocacion compuestos son las raices del

polinomio Legendre desplazado.

* Polinomio de Legendre desplazado en [0, T] de grado m* = 16:

Ly () = 601080390 £*¢ — 4808 643 120 t'° + 17450721 000 t'* —

38003792400 t'* + 55367594100 t'* — 56 949 525360 ' + 42536373 880 t'° —
23371634000 t° + 9465511770 t* — 2804596 080 t” + 597 500904 £° —
88884432 + 8817900 t* — 542640 > + 18360 t* — 272t + 1 x e [0, T]

e Cerosde L, (x): X, [0, T] (k=1,2,---,m")

X, 0.00529953 f, 0.00529953
X, 0.0277125 t, 0.0277125
X; 0.0671844 t;  0.0671844
X, 0.122298 t, 0.122298
Xs  0.191062 t;  0.191062
Xs  0.270992 t;  0.270992
X, 0.359198 £, 0.359198

| % 0.452494 . _| s 0452404
%=1 %, 0.547506 =1t 0.547506
X0 0.640802 fo  0.640802
Xy 0.729008 t,  0.729008
X5, 0.808938 t, 0.808938
X;3  0.877702 ts  0.877702
Xy 0.932816 fs  0.932816
X5 0.972288 t;s  0.972288
X16 0.9947 ti6 0.9947

(d) Resolucion del sistema de ecuaciones en los coeficientes C; ; (i, j = 1,..., m")
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» Método Affine Covariant Newton (ACN):

C[ACN] =

C11 — —0.838089
Ci2 - —0.119396
C13 — 0.806643
Ci4 - —0.131936
Cy1 - —0.979555
Cy5 — —0.986268
Cy3 - —0.561247
Cy4 — 0.146894
Cs1 — —0.381283
C3, — —0.990828
Cs5 — 0.860777
Cs4 — 0.377945
Ca1 — 0.604053
Cyr > 0.46425
Cy3 — 0.825737
Cy4 — —0.716707

» Método NSolve (NS)

C [NSolve] =

Cp.1 — 8.45725
C1, — 3286.23
C13— 27141.6
C14 > 340053
C,1 = —2089.59
Cyp —» —5278.2
Cy3 » —18951.3
Ca.a — 232 500.
C;1 — 124464
Cs, > 272929
Cs3 = 9330.52
Cs4 > 8.1511
Cy1 — —17663.9
Cyp —» —38997.9
Cyq3 > —12395.
Cya - —1332.53

C [Newton] =

» Método de Newton: (NW)

Ci1 — 0.258929
C1, - 0.66529
Ci3 - —0.773315
Ci4 - —0.646598
Cy1 - —0.296363
Cys — 0.437757
Cy3 — 0.411662
Cs.4 — 0.482803
Cs1 — 0.366989
C, — 0.785055
Cs33 - —0.881336
Cs4 - —0.107768
Ca1 — —0.325584
Csz — 0.989614
Css — 0.257014
Caa - —0.373496

» Método de la Secante (SC):

C [Secante] =

C11 - 5.17076

Ci, — 3278.12

Ci3 — 26693.1

C14 > 268478.

Cyy — —2126.12
Cys — —4827.43
Cy3 > —8834.17
Cr4 > 195418.

C31 - 10360.2

Cs, - 19829.9

Cs3 - 5674.23

Csq - 12777.8
Cu1 - —14543.6
Csr > —27861.4
Cy3 » —8136.27
Cya —> 18.3464

304




CAPITULO 3 — METODO WAVELET DE CHELYSHKOV

» Método de Newton (valores iniciales aleatorios en [-1, 1]):

(11— 0.258929 —0.0185898
C1, — 0.66529 —-0.0972609
Ci3 > —0.773315 —0.24579
C14 — —0.646598 —-0.386413
Cy1 — —0.296363 -0.351065
C,5 — 0.437757 ~0.00665315
C,3 — 0.411662 0.616188
C,4 — 0.482803 1.30517
== Cs.1 > 0.366989 ECCip =11 77513
Cs, — 0.785055 1.82265
Cs3 — —0.881336 1.42235
C34 — —0.107768 0.714813
C41 — —0.325584 —0.0855233
Cs2 — 0.989614 —0.791859
Cy43 — 0.257014 —1.29895
Cu4 — —0.373496 —-1.5772

Minimizacion de la suma de los cuadrados de ECy:

Minimo () EC,?) = {~9.76996 x 10",
k

{C11 - 0.12614, C1, - —1.54095, Cy 5 —» —0.929269, Cy 4 — —3.21427,
Cy1 — 1.81972, 55 — —0.545485, Cy5 — 0.328264, C, 4 — —2.41481,
Cs1 — 4.65547, C35 — 2.25923, C33 — 0.641795, C54 — —0.23692,
Cyy = —8.37315, Cyy — —7.459, Cy3 — —0.57892, Cyy — 2.14537))
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» Método de Newton (valores iniciales dados por NMinimize) :

Suma (ECk(C;j)*) = {3.72721x 107!}

C=(Cy=

C11 — 7.72528
Cl, > 3422.28
C13 = 27929.
C14 — 331929.
Cy1 — —2189.63
C,y, = —5266.67
Cas = —16656.5
Cy4 — 230581.
Cy1 > 12076.5
Cs, = 25942.
C;3 — 8613.99
Cs4 — 3985.91
Cyy1 — —17074.
Cyp = —36943.9
C43 —» —11603.9
Cys = —962.552

EC(Cyj) =

6.46594 x 10713
—2.89901 x 10712
4.54747x 10713
—5.45697 x 10712

—9.09495x 10713
0.

6.36646 % 10712
—5.45697 x 10712
9.09495x 10713
-1.09139x 107!
—~1.81899 x 10712

—7.27596 x 10712
0.
0.

—5.82077 x 1071
7.27596 x 10712

Integral: valor exacto y aproximado.

1
I 0) = fo p(B) CDPu(x, 1) d =

2.(t-1.)

t(x—1.)cos(x)

log(t)

Re(t) > 0 At = Re(t)
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I;(exacta) I;(Newton) I,(Newton—corregido) I;(Secante)
0.0700042 0.0312816 74.3848 44.8489
0.312392 0.318055 157.382 28.2509
0.645969 0.699559 183.379 -122.899
1.05449 1.12127 148.368 —417.739
1.5299 1.55522 48.2238 —-864.034
0.0522771 —0.0363828 326.301 218.907
0.233285 0.274837 589.617 357.644
0.482391 0.662249 1551.96 885.477
0.787465 1.0197 3416.19 1910.28
1.14248 1.29232 6295.95 3491.56
0.0343016 -0.0767785 1071.56 751.602
0.15307 0.209785 717.384 458.135
0.316521 0.561732 1304.92 802.668
0.516695 0.851693 3467.87 2175.99
0.74964 1.01377 7538.28 4780.78
0.017937 —0.086394 2036.78 1471.3
0.0800434 0.104901 1168.47 782.676
0.165515 0.356872 733.849 436.079
0.27019 0.558662 1680.89 1048.3
0.392001 0.653049 4482.54 2923.27
0.00485931 —0.0471977 1611.38 1184.71
0.0216846 0.00973876 1084.29 753.312
0.0448397 0.102038 450.276 278.784
0.0731972 0.180289 324.279 173.461
0.106197 0.219103 1001.87 632.745
e Error L.:
error—L., = Max (lu(x;, t;) —u(x;, t;,)(FChWCM)|) = 1.78811 x 107!
0o
e Error—L,:
N-1IN-1 )
error—L, = (ZZ u(x;, tj) — ux;, t;)(FChWCM)[)2 = 6.39162x 10"
i=0 j=0
e Error—RMS:
1 N-IN-1 )
error—RMS = (Z lu(x;, t) — ulx;, tj)(FChWCM)lz)i =
*IN 20 o
6.39162x 1073

(b)
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Out[«]=
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3.2.9. Ecuacion No Lineal de Benjamina-Bona-Mohany (BBM)

Se pretende disefiar un método numérico eficiente basado en un método de colocacién
compuesto que utiliza las Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario para resolver
numéricamente la ecuacion de Benjamina-Bona-Mohany (BBM): [SHIR21]|, [SHIR21b]
[KUMBZ23]:

(FPDE) =
a1 U(X, ) + @ Uy(X, ) + asulx, Duy(x, ) —asuyy; (X, 1) =h(x, 1)
Fl(x,t) Fz(x,t) F3(x,t) F4(x,t) F5(x,[)
u(x, 0) = fi(x) x €0, 1] (3.2.46)
u(0, t) = fo(t) u(, t) = f3(t) te [0, 1]

(FPDE) = Fi(x, t) + F5(x, t) + Fz(x, t) — F4(x, t) = F5(x, t).
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3.2.10. Ejemplos

® Ejemplo 3.2.2.

Sea la ecuacion de Benjamina-Bona-Mohany (BBM) con las condiciones iniciales y de
contorno dadas: (|[RAHANZ23])

ay U(X, B) + ap Ux(X, £) + a3 U(X, D) Ux(X, £) —@q Uy, (X, 1) =h(X, 1)
Fl(x,t) Fz(x,t) F3(x,t) F4(X,[) Fs(x,t)
_ _ 2 __ 8¢ _
u(x, 0) = fi(x) = 3csech [ 120450 (x xo)] x e [0, 1]

(FPDE) =

w0, t) = fy(t) = 3csech2[ e (-a +sc)t—x0)] te[0, T]

u(l, t):f3(t):3csech2[ Ft e (1—(1+sc)t—xo)]

conxe(0,1) te]0, T]
=1 ay=1 a3=e=2 as=pu=1 x=0 h(x,t)=0

La solucion exacta viene dada por la expresion:

u(x, t) = 3 ¢ sech? [ e x—(+E0)t- xo)] [RAHAN23].

(a) Represéntese la grafica de u(x, t) parax e [-X, X]yte [-T, T].
(b) Compuébese que la solucion u(x, t) satisface el problema (FPDE).

Indicacion:
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_ I —
c= 3 C 0.1
e= 2 e= 2
= 1 M= 1
SOLUCION
(a)
Out[«]=
_ 1
€= 3
e= 2
u= 1
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Out[«]=

Out[«]=
c= 0.1
e= 2
u= 1

Out[]=

(b)
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Out[«]=

X=73
sech?
V10
Out[«]=
_ 2 x‘%t
u(x,t) = sech ( \/E)

Fl1l(x, t) = 0
F12(x, t) = 0

Out[«]=

( u(x, 0) = sechz(%) )

u(,t) = sechz(é \/g t)

u(,t) = sechz(l_—3)

V10

Out[«]//TableForm=

(x, t) Fl1(x, t) F12(x, t)
(0.1 0.1) 0 0
(0.1 0.3) 0 0
(0.1 0.5) 0 0
(0.1 0.7) 0 0
(0.1 0.9) 0 0
(0.3 0.1) 0 0
(0.3 0.3) 0 0
(0.3 0.5) 0 0
(0.3 0.7) 0 0
(0.3 0.9) 0 0
(0.5 0.1) 0 0
(0.5 0.3) 0 0
(0.5 0.5) 0 0
(0.5 0.7) 0 0
(0.5 0.9) 0 0
(0.7 0.1) 0 0
(0.7 0.3) 0 0
(0.7 0.5) 0 0
(0.7 0.7) 0 0
(0.7 0.9) 0 0
(0.9 0.1) 0 0
(0.9 0.3) 0 0
(0.9 0.5) 0 0
(0.9 0.7) 0 0
(0.9 0.9) 0 0

® Ejemplo 3.2.3.
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Sea ecuacion de Benjamina-Bona-Mohany (BBM).

(i) Calculese la solucion numérica aproximada mediante el Método de Colocacion
Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (Fractional Order Chelyshkov Wavelets Collocation

Method-FChWCM) que permite dar una solucién numérica a la ecuacion no lineal (PDE).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método FChWCM vy la

solucion exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
ka Xk, tk7 M(Xk, tk), (exaCta)a u(Xk, tk) (FChWCM)’ €= |u(xl9 tS) (ChWCM) - u(xl, tS)'

(iv) Hallense los errores L., L, y el error RMS.

[A, B] = {0, 1}
T= 1

(a) {k, M} = {0, 2}
m=2k(M+1)= 3

{ay, a;} = {1, 1)

a1=1 a;=1 az3=¢e=2 as=pu=1 x=0 h(x,t)=0.

Indicacion:
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SOLUCION
(a)
Out[«]=
[A, B] = {0, 1}
T= 1
{k, M} = {0, 2}
m=2k(M+1)= 3
{a'x’ a/t} = {19 1}

Método de Colocacion Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (FChWCM).

Ecuacion de Benjamina—Bona—Mohany (BBM).

a1 U (X, 1) + ap Uy(X, O) + azulx, Huy(x, ) =gy (X, ) =h(x, ) xe(0,

_ Fi(x,t) Fr(x,b) F5(x,b) Fy(x,b) Fs(x,t)
FPPB=1 0= i xe o,
u@,n=fH uld,n=rfQ0 te [0,
{aly @3, a/37 Q’4} = {17 1’ 2a 1}
(FPDE) = (u(x, 0) = sechz( \/% )) x € [0, 1]
5t
(u(O, )= sechz(é \/g t) u(l, t) = sechz(?% )) te0,1]
[A, B] = [0, 1] (intervalo de x y t)
T = 1 (ancho intervalo)
{k, M} = {0, 2} (resolucion,
méx. grado polinomio)
2k = 1 (n° subintervalos)
m =2k(M+1)= 3 n° de Wavelets
{ay, a;} = {1, 1} orden fraccionario
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(a.1) Matriz con los polinomios de Chelyshkov ®(x).
Ca0(x) 10x>—12x+3
O(x) =Cp,n (X) = C21(X) | = 4x—5x>
Ca2(x%) x?
(a.2) Matrices con las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias glarx), o)
11 10x2-12x+3 0=<x<1
X) =
Yoo (1) { 0 True
4 — < 1
Y0 = | Yo (0) = { V3 @-50x 0=x<
0 True
11 V5xr 0sx<1
2 () =
Yz { 0 True
{ 10x*-12x+3 0<x<1
0 True
Ta \/5(4—5x)x 0=sx<1
P (x) =
0 True
V5x2 0=sx<1
0 True
{ 102 -12¢t+3 0<t<1
0 True
Ta \/5(4—5t)t 0<t<l1
glep) =
0 True
V52 0st<1
0 True
(b.1) Matrices integrales fraccionarias de gl
Operador integral fraccionario de Riemann—Liouville.
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x>1

——
Wl Wik

0x*-18x+9) 0<x=<1

x(1
—- x>1
O] {ﬁ

x>1

xX*(5x*-12x+9) 0<x=<1

4 x-1

443

JOM(x)]: X Gx8)
443
NS

12
\5x*Bi(3,2) x>1

Al Wik

x>1

O<x=<1

O0<x=<1

t>1
t(10t>-18t+9) O0<t<1

——
Wl Wik

t>1

&l

JOwhe )] PG

NG O<t=<1

t>1

e

3

0<t=1
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TP phe)):

(b.2) Matriz de coeficientes:

Cl,l C1,2 C1,3

C=(Cy= Cyy1 Con Cy3

Cs1 Csp Cs3

0 t<0
178 (20 2412 (B-3) t+3 (B-3) (B-2
(20 2412 (B-3) t+3 (8-3) (B-2)) O<t<1
r4-p
-8 (_3 (‘;tl )1’ﬁ+2 t(B-1) (6 B1(2,1-p)-5tB1 (3’1‘@]*3)
s True
NEW (4 B1(2,1-B)-5tB1 (3,1—,8))
ra-g t>1
2 /3 7P (5t+2 -6)
_ <
I'(4-p) O<t=1
V5 £ B1(3,1-p)
S S— >
ra-pg t>1
245 8F
<
r@4-p) O<t=l

X =

» Ceros de L, (x):

X1
X2
X3
X4
X5
Xe
X7
Xg
X9

(c) Método de Colocacion.

0.0159199
0.0819844
0.193314
0.337873
0.5
0.662127
0.806686
0.918016
0.98408

polinomio Legendre desplazado.

Xk tk € [Oa T]

ty =

5]

~
N)

« Los puntos de colocacion compuestos son las raices del
* Polinomio de Legendre desplazado en [0, T] de grado m* = 9:
Ly () = 48620 ¢° — 218790 ¢ + 411840 t” — 420420 ¢° +

2522521t>—90090 t* + 184803 —1980t> + 90t — 1 x e [0, T]

(k: 1a 2’ T m*)

0.0159199
0.0819844
0.193314
0.337873
0.5
0.662127
0.806686
0.918016
0.98408

(d) Resolucion del sistema de ecuaciones en los coeficientes Cj (i, j = 1,..., m")

Valores iniciales:
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Ci1 —0.0843879
Ci» 0.0381031
Ci; —0.233112
C,1 —0.0333634
C,, —0.071061
C,; 0.278474
Cs1  0.247527
Cs» 0.382023
Cs; —0.388716

» Método Affine Covariant Newton (ACN):

Ci1 — —0.0843879 0.209867
C1, — 0.0381031 0.221196
Cis — —0.233112 0.182106
Cy1 - —0.0333634 0.100573
C[ACN]=| Cy2 - —0.071061 | EC(C;)) =| 0.0184788
Cy3 — 0.278474 0.0109845
Cs1 — 0.247527 0.168529
Cs, — 0.382023 0.4509
Cy3 - —0.388716 0.682335
Ci1 — —1.17209 0.207992
Cis - 4.95415 0.240532
Ci3 — 19.7981 0.383566
Cy1 — —5.73862 0.702439
C[ACN](2) = | Cpp » 531848 | ECK(C,j) =| 0.742528
Cys - 17.4363 0.142599
Cs1 — 19.9088 ~0.437581
Csz — 2.52675 ~0.238033
Cs3 » —11.9077 0.468238

* Método de Newton: (NW):
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C[NW]=

CI[SC] =

» Método de la Secante (SC):

C11 —» —0.183768 0.209861
C12 — —0.0353727 0.221193
C13 — 1.46012 0.18213
C,1 - —0.134407 0.100636
Cyp > —0.523749 | ECy(C;j) =| 0.0185383
Cy3 - 1.37674 0.0110077
Cs1 — 1.06038 0.168525
Cs, — 0.508751 0.450883
C33 — —0.981749 0.682313
C11 — —5.59885 0.175227
C12 —» —3.11409 0.31059
C13 — 129.816 1.22374
Cy1 — —7.40646 2.3958
Cyp = —29.5361 | ECi(C;p) =| 2.1969
Cy3 — 82.978 0.557279
Cs1 — 50.7558 —0.903947
Cs, — 12.5257 —0.982047
Cs3 - —36.6554 -0.153673

C=(Cy)=

Ci1 - —0.183768
Ci, - —0.0353727
Ci3 — 1.46012
Cy1 - —0.134407
Cy, — —0.523749
Cy3 - 1.37674
Cs1 — 1.06038
Cs, — 0.508751

Cs3 —> —0.981749

ECy(Cy)) =

« Método de Newton (valores iniciales aleatorios en [-1, 1]) :

0.209861
0.221193
0.18213
0.100636
0.0185383
0.0110077
0.168525
0.450883
0.682313

k

Minimizacion de la suma de los cuadrados de ECy.:

Minimo (Z EC,?) = {8.14994 x 10712,

Cy3 - —140.804, C3; — —190.284, C3, — —21.5874, C33 - 96.4266})

{C11 - 2.11524, C1 5 - —119.867, C15 —» —93.1091, Cy1 — 79.9764, Cs, — 22.3429,
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» Método de Newton (valores iniciales dados por NMinimize) :

Suma (ECk(C;j)*) = {1.49458 x 107%°}

C=(C)=

Cyy - 2.11523
Cis - —119.869
Cis — —93.1095

Cy1 — 79.9776

Cys — 22.3431
Cy3 — —140.805
Cs1 — —190.286
C3, - —21.5876

Cs3 - 96.4279

ECk(Cij) =

8.88178 x 10716
—8.88178 x 1071¢
—-2.84217 x 10714

0.
—4.26326 x 10714
0.

8.52651 x 10714
—4.26326 x 10714

5.68434x 10714

(e) Solucién aproximada del problema (Affine Covariant Newton)
u(x, 1) =~ Q(x, 2, )" .C.Q(L 1, a1) — x [[Q(L, 2, )]".C.Q(1L, 1, ay)]
+(1 = x) (f2(t) = f2(0)) + x (f3(2) — f3(0)) + f1(x)

u(x, t) ~

Py

sechz(

10

3

] —x{0.00354781 [ { %
V10 [ N

1
3
110 -181+9) o<t<1

0.247527

o

5t

10

1 ] 1
X | sech? —sech?
o 5 ol

x>1

] [—0.0843879

t>1

5x4
12
V5 X4 B1(3,2) x>1

X

w Ik

x>1

O<x=<1

t(10£2-18t+9) 0<t<1

1
t>1 E t>1
+0.0531166 s
Gl 0<t=1
NG
Sx4
E— 0<x=1
+0.382023 2 —0.071061
V5 xB1(3,2) x>1
x
X
- x>1
: +
;x2(5x2—12x+9) 0<x=<1
4x-1
v x>1 RE t>1
~0.0333634 A + 3
ey o e
443 a 3
4
ﬂ O0<x=<1
—0.388716 2 +0.278474
A5x4 B1(3,2) x>1
X

1 2.2
6x (5x*—-12x+9) O0<x=<1

ot

1

EH

4x-1

g

X33 (5x-8)

G

x>1

O<x=<1

» Método Affine Covariant Newton (ACN).
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e Error L,:

error—L., = Max (lu(x;, t;) —u(x;, t;,)(FChWCM)|) = 2.34792 X 1072
0<i<N

0=<j<N
e Error—L,:
N-1N-1 .
error—Ly = () > |u(xi, tj) - u(x;, t)(FChWCM)P)z =1.22431x 107"
i=0 j=0
* Error—-RMS:
N-1 N-1 .
error—RMS = NT(Z D u(xi, 1) = u(xi, t)(FChWCM)P): =
i=0 j=0

1.22431x 1073

» Método de Newton: (NW).

e Error L.:

error—L,, = Max (Ju(x;, tj) —u(x;, t;)(FChWCM))|) = 4.43488 x 1072

O<i<N
0<j<N
e Error—L,:
N-1N-1 )
error—L, = (ZZ lu(x;, t) — u(x;, t)(FChWCM)[?)2 = 2.14504 x 10"
i=0 j=0
e Error—RMS:
1 N-IN-1 )
error—RMS = ( lu(x;, ) — ulx;, tj)(FChWCM)lz)E =
NxN 7 %

2.14504 %1073

(b)

Out[«]=
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Out[]=
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3.2.11. Problemas (BBM)

® Problema 3.2.4. ([SHIR19))

Sea ecuacion de Benjamina-Bona-Mohany (BBM).

(i) Calculese la solucion numérica aproximada mediante el Método de Colocacion
Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (Fractional Order Chelyshkov Wavelets Collocation

Method-FChWCM) que permite dar una solucién numérica a la ecuacion no lineal (PDE).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método FChWCM vy la

solucion exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
k, Xk, te, u(xg, ty), (exacta), u(xy, ) (FChWCM), e = |u(x, t;) (ChWCM) — u(x;, &).

(iv) Hallense los errores L, L, y el error RMS.

[A, B] = {0, 1}
T = 1

(a) {k, M} = {0, 2}
m =2(M+1)= 3

lax, ai} = {1, 1}

a1=1 a;=1 a3=¢=0 ay=pu=2 x=0 h(x,t)=0.

Indicacion:
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SOLUCION
(a)
Out[«]=
[A, B] = {0, 1}
T = 1
{k, M} = {0, 2}
m =2k(M+1)= 3
{axa at} = {1’ 1}
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Método de Colocacion Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (FChWCM).

Ecuacion de Benjamina—Bona—Mohany (BBM).

ay U (X, ) + ap Uy(X, D) + az ulx, Hux(X, ) —ag Uy (X, ) =h(x, ) xe(0,

Fi(x,t) Fr(x,b) F5(x,b) Fu(x,b) Fs(x,t)
EFDEI=1 (0= fi (0 x e [0,
u@©,0)=fH0 ud,b=[fi@ te |0,
{Q’l, sy, a3, (1’4} = {15 15 Oa 2}
(FPDE) = (u(x,0)=e™) x e[0,1]

(u(0,)=e"* ul,)=e'') tel0,1]

[A, B] = [0, 1] (intervalo de x y t)
T = 1 (ancho intervalo)
{k, M} = {0, 2} (resolucién,
max. grado polinomio)
2k = 1 (n° subintervalos)
m=2k(M+1)= 3 n° de Wavelets
{ay, a;} = {1, 1} orden fraccionario
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(a.1) Matriz con los polinomios de Chelyshkov ®(x).
Ca0(x) 10x>—12x+3
O(x) =Cp,n (X) = C21(X) | = 4x—5x>
Ca2(x%) x?
(a.2) Matrices con las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias glarx), o)
11 10x2-12x+3 0=<x<1
X) =
Yoo (1) { 0 True
4 — < 1
Y0 = | Yo (0) = { V3 @-50x 0=x<
0 True
11 V5xr 0sx<1
2 () =
Yz { 0 True
{ 10x*-12x+3 0<x<1
0 True
Ta \/5(4—5x)x 0=sx<1
P (x) =
0 True
V5x2 0=sx<1
0 True
{ 102 -12¢t+3 0<t<1
0 True
Ta \/5(4—5t)t 0<t<l1
glep) =
0 True
V52 0st<1
0 True
(b.1) Matrices integrales fraccionarias de gl
Operador integral fraccionario de Riemann—Liouville.
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x>1

——
Wl Wik

0x*-18x+9) 0<x=<1

x(1
—- x>1
O] {ﬁ

x>1

xX*(5x*-12x+9) 0<x=<1

4 x-1

443

JOM(x)]: X Gx8)
443
NS

12
\5x*Bi(3,2) x>1

Al Wik

x>1

O<x=<1

O0<x=<1

t>1
t(10t>-18t+9) O0<t<1

——
Wl Wik

t>1

&l

JOwhe )] PG

NG O<t=<1

t>1

e

3

0<t=1
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TP phe)):

(b.2) Matriz de coeficientes:

Cl,l C1,2 C1,3

C=(Cy= Cyy1 Con Cy3

Cs1 Csp Cs3

0 t<0
178 (20 2412 (B-3) t+3 (B-3) (B-2
(20 2412 (B-3) t+3 (8-3) (B-2)) O<t<1
r4-p
-8 (_3 (‘;tl )1’ﬁ+2 t(B-1) (6 B1(2,1-p)-5tB1 (3’1‘@]*3)
s True
NEW (4 B1(2,1-B)-5tB1 (3,1—,8))
ra-g t>1
2 /3 7P (5t+2 -6)
_ <
I'(4-p) O<t=1
V5 £ B1(3,1-p)
S S— >
ra-pg t>1
245 8F
<
r@4-p) O<t=l

X =

» Ceros de L, (x):

X1
X2
X3
X4
X5
Xe
X7
Xg
X9

(c) Método de Colocacion.

0.0159199
0.0819844
0.193314
0.337873
0.5
0.662127
0.806686
0.918016
0.98408

polinomio Legendre desplazado.

Xk tk € [Oa T]

ty =

5]

~
N)

« Los puntos de colocacion compuestos son las raices del
* Polinomio de Legendre desplazado en [0, T] de grado m* = 9:
Ly () = 48620 ¢° — 218790 ¢ + 411840 t” — 420420 ¢° +

2522521t>—90090 t* + 184803 —1980t> + 90t — 1 x e [0, T]

(k: 1a 2’ T m*)

0.0159199
0.0819844
0.193314
0.337873
0.5
0.662127
0.806686
0.918016
0.98408

(d) Resolucion del sistema de ecuaciones en los coeficientes Cj (i, j = 1,..., m")

Valores iniciales:
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Ci1 0.0498666
Ci, 0.171402
Ciz 0.123905
Cy1 —0.0954211
C,, —0.305842
Cy3 —0.342345
Cs1  —0.36062
Cs, —0.284176
Cs3 0.368303

» Método Affine Covariant Newton (ACN):

C[ACN] =

C11 — 0.0498666
C1, — 0.171402
Ci3 - 0.123905
Cy1 — —0.0954211
Cys - —0.305842
Cy3 - —0.342345
Cs1 — —0.36062
C3, - —0.284176
Cs3 - 0.368303

C11 - 0.0498666
Ci, — 0.171402
C13 — 0.123905

Cy1 — —0.0954211

C[ACN](2) =| C, — —0.305842

Cy3 - —0.342345
Cs1 — —0.36062
Cs, - —0.284176
Cs3 — 0.368303

* Método de Newton: (NW):

—3.92085
~3.57013
—2.88689
~1.89176
ECi(Cij) = | —0.906476
—0.479592
~0.891368
—1.83427
~2.66145

~3.92085
~3.57013
~2.88689
~1.89176
ECi(C;j) = | —0.906476
—0.479592
~0.891368
~1.83427

—2.66145
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C1,1 — 0.0498666 —3.92085

Ci2 — 0.171402 —3.57013

Cy3 — 0.123905 —2.88689

Cy1 — —0.0954211 —-1.89176
C[NW]=| Cy,— —0.305842 EC(C;j) = | —0.906476
Cy3 - —0.342345 —0.479592
C;, — —0.36062 ~0.891368

Cs, — —0.284176 —1.83427

Cs3 — 0.368303 —2.66145

» Método de la Secante (SC):

Cy,1 » —1.53906 x 10" _1.60156

Ci, —» —1.19605x 10 10.5625

C13 — —5.89384 x 10 39.

Cy1 - —1.78631 x 10 80.9375

C[SC]l=| Cyy > —7.69973%x 10 | ECi(C;j) =| 102.766

Cy3 —» —2.62661 x 10° 55.8438

Cs1 — 3.16825x 10" —58.625

s, - 1.7568 x 10%5 —176.25

Cs3 - —5.43968 X 10" 24375

» Método de Newton (valores iniciales aleatorios en [-1, 1]):

C1.1 — 0.0498666 —-3.92085

Ci2 — 0.171402 —-3.57013

C13 — 0.123905 —2.88689

Cy1 — —0.0954211 —1.89176

C= (Ci,j) = Cz,z — —0.305842 ECk(Ci,j) =| —0.906476
Cy3 — —0.342345 —0.479592

Cs1 — —0.36062 —0.891368

Cs, — —0.284176 ~1.83427

Cs3 — 0.368303 ~2.66145

Minimizacion de la suma de los cuadrados de ECy:

Minimo (Z EC,2) = {6.88289,
k

{Cl,l il 84617, C1,2 - 596926, C1,3 4 184386, C2’1 il —277977, Cz’z - 529025,
C2’3 4 —209912, C3’1 4 —966332, C3,2 - 526707, C3,3 4 —819395}}
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» Método de Newton (valores iniciales dados por NMinimize) :

Suma (ECk(C;)*) = {6.88289}

C11 — 84.617 —-2.38679

C12 — 596.926 0.711823

C3 — 184.386 0.219271

Cy1 - —277.977 —-0.53442

C=(Cip)=| Cip—529.025 ECk(C;j) =| 0.349607
C,3 - —20.9912 0.0423116
C31 - —966.332 —0.320468

Cs, — 526.707 0.321978
C33 —» —81.9395 —0.124041

(e) Solucion aproximada del problema (Affine Covariant Newton)
u(x, t) ~ Qx, 2, 0)T.C.Q(t 1, a1) — x [[Q(1, 2, »)].C.Qt, 1, 7)]
+(1 = x) (f2(t) = £2(0)) + x (f3(0) = f3(0)) + fi(x)

1
u(x, t) = (—1+z")(l—x)+f”‘+[—f +e"’1]x—

e

1
1 1 f t>1 £ t>1
x|-0.091894| { 7 -0128252| 4 ', -0.0383087|{ > +
110 -18r+9) 0<t=1 alCla R Y R EPS
3 V3 3 B
L t>1
3
3
Vs 0<t=1
3
4 4x-1
z x>1 LY 0<x=<1 v x>1
0.123905| { ? +0.368303 = - 0.342345 s +
S (5x-12x+9) 0<x=1 V5 x*B1(3,2) x>1 _EOY oyt
M 443
1 4
NG t>1 z x>1 RELa 0<x=1
> 0.171402| 3 3 -0284176|{ 2
_EGE9 o i -x*(5x*-12x+9) 0<x=<1 5 x'B1(3,2) x>1
\3 6 3
e x>1 !
43 ’3 t>1
0.305842 s + 12
_EOEY g oyt S110£-181+9) 0<1<1
443
4 4x-1
X x>1 ﬂ 0<x<1 4‘/3 x>1
0.0498666 | | - 0.36062 = ~0.0954211 ;
1RG5 -12x+9) 0<x<1 V5 x*B1(3,2) x>1 _X ‘:‘_’8) 0<x=1
6 S 4 43
X

» Método Affine Covariant Newton (ACN).
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e Error L,:

error—L., = Max (lu(x;, t;) —u(x;, t;))(FChWCM)|) = 2.06989 x 1072
0<i<N

0=<j<N
e Error—L,:
N-1N-1 .
error—Ly = () > [u(x;, £;) = u(x;, t(FChWCM)P)z = 9.70971 x 102
i=0 j=0
* Error—-RMS:
N-1 N-1 .
error—RMS = NT(Z D u(xi, 1) = u(xi, t)(FChWCM)P): =
i=0 j=0

9.70971 x 107*

» Método de Newton: (NW).

e Error L.:

error—L,, = Max (Ju(x;, tj) — u(x;, t;)(FChWCM))|) = 2.06989 x 1072

O<i<N
0<j<N
e Error—L,:
N-1N-1 )
error—L, = (ZZ u(x;, t;) — u(x;, t)(FChWCM)[?)2 = 9.70971 x 102
i=0 j=0
e Error—RMS:
1 N-IN-1 )
error—RMS = ( lu(x;, ) — ulx;, tj)(FChWCM)lz)E =
NxN 7 %

9.70971 x 10~#

(b)

Out[«]=
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3.2.12. Ecuacion No Lineal de Klein-Gordon (KG)

Las PDEs no lineales desempefian un papel vital en matematicas, ingenieria y fisica,
como el fenémeno de circulaciéon de ondas, movimiento de calor, electricidad, fisica de
plasmas, mecénica de fluidos, etc. Las PDEs son de incontable atencién en 6ptica no lineal y

fundamentos cuénticos, como adveccion, Burgers, Boussinesq, ecuacion de Fisher y muchas
mas.

En 1972, la ecuacion BBM fue percibida por Benjamin, Bona y Mahony como una mejora
de la ecuacion de Korteweg-de-Vries (KdV) para ondas de agua planas en un canal idénti-
co. La ecuacion BBM es de la forma: [MULI24], [KUMB23]:

(FPDE) =
aq l/l[(x, t) + Q@ ux(x7 t) + aszu (x’ t)n u'x(x7 t) — Qg Uy x ¢ (x7 t) = h (x, t)
F](x,t) Fz(x,t) F3(X,t) F4(X,t) Fs(x,t)
u(x, 0) = fi(x) x € [0, 1] (3.2.47)
(FPDE) = Fi(x, t) + F5(x, t) + F3(x, t) — F4(x, t) = F5(x, t).
En cambio, la ecuacion de Korteweg-de-Vries (KdV) tiene la forma:
(FPDE) =
ap u[(x9 t) + @y ux(x’ t) + as u(x5 t) ux(x, t) — Qg Uy xt (x5 t) = h (x9 t)
Fr(x,b) Fo(x,b) F5(x,b) Fu(x,t) F5(x,t)
u(x, 0) = fi(x) x € [0, 1] (3.2.48)
u(oa t) = fZ(t) u(19 t) = f3(t) te [O, 1]

(FPDE) = F(x, t) + F5(x, t) + F3(x, t) — F4(x, t) = F5(x, t).

La principal diferencia entre las ecuaciones BBM y KdV radica en que solo son compara-

bles para numeros de onda pequefios y producen resultados de onda diferentes.

La ecuacién de Klein—-Gordon (KG) es una ecuacién diferencial parcial (PDE) amplia-
mente estudiada en fisica de la materia condensada.

Generalmente, las funciones con no linealidad que acompafian a la ecuaciéon KG son

polinomios o funciones sinusoidales. La ecuacién de Schrodinger para la funciéon de onda
cudntica estd relacionada con la ecuacion KG.

Oscar Klein y Walter Gordon propusieron la ecuacion KG en 1927 como una interesante
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ecuacion diferencial. La ecuacién KG general tiene la forma [3];

0*u(x, t) du(x, t)
=

I (FPDE) = 8—t = |fiux 1) ]x + fr(u(x, t)). (3.2.49)

En los siguientes problemas se aplica el método de colocaciéon compuesto que utiliza las
Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario para resolver numéricamente la ecuacién de
Klein-Gordon (KG): [KUMB23].

0*u(x, t) 0*u(x, t)

Py ) P +asulx, ) + g u’(x, t) = hix, ). (3.2.50)
t X

I (FPDE) = a;
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3.2.13. Ejemplos

m Ejemplo 3.2.4. ((KUMB23])

Sea la ecuacién no lineal de Klein-Gordon (KG) con las condiciones iniciales y de contorno
dadas:

ay utt(x’ t) —a uxx(x, t) + as u(x9 t) + Q4 uz(x, t) = h’ (x’ t)
Fi(x,t) F>(x,t) F5(x,t) Fyu(x,t) Fs5(x,t)
(FPDE) = U(x, 0) = fl(x) =0 X e [09 1]
u(0, )= fo(t)=0 te [0, T]
u(l, 1) = f3(t) = sen(3 ¢

conxe(0,1) te]0,T]
=1 a,=1 a3:”742 as=1  h(x, 1) =x*sen’(3 1)
La solucion exacta viene dada por la expresion:
ulx, t)=x sen(izr t).
(a) Represéntese la grafica de u(x, t) parax € [-X, X]yte [-T, T].

(b) Compuébese que la solucion u(x, t) satisface el problema (FPDE).

Indicacion:

SOLUCION
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(a)
Out[«]=
(b)
Out[«]=
mt
xsin(—)
2
Out[«]=
ulx, t) = X sin(%t)
Fll(x, t) = x° sinz(%t)
F12(x, t) = x° sinz(%t)
Out[]=
(u(x,00= 0)
u,t = 0

u(l,t = sin(%t)
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Out[+]//TableForm=

(x, t) Fl1(x, t) F12(x, t)
(0.1 0.1) 0.000244717 0.000244717
(0.1 0.3) 0.00206107 0.00206107
(0.1 0.5) 0.005 0.005

(0.1 0.7) 0.00793893 0.00793893
(0.1 0.9) 0.00975528 0.00975528
(0.3 0.1) 0.00220246 0.00220246
(0.3 0.3) 0.0185497 0.0185497
(0.3 0.5) 0.045 0.045

(0.3 0.7) 0.0714503 0.0714503
(0.3 0.9) 0.0877975 0.0877975
(0.5 0.1) 0.00611794 0.00611794
(0.5 0.3) 0.0515268 0.0515268
(0.5 0.5) 0.125 0.125

(0.5 0.7) 0.198473 0.198473
(0.5 0.9) 0.243882 0.243882
(0.7 0.1) 0.0119912 0.0119912
(0.7 0.3) 0.100993 0.100993
(0.7 0.5) 0.245 0.245

(0.7 0.7) 0.389007 0.389007
(0.7 0.9) 0.478009 0.478009
(09 0.1) 0.0198221 0.0198221
(0.9 0.3) 0.166947 0.166947
(0.9 0.5) 0.405 0.405

(0.9 0.7) 0.643053 0.643053
(0.9 0.9) 0.790178 0.790178
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3.2.14. Problemas

E Problema 3.2.5. ([KUMB23])

Sea la ecuacién no lineal de Klein-Gordon (KG) con las condiciones iniciales y de contorno
dadas:

ay utt(x’ t) —a uxx(x, t) + as u(x9 t) + Q4 uz(x, t) = h’ (x’ t)
Fi(x,t) F>(x,t) F5(x,t) Fyu(x,t) Fs5(x,t)
(FPDE) = U(x, 0) = fl(x) =0 X e [09 1]
u(0, )= fo(t)=0 te [0, T]
u(l, 1) = f3(t) = sen(3 ¢

conxe(0,1) te]0,T]

2
7m=1 a=1 a3=7 a=1 h(x,1)=x"sen’(]t).
La solucion exacta viene dada por la expresion:
— z
u(x, t) = x sen( . t).

(i) Calculese la solucion numérica aproximada mediante el Método de Colocacion
Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (Fractional Order Chelyshkov Wavelets Collocation

Method-FChWCM) que permite dar una solucién numérica a la ecuacion no lineal (PDE).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método FChWCM vy la

solucion exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
K, X, tie, u(x, ty), (exacta), u(xy, t) (FChWCM), e = |u(x;, t;) (ChWCM) — u(x;, &)l

(iv) Hallense los errores L., L, y el error RMS.

[A, B] = {0, 1}
T = 1
(a) {k, M} = {0, 2}
m=28(M+1) = 3
{ay, a;} = {0.9, 0.9}
=1 a=1 a3:”742 ap=1  h(x, t)=x*sen’(] 1).

Indicacion:

Nuevo Método Numérico Basado en Wavelets de Chelyshkov para las Ecuaciones no Lineales de 349
Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon



CAPITULO 3 — METODO WAVELET DE CHELYSHKOV

[
SOLUCION
(a)
Out[«]=
[A, B] = {0, 1}
T= 1
{k5 M} = {O, 2}
m=28(M +1) = 3
{ay, o = {0.9, 0.9}

350



CAPITULO 3 — METODO WAVELET DE CHELYSHKOV

Método de Colocacion Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (FChWCM).
Ecuacion de Klein—Gordon (KG).
(FPDE) =

U (6, ) — U (6 D+ asu(x, ) +asu’(x, ) =h(x, t) xe(,1)te]0,1]

Fi(x,b) Fy(x,t) F5(x,t) Fu(x,b) Fs5(x,b)
u(x, 0)=fi(x) x e [0, 1]
u@©,0H=f u(,n=fi@ te 0, T]
{1, ay, a3, a4} = {1, 1, ”7:, 1}
(FPDE) = (u(x,0)=0) xe[0,1]

(u0,0=0 ul,n=sin(3)) tel0,1]

[A, B] = [0, 1] (intervalo de x y t)
T = 1 (ancho intervalo)
{k, M} = {0, 2}  (resolucion,
max. grado polinomio)
2k = 1 (n° subintervalos)
m=2k(M+1)= 3 n° de Wavelets
{ay, a;} = {0.9, 0.9} orden fraccionario
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(a.1) Matriz con los polinomios de Chelyshkov ®(x).

Ca0(x) 10x*—-12x+3
O(x) =Cp,p (X) =| C21(%) |= 4x—5x°
Cao(X) x?

(a.2) Matrices con las Wavelets de Chelyshkov fraccionarias glarx), o)

L0 () = { ~12.(-0.833333 x!8 + x%9 - 0.25) 0.<x<1.
00 1o True
P = | w09 (x) = A3 @x%9—5x18) 0.<x<1.
' 0 True
w1,0.9 (x) = \/g x® 0.<x<1.
02 0 True
{ —12.(-0.833333x1 + x°?2 - 0.25) 0.<x<1.
0 True
W ) = V3 @x*-5x8) 0. <x<1.
B 0 True
V5 %18 0.=x<1.
0 True
{ —12.(—0.833333 % 4199 _0.25) 0.<t<1.
0 True
Ty = V3 @19 -568) 0.<t<1.
B 0 True
V508 0.=t<1.
0 True

(b.1) Matrices integrales fraccionarias de gla,

Operador integral fraccionario de Riemann—Liouville.
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0 x=<0
3.57143 x> — 6.31579 x1 + 3. x" 0.<x=<1.
3.57143 (1) x28 —6.31579 ()" x19 + 3. True
X X
- 0 x=<0
Sy .
IO 3.64642 X9 — 3.09295 x28 0.<x=<1.
3.64642 ()" x19 — 3.09295 (1 )** X% True
X X
0.798596 x*8 0<x<1.
0.798596 (1 )" x** x> 1.
T ()]:
0 x=<0
0.93985 x3% — 2.17786 x> + 1.5 x* 0.<x=<1.

0.9398511.(2.8, 2) x>% —2.17786 1.(1.9, 2) x*° + 1.5x> — 1.5 (x — 1.)> True

0 x=<0
1.25739 x> — 0.813934 x38 0.<x=<1.
1.25739 x*° 11.(1.9, 2) — 0.813934 x>8 [..(2.8, 2) True

0.210157 x38 0<x=<l1.
0.210157 x>*81.(2.8,2) x> 1.

0 t<0
3.57143 t*8 — 6.31579 t'° + 3. " 0.<t<l.

3.57143 (1) 8~ 6.31579 (1) 119 + 3. True
DT 0 t<0

5@ .
TRV OR ) 364642 10 - 3.09295 28 0.<t=<1.

3.64642 (2)7 19 - 3.00295 (2 ) 3 True
0.798596 t** 0<t=<1.
0.798596 (1) % ¢> 1.

TP plhen)):
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0 t<0
-p (167649 % 11.5412¢'° 3.1t )
t ( r'3.8-p) r'(2.9-p) rR.-p) 0.<t=<1
16.7649 1.(2.8,1-B) t*# 11.541211.(1.9,1-8) t+° (3._3_ (t;l-)l-*l-ﬁ) it
tP ’ : + : True
r(3.8-p) r(2.9-p) r2.-p)
0 t<0
t_,g(6.66331 9 145188 tZ-S) 0.<t<1
T(2.9-p) T(3.8-p) =
6.66331 119 11.(1.9,1-p8)  14.5188 > [1.(2.8,1-p)
—ﬁ I3 I3
t ( T(2.9-p) r(3.8-5) ] True
3.74875 (2818
“TesB O<t=<l.
3.74875 >3 1A [1.(2.8,1-)
G5 t>1.
(b.2) Matriz de coeficientes:
Cip Cip Ci3
C=(Ci))=|Co1 Cop (a3
Czp Gz C33
(c) Método de Colocacion.
« Los puntos de colocacion compuestos son las raices del
polinomio Legendre desplazado.
* Polinomio de Legendre desplazado en [0, T de grado m* = 9:
Ly (x) = 48620 ¢° — 218790 ¢ + 411840 t” — 420420 ¢° +
2522521 —90090 t* + 18480 > —1980t* + 90t — 1 x € [0, T]

e Cerosde L, (x): X, [0, T] (k=1,2,---,m")

x; 0.0159199 t; 0.0159199
X, 0.0819844 t, 0.0819844
x3 0.193314 t3 0.193314
x4 0.337873 ty 0.337873
Xk =1 X5 0.5 ty=|ts 0.5

Xs 0.662127 ts 0.662127
x; 0.806686 t; 0.806686
xg 0.918016 ts 0.918016
Xo 0.98408 ty  0.98408
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(d) Resolucion del sistema de ecuaciones en los coeficientes Cj (i, j = 1,..., m")

Valores iniciales:

Ci, —0.164797
Cin 0.202492
Ci3 —0.0746687
C,1 —0.388127
C,» 0.308967
C,3 0.327428
Cs1 —0.174753
Cs» 0.341554
Css  0.392102

» Método Affine Covariant Newton (ACN):

C[ACN] =

C[ACN] (2) =

Ci1 - —0.164702
C1s — 0.202413
C13 — —0.0803266
Cy1 - —0.38718
Cs5 — 0.310067
Cy3 — 0.323384
C31 - —0.175215
Cs, — 0.341782
Cs3 — 0.392337

Ci1 — —0.164702
C1s — 0.202413
Ci3 — —0.0803266
Cy1 - —0.38718
C,5 — 0.310067
C,3 — 0.323384
Cs1 - —0.175215
Cs, — 0.341782
Cs3 — 0.392337

» Método de Newton: (NW):

ECy(Cij) =

—-0.0759113
—0.241258
—-0.323159
—0.289446
—0.191439

—-0.0157048

0.293934
0.670105
0.942366

—0.241258
—0.323159
—0.289446

ECi(Cij) = | —0.191439
—0.0157048

0.293934
0.670105
0.942366

—-0.0759113

Benjamin-Bona-Mahony y de Klein-Gordon
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C[NW]=

Ci1 — —0.0897928
C15 — 0.758919
Ci3 - 6.37524

Cy1 - —0.965415
Cs, — —1.03101
Cys — 4.21666
Cs1 > 1.54377
Cs, — 0.529324

C33 - —0.639449

» Método de la Secante (SC):

CI[SC] =

Ci1 — —0.0897928

Cy1 - —0.965415

C3,3 - —0.639449

C12 — 0.758919
C1,3 — 6.37524

Cy, » —1.03101
Cy3 — 4.21666
Csq — 1.54377
Cs, — 0.529324

ECy(Cy)) =

~6.93889x 10718
2.22045x 10716
~1.38778 x 10716
—2.77556 x 10717
2.77556 x 1077
—2.77556 x 10716
—3.88578 x 10716
—2.22045x1071°

ECi(Ci)) =

3.33067 x 1071©

6.93889 x 1077
1.21569 x 1071
1.81244 x 10713
6.94944 x 10713
8.11434x 10713
3.25184x 10713
2.65343x 10714
1.11022x 107
-5.77316 x 107>

» Método de Newton (valores iniciales aleatorios en [-1, 1]) :

C=(Cy=

Cl,l d —00897928

Ci, — 0.758919
Cis - 6.37524
Cy1 — —0.965415
Cy, —» —1.03101
Cy3 — 4.21666
Cy1 - 1.54377
Cs, — 0.529324

Cs3 - —0.639449

ECi(Cyj) =

—-6.93889x 10718
2.22045x 10716
-1.38778 x 1071°
-2.77556 x 10717
2.77556 x 1077
-2.77556 x 1071¢
—3.88578 x 10716
—-2.22045x1071¢
3.33067 x 10716
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Minimizacion de la suma de los cuadrados de ECy:

Minimo (Z EC,2) =
k

{1.15619x 107, {C;,; > —0.0897928, Cy, > 0.758919, Cy 3 - 6.37524,
C2,1 4 —0965415, C2,2 - —1.03101, C2,3 4 421666,
C3,1 — 1.54377, C3’2 — 0.529324, C3,3 - —0639449}}

» Método de Newton (valores iniciales dados por NMinimize) :

Suma (ECi(C;)*) = {2.1036 x 107!}

C11 — —0.0897928 6.93889 x 10718
C12 — 0.758919 0.
C13 — 6.37524 0.
Cy1 — —0.965415 -1.94289 x 1071°
C=(Cij)=| Cpr——-1.03101 ECk(Ci)) = 0.
Cy3 — 4.21666 0.
Cs, — 1.54377 —-3.33067 x 1071°
Cs, — 0.529324 2.22045x1071°
C33 - —0.639449 —-1.11022x1071°

» Método Affine Covariant Newton (ACN).

e Error L.:

error—L,, = Max (|u(x;, t;) — u(x;, t;)(FChWCM)|) = 7.47539 x 10~

X

O<i<N
0<j<N
e Error—L,:
N-1N-1 L
error—L, = (ZZ u(x;, t;) — u(x;, t;)(FChWCM)[?)2 = 2.81876 X 107
i=0 j=0
e Error—-RMS:
1 N-1 N-1 L
error—RMS = ( |u(x;, ;) — u(x;, t;)(FChWCM)|*)2 =
i=0 j=0

2.81876 1073

« Método de Newton: (NW).
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e Error L,:
error—L., = Max (lu(x;, t;) —u(x;, t;))(FChWCM)|) = 1.85187 x 107!
0<i<N
Os;<N
e Error—L,:
N-1N-1 .
error—Ly = () > |u(x;, t}) - u(x;, t)(FChWCM)P"): = 4.65453x 107"
i=0 j=0
e Error—RMS:
N-1 N-1 .
error—RMS = —— () > |u(x;, t;) — u(x;, {))(FChWCM)P)z =
NxN = 1%
4.65453x 107

(b)

Out[«]=
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® Problema 3.2.6. (|[KUMB23])

Sea la ecuacién no lineal de Klein-Gordon (KG) con las condiciones iniciales y de contorno
dadas:

@y U (X, 1) — @ Uy x(X, 1) + @z ulx, £) + g u(x, £) =h(x, 1)

Fl(x,t) Fz(x,t) F3(x,t) F4(.x,t) FS(X,t)
(FPDE) = u(x, 0) = fl(x) =0 x e [0, 1]
u(0, 1) = f() =0 te 0, T]

u(l, 1) = f3(t) = sen(3 ¢
conxe(0,1) te]0, T]

=1 a=1 a3:”742 =1 h(x, 1) =x*sen’(3 1)
La solucion exacta viene dada por la expresion:

u(x, t) = xsen(3 t).

(i) Calculese la solucion numérica aproximada mediante el Método de Colocacion
Wavelet de Chelyshkov Fraccionario (Fractional Order Chelyshkov Wavelets Collocation

Method-FChWCM) que permite dar una solucién numérica a la ecuacion no lineal (PDE).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método FChWCM vy la

solucién exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
ka Xk tka M(Xk, tk)s (exaCta)a U.(Xk, tk) (FChWCM)3 €= |u(xls ts) (ChWCM) - u(xl’ ts)|

(iv) Hallense los errores L., L, y el error RMS.

[A, B] = {0, 1}
T= 1
(a) {k, M} = {1, 3} ].
m=2k(M+1)= 8
{ay, a;} = {1, 1}

[§)

s

m=1 a=1 a3=7% a=1 h(x,1)=x"sen*(]¢).

Indicacion:
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SOLUCION

Out[«]=
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Capitulo 4

4. Conclusiones y Lineas Futuras de Investigacion

4.1. Conclusiones

En este Trabajo de Fin de Méster se ha desarrollado, implementado y validado un nuevo
método numérico basado en las Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario (Fractional-
Order Chelyshkov Wavelets Collocation Method, FChWCM) para la resolucién de ecuaciones
en derivadas parciales no lineales, con especial atencién a la ecuacion de Benjamin-Bona-
Mahony (BBM) y a la ecuacion no lineal de Klein-Gordon (KG). El desarrollo se ha apoyado
en la formulacién introducida por Rahimkhani, Ordokhani y Lima ([RAHI19]) y en su
extension al caso de orden distribuido de Marasi y Derakhshan ([MARAZ22]).

A partir de los objetivos planteados al inicio del proyecto, y una vez implementado el
método en Wolfram Mathematica 14.1 y aplicado a los distintos modelos, se pueden extraer

las siguientes conclusiones:

1. La base de Wavelets de Chelyshkov fraccionarias reune, en la practica, las propiedades
que la teoria le atribuye: ortogonalidad, soporte compacto y generaciéon de matrices o-
peracionales dispersas. Esto ha permitido transformar de forma sistemética cada FPDE
no lineal en un sistema de ecuaciones algebraicas de tamafio reducido, resoluble medi-
ante el método iterativo de Newton.

2. La matriz operacional de integracion fraccionaria de Riemann-Liouville de orden « se
ha construido de manera explicita y se ha verificado su coherencia con las relaciones
entre la integral de Riemann-Liouville y la derivada de Caputo. Este elemento consti-
tuye el nucleo del método y su correcta implementacion resulta determinante para la
precision global del esquema.

3. El desarrollo tedrico previo (Capitulo 2) ha permitido establecer los polinomios de
Chelyshkov fraccionarios, las féormulas de aproximaciéon de funciones de una y dos
variables y, en particular, el andlisis de convergencia con sus cotas de error, ademds de

la construccion de las matrices operacionales. Este marco proporciona el soporte rig-
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uroso sobre el que se apoya el método numeérico.

. El esquema de colocacion FChWCM se ha aplicado con éxito a tres modelos: la e-

cuacion de adveccién—-dispersion mévil-inmévil de orden distribuido, la ecuacion no
lineal de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) y la ecuacién no lineal de Klein-Gordon
(KG).

En los casos no lineales, el término no lineal se ha tratado sin linealizaciones previas,
incorpordndolo directamente al residuo evaluado en los puntos de colocacién y re-

solviendo el sistema resultante con el método de Newton.

. La validacidn se ha realizado sobre problemas de referencia con solucion exacta conoci-

da, tomados de la literatura: la ecuacién de Klein-Gordon con solucién
ulx, t)=x sen(’ar t) (IKUMB23])), 1a ecuacién BBM ([RAHANZ23]) y la ecuacién de advec-
cién-dispersion de orden distribuido ([MARAZ22]). El error se ha cuantificado con las
normas L., (error absoluto maximo), L, y el error cuadratico medio (RMS), comparan-

do la solucion exacta con la aproximacion del método.

Se obtienen errores pequefios con un numero moderado de funciones base, lo que

confirma la rapida convergencia del método.

. La esparsidad y el buen condicionamiento de las matrices implicadas se traducen en un

coste computacional contenido frente a los métodos clésicos de diferencias finitas, que

requeririan mallas mucho mas finas para alcanzar precisiones comparables.

. El método presenta un cariacter modular: el mismo armazén numérico —construccion

de la base, matrices operacionales y proyeccion sobre los puntos de colocacién— sirve
para distintas ecuaciones, y basta con modificar el ensamblaje del residuo asociado a

cada modelo. Esta caracteristica facilita su reutilizacion y extension.

. Frente a otras aproximaciones basadas en Wavelets, como las de Bernoulli empleadas

por Kumbinarasaiah y Mulimani ([KUMB23]) o las de Hermite de Shiralashetti y
Hanaji ([SHIR21]), las Wavelets de Chelyshkov ofrecen resultados competitivos con
una formulacion mads sencilla, lo que las convierte en una alternativa atractiva para

esta fami-lia de problemas.

En conjunto, los resultados obtenidos confirman que la metodologia Wavelet de

Chelyshkov constituye una herramienta eficaz, precisa y de bajo coste para la resolucion

numérica de ecuaciones en derivadas parciales fraccionarias, tanto lineales de orden dis-

tribuido como no lineales, segin se ha comprobado en la ecuacion de adveccién-dispersion

movil-inmdavil, la ecuacion BBM y la de Klein—-Gordon.
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4.2. Lineas Futuras de Investigacion

En las ultimas décadas, el céalculo fraccionario ha ganado una notable relevancia gracias a
sus numerosas aplicaciones en la modelizaciéon de fenémenos fisicos: viscoelasticidad,
difusion anémala, procesamiento de sefiales e imagenes, teoria de control o propagacion de
ondas, entre otros. Estos fendmenos se describen con frecuencia mejor mediante ecuaciones
diferenciales de orden fraccionario, cuya resoluciéon analitica suele ser inviable, lo que
motiva el interés creciente por métodos numéricos eficientes como el desarrollado en este

trabajo.

A partir del método propuesto y de los resultados obtenidos, se identifican las siguientes

lineas de investigacion futuras:

1. Comparacién cuantitativa con otros métodos.

Contrastar las tablas de error (L, L, y RMS) obtenidas con el método FChWCM frente
a los resultados publicados para los mismos problemas por otros esquemas —por ejemp-
lo, el método de Wavelets de Bernoulli y el de Haar ([KUMB23]) o los resultados de
([RAHI19], [ERMAZ23], [MOHS20])—, con el fin de situar el método de forma objetiva

dentro de la literatura y ampliar el namero de casos de prueba.

2. Comparacioén entre familias de Wavelets.

Realizar un estudio sistemdtico que compare las Wavelets de Chelyshkov con otras
familias —Haar, Legendre, Hermite, Chebyshev o Bernoulli— sobre un mismo conjun-
to de problemas, con objeto de determinar cudl resulta mas adecuada para cada tipo de
ecuacion en términos de precision, coste y estabilidad.

3. Extension a orden variable y a otros modelos de orden distribuido.

Partiendo del tratamiento ya realizado de la ecuacion de adveccidn-dispersion movil-
inmovil de orden distribuido ([MARA22], [ERMAZ23]), generalizar el método a ecua-

ciones fracciona-rias de orden variable y a otros modelos de orden distribuido, refinan-
do las cuadraturas del término de densidad y estudiando su efecto sobre la precision.

4. Dimensiones superiores y sistemas acoplados.

Generalizar el esquema a problemas en dimensiones espaciales superiores y a sistemas
de ecuaciones acopladas, evaluando el crecimiento del coste computacional y las estrate-

gias de ensamblaje m4s eficientes.
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. Otras ecuaciones no lineales.

Aplicar el método a otras ecuaciones no lineales dispersivas y de tipo onda —Korteweg-

de Vries, Burgers, sine-Gordon o Rosenau-Hyman ([CETI23], [GANI24])— para carac-

terizar su rango de aplicabilidad.

. Anélisis de convergencia y colocacion adaptativa.

Profundizar en el andlisis tedrico de convergencia, error y estabilidad del esquema, y
desarrollar estrategias de colocacion adaptativa y multirresolucion que refinen la aproxi-

macién en las regiones donde la solucion presenta frentes, picos o solitones.

. Optimizacion e implementacion.

Optimizar la implementacion aprovechando la esparsidad de las matrices, explorando
la paralelizacion y el cdlculo en GPU, asi como su portabilidad a otros entornos (MAT-

LAB o Python) para problemas de gran tamafo.

. Hibridacion con aprendizaje automatico.

Explorar la combinacién del método con técnicas de aprendizaje automatico, por ejem-
plo para la inicializacién de los coeficientes o la aceleracion de la convergencia del

método de Newton en problemas fuertemente no lineales.

Estas lineas abren un abanico de posibilidades para consolidar y ampliar el método

Wavelet de Chelyshkov, tanto en el plano teérico como en el de sus aplicaciones a problemas

reales de Ingenieria.
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