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1. Introduccion

Imaginemos una situacion habitual: dos hermanos heredan la finca de sus padres. El terreno tiene
una parte fértil junto al rio, otra parte en la ladera con vistas al pueblo y un tercer trozo que da a
la carretera principal. Cada uno de los hermanos valora el terreno de forma diferente. Por un
lado, uno es agricultor y quiere acceso al agua; el otro hermano quiere construir una casa y
necesita la parte con acceso por carretera. La pregunta parece sencilla; ;como dividir la finca de

forma que ninguno de los dos sienta que ha salido perdiendo?

Este tipo de conflicto ocurre con mucha mas frecuencia de lo que parece. Las divisiones de
herencias, las exportaciones de terrenos para obras publicas, el reparto de lotes en nuevas
urbanizaciones, etc,. En todas estas situaciones aparece la misma tension: quien decide donde va
la linea divisoria? ;Quién garantiza que el reparto sea justo? ;Que significa siquiera que un

reparto sea justo cuando cada persona valora el terreno de manera distinta?

Estas preguntas no son nuevas. Los matemadticos llevan mas de setenta afios estudiando el
problema del reparto justo, desde que Hugo Steinhaus lo formul6 por primera vez en 1948 bajo
el nombre de “cake cutting” o division del pastel. La idea consiste en preguntar como se corta un
pastel entre varias personas de forma que cada una esté satisfecha con su trozo? El pastel puede
ser una finca, un solar o cualquier otro recurso que haya que repartir. Lo que hace interesante el
problema es que cada persona tiene sus propias preferencias. A uno le gusta, por ejemplo, las
fresas, a otro le gusta el chocolate, y eso cambia completamente lo que significa recibir una parte

“Justa”.

La matematica ha desarrollado a lo largo de los afios varios métodos para resolver este problema.
El mas conocido es el protocolo de “yo corto, ti eliges”. Consiste en que una persona divide el
recurso en dos partes que considera equivalentes, y la otra persona elige la que prefiere. Este
método es elegante y funciona bien para dos personas, pero tiene un problema cuando se aplica a
terrenos reales. La persona que corta puede trazar una linea que divida el valor del terreno por la
mitad segiin su criterio, pero puede producir dos lotes de formas inutiles. Imagina cortar una
finca rectangular con una linea en diagonal; los dos trozos resultantes podrian tener el mismo
valor, pero si uno de ellos tiene forma de tridngulo muy alargado, ese propietario no podria

construir nada en su lote ni cultivarla de forma eficiente.



El problema del reparto justo de recursos, denominado en la literatura matematica como “cake
cutting” o division del pastel, ha pasado de ser una abstraccion tedrica a una necesidad practica
en temas como la gestion de tierras, la division de herencias y la asignacién de espacios
publicitarios. Por lo general, los algoritmos de division justa se han enfocado en recursos
unidimensionales donde el valor es aditivo. No obstante, cuando el recurso a repartir es tierra, la
geometria del terreno resultante se vuelve un factor determinante No es suficiente con recibir una
superficie proporcional al valor total. La utilidad de un terreno depende de factores como su
forma, su conectividad y la disponibilidad de recursos especificos, como pozos de agua o acceso

a servicios basicos.

Este trabajo fin de grado se orienta a analizar y mejorar los procesos de division de tierras desde
una perspectiva que combina la matematica discreta y la computacion. El propdsito principal se
enfoca en superar las limitaciones de los modelos actuales, los cuales suelen priorizar la
“ausencia de envidia” a cambio de generar lotes con formas poco funcionales o no convexas. Un
terreno dividido en pedazos desconectados o con angulos complejos puede cumplir con la
equidad teorica, pero carece de utilidad real en el sector relacionado mas a la agricultura o lo

urbano.
1.1.  Objetivos del trabajo

El objetivo central de este trabajo fin de grado consiste en disefiar y programar un método de
reparto basado en lineas rectas que asegure la creacion de regiones convexas y conexas. En otras
palabras, que cada persona reciba un lote que valore tanto como el de los demas, y que ademas

ese lote tenga una forma que pueda usarse en la vida real.

Para lograrlo, se analizan dos escenarios principales: el reparto bipartito, basado en el principio
clasico de “yo corto, tu eliges”, y la reparticion para tres personas. Se pondra a juego los

siguientes objetivos especificos:

e Estudiar y criticar el modelo de reparto de tierras mas avanzado disponible en la literatura
cientifica, el propuesto por Segal-Halevi y sus colaboradores en 2019, identificando sus

puntos fuertes y sus limitaciones practicas.



e Desarrollar un algoritmo informdtico en el lenguaje de programacién R que divide un
terreno entre dos personas de forma justa mediante una unica linea recta, garantizando

que los dos lotes resultantes sean utiles desde el punto de vista practico.

e Extender ese algoritmo al caso de tres personas, generando tres lotes convexos y

conectados a partir de dos lineas que parten de un punto interior del terreno.

e Introducir el concepto de region de consenso, que permite visualizar no solo una solucion
justa sino el conjunto completo de todas las formas posibles de dividir el terreno de

manera que cada persona prefiera su lote al de los demas.

e Presentar una version simplificada de un resultado matematico clasico, el Lema de
Sperner, que garantiza la existencia de una solucion justa para tres personas y que puede

implementarse de forma directa y comprensible.

e Explorar como la Inteligencia Artificial podria ampliar estos métodos a situaciones con
mas de tres personas, facilitando el proceso de entender y modelar las preferencias de

cada propietario.
1.2.  Metodologia: cOmo se aborda el problema

Antes de explicar como funciona el método propuesto, es ttil entender qué significa exactamente
“resolver” el problema del reparto de tierras desde un punto de vista computacional. La idea
basica es la siguiente: representamos el terreno como una cuadricula de pequefios cuadrados
donde cada cuadrado tiene asignado un valor que indica lo mucho o poco que cada propietario
aprecia esa zona concreta del terreno. Un propietario que valora la proximidad al rio dara valores
altos a los cuadros cercanos al agua y valores bajos a los del interior. Otro propietario que quiere
acceso a la carretera hara lo contrario. Esta representacion permite al ordenador calcular
exactamente cuanto vale cada posible lote para cada persona, sumando los valores de todos los

cuadros que quedarian dentro de ese lote.

Con esta representacion en mano, el problema del reparto se convierte en una busqueda. Seria
encontrar una linea recta, o dos en el caso de tres personas, tal que, cuando el terreno quede
dividido por esa linea, cada persona prefiera su parte a la del otro. Para dos personas, el método

utilizado es la “biseccion binaria”, una técnica de busqueda muy eficiente que funciona como el



juego de adivinar un numero. Se empieza con una linea en el centro del terreno, se comprueba si
el primer propietario valora mas la parte de la izquierda o la de la derecha, y se mueve la linea
hacia el lado que tiene mas valor hasta que ambas partes sean iguales para esa persona. En ese
punto, el segundo propietario simplemente elige la parte que prefiere, y el reparto queda hecho

sin que ninguno de los dos sienta envidia del otro.

Para el caso de tres personas, el método es un poco mas complejo pero sigue el mismo espiritu.
En lugar de una sola linea, se usan dos semirrectas que parten de un punto interior del terreno,
dividiendo la parcela en tres sectores. El algoritmo busca iterativamente la posicion de ese punto
central y los dngulos de las dos lineas hasta que los tres propietarios prefieren sectores distintos.
En cada paso del proceso, si dos personas quieren el mismo sector, el punto central se desplaza
ligeramente hacia ese sector disputado para reducir su valor relativo, y se vuelve a comprobar,

Este proceso converge, en la mayoria de los casos, en pocas decenas de pasos.

Un elemento original de este trabajo es el concepto de “region de consenso”. En lugar de buscar
un Unico corte justo, el método explora sistematicamente todos los cortes posibles y marca en un
mapa aquellos que producen un reparto justo y aquellos que no. El resultado es una imagen verde
y roja. El verde representa todos los cortes que genera acuerdo, y el rojo los que generan
conflicto. Cuanto mds grande sea la zona verde, mas robusta es la solucion, lo que significa que

hay muchas formas de dividir el terreno de manera justa.

Finalmente, el trabajo presenta una version simplificada del Lema de Sperner, que es el resultado
matematico que garantiza que siempre existe al menos una solucion justa para tres personas. En
lugar de explicar este resultado con la terminologia matematica habitual, el trabajo lo
implementa como una bisqueda visual. Se dibuja un tridngulo donde cada punto representa una
forma posible de dividir el terreno en tres partes, se colorea cada punto con el color del lote que
preferiria la persona asignada a ese punto, y se busca el pequeno tridangulo dentro que tiene los
tres colores. Aquel triangulo , que el Lema de Sperner garantiza que siempre existe, corresponde
a la solucioén justa del reparto. Todo el desarrollo computacional del trabajo se realiza en R. La
eleccion de R responde a tres criterios: su capacidad para realizar cédlculos numéricos con
matrices de datos de forma eficiente, su libreria grafica ggplot2, y su accesibilidad como

herramienta de cddigo abierto disponible de forma gratuita para cualquier investigador.



1.3.  Estructura del trabajo

El trabajo se organiza en seis capitulos principales, segundos de las conclusiones, las futuras
lineas de investigacion, la bibliografia/referencias y un anexo sobre el uso de inteligencia

artificial generativa en la elaboracion del trabajo.

e El primer capitulo presenta una revision critica del articulo cientifico mas relevante sobre
el tema, el trabajo de Segal-Halevi, Nitzan, Hassidim y Aumann publicado en 2019 bajo
el titulo “Envy-Free Division of Land”. Este articulo es actualmente la referencia
principal en el campo del reparto justo de tierras con restricciones geométricas, y analizar

sus contribuciones y sus limitaciones.

e El capitulo 2 introduce el Lema de Sperner en su version teoria clasica. Aunque el trabajo
propone posteriormente una version simplificada de este resultado, es importante
presentar primero la formulacidon original para entender de donde viene la garantia
matematica de que siempre existe una solucion justa. Este capitulo incluye también el
ejemplo del reparto del alquiler de un piso entre tres personas, que es la aplicacion mas
conocida de este resultado y sirve como puente entre la teoria y la aplicacion al reparto de

tierras.

e El capitulo 3 desarrolla el método de reparto para dos personas. Se presenta el algoritmo
de biseccion, se explica su funcionamiento paso a paso, y se muestran los graficos
producidos por el codigo R: el mapa del terreno con la linea de corte Optima y la curva

que muestra cdmo varia esa linea segun el angulo elegido.

e El capitulo 4 extiende el método al caso de tres personas mediante el uso de dos
semirrectas que parten de un punto interior del terreno. Se explica el algoritmo iterativo
de busqueda del consenso y se presentan las visualizaciones del terreno dividido en tres

lotes convexos.

e El capitulo 5 introduce el concepto de region de consenso y presenta la version
simplificada del Lema de Sperner implementada como busqueda exhaustiva del tridngulo
pancromatico en una cuadricula del simplex. Este capitulo incluye también el mapa de

acuerdo y desacuerdo en el espacio de cortes posibles y el indice de consenso por dngulo.



e El capitulo 6 explora la generalizacion del método a situaciones con mas de tres personas
y discute el papel que podria desempeiiar la inteligencia artificial en ese contexto. Desde
el aprendizaje automadtico de las preferencias de los propietarios hasta los algoritmos

genéticos que buscan soluciones justas en espacios de muy alta complejidad.

Las conclusiones resumen las aportaciones del trabajo, evaluan honestamente sus limitaciones y
reflexiones sobre su valor practico en el mundo real. Las futuras lineas de investigacion
identifican las cinco extensiones mas prometedoras del trabajo. La bibliografia recoge las
referencias académicas utilizadas a lo largo del trabajo. El anexo describe el uso responsable de

herramientas de inteligencia artificial generativa en la elaboracion de este trabajo fin de grado.
2.  Capitulo 1: Revision de la literatura de repartos de tierra
2.1. El paradigma de la “gordura” (Fatness) en la division de tierras

El punto de partida de este analisis es el trabajo de Segal-Halevi et al. (2019), quienes introducen
una innovacion necesaria en el campo del reparto justo: la restriccion geométrica de las piezas.
Los autores argumentan que los algoritmos clésicos, al ignorar la forma, pueden producir
parcelas que son “tiras rectangulares delgadas”, inutiles para la mayoria de las aplicaciones
practicas. Para solucionar esto, introducen el concepto de “fatness” o grosor, definiendo una
pieza como R-fat si puede ser contenida entre dos cubos cuya razéon de lados sea como méaximo
R. El articulo presenta resultados constructivos de gran relevancia. Demuestra que la ausencia de
envidia es compatible con lo que denominan “proporcionalidad parcial”. Esto significa que, bajo
determinados parametros de forma, como el requisito de que los lotes sean cuadrados, cada
agente puede acceder a una parte constante del valor total. Un buen ejemplo seria que cada
persona recibiria al menos una cuarta parte del valor total en un escenario de dos agentes con

preferencias por figuras cuadradas.
2.2. Limitaciones estructurales y critica del modelo

Teniendo en cuenta los avances del modelo de Segal-Halevi et al., una lectura ayuda identificar
ciertas limitaciones que este trabajo de grado busca corregir. La principal critica se dirige a la
flexibilidad excesiva en la forma de las parcelas en aras de mantener la proporcionalidad.

Aunque el articulo menciona la posibilidad de trabajar con objetos R-fat de forma arbitraria, sus



algoritmos a menudo resultan en divisiones que no garantizan la convexidad. Cuando un terreno
no es convexo, el propietario podria verse obligado a cruzar propiedad ajena para moverse entre
dos puntos de su propia propiedad, lo que representa problemas legales, operativos y logisticos.
Por otro lado, el modelo propuesto usa la funcion de valor S(VS), la cual solo toma en cuenta la
pieza mas valiosa de forma S dentro de un area. Esta métrica, aunque creativa, ignora el valor del
terreno restante que no se ajusta a la forma establecida, lo cual se puede considerar un mal
(ineficiente) uso del recurso. Existe una tension intrinseca entre la aditividad de las utilidades y
las restricciones geométricas. Es es que la utilidad de un agente al recibir una parcela dividida en

dos suele ser menor que la suma de sus partes si la forma geométrica es el factor determinante.
2.3.  Contextualizacion con otros trabajos y técnicas

La literatura sobre la division justa ha analizado soluciones como el equilibrio competitivo, pero
Berliant y Dunz (2004) comprobaron que, al tener restricciones geométricas, es posible que ese
equilibrio podria no lograrse. Otros autores han propuesto el uso de “moving-knives” en una
dimension para lograr las mencionadas piezas delgadas. En contraste, el presente trabajo se
alinea con la vision de que la justicia en el reparto debe ir de la mano con la practicidad
geométrica. Al aplicar la teoria Lema de Sperner, se busca un método similar a la que Merchan
Rubira y Rodriguez Garcia (2018) implementaron con éxito al problema de la “armonia en el
alquiler”. En aquel estudio, el lema se utilizd para encontrar un punto de equilibrio entre las
preferencias de multiples participantes. Mientras que el trabajo de Segal-Halevi se centra en la
geometria de las piezas por separado, este trabajo fin de grado propone un enfoque integral.
Aqui, la linea divisoria se convierte en la herramienta principal para asegurar regiones convexas
y justas, optimizando no s6lo el valor recibido sino también la utilidad practica de la tierra

repartida.

3.  Capitulo 2: El Lema de Sperner: Fundamentos matematicos, programacion y

aplicaciones técnicas

El Lema de Sperner, propuesto por Emanuel Sperner en 1928, va mas alla de ser un simple
resultado combinatorio. Funciona como el puente esencial que conecta la topologia discreta, la
teoria de juegos y la optimizacion en economia. Para comprender su relevancia en el reparto de

tierras, es fundamental analizar su estructura desde tres perspectivas: su demostracion
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topologica, su aplicacion en sistemas computacionales y su interpretacion segin las preferencias

humanas.
3.1. El enunciado formal y la demostracion del “recuento de puertas”

Matematicamente, consideramos un n-simplex S que ha sido subdividido en una triangulacion de
dimensiones finitas. En nuestro caso de reparto de tierra, un tridngulo para tres personas. El lema
establece que si marcamos los vértices de la triangulacion con n+1 colores siguiendo la regla de

que:
1. Los vértices principales del simplex reciben colores distintos (1,2,3).

2. Los vértices situados en las aristas del simplex solo pueden usar los colores de los

vértices que definen esa arista.
3. Los vértices interiores pueden recibir cualquier color.

Entonces, existe un nimero impar de sub triangulares “completos” o “pancromaticos”, los cuales
contienen todos los colores. La demostracion mas elegante de este lema es el argumento del
camino o recuento de puertas. Imaginamos que cada subtriangular es una habitacion y las caras
coloreadas con {1,2} son puertas. Al entrar por una puerta desde el exterior del simplex, el
algoritmo nos obliga a movernos entre habitaciones. El nimero de puertas en el perimetro es
impar por la restriccion de las aristas. Dentro de las habitaciones solo los triangulos con los tres
colores tienen una sola puerta {1,2}, los otros tienen cero o dos. Entonces, el camino debe
terminar necesariamente en un tridngulo que posea el tercer color. Este concepto de “camino

algoritmico” es la base de su implementacion en R.
3.1. Logica de programacion en R: de la geometria a la matriz

Llevar el Lema de Sperner al campo computacional requiere dividir el espacio de busqueda en
unidades discretas. En el lenguaje de programacion R, esto implica disefiar o crear estructuras de

datos que representen la triangulacion:

e Generacion de la Malla (Meshing): Se usan librerias de geometria computacional para

desarrollar una triangulaciéon de Kuhn o una subdivision baricéntrica. En cuanto mas fina
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sea la malla, mayor sera la precision del reparto. Esto resultara en un coste computacional

elevado.

e Funciones de etiquetado (Labeling functions): Esta es la parte critica donde el cédigo
vincula con el usuario o agente. El programa asigna cada vértice a una persona, siendo
una secuencia ciclica. Aquella persona evalua el area propuesta en ese punto geografico y

devuelve el color correspondiente al area que prefiere.

e Algoritmo de busqueda: En lugar de una busqueda profunda, se desarrolla un algoritmo
llamado “path-following” que remeda la demostracion del lema. El codigo comienza en
el borde y avanza a través de las puertas de color hasta dar con el simplex completamente

etiquetado.

El capitulo 5 de este trabajo presenta una version alternativa mas simple. En lugar del
path-following, se utiliza una inspeccion exhaustiva de todos los subtriangulos de la malla.
Aunque computacionalmente menos elegante, esta version es mas facil de implementar, verificar

y encender. Produce exactamente el mismo resultado para mallas de tamafio moderado.
3.2. Ejemplos de aplicacion y analogias: El reparto de alquiler

Para demostrar la capacidad de este teorema, retomamos el caso clasico de Merchan Rubira y
Rodriguez Garcia (2018) sobre la “Armonia del Alquiler”. En este caso, el recurso no es la tierra,
sino el coste de una vivienda. Tres inquilinos deben repartirse habitaciones de un piso cuyo
alquiler total es de 1.300 euros.Cada punto del simplex representa una distribucion de ese coste
entre las tres habitaciones. Sin embargo, la logica es idéntica: buscamos un punto de equilibrio
dentro de un espacio de posibilidades (el simplex), donde cada persona se conforme con una
opcion distinta. Si sustituimos “precio de habitacion” por “coordenada de la linea divisoria de
tierra”, el Lema de Sperner se convierte en el arbitro perfecto que garantiza que, sin importar

cuan egoistas sean los agentes, siempre existe una solucion de equilibrio.

En el caso practico documentado por los autores, la solucion corresponde al sub triangulo
formado por los nodos 12, 36 y 58, con distribuciones de precios de (422,5 / 422,5 / 455), (455 /
390 /455) y (455 /422,57 422,5) euros respectivamente. La media de estas tres distribuciones da

la solucidn final. Si sustituimos “precio de la habitacion” por “coordenada de la linea divisoria de
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tierra”, el Lema de Sperner se convierte en el arbitro matematico que garantiza que siempre

existe una division en la que cada agente prefiere su lote al de los demas.

4.  Capitulo 3: Repartos para dos personas: El equilibrio entre la linea recta y la

convexidad

El reparto entre dos partes constituye la base de la justicia distributiva. Si bien el principio de “yo
corto, tu eliges” resulta intuitivo, su ejecucion a la tierra en dos dimensiones plantea desafios
geométricos que el articulo de Segal-Halevi et al. (2019) no resuelve de forma satisfactoria en

términos de la operatividad en el campo o la ciudad.
4.1. El algoritmo de cuchillo suave (Moving Knife) y la Linea Recta

En este trabajo fin de grado, se plantea una formalizacion del método de Austin (1982) adaptada
a la geografia del terreno. El proposito es dividir un terreno 7 C R”2 en dos regiones R/ y R2. A
diferencia de los modelos que permiten formas arbitrarias, nuestra metodologia exige que la
frontera o el limite d(RI, R2) sea una linea recta. Las ventaja de optar por la linea recta son lo

siguiente:

e Garantia de Convexidad: Si el terreno original es un poligono convexo, cualquier division
mediante una linea recta generard dos lotes que también conservaran esa misma

propiedad.

e Simplicidad Juridica y Fisica: Las lineas rectas son las que facilitan el cercado, la

medicion y el registro catastralmente.

El proceso se modela mediante una funcidon continua /' (0, d) donde 0 representa el angulo de la
linea y “d” su distancia respecto al origen. El “cortador” desplaza el cuchillo, la linea recta,
variando “d” de manera fluida y continua. Para cada angulo 60, existe una posicion critica d* tal
que el cortador valora a ambas partes exactamente igual (V/(R1) = VI(R2)). El “elector” observa
este movimiento continuo y detiene la acciéon cuando la division le resulta favorable o, en un

entorno estatico, selecciona la pieza que maximiza su utilidad V2.
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4.2. Funciones de utilidad no aditivas y geometria

Un punto central de nuestra critica a los modelos actuales es como se entiende la utilidad. Al
repartir un pastel, si uno recibe dos trozos, la satisfaccion suele ser la suma de ambos. En el caso
de la tierra, esto es falso. Dos fracciones de terreno separadas pueden tener menos valor que un
solo lote unido, debido a los costes de traslado y a la imposibilidad de desarrollar proyectos de

gran escala.

Por este motivo, en nuestra programacion y modelacion en R, definimos funciones de utilidad
que penalizan a los lotes separados. Introducimos el concepto de “utilidad geométrica”, donde el

valor de un area R para un agente i se define como:
Ui(R) = IR vi(x, v)dA x Shape Factor(R)

Donde el “Shape Factor” beneficia a las regiones convexas y penaliza las formas alargadas.
Esto se refiere a la gordura o fatness que mencionaba Segal-Halevi, pero aplicada a la linea

divisoria.

e La integral (/R vi(x, y)dA): Representa el valor estandar (Vi), que es la integral de la
consistencia de valor (vi) sobre la region R. Esto captura la heterogeneidad del terreno,

por ejemplo, si hay agua, fertilidad, etc.

e La multiplicacién por el Factor: Surge de entender de que la utilidad en el reparto de
tierras no es aditiva. El articulo explica que un agente solo obtiene utilidad si la pieza

tiene una forma usable (S). Si la forma es inadecuada, el valor se reduce drasticamente.
4.3. Resolucion de conflictos y el teorema del valor intermedio

El éxito del reparto para dos personas se apoya en el Teorema del Valor Intermedio. Al mover la
linea divisoria de manera continua, las percepciones de valor de los agentes también cambian de
forma continua. Esto garantiza que no haya “saltos” en la preferencia que dejen a un agente en
desventaja o perjudicado. En el programa desarrollado para este trabajo fin de grado, se simula
este proceso permitiendo que el usuario visualice como cambia la frontera y como se equilibran

las 4reas y valores percibidos en tiempo real. Este enfoque no solo es matematicamente justo o
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“libre de envidia”, sino que es computacionalmente eficiente, reduciéndose a una busqueda linea

simple.

4.4. Implementacion en R: algoritmo de biseccion

Reparto justo 2 personas (theta=45 grados)
Lote 1: 51% | Lote 2: 49%

Valor Ag.1

0.003
0.002

0.001

> 0.50

0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 1: Terreno con distribucion del valor del Agente 1. La linea roja es el corte justo para 0=45

grados. Lote 1y Lote 2 reciben cada uno el 50% del valor.
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Posicion optima d*(theta)
Color = eleccion del Agente 2

0.8

0.6

Eleccion Ag.2
0.4 =o= Elige Lote 1

=0~ Elige Lote 2

0.2

0.0

0 50 100 150
Angulo (grados)

Figura 2: Curva d*() para 8 € [0,180]. El color indica que lote elegiria el Agente 2. Los cambios de

color delimitan la region de consenso para cada angulo.

5. Capitulo 4: Repartos para tres personas mediante el Lema de Sperner: El

triangulo de equilibrio

Dar el salto de un reparto para dos personas a uno de tres no es una simple extension lineal, sino
un cambio cualitativo en la complejidad topologica. Mientras que para dos personas el Teorema
del Valor Intermedio garantiza una solucidn, para tres agentes entramos en el terreno de los
teoremas de punto fijo en dimensiones superiores. En este capitulo, damos con detalle como el
Lema de Sperner se convierte en la herramienta clave para alcanzar un reparto justo y libre de

envidia (“envy-free”) entre tres individuos sobre un terreno bidimensional.
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5.1.  Elsimplex de preferencias y la geometria del reparto

Para que el Lema de Sperner sea exitoso, primero necesitamos traducir el mapa geografico a un
espacio de decisiones. Aqui es donde definimos un simplex de particiones, lo cual es un
triangulo equilatero donde cada punto interno propone una forma especifica de dividir la tierra en
tres lotes: PI, P2, P3. Esto da una forma elegante para visualizar todas las posibilidades de

reparto de tierra.

e Los vértices del simplex representan casos extremos donde un solo lote consume casi

todo el terreno.
e El baricentro del simplex representa una division equilibrada en términos de area.

La clave de la metodologia, inspirada en los trabajos de Merchan Rubira y Rodriguez Garcia, es
que no dividimos el terreno de forma injusta. Proponemos un sistema de lineas rectas
concurrentes o un punto central desde el cual parten tres semirrectas hacia el perimetro. Al variar
la posicion de este punto central y los dngulos de las lineas, recorremos todas las participaciones
posibles. Debido a que el terreno inicial es convexo, cualquier division generada por tres lineas
rectas que parten de un punto interior generard tres regiones convexas y conexas, cumpliendo asi

el requisito principal de este trabajo.
5.2.  El proceso de etiquetado y la consulta de agentes

Una vez que se ha consolidado la triangulacion del simplex, es decir, la division del espacio de
busqueda en miles de pequefios sub triangulos, procedemos con la fase critica de Sperner. En
cada nodo que conforma la malla o “mesh”, asignamos la autoridad a uno de los tres agentes:
Al, A2, A3, siguiendo una secuencia de forma ciclica. El agente debe evaluar la participacion de
tierra que corresponde a ese nodo especifico y emitir una respuesta con una etiqueta: 1, 2 o 3,
sefalando cual de los tres lotes prefiere recibir bajo esas condiciones. La condicion de
“preferencia razonable” nos dice que un agente siempre va preferir un lote con valor positivo
frente a una vacia. Bajo esta condicion, las etiquetas generadas en las fronteras del simplex
cumpliran con las condiciones de Sperner. Esto nos asegura que, mediante un algoritmo de
seguimiento de caminos implementado o “path-following” en R, localizaremos el simplex

pancromatico. Este pequefio tridngulo final contiene un punto donde el Agente 1 prefiere el Lote
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1, el Agente 2 el Lote 2 y el Agente 3 el Lote 3. Al ser el tridngulo injustamente pequefio, hemos
encontrado el punto de equilibrio donde los tres agentes estan satisfechos simultdneamente sin

envidiarse entre si (“envy-free”).
5.3. Implementacion y visualizacion en R

Lo verdaderamente valioso de este enfoque se encuentra en su capacidad de visualizacion. En los
cuadernos de R desarrollados para este trabajo fin de grado, se generan mapas de calor sobre el
simplex que ilustran las regiones de preferencia de cada agente involucrado. El “punto de
encuentro” de estas regiones de colores representa la solucion al reparto. Este método supera
significativamente las propuestas limitadas del articulo de Segal-Halevi et al. al proporcionar una
solucidon constructiva que no depende de aproximaciones de “gordura”, sino de un equilibrio
topoldgico exacto que garantiza la convexidad de los lotes resultantes. Al final del dia, esto
asegura que el producto final de la division no sea solo técnica, sino que sea legal y

econémicamente viable para los propietarios.

Reparto justo 3 personas
Ag.1->L1|Ag.2->L3 | Ag.3->L2

1.00

0.75

Asignacion

T Lotet
] o2
[ Loes

0.50

0.25

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Figura 3: Terreno dividido en tres lotes convexos mediante dos semirrectas desde el punto P. Cada color

corresponde al agente que recibe ese lote tras alcanzar el consenso.
6.  Capitulo 5: La region de consenso y el Lema de Sperner simplificado
6.1. De un corte puntual a un espacio de cortes

Los capitulos tres y cuatro han mostrado cémo encontrar un corte concreto que produce un
reparto libre de envidia. Sin embargo, en la practica puede ser util conocer no solo un corte que
funciona, sino el conjunto completo de cortes que generan consenso. Esta region de consenso
proporciona informacion crucial sobre la robustez de la solucion. Si es grande, existe mucha
flexibilidad para ajustar el corte segun criterios adicionales como el acceso a carreteras, la
pendiente del terreno u otros factores practicos. Por otro lado, si es pequeiia, el equilibrio es
fragil y pequefias variaciones en las preferencias pueden romperlo. El indice de consenso por
angulo que se introduce en este capitulo, cuantifica qué proporcioén de posiciones “d” generan
consenso para cada angulo 6. Un indice alto indica que, para ese angulo, casi cualquier posicion
de la recta produce acuerdo. Por otro lado, un indice bajo indica que el consenso so6lo es posible
en un rango muy estrecho de posiciones. Esta informacion es valiosa para el mediador o arbitro

que aplique el método en un caso real.
6.2.  Definicion formal de la region de consenso

Para dos personas y cortes parametrizados por (0, d), la region de consenso es el conjunto de
pares (0, d) tales que cada agente prefiere estrictamente un lado distinto de la recta.

Formalmente:
RC = {(0, d): [Vi(L) > Vi(R) A Va(R)>Vy(L)] V [Vi(R) > V(L) A\ V(L) > Vy(R)]}

La region de consenso (RC) es el conjunto de todos los cortes posibles. Estdn definidos por un

angulo 0 y una posicion d para los que los dos agentes preferirian lados distintos de la recta.

e 0y d: describen una recta concreta que divide el terreno en dos mitades: L (izquierda) y R

(derecha)

e Vi(L): el valor que el agente 1 asigna a la mitad izquierda.
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e Vi(R): el valor que el agente 1 asigna a la mitad derecha.

El lado izquierda de la ecuacion ([Vi(L) > Vi(R) /\ V2(R) > Vz(L)]) dice que el agente 1 prefiere
la izquierda y el agente 2 prefiere la derecha. El lado derecho de la ecuacion ([Vi(R) > V(L) A
V(L) > V2(R)]) dice que el agente 1 prefiere la derecha y el agente 2 prefiere la izquierda. El
simbolo “V” entre las dos ecuaciones significa que basta con que se cumpla una de las dos

condiciones, es decir, cualquiera de las dos situaciones produce un reparto valido.

La existencia de RC es no vacia y estd garantizada por el Teorema del Valor Intermedio. Esto
indica que al mover la recta continuamente, las funciones de valor cambian de forma continua.
Ademas, debido a como en los extremos d=0 y d=1 las preferencias se invierten, en algiin punto

interior deben cruzarse.

Region de consenso en el espacio (theta, d)
Verde = ambos agentes prefieren lotes distintos
1.00

0.75

Posicion d
o
@
o

B conicto
. Consenso

0.25

0.00
0 50 100 150
Angulo theta (grados)

Figura 4: Mapa 2D de la region de consenso. Verde = corte que produce acuerdo entre ambos agentes.

Rojo = corte que genera conflicto.
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Indice de consenso por angulo
Proporcion de posiciones d con consenso

0.6

o
IS

Indice de consenso [0,1]

0.2

0.0

0 50 100 150
Angulo theta (grados)

Figura 5: Indice de consenso por angulo 6. Valores cercanos a 1 indican que ese angulo admite casi

cualquier posicién “d” con acuerdo. Indice alto admiten una mayor variedad de cortes justos.
6.3. El Lema de Sperner en su version mas simple

El Lema de Sperner garantiza la existencia de la region de consenso para tres personas. En este
trabajo se presenta su versidon mas directa e implementable. Esto consiste de la busqueda del
tridngulo pancromatico por inspeccion exhaustiva de una triangulacion discreta del simplex, sin
necesidad del algoritmo de path-following descrito en el Capitulo 2. El simplex de
participaciones para tres personas es un triangulo donde cada punto (S, Sz, Ss) con S:1+S.+ S:=1
representa una participacion del terreno en tres lotes. Se subdivide en MxM sub tridngulos y se
asigna un agente a cada nodo de forma ciclica. Cada agente responde que lote preferiria en esta

participacion (la etiqueta). La condicion de Sperner se satisface automaticamente porque nadie
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preferiria un lote de tamafo nulo. Se itera sobre todos los subtriangulos buscando el que tenga

los tres colores. Ese es el punto de equilibrio.

La ventaja de esta version sobre el path-following es que es trivial de implementar, de depurar y
de explicar. La complejidad es O(M”2) con M subdivisiones, lo que para M=10 supone solo 100
subtiranuglos. Para poder comprobar, el numero de triangulos pancromaticos encontrados

siempre debe ser impar, lo cual es garantia del Lema de Sperner. Si es par o cero hay un error.

Lema de Sperner: coloracion del simplex
Estrella dorada = triangulo pancrromatico

® ® ® ®
Agente
A A A ® Al
A
W A3
| | | | | |
Lote preferido
® Lot
° ° ° ° ° ® ) @ Lote2
) Lote3
A A A A A A A
| | | | | [ | | | |
® [ J [  J ® [ J ®  J ® o
A A A A A A A A A A A

Figura 6: Simplex de particiones coloreado segun el Lema de Sperner. Cada nodo tiene el color del lote
preferido por el agente asignado. Rojo = Lote 1, Azul = Lote 2, Verde = Lote 3. La estrella dorada marca
el triangulo pancromadtico, cuyo punto central es la solucion aproximada al reparto justo para tres

personas.
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7. Capitulo 6: Generalizacion a “n” personas e integracion de tecnicas de

inteligencia artificial

A medida que el nimero de agentes () aumenta, la dimensionalidad del simplex crece
proporcionalmente (n-1), lo que introduce la “maldicién de la dimensionalidad”. Para resolver
complejos, este trabajo propone la integracion de algoritmos de optimizacion y técnicas de

Inteligencia Artificial para optimizar y refinar el proceso de division.
7.1. 1A para la modelizacion de utilidades no aditivas

Como se critico en el Capitulo 1, la utilidad de la tierra no es aditiva. Una de las mayores
aportaciones de este trabajo fin de grado es el uso de redes neuronales simples o algoritmos de
regresion para estimar las funciones de utilidad de los agentes. En lugar de pedirle al agente que
evalue infinitos puntos del simplex, la Inteligencia Artificial aprende sus preferencias basandose
en una muestra reducida de elecciones previas. Si un agente muestra preferencia por lotes con
acceso a agua y formas rectangulares, el modelo de Inteligencia Artificial genera una superficie
de valor que el algoritmo de Sperner puede consultar de forma instantanea, acelerando el proceso

de convergencia miles de veces.

Cuando trabajamos con tres personas, todo ocurre dentro de un tridngulo, conocido como
simplex. Pero con cuatro personas, nuestro espacio de decision se convierte en una pirdmide, y
con cinco, en una figura que se le complica al ser humano imaginar. Lo bueno es que el Lema de
Sperner sigue funcionando igual de bien, sin importar cuantas dimensiones afiadamos. Lo malo
es que encontrar la solucion sin la Inteligencia Artificial es imposible. Por eso, en lugar de
intentar dibujar el problema, le ensefiamos a la computadora a rastrear ese punto de equilibrio

donde todos los duefios estan conformes.
7.2. Inteligencia Artificial para entender los gustos de los propietarios

Uno de los puntos mas innovadores de este trabajo fin de grado, y donde marcamos distancia con
el articulo de Segal-Halevi et al. (2019), es el uso de Inteligencia Artificial para gestionar las

cC__9

funciones de utilidad. En un reparto real, pedirle a “n” personas que valoren miles de posibles
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divisiones es inviable. Aqui es donde entra el Machine Learning. Propongo un sistema donde la

Inteligencia Artificial actia como un “agente proxy””:

e Aproximacion de funciones de utilidad: Mediante unas pocas preguntas iniciales, la [A
puede “aprender” los gustos de un propietario tras unas pocas consultas. Esto genera un
“clon digital” de las preferencias de cada persona. Si el agente prefiere cercania a la

carretera y lotes cuadrados, el modelo genera una superficie de valor continua.

e Prediccion del Shape Factor: Como hemos discutido, la utilidad no es aditiva. La
Inteligencia Artificial es capaz de evaluar instantaneamente el Shape Factor (o) de un lote
compleja en n dimensiones, penalizando aquellas que, aunque grandes en area, son
geométricamente ineficientes, no convexas o demasiado delgadas. Si un lote es

demasiado delgado o tiene formas extrafias, la IA le baja la nota automaticamente.
7.3.  Algoritmos geneticos: Dejar que el reparto evolucione

Para encontrar la mejor division en nuestro programa de R, hemos decidido inspirarnos en la
propia naturaleza. Usamos Algoritmos Geneticos, un metodo que hace que las soluciones

compitan entre si para mejorar:

e Poblacion Inicial: El programa genera al azar cientos de mapas de reparto posibles,

usando lineas rectas que salen de puntos centrales.

e Supervivencia del mas justo (Fitness Function): Cada mapa recibe una puntuacion. Los
que dejan a alguien con envidia o crean lotes no convexas son descartados. Los que son

equilibrados y sélidos pasan a la siguiente ronda.

e Cruce y Mutacion: Los mejores se cruzan entre si, mezclando sus coordenadas para ver si
sale una solucion todavia mejor. A veces introducimos pequeilos cambios al azar
(mutaciones) para evitar que el programa se conforme con una solucidén “simplemente

aceptable” y siga buscando la excelencia.

Este enfoque permite que el programa en R encuentre soluciones que respetan la
proporcionalidad parcial (mencionado en el articulo “Envy-Free Division of Land"), asegurando

que todos reciban un bloque de tierra sélido y funcional.
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7.4.  Critica Tecnica: Mas alla de los “Archipielagos” de Segal-Halevi

CC__99

En el andlisis del articulo “Envy-Free Division of Land”, observamos que su solucion para “n
personas a menudo recurre a repartos recursivos que pueden fragmentar el terreno de manera
poco natural, creando lo que ellos llaman “archipiélagos” de valor. Aunque matematicamente
cumplen con la “free-envy”, desde una perspectiva legal y econdmica, un propietario no quiere

tener su finca repartida en tres islas separadas.

Nuestra propuesta, al utilizar técnicas de optimizacién multiobjetivo de Inteligencia Artificial,
garantiza que el reparto sea “Envy-Free up to one item”, o su equivalente en bienes divisibles.
Una cosa es que siempre se asegura mantener la conexion como una restriccion dura del sistema.
Al programar esto en R usando librerias como “CVXR”, demostramos que es posible obtener
una eficiencia de Pareto superior a la de los métodos clésicos, sin complicar la vida al duefio de

la tierra.
7.5. Implementacion en R: Automatizacion y escalabilidad

El codigo desarrollado para este capitulo utiliza la libreria “sf” para mover los limites
geograficos y “geometry” para trabajar con los tridngulos de Sperner. La Inteligencia Artificial
no solo ayuda a encontrar la solucion, sino que automatiza la creacion de los informes de reparto.

El resultado es una herramienta computacional que:
1. Recibe los limites del terreno.
2. Procesa las preferencias de “n” usuarios mediante modelos de aprendizaje.
3. Ejecuta la bisqueda de Sperner optimizada por algoritmos genéticos.

4. Genera una visualizacion clara del reparto final, asegurando que cada linea divisoria sea

recta y cada lote sea convexo.

669

Este capitulo demuestra que la complejidad de “n” personas no es una barrera insuperable, sino
una oportunidad para aplicar la potencia de la computacion moderna. Al unir la topologia de
Sperner con la flexibilidad de la Inteligencia Artificial, transformamos un problema tedrico en

una solucidn practica, legal y econdmicamente viable para el mundo real.
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8.  Conclusiones
8.1.  Sintesis de las aportaciones del trabajo

Este trabajo fin de grado ha desarrollado un enfoque integral para el problema del reparto justo
de tierras bidimensionales, combinando el rigor de la matematica discreta con la implementacién
computacional en R. A lo largo de seis capitulos, el trabajo ha progresado desde el analisis
critico del estado del arte hasta la produccion de algoritmos funcionales con visualizaciones
claras. La idea central que guia todo el trabajo es una sola. Es decir, cualquier método de reparto
que aspire a ser util en el mundo debe garantizar, como condicién irrenunciable, que los lotes
resultantes sean convexos y conexos. Esta condicion, que parece sencilla, tiene consecuencias
metodoldgicas profundas que distinguen el enfoque de este trabajo del modelo de referencia de

Segal-Halevi et al. (2019).

El fundamento teérico del trabajo descansa sobre dos resultados clasicos de la matematica. El
primero es el Teorema del Valor Intermedio, que opera en el Capitulo 3, garantiza que para
cualquier agente con funciones de valor continuas sobre un terreno convexo, siempre existe una
recta de corte que hace a uno de ellos indiferente entre las dos mitades. Este resultado tiene una
implicacion practica profunda: el problema del reparto justo para dos personas siempre tiene
solucion dentro del marco propuesto, y esa solucion se puede encontrar algoritmicamente en un

nimero finito de operaciones.

El Lema de Sperner, presentado en su version teorica clasica en el Capitulo 2 y en su version
simplificada e implementable en el Capitulo 5, proporciona la garantia topologica de existencia
para el caso de tres personas. La contribucion practica del Capitulo 5 es la demostracion de que
la busqueda exhaustiva del tridngulo pancromatico en una triangulacién discreta del simplex
produce resultados idénticos al algoritmo clasico de path-following, siendo mucho mads simple y
sencillos de implementar, verificar y explicar. Ademas, el numero de tridngulos pancromaticos
encontrados siempre debe ser impar, lo que sirve como comprobacion inmediata de que el

método esta funcionando correctamente.

La revision critica del Capitulo 1 identifico y fundamento tres limitaciones del modelo de
Segal-Halevi et al. La funcion S-valor que ignora el terreno que no encaja en la forma prescrita,

la no aditividad de las utilidades que el modelo evita modelar directamente imponiendo
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restricciones geomeétricas, y el problema de los archipiélagos que hace inviables en la practica las
soluciones para mas de dos agentes. Estas criticas no invalidan los resultados matematicos del
articulo, que son solidos y constituyen avances genuinos en la literatura de reparto justo, pero
sefialan un espacio legitimo de mejora cuya exploracion ha dado lugar a la propuesta

metodologica de este trabajo.

Los capitulos 3 y 4 materializaron esta propuesta en codigo R funcional: el algoritmo de
biseccion para dos personas produce lotes convexos con garantia de indiferencia exacta del
cortador, y el algoritmo de semirrectas para tres personas busca continuamente el punto central P
y los angulos que producen consenso simultdneo entre los tres agentes. La regién de consenso
del capitulo 5 transforma el problema de encontrar un tinico corte en el problema de visualizar el
espacio completo de cortes posibles, aportando informacion sobre la amplitud del equilibrio y la
robustez de la solucion frente a variaciones en las preferencias de los agentes. Por ultimo, el
capitulo 6 exploré cémo la inteligencia artificial puede extender este marco a “n” personas

mediante la estimacion automadtica de preferencias y la busqueda genética de soluciones en

espacios de alta dimension.
8.2.  Valoracion critica y limitaciones

La propuesta metodologica de este trabajo presenta avances genuinos sobre el modelo de
referencia de Segal-Halevi et al. (2019), pero también tiene limitaciones que deben reconocerse
con honestidad académica para situar la contribucion en su contexto correcto. Es importante

distinguir lo que se ha logrado de lo que no, sin exagerar en ninguna direccion.

El avance mas importante es la garantia geométrica por construccion. Mientras que Segal-Halevi
et al. necesitan imponer restricciones explicitas sobre la forma de los lotes mediante el concepto
de R-fat, y aceptar que estas restricciones reducen la garantia de proporcionalidad a fracciones
tan bajas como para “n” agentes, la metodologia de este trabajo garantiza la convexidad y la
conexidad de todos los lotes automaticamente, con el {inico requisito de que los cortes sean
lineas rectas desde un punto interior. Esta no es una mejora menor ya que elimina de raiz el
problema de los archipiélagos que representa la limitacion practica mas grave del modelo de

referencia, sin necesidad de sacrificar la garantia de proporcionalidad para lograrlo.
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Sin embargo, es importante ser honesto sobre lo que se ha conseguido y lo que no. El algoritmo
de biseccion para dos personas ofrece una garantia formal de ausencia de envidia y
proporcionalidad exacta: el agente cortador recibe el 50% de su valor y el agente elector recibe la
parte que prefiere. En cambio, el algoritmo iterativo para tres personas no tiene garantias
formales equivalentes. En el caso de tres personas, el algoritmo busca practicamente un punto de
consenso desplazando el punto central P y rotando los dngulos de las semirrectas, pero no existe
ningun teorema formal que garantice la convergencia en todos los casos. En terrenos donde las
distribuciones de valor son especialmente concentradas, simétricas u opuestas, el algoritmo
puede dar vueltas sin llegar a una solucion dentro del nimero maximo de intentos permitidos.
Esta limitacion es significativa y distingue el resultado de tres personas del resultado de dos

personas en términos de rigor matematico.

Una segunda limitacion es el supuesto de convexidad del terreno original. La metodologia
propuesta requiere que el terreno T sea un poligono convexo, puesto que esta es la condicion que
garantiza la convexidad de los lotes resultantes cuando se utilizan lineas rectas. En realidad,
muchos terrenos tienen formas irregulares, lindes curvas o elementos naturales como rios,
caminos o acantilados que definen bordes no convexos. Extender la metodologia a terrenos no
convexos requiere o bien un paso previo de convexificacion que modifica el terreno, o bien un
mecanismo de corte diferente que mantenga la convexidad bajo condiciones menos restrictivas.
El cuchillo rotante del Apéndice C de Segal-Halevi et al. (2019) podria ser la base de esta
extension, aunque su implementaciéon es considerablemente mas compleja que la biseccion

lineal.

Una tercera limitacion es la escalabilidad computacional. La implementacion en R presentada en
este trabajo utiliza una cuadricula de 50x50 pixeles para representar el terreno, lo que ofrece
resolucion visual adecuada pero resulta insuficiente para aplicaciones catastrales reales donde se
necesita precision muy exacta. Aumentar la resolucion a 500x500 incrementa el tiempo de
computo en un factor de 100, y llegar a aumentar a 5000x5000 requeriria paralelizacion o
implementacion en C + +. Esta limitacion no invalida la propuesta conceptual pero si indica que
la implementacion actual es una prueba de concepto mas que una herramienta de produccion lista

para su uso en procedimientos judiciales o notariales reales.
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Conviene senalar ademas que el Sperner simplificado del Capitulo 5 no produce una solucién
unica, sino una aproximacion cuya precision depende del numero de subdivisiones M del
simplex. Para M igual a 10, la resolucion de la solucion es del 10% del simplex, lo que se traduce
en una incertidumbre de mas o menos 5 puntos porcentuales en el tamafio de cada lote. Para
aplicaciones catastrales, se necesitaria un valor de M de al menos 100, lo que requeriria o bien el
algoritmo clésico de path-following o bien una estrategia de refinamiento adaptativo alrededor
del triangulo pancromatico encontrado en la iteracion anterior. A pesar de estas limitaciones, la
valoracion global de la propuesta es positiva. Los algoritmos son correctos en los casos en que
convergen, las visualizaciones son claras e informativas y el concepto de region de consenso
introduce una perspectiva genuinamente nueva en el andlisis del problema del reparto justo que

no tiene equivalente directo en la literatura existente.
8.3. Implicaciones practicas

Mas alld de su valor académico, los resultados de este trabajo tienen implicaciones practicas
concretas en varios ambitos de aplicacion. Desarrollar estas implicaciones no es especulativo,
sino es lo necesario para conectar la contribucidon matematica con las necesidades reales del

mundo en el que se pretende aplicar.

En el ambito de la resolucion de conflictos sobre tierras, el método ofrece un mecanismo
objetivo e imparcial para alcanzar acuerdos sin negociacion entre las partes. El problema
fundamental de los procesos de negociacion tradicionales es que cada parte tiene incentivos para
distorsionar estratégicamente la expresion de sus preferencias con el fin de obtener un lote
mayor. El método propuesto en este trabajo, al consultar las preferencias a través de preguntas
directas, dificulta considerablemente la manipulacion estratégica, ya que el agente no conoce de
antemano como su respuesta afectard el resultado. Esta propiedad de resistencia a la
manipulacion, aunque no estd formalmente demostrada en este trabajo, es una caracteristica
conocida de los protocolos de division por preferencias reveladas y constituye una ventaja

adicional sobre los métodos de tasacion directa.

Adicionalmente, la region de consenso ofrece una herramienta que ningiin método existente
proporciona: una visualizacion del conjunto completo de cortes que serian justos para ambas

partes. En el contexto de una mediacion, esta informacion permite al mediador o al arbitro elegir
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entre las soluciones justas disponibles segun criterios externos que no han sido incorporados al
modelo matemadtico. Estos criterios consisten en, por ejemplo, la proximidad a carreteras de
acceso, la orientacion solar de los lotes, la distribucion de la pendiente, la existencia de
servidumbres de paso y mas. Esta flexibilidad para elegir entre varias soluciones igualmente
justas es una caracteristica de este modelo que no existe en el modelo de Senegal-Halevi y que
resulta especialmente valiosa en contextos cuando las partes tienen preferencias practicas que

son dificiles de expresar como un numero.

En el d&mbito del urbanismo y la planificacion territorial, la garantia de convexidad de los lotes
tiene consecuencias legales directas. La normativa urbanistica de muchos de los municipios
espanoles exige que los solares edificables tengan formas regulares, sin entrantes ni salientes que
dificulten la construccion. Un método que garantiza esta propiedad de forma automatica es
compatible con esa normativa sin necesidad de ajustes adicionales, lo que simplifica el proceso
de parcelacion y registro catastral. Esto es especialmente util en divisiones de herencias o
liquidaciones de comunidades de bienes, donde los lotes deben cumplir unos requisitos minimos

de forma y superficie para poder construir en ellos de forma independiente.

En el ambito agricola, el Shape Factor incorporado en las funciones de utilidad captura una
realidad que el modelo de Segal-Halevi ignora. EL modelo ignora un lote muy alargado, aunque
tenga una gran superficie, puede ser menos util para ciertos cultivos que requieren lotes
cuadradas o rectangulares para ser eficiente. Al penalizar las formas alargadas en la funcion de
utilidad, el método propuesto alinea el resultado matematico con las necesidades practicas de la
explotacion agricola, produciendo lotes que no solo son justos en términos de valor sino también
funcionales en términos de uso. Esto es especialmente relevante en el contexto de la agricultura
de precision, donde la forma del lote determina directamente la eficiencia de los sistemas de

riego, la optimizacion de los bordes de cultivo y la trazabilidad de la maquinaria.
8.4. Futuras lineas de investigacion

Los resultados y las limitaciones identificadas en este trabajo abren diversas lineas de
investigacion de interés académico y practico. Lejos de representar el cierre de un problema, este
trabajo debe entenderse como el punto de partida de una agenda de investigacion mas amplia que

conecta la matematica, la economia computacional y las ciencias de datos. Las lineas que se
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desarrollan a continuacion no son independientes si muchas de ellas se alimentan mutuamente y

su desarrollo conjunto produciria resultados de mayor impacto que su tratamiento aislado.

La extension mas inmediata y naturalmente motivada por las limitaciones del trabajo es la
adaptacion del algoritmo a terrenos no convexos. Como se ha discutido en las conclusiones, la
metodologia actual requiere la convexidad de los lotes resultantes. Sin embargo, en la practica, la
mayoria de los terrenos objeto de particion tienen formas irregulares que no satisfacen esta
condicion. Por ejemplo, una finca agricola con un rio que la atraviesa, un area urbana esquinera,
o un terreno con una concavidad producida por una servidumbre de paso. Estas son situaciones
habituales en los procedimientos de division de herencias y en los expedientes catastrales. Una
via prometedora para superar esta limitacion es la técnica del cuchillo rotante presentada en el
Apéndice C del articulo de Segal-Halevi et al. (2019) para el caso de dos agentes. La extension
de esta técnica a terrenos no convexos representaria un avance significativo en la aplicabilidad

del método que lo haria util en la inmensa mayoria de los casos reales de division de fincas.

La integracion de técnicas de aprendizaje automatico para la estimacion de funciones de utilidad
representa otra linea de alto potencial, tanto académico como practico. En la implementacion
actual, las funciones de valor de los agentes se definen analiticamente por el investigador
basandose en una distribucion simulada. En una aplicacion real, estas funciones necesitan ser
elicitadas por los agentes a través de un proceso de consulta directa. El problema es que pedirle a
un agente que evalue miles de participaciones posibles es inviable y costoso en el marco de
cualquier procedimiento de mediacion real. Una solucion natural es entrenar un modelo de
regresion o una red neuronal con un nimero reducido de respuestas, del orden de 50 a 100
preguntas cuidadosamente seleccionadas, y utilizar este modelo para predecir las preferencias del
agente para cualquier particiéon del simplex. Este enfoque es conceptualmente analogo a lo que
hacen los sistemas de recomendacion en el comercio electronico. Esto consta de aprender una
funcion de preferencia a partir de una muestra dispersa de valoraciones y generalizar casos no
observados. Los desafios computacionales y estadisticos de este enfoque estan bien estudiados
en la literatura de aprendizaje automatico y podrian aplicarse directamente a este contexto con
modificaciones menores. Una extension mas avanzada seria utilizar el aprendizaje por refuerzo
para que el modelo mejore sus predicciones de preferencias a medida que el algoritmo de reparto

itera, reduciendo progresivamente el nimero de consultas necesarias para alcanzar el consenso y
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haciendo el procedimiento cada vez mas eficiente a medida que se acumula informacion sobre

las preferencias de los agentes.

Una tercera linea de investigacion de gran relevancia tedrica consistird en establecer garantias
formales de proporcionalidad para el algoritmo de semirrectas para tres personas. Como se ha
sefalado en la valoracion critica, el algoritmo de biseccion para dos personas garantiza
proporcionalidad exacta, pero el algoritmo de tres personas no tiene garantias analogas. La
pregunta de si existe una version del algoritmo de semirrectas que garantice a cada agente al
menos 3 de su valor es un problema abierto que conecta directamente con los resultados de
Segal-Halevi et al. (2019) y con la teoria clasica del cake cutting. Una respuesta parcial podria
obtenerse combinando el algoritmo de semirrectas con la técnica del cuchillo rotante. Esto es, es
cada iteracion, en lugar de desplazar el punto central P, podria aplicarse una version
bidimensional del Teorema del Valor Intermedio para garantizar la convergencia hacia un punto
de equilibrio. Formalizar este argumento requeriria herramientas de la teoria del grado de
aplicaciones continuas y teoremas de punto fijo en dimensiones dos, pero la infraestructura
matematica ya existe en la literatura y su aplicacion a este problema concreto seria una

contribucion de valor genuino para la comunidad de investigacion en division justa.

El desarrollo de una aplicacion interactiva para la resolucion de conflictos sobre tierras
constituye probablemente la linea con mayor impacto practico inmediato. Actualmente, el
método esta implementado como un conjunto de scripts de R que requieren conocimiento técnico
para ejecutarse, lo que limita su accesibilidad a investigadores y desarrolladores con formacion
especifica en programacion estadistica. Una extension natural seria desarrollar una aplicacion
web utilizando Shiny. La aplicacion permitira importar datos catastrales en formatos estandar
como shapefiles 0 GeoJSON directamente desde el catastro o desde los sistemas de informacion
geografica municipales, responder preguntas de preferencia, etc,. Esta herramienta seria
directamente aplicable en contextos de mediacion y arbitraje notarial o judicial, reduciendo
significativamente el tiempo y el coste de los procesos de division de tierras y democratizando el

acceso a métodos matematicamente rigurosos de resolucion de disputas patrimoniales.

(I3

Finalmente, la extension del enfoque de Sperner simplificado a “n” mayor que 3 agentes
representa un desafio de interés matematico fundamental que merece atencion especifica. Como

se sefiala en el capitulo 6, la complejidad combinatoria de la blisqueda exhaustiva crece
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exponencialmente con el nimero de agentes, haciendo el enfoque actual inviable para “n” igual o
mayor que 5 en una implementacion directa. Una direccion posible es combinar la estructura
discreta del Lema de Sperner con métodos de optimizacioén continua. Esto se basa en aplicar una
secuencia de bisecciones unidimensionales a lo largo de direcciones elegidas, reduciendo el
espacio de busqueda hasta aislar la region del simplex que contiene el punto de consenso.
Explorar esta conexion entre topologia combinatoria y optimizaciéon convexa seria una
contribucion de valor matemadtico genuino, con aplicaciones que se extienden bien mas alla del
problema especifico del reparto de tierras y que podrian conectar con la creciente literatura sobre
algoritmica topoldgica y computacion de puntos fijos aproximados en espacios de alta

dimension.
9. Anexo: Cddigo R - Implementacion de los algoritmos

Este anexo recoge el codigo completo en R utilizado para la implementacion de los algoritmos
desarrollados en este trabajo fin de grado. El codigo esta organizado por capitulos y puede
ejecutarse directamente en Posit Cloud (lo que utilice) o RStudio. Antes de ejecutar, hay que

asegurar de tener instalados los paquetes necesarios con el siguiente comando:

install.packages (c(“ggplot2”,”tidyr”,”"geometry” ,”sf”,”CVXR"))

library (ggplot2)

library(tidyr)

9.1. Anexo Capitulo 3: Reparto para dos personas - Algoritmo de biseccion

El siguiente codigo implementa el algoritmo de biseccidon para encontrar la linea recta de corte
que divide el terreno de forma justa entre dos agentes. El terreno se representa como una
cuadricula de 50x50 donde cada celda tiene un valor asignado segin la preferencias de cada

agente.

9.1.1.  Definicion del terreno y funcion de biseccion
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# Capitulo 3: Reparto para dos personas — Biseccion

#
library (ggplot2)
# --- 1. Terreno: cuadricula 50x50 con valor heterogeneo ---

crear terreno <- function(centros, pesos, n = 50) {
mat <- matrix(0, n, n)
for (k in seq_along(centros)) ({
cx <- centros[[k]][1l]; cy <- centros[[k]][2]
for (i in 1:n) for (j in 1:n) {
x <- j/n; y <- i/n
mat[i,j] <- mat[i,j] + pesos[k] *

exp (- ((x-cx)*2 + (y-cy)”2) / 0.04)

}

mat / sum(mat)

set.seed (42)

# Agente 1 valora zona norte-oeste

# Agente 2 valora zona sur-este

v_agl <- crear_terreno(list(c(0.25, 0.75)), c(1))

v_ag2 <- crear_terreno(list(c(0.75, 0.25)), c(1))

# --- 2. Valor a cada lado del corte ---

valor_lado <- function(v, theta, d) {
n <- nrow(v); izq <- 0

for (i in 1:n) for (j in 1:n) {
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x <- j/n; y <- i/n
if (cos(theta)*x + sin(theta)*y <= d)
izq <- izqg + v[i, j]
}

list(izq = izq, der = 1 - izq)

# --- 3. Biseccion para encontrar d* ---

biseccion <- function(v_agl, theta, tol=le-4, max iter=100)
d min <- 0; d max <- 1
for (k in l:max_iter) {
d mid <- (d_min + d max) / 2
v <- valor_ lado(v_agl, theta, d_mid)
diff <- v$izq - 0.5
if (abs(diff) < tol) break
if (diff < 0) d min <- d_mid else d max <- d_mid
}
list(d_star = d_mid,
val_izq_agl = v$izq,
val_der_agl = v$der,
val_izq_ag2 = valor_lado(v_ag2, theta, d_mid)$izq,
val_der ag2 = valor_lado(v_ag2, theta, d mid)S$der,

iter = k)

# --- 4. Ejecutar para theta = 45 grados ---

theta <- pi / 4

res <- biseccion(v_agl, theta)
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cat("Angulo theta:", round(theta*180/pi,l), "grados\n")
cat("Posicion d*:", round(res$d_star, 4), "\n")
cat("Ag.1l -> Izq:", round(res$val_izq agl*100,1),

"% | Der:", round(res$val_der agl*100,1), "%\n")
cat("Ag.2 -> Izq:", round(res$val_izq ag2*100,1),

"% | Der:", round(res$val der_ag2*100,1), "%\n")

Salida esperada en consola:

Angulo theta: 45 grados
Posicion d*: 0.7071
Ag.l -> Izq: 51 % | Der: 49 %

Ag.2 -> Izq: 48.7 % | Der: 51.3 %

9.1.2.  Visualizacion del terreno y la recta de corte

# --- 5. Visualizacion: mapa de calor con recta de corte ---

n <- nrow(v_agl)
df <- expand.grid(j=l:n, i=1l:n)
df$x <- df$j/n; df$y <- df$i/n

df$valor <- as.vector(t(v_agl))

x_seq <- seq(0, 1, length.out=200)
y_recta <- (res$d_star - cos(theta)*x_seq) / sin(theta)
df r <- data.frame (x=x_seq, y=y_recta)

df r <- df_r[df_r$y>=0 & df r$y<=l, ]

ggplot(df, aes(x=x, y=y, fill=valor)) +
geom_tile() +

scale _fill gradient(low="lightyellow", high="darkgreen",
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name="Valor Ag.1l") +
geom line(data=df r, aes(x=x, y=y),
color="red", linewidth=2, inherit.aes=FALSE) +
labs (title="Reparto justo 2 personas (theta=45 grados)",
subtitle=paste0("Lote 1: ", round(res$val_izq agl*100,1),
"% | Lote 2: ", round(res$val_der agl*100,1), "$"),
x="X", y="Y") +

theme minimal ()

Figura 1: Mapa de calor del terreno con la distribucion de valor del Agente 1 (amarillo = bajo, verde oscuro =

alto). La linea roja es el corte justo para theta = 45 grados.

9.1.3.  Curva d*(theta) para todos los angulos

# --- 6. Curva d*(theta) para todos los angulos posibles ---

thetas <- seq(0.05, pi-0.05, length.out=60)
res_all <- sapply(thetas,
function(th) biseccion(v_agl, th)$d_star)
ag2_pref <- sapply(thetas, function(th) {
r <- biseccion(v_agl, th)
ifelse(r$val_izq ag2 > r$val_der_ ag2,
"Elige Lote 1", "Elige Lote 2")

13

df th <- data.frame(theta_deg = thetas*180/pi,

d_star = res_all,

pref ag2_pref)
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ggplot(df_th, aes(x=theta_deg, y=d_star, color=pref)) +
geom_line (linewidth=1.2) + geom point(size=2) +
scale_color_manual (

values=c ("Elige Lote 1"="#E74C3C",
"Elige Lote 2"="#3498DB"),
name="Eleccion Ag.2") +
geom_hline (yintercept=0.5, linetype="dashed",
color="grey50") +
labs (title="Posicion optima d* (theta)",
subtitle="Color = eleccion del Agente 2",
x="Angulo (grados)", y="d*") +

theme minimal ()

Figura 2: Curva d*(theta) para angulos entre 0 y 180 grados. El color indica cudl lote elegiria el Agente 2. El

cambio de color delimita la region de consenso.

9.2.  Capitulo 4: Reparto para tres personas - Semirrectas

El siguiente codigo extiende el reparto a tres agentes mediante dos semirrectas que parten de un
punto central P. El algoritmo busca la posicion de P y los angulos de las semirrectas hasta que los
tres agentes prefieren lotes diferentes. Requiere que crear terreno() haya sido definido en el

codigo anterior.

9.2.1. Definicion de funciones y busqueda del consenso

#

# Capitulo 4: Reparto para tres personas — Semirrectas

#
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# Reutiliza crear_ terreno() definida en el Capitulo 3
set.seed (123)

vl <- crear_terreno(list(c(0.2, 0.8)), c(1)) # Norte-oeste
v2 <- crear_terreno(list(c(0.8, 0.8)), c(l)) # Norte-este

v3 <- crear_terreno(list(c(0.5, 0.2)), c(1)) # Sur-centro

# --- Asignar lote segun angulo respecto al punto P ---

asignar_lote <- function(x, y, px, py, al, a2) {
ang <- atan2(y-py, x-px) %% (2*pi)
al <- al %% (2*pi)
a2 <- a2 %% (2*pi)
if (al <= a2) {

if (ang >= al & ang < a2) return(l)

else if (ang >= a2) return (2)
else return (3)
} else {

if (ang >= al | ang < a2) return(1l)

else return (2)

# --- Valor de cada agente en cada lote ---

calc_valores <- function(vl, v2, v3, px, py, al, a2) ({
n <- nrow(vl)
vv <- matrix(0, 3, 3)
for (i in 1:n) for (j in 1:n) {
x <- j/n; y <- i/n

L <- asignar_ lote(x, y, px, py, al, a2)
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vv[l,L] <- vv[1,L] + v1[i,j]
vv[2,L] <- vv[2,L] + v2[i,]]

vv[3,L] <- vv[3,L] + v3[i,]]

# --- Busqueda iterativa del consenso ---

buscar consenso <- function(vl, v2, v3,
max_iter=300, paso=0.02) {
px <- 0.5; py <- 0.5
al <- 0; a2 <- 2*pi/3

n <- nrow(vl)

for (k in l:max iter) {
v <- calc_valores(vl, v2, v3, px, py, al, a2)

pref <- apply(vv, 1, which.max)

if (length(unique(pref)) == 3) {
cat("Consenso en iteracion", k, "\n")
return (list (px=px, py=py, al=al, a2=a2,

vv=vv, pref=pref, exito=TRUE, iter=k))

disp <- as.integer (names (sort (table (pref),
decreasing=TRUE)) [1])
cx <- 0; cy <- 0; ent <- 0
for (i in 1:n) for (j in 1:n) {
x <- j/n; y <- i/n

if (asignar_lote(x,y,px,py,al,a2)==disp) {
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cx <- cx+x; cy <- cyty; cnt <- cnt+l

}
if (ent > 0) { cx <- cx/cnt; cy <- cy/cnt }
px <- px + paso* (cx-px)
PY <- py + paso*(cy-py)
al <- al + 0.03
}
list (px=px, py=py, al=al, a2=a2, vv=vv,
pref=apply(vv,1l,which.max), exito=FALSE,

iter=max_iter)

res3 <- buscar_consenso(vl, v2, v3)

cat("Exito:", res3$exito, "| Iter:", res3$iter, "\n")
for (ag in 1:3)
cat ("Agente", ag, "-> Lote", res3$preflag],
"| Valor:", round(res3$vv[ag,res3$pref[ag]]*100,1),

ll%\nll)

Salida esperada en consola:

Consenso en iteracion 243

Exito: TRUE | Iter: 243

Agente 1 -> Lote 1 | Valor: 50.1 %
Agente 2 -> Lote 3 | Valor: 75.3 %

Agente 3 -> Lote 2 | Valor: 94.2 %
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9.2.2. Visualizacion de los tres lotes

# --- Visualizacion: terreno dividido en 3 lotes ---

n <- nrow(vl)

df3 <- expand.grid(j=1l:n, i=l:n)

df3s$x <- df3$j/n; df3$y <- df3$i/n

df3$lote <- factor (mapply (function(x,y)
asignar_lote(x,y,res3$px,res3$py,res3$al, res3fa2),
df3$x, df38y),

labels=c("Lote 1","Lote 2" ,"Lote 3"))

ggplot (df3, aes(x=x, y=y, fill=lote)) +
geom_tile (alpha=0.75) +
scale fill manual(

values=c ("Lote 1"="#E74C3C",
"Lote 2"="#3498DB",
"Lote 3"="#2ECC71")) +
annotate ("point", x=res3$px, y=res3$py,
size=5, color="black") +

annotate ("text", x=res3$px+0.04, y=res3$py+0.04,

label="Punto P", size=3.5, fontface="bold") +

labs (title="Reparto justo 3 personas",
subtitle=paste0l ("Ag.1->L",res3$pref[1l],
" | Ag.2->L",res3$pref[2],
" | Ag.3->L",res3$pref[3]),
x="X", y="Y", fill="Asignacion") +

theme minimal ()
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Figura 3: Terreno dividido en tres lotes convexos: rojo (Agente 1), azul (Agente 2) y verde (Agente 3). El punto
negro es el punto central P desde donde parten las dos semirrectas divisorias.
9.3.  Capitulo 5: Region de consenso

El siguiente codigo mapea el espacio completo de cortes posibles (theta, d) e identifica cuales
generan consenso entre los dos agentes. Requiere que “v_agl” y “v_ag2” estan definidas en el

codigo anterior.

9.3.1. Mapa de la region de consenso

#
# Capitulo 5: Region de consenso

#

# Reutiliza v_agl y v_ag2 del Capitulo 3

# --- Funcion: genera consenso el corte (theta, d)? ---

hay consenso <- function(vl, v2, theta, d) {
n <- nrow(vl)
vall izq <- 0; val2_izq <- 0
for (i in 1:n) for (j in 1:n) {
x <- j/n; y <- i/n
if (cos(theta)*x + sin(theta)*y <= d) {
vall izq <- vall _izq + vl[i,j]

val2_izq <- val2_izq + v2[i,j]

}
A <- (vall_izq > 0.5) & (val2_izq < 0.5)

B <- (vall_izq < 0.5) & (val2_izq > 0.5)
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# --- Barrer el espacio de cortes ---

thetas <- seq(0.05, pi-0.05, length.out=36)

ds <- seq(0.05, 0.95, length.out=36)

grid <- expand.grid(theta=thetas, d=ds)
grid$consenso <- mapply (
function(th,d) hay consenso(v_agl, v_ag2, th, d),

grid$theta, grid$d)

# --- Mapa de consenso ---

ggplot(grid, aes(x=theta*180/pi, y=d, fill=consenso)) +
geom_tile() +
scale fill manual(
values=c ("TRUE"="#27AE60" , "FALSE"="#E74C3C") ,
labels=c ("TRUE"="Consenso" ,"FALSE"="Conflicto"),
name="") +
labs (title="Region de consenso en el espacio (theta, d)",
subtitle=
"Verde = ambos agentes prefieren lotes distintos",
x="Angulo theta (grados)", y="Posicion d") +

theme minimal ()

Figura 4: Mapa de la region de consenso. Las celdas verdes representan cortes (theta, d) que producen acuerdo

entre los dos agentes, las rojas producen conflicto.
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9.3.2. Indice de consenso por angulo

# --- Indice de consenso por angulo ---

indice <- sapply(thetas, function(th)
mean (sapply (ds, function(d)

hay consenso(v_agl, v_ag2, th, d))))

df_ind <- data.frame (theta_deg=thetas*180/pi,

indice=indice)

ggplot(df_ind, aes(x=theta deg, y=indice)) +
geom_area (fill="#AED6F1l", alpha=0.6) +
geom_line (color="#2980B9", linewidth=1.3) +
geom_hline (yintercept=0.5, linetype="dashed",
color="red") +
labs (title="Indice de consenso por angulo",
subtitle=
"Proporcion de posiciones d con consenso",
x="Angulo theta (grados)",
y="Indice de consenso [0,1]") +

theme minimal ()

Figura 5: Indice de consenso por angulo theta. Valores altos indican que ese angulo admite un rango amplio de

posiciones d con acuerdo entre los agentes.
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9.4. Capitulo 5: Lema de Sperner simplificado

El siguiente codigo implementa la busqueda exhaustiva del tridangulo pancromatico en una
triangulacion discreta del simplex de participaciones para tres agentes. Es independiente de los

bloques anteriores y puede ejecutarse separado.

9.4.1. Generacion del simplex y bisqueda del triangulo pancromatico

#

# Capitulo 5: Lema de Sperner simplificado
# Busqueda exhaustiva del triangulo pancromatico

#

library (ggplot2)

M <- 10 # Subdivisiones por lado del simplex

# --- 1. Generar nodos y etiquetarlos ---

nodos <- data.frame ()

for (a in 0:M) {
for (b in 0: (M-a)) {
c <-M-a-b

sl <- a/M; s2 <- b/M; s3 <- c_/M

agente <- ((a + b) %% 3) + 1

if (agente==1) pref <- which.max(c(2*sl1+0.1*s2,
0.5*%*s2+0.1*s3,
0.3*s3))

if (agente==2) pref <- which.max(c(0.1*sl,
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2*s2+0.1*s3,

0.5*s3+0.1*s1))
if (agente==3) pref <- which.max(c(0.3*sl,

0.1*s2,

2*s3+0.1*sl))

# Condicion de Sperner en los bordes
if (sl < le-9 && pref == 1) pref <- 2
if (s2 < le-9 && pref == 2) pref <- 3

if (s3 < le-9 && pref == 3) pref <-1

X _c <- s2 + s3*0.5

y_c <- s3 * sqgrt(3)/2

nodos <- rbind(nodos, data.frame (
sl=sl, s2=s2, s3=s3, agente=agente,

etiqueta=pref, x c=x c, y _c=y c))

# --- 2. Buscar triangulos pancromaticos ---

get_idx <- function(a, b)

which (abs (nodos$sl-a/M)<le-9 & abs (nodos$s2-b/M)<le-9)

pancrom <- data.frame ()

for (a in 0: (M-1)) {
for (b in 0: (M-1-a)) {
v <- c(get_idx(a,b), get_idx(a+l,b), get idx(a,b+l))

if (length(v)==3 &&
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length (unique (nodos$etiqueta[v]))==3)

pancrom <- rbind(pancrom, data.frame (
cx=mean (nodos$x_c[v]), cy=mean(nodos$y c[v]),
sl=mean (nodos$sl([v]), s2=mean(nodos$s2([v]),

s3=mean (nodos$s3[v])))

cat ("Triangulos pancromaticos:", nrow(pancrom),
" (debe ser impar)\n")
if (nrow(pancrom) > 0) {
sol <- pancrom|[1,]
cat("Solucion: Lote 1:", round(sol$sl*100,1), "% |",
"Lote 2:", round(sol$s2*100,1), "% |",

"Lote 3:", round(sol$s3*100,1), "%\n")

Salida esperada en consola:

Triangulos pancromaticos: 5 (debe ser impar)

Solucion: Lote 1: 3.3 % | Lote 2: 23.3 % | Lote 3: 73.3 %

9.4.2.  Visualizacion del simplex coloreado

# --- 3. Visualizacion del simplex coloreado ---

cols <- c("1"="#E74C3C","2"="#3498DB","3"="#2ECCT1")

p_sp <- ggplot(nodos,
aes(x=x_c, y=y _c,

color=factor (etiqueta) , shape=factor (agente))) +
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geom point(size=3.5, stroke=1.3) +
scale_color manual (values=cols,
name="Lote preferido",
labels=c("Lote 1","Lote 2" ,"Lote 3")) +
scale_shape manual (values=c(16,17,15),
name="Agente",

labels=c("Al","A2","A3"))

if (nrow(pancrom) > 0)
pP_sp <- p_sp +

annotate ("point",
x=pancrom$cx[1l], y=pancrom$cy[l],
size=9, color="gold", shape=8, stroke=2.5) +

annotate ("label",
x=pancrom$cx[1]+0.06,
y=pancrom$cy[1]+0.06,
label="Triangulo\npancromatico",
size=2.8, color="darkgoldenrod",

fill="white")

p_sp + labs(
title="Lema de Sperner: coloracion del simplex",
subtitle="Estrella dorada = triangulo pancromatico",
x="", y="") +
theme minimal() +
theme (axis.text=element_blank(),

axis.ticks=element blank())
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Figura 6: Simplex de particiones coloreado segun el Lema de Sperner. Cada nodo tiene el color del lote preferido
por el agente asignado. La estrella dorada marca el triangulo pancromatico: la solucion al reparto justo para tres

personas.

9.5. Resumen de figuras generadas

La siguiente tabla indica todas las imagenes que crea la generacion de los cddigos del trabajo.

Descripcion Capitulo
1 Mapa de calor con recta de corte Cap. 3
2 Curva d*(theta) por angulo Cap. 3
3 Tres lotes con Punto P Cap. 4
4 Region de consenso (theta, d) Cap. 5
5 Indice de consenso por angulo Cap. 5
6 Simplex con triangulo pancromatico Cap. 5

En este anexo se presenta una muestra representativa del cdodigo desarrollado. El codigo
completo, incluyendo funciones auxiliares y script de validacion, puede consultarse de forma

abierta en el repositorio publico del trabajo.
9.6. Codigo completo

El codigo completo utilizado en este trabajo esta disponible publicamente en el siguiente
repositorio de GitHub: https://github.com/renatootero/Reparto-justo-de-tierra-tfg. git
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