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Resumen

Este trabajo aborda la implementacion de un controlador lineal cuadrético en una FPGA Artix-
7 (Basys3) (Digilent Inc., 2016), utilizando como planta un péndulo invertido construido en el
laboratorio (Rodriguez Criado et al., 2025). Se desarrolla el modelo fisico del sistema, el disefio del
controlador, y su codificaciéon en VHDL con aritmética en punto fijo. El disefio se valida mediante
simulaciéon en MATLAB/Simulink, simulacién funcional en Vivado y pruebas sobre la planta fisica,
comparandose ademds con una implementacion equivalente en microcontrolador. Los resultados
muestran un consumo energético reducido y una latencia de lazo de 360 ns, despreciable frente al
periodo de muestreo de 1 ms, confirmando la viabilidad de esta plataforma para control en tiempo

real.

Palabras clave: Control LQR; Péndulo invertido sobre carro; FPGA; VHDL; Aritmética en

punto fijo; Microcontrolador; Control digital en tiempo real.

Resumen ejecutivo

1 Introduccion

Las técnicas de control 6ptimo, como el LQR, se han popularizado en aplicaciones como la
roboética o los sistemas aeroespaciales. Tradicionalmente se implementan en microcontroladores
cuya ejecucion secuencial limita la frecuencia de actuacion y la latencia del lazo (Lin & Morton,
2017). La FPGA es una alternativa atractiva por su procesamiento en paralelo y latencia determi-
nista (Kilts, 2006). Los trabajos que comparan cualitativamente ambas plataformas siguen siendo
escasos, algunos limitados a una unica plataforma (Karhan et al., 2024) o sin verificar el disefio
sobre una planta real (Zhang et al., 2017). Este es el hueco que se pretende cubrir, tomando como
sistema de validacion un péndulo invertido sobre carro, banco de pruebas por excelencia del LQR

por su inestabilidad, no linealidad y subactuacion.
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2 Objetivos

El objetivo principal del trabajo es la implementacion del LQR discreto sobre FPGA y la eva-
luacién comparativa de su rendimiento y consumo con una implementacion equivalente en micro-
controlador.

3 Descripcién del sistema

El sistema consiste en un carro de masa M que se desplaza sobre un carril lineal mediante un
motor NEMA17 con driver DRV8825 y transmision por correa GT2, con un péndulo de masa m
articulado a un encoder rotativo en cuadratura de 600 P/R. Se trata de un sistema no lineal de cuarto
orden cuyo modelo se obtiene del planteamiento de las ecuaciones de Euler-Lagrange; se linealiza

en torno al punto de equilibrio inestable para obtener una representacion en espacio de estados.

El controlador para el sistema continuo se disefia mediante la funcién 1qr de MATLAB y se
discretiza para un periodo de muestreo de 1 ms. Las ganancias y las operaciones para obtener la
fuerza de control v en cada ciclo de muestreo se codifican en VHDL utilizando aritmética en punto
fijo Q8.8, teniendo el sistema la entidad de nivel superior (fop level) mostrada en la Figura 1.

timer_1ms

period STEP XI[15..0]
direction .
wo_emdig| MOt step_generator i | car_estimator | o o
enable
u[t5..0] .
Igr_controller simple_integrator

enc_a x3[15..0] x3[15..0] x2_cmd[15..0]
counter{11...0]
b encoder_decoder differentiator

x4[15..0] x4[15..0]

Figura 1: Entidad de nivel superior (top level) del sistema de control.

Como se puede ver en la Figura 1, las sefiales del encoder se procesan para estimar el estado
del carro, que alimenta el cédlculo de la ley de control LQR; la sefial resultante, calculada como una
fuerza, se integra para traducirla en el comando de velocidad que requiere el motor paso a paso
real.
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4 Resultados

El disefio se valido en tres etapas: simulacion del lazo cerrado en MATLAB/Simulink, simu-
lacién funcional del c6digo VHDL en Vivado y pruebas sobre la planta fisica. La implementacion
cumple los requisitos de temporizacion a 100 MHz con margen positivo (WNS = +0,148ns) y
presenta un uso reducido de recursos del Artix-7: 1936 LUT (9,3 %), 2 310 registros (5,6 %)y 9
bloques DSP (10 %), sin emplear BRAM. La latencia de computo del lazo es de 360 ns, despre-
ciable frente al periodo de muestreo de 1 ms, y el consumo medido sobre la placa es de 193 mW,

frente a los 121 mW estimados por Vivado.

En la validacion experimental, la secuencia automética de arranque (homing, centrado y espe-
ra de reposo) funciona correctamente y, tras la activacion del controlador, el sistema estabiliza el
péndulo en menos de un segundo, manteniendo el equilibrio durante breves segundos. Se identi-
ficaron tres limitaciones que impiden la estabilizacion sostenida: el desbordamiento del contador
del encoder al aplicar el desplazamiento de referencia angular, la pérdida ocasional de pasos del
motor a alta velocidad y una limitacién de modelado, ya que el LQR se disefi¢ para una planta cuya
entrada de control es una fuerza, mientras que el motor paso a paso regula velocidad, por lo que la
planta controlada en hardware difiere ligeramente de la modelada. Adicionalmente, se verific6 con

éxito un experimento de swing-up por bombeo de energia.

La comparativa frente al microcontrolador (dsPIC33FJ32MC202) muestra que la latencia de la
FPGA es unas 100 veces menor que la estimada para una implementaciéon PID en coma flotante
sin optimizar (40-50 us), pero solo de 3 a 8 veces menor que la de una implementaciéon LQR
equivalente en punto fijo (1-3 us). En consumo, ambas plataformas resultan del mismo orden de

magnitud (~193 frente a ~178 mW estimados).

5 Conclusiones

Los resultados confirman la viabilidad de la FPGA como plataforma de control en tiempo real:
el LQR discreto en punto fijo Q8.8 se ejecuta con latencia determinista muy inferior al periodo de
muestreo y ocupa una fraccion reducida del dispositivo, dejando margen para extensiones como
el filtro de Kalman (LQG), que queda como linea de trabajo futuro. Para este problema, ambas
plataformas cumplen el requisito de tiempo real con holgura, por lo que el cuello de botella del

sistema es la dindmica del motor paso a paso y no la capacidad de computo.

La aportacion principal del trabajo es una comparativa cuantitativa FPGA-microcontrolador
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sobre una misma planta fisica, escasa en la literatura. De ella se concluye que la ventaja genuina de
la FPGA no reside en la velocidad bruta ni en el consumo energético (comparables en condiciones
equivalentes), sino en su determinismo temporal y su capacidad de ejecucion en paralelo, a costa

de una mayor complejidad de desarrollo frente a la programacién en C del microcontrolador.
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Abstract

This work addresses the implementation of a linear quadratic regulator on an Artix-7 FPGA
(Basys3) (Digilent Inc., 2016), using as the plant an inverted pendulum built in the laboratory
(Rodriguez Criado et al., 2025). The physical model of the system is developed, along with the
controller design and its coding in VHDL using fixed-point arithmetic. The design is validated
through simulation in MATLAB/Simulink, functional simulation in Vivado, and tests on the phys-
ical plant, also comparing it with an equivalent implementation on a microcontroller. The results
show reduced energy consumption and a loop latency of 360 ns, negligible compared to the 1 ms

sampling period, confirming the viability of this platform for real-time control.

Keywords: LQR control; Cart-pole inverted pendulum; FPGA; VHDL,; Fixed-point arithmetic;
Microcontroller; Real-time digital control.

Executive Summary

1 Introduction

Optimal control techniques, such as LQR, have become widespread in applications such as
robotics or aerospace systems. They are traditionally implemented on microcontrollers, whose
sequential execution limits the actuation frequency and loop latency (Lin & Morton, 2017). FPGAs
are an attractive alternative due to their parallel processing and deterministic latency (Kilts, 2006).
Works that qualitatively compare both platforms remain scarce, some limited to a single platform
(Karhan et al., 2024) or without verifying the design on a real plant (Zhang et al., 2017). This
is the gap this work aims to fill, using as its validation system a cart-pole inverted pendulum, the

quintessential LQR benchmark given its instability, nonlinearity, and underactuation.
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2 Objectives

The main objective of this work is the implementation of the discrete LQR on FPGA and
the comparative evaluation of its performance and power consumption, also comparing it with

an equivalent implementation on a microcontroller.

3 Description of the System

The system consists of a cart of mass M that moves along a linear rail via a NEMA17 motor
with a DRV8825 driver and a GT2 belt transmission, with a pendulum of mass m attached to a
600 CPR quadrature rotary encoder. It is a fourth-order nonlinear system whose model is obtained
from the Euler-Lagrange equations; it is linearized around the unstable equilibrium point to obtain

a state-space representation.

The controller for the continuous system is designed using MATLAB’s 1qr function and dis-
cretized for a sampling period of 1 ms. The gains and the operations to obtain the control force u
at each sampling cycle are coded in VHDL using fixed-point arithmetic, with the top-level entity
of the system shown in Figure 1.

timer_1ms

period STEP XI[15..0]
direction .
wo_emdig| MOt step_generator i | car_estimator | o o
enable
u[t5..0] .
Igr_controller simple_integrator

enc_a x3[15..0] x3[15..0] x2_cmd[15..0]
counter{11...0]
encoder_decoder differentiator

x4[15..0] x4[15..0]

Figure 1: Top-level entity of the control system.

As shown in Figure 1, the encoder signals are processed to estimate the cart’s state, which feeds
the calculation of the LQR control law; the resulting signal, computed as a force, is integrated to

translate it into the velocity command required by the physical stepper motor.
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4 Results

The design was validated in three stages: closed-loop simulation in MATLAB/Simulink, func-
tional simulation of the VHDL code in Vivado, and tests on the physical plant. The implementation
meets timing requirements at 100 MHz with positive margin (WNS = +0.148 ns) and shows low
resource usage on the Artix-7: 1,936 LUTs (9.3 %), 2,310 registers (5.6 %), and 9 DSP blocks
(10 %), with no BRAM usage. The computational latency of the loop is 360 ns, negligible com-
pared to the 1 ms sampling period, and the measured on-board power consumption is 193 mW,
versus the 121 mW estimated by Vivado.

In the experimental validation, the automatic start-up sequence (homing, centering, and settling
wait) works correctly, and once the controller is activated, the system stabilizes the pendulum
in under one second, maintaining balance for a few seconds. Three limitations were identified
that prevent sustained stabilization: overflow of the encoder counter when applying the angular
reference offset, occasional motor step loss at high speed, and a modeling limitation, since the
LQR was designed for a plant whose control input is a force, while the stepper motor regulates
velocity, so the plant controlled in hardware differs slightly from the one modeled. Additionally,

an energy-pumping swing-up experiment was successfully verified.

The comparison against the microcontroller (dsPIC33FJ32MC202) shows that the FPGA’s la-
tency is roughly 100 times lower than that estimated for an unoptimized floating-point PID im-
plementation (40-50 us), but only 3 to 8 times lower than that of an equivalent fixed-point LQR
implementation (1-3 us). In terms of power, both platforms are of the same order of magnitude
(~193 vs. ~178 mW estimated).

5 Conclusions

The results confirm the viability of the FPGA as a real-time control platform: the discrete LQR
in Q8.8 fixed-point arithmetic runs with deterministic latency far below the sampling period and oc-
cupies a small fraction of the device, leaving margin for extensions such as a Kalman filter (LQG),
left as future work. For this problem, both platforms meet the real-time requirement with ample
margin, so the system’s bottleneck is the stepper motor’s dynamics rather than either platform’s

computing capacity.

The work’s main contribution is a quantitative FPGA-microcontroller comparison on the same

physical plant, which remains scarce in the literature. It shows that the FPGA’s genuine advantage
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lies not in raw speed nor in energy consumption (comparable under equivalent conditions) but
in its temporal determinism and parallel execution capability, at the cost of greater development

complexity compared to programming the microcontroller in C.
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Capitulo 1 Introduccion

A lo largo de la historia, el ser humano siempre ha buscado formas de regular y contro-
lar sistemas fisicos. Los primeros intentos de control se remontan a la Edad Antigua, con
ejemplos como el reloj de agua de Ctesibio en el siglo III a.C., que con un mecanismo de
retroalimentacién lograba mantener el nivel de agua constante para obtener un flujo de salida
constante (Bissell, 2009). Sin embargo, fue durante la Revolucién Industrial cuando el control
automatico empezoé a tomar forma con la invencién del regulador centrifugo de James Watt
en 1788, que controlaba la velocidad de las méquinas de vapor, manteniéndolas constantes a
pesar de las variaciones en la carga (Suzuki, 2013). La consolidacién del control automatico
de sistemas como disciplina formal lleg6 en el siglo XX como respuesta a la demanda de la
industria, la aviacién y més tarde la carrera espacial (Astrom & Kumar, 2014). En las tiltimas
décadas, el desarrollo de sistemas de control avanzados ha cobrado una relevancia atin mayor

en ambitos como la robética, la automocién o los sistemas aeroespaciales (Burns, 2001).
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Figura 1: Reloj de agua de Figura 2: Regulador centrifugo de
Ctesibio, s. IIT a.C. (Ozer, Watt, 1788 (Bissell, 2009).
2011).

El control automatico de sistemas dinamicos cumple el objetivo de regular el comporta-
miento de un sistema fisico manteniendo las variables del mismo en los valores deseados, re-
chazando perturbaciones externas y corrigiendo las incertidumbres del propio sistema (Ogata,

2010). En estas aplicaciones, los sistemas pueden ser rapidos, no lineales y operar en entornos
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cambiantes, lo que hace que el disenno de controladores robustos y eficientes sea un desafio
constante. Los enfoques clasicos de control, como el control proporcional-integral-derivativo
(PID) o el disefio por lugar de raices han sido ampliamente utilizados debido a su simplici-
dad y eficacia en una amplia gama de aplicaciones (Nise, 2020). Sin embargo, estos enfoques
pueden no ser suficientes para sistemas complejos que requieren un rendimiento éptimo y

una respuesta rapida ante perturbaciones (Saraf et al., 2020).

En este contexto, el control éptimo ofrece un escenario mas sistematico para abordar estos
desafios, permitiendo disenar el controlador desde un criterio de rendimiento concreto que
puede formalizar el compromiso entre la rapidez de la respuesta y el esfuerzo realizado por
el actuador del sistema. Entre las técnicas de control 6ptimo, el regulador lineal cuadratico
(Linear Quadratic Regulator, LQR) se ha consolidado como una de las mas usadas en inge-
nierfa dada su capacidad de diseno y simplicidad a la hora de proporcionar soluciones con
garantias de estabilidad y un equilibrio directo entre el error del sistema y el esfuerzo de
control (Alavinasab et al., 2000).

Histéricamente, los primeros controladores automaticos se implementaron mediante cir-
cuitos analdgicos, amplificadores operacionales y redes RC para lograr la respuesta deseada
mediante operaciones de control en tiempo continuo. A pesar de ser rapidos, eran disenos
rigidos: cualquier pequena modificacién suponia un redisenio de hardware (Bennett, 1993).
En los 70 la llegada de los microprocesadores y posteriormente de los procesadores digitales
de senal (DSP) supuso un cambio de paradigma, permitiendo la implementacién en software,
lo cual dio gran flexibilidad y facilidad de modificacién (Isermann, 1989). Los microcontrola-
dores se convirtieron de esta manera en la plataforma mas usada para control digital (Mohd
Isa, 2008). No obstante, su arquitectura secuencial impone una limitacién fundamental: el
procesador ejecuta las instrucciones una a una, lo que puede ser un cuello de botella en
aplicaciones de alta velocidad y baja latencia. Como alternativa, las FPGA (Field Program-
mable Gate Arrays), surgidas a mediados de los afios 80, han evolucionado hasta convertirse
en una plataforma viable para implementar algoritmos de control gracias a su capacidad de

procesamiento paralelo, latencia determinista y flexibilidad de reconfiguracién (Zhao, 2024).

En esta interseccion entre el control éptimo y la implementacion hardware es donde se
situa este Trabajo Fin de Grado, cuyo objetivo es implementar un controlador LQR discreto
en una FPGA y realizar un andlisis comparativo exhaustivo de rendimiento (latencia, fre-
cuencia de actualizacién), consumo de recursos hardware y eficiencia energética con el fin

de compararla también con implementacién equivalente en microcontrolador. Como sistema
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de validacion se emplea un péndulo invertido sobre carro, uno de los bancos de pruebas mas
populares en la literatura de control por combinar inestabilidad intrinseca, dindmica no lineal
y subactuacién en un sistema de baja dimensién, cuyas propiedades lo hacen representativo
de problemas reales como el control de cohetes o robots bipedos. Adicionalmente, el traba-
jo explora la viabilidad de extender el diseno hacia el control Lineal Cuadratico Gaussiano
(LQG), que incorporaria un filtro de Kalman para estimar los estados del sistema cuando las

mediciones de los sensores estén contaminadas con ruido.

1.1. Motivacion

En el mundo actual areas como la automatizacién industrial, la robdtica o los sistemas
aeroespaciales imponen requisitos de control cada vez mas exigentes: tiempos de respuesta
reducidos, alta precisiéon, y comportamiento determinista ante perturbaciones (Brogardh,
2009). En este contexto, la eleccién de la plataforma de implementacién del controlador no
es una decision trivial, sino un factor que afecta directamente al rendimiento del sistema

completo.

Durante décadas, los microcontroladores y procesadores digitales de senal (DSP) han
sido la plataforma principal de implementacién de algoritmos de control digital, gracias a
su bajo coste, facilidad de programacion y amplia disponibilidad (Lin & Morton, 2017). Sin
embargo, su arquitectura secuencial impone una gran limitacién: el procesador ejecuta las
instrucciones una a una, de modo que el tiempo de cémputo del algoritmo de control depende
directamente del niimero de operaciones realizadas. Técnicas como el uso de periféricos DMA
o interrupciones prioritarias permiten aliviar parcialmente este problema, pero no eliminan

el cuello de botella de fondo.

Las FPGA presentan una alternativa radicalmente distinta. Al implementar el algoritmo
de control como un circuito hardware dedicado, con operaciones ejecutadas en paralelo y
en pipeline, el retardo queda determinado tnicamente por la profundidad del camino critico,
independientemente del nimero de operaciones concurrentes. Esto permite alcanzar latencias
del orden de decenas de nanosegundos con caracter estrictamente determinista, una propiedad

muy importante para el anélisis formal de estabilidad del sistema en lazo cerrado (Kilts, 2007).
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Figura 3: Comparacién de la ejecucion secuencial en microcontrolador frente a la ejecucion
paralela en FPGA para un regulador LQR de tres estados.

Esta ventaja resulta especialmente relevante en aplicaciones como la electréonica de poten-
cia, donde aumentar la frecuencia de conmutacién de los semiconductores permite reducir el
tamano de los componentes pasivos, pero impone mayores exigencias dinamicas al sistema de
control. En este contexto, la implementacién en FPGA se presenta como una opcién viable no
solo para los convertidores actuales, sino también para futuras aplicaciones con semiconduc-
tores de banda ancha (SiC, GaN), donde las frecuencias de conmutacién pueden aumentar de
forma significativa (Kahl & Dieckerhoff, 2017). Todo ello con carécter estrictamente determi-
nista, una propiedad especialmente valiosa para el analisis formal de estabilidad del sistema

en lazo cerrado.

Sin embargo, esta mejora de rendimiento tiene un coste: mayor complejidad de diseno,
necesidad de herramientas de sintesis especializadas y un uso de recursos hardware que debe
gestionarse cuidadosamente. Precisamente por ello, cuantificar de forma rigurosa la ganancia
en latencia y frecuencia de actualizacion, y determinar a costa de cudntos recursos y consumo
de potencia se obtiene, es una contribucion de valor para la comunidad de control embebido.
La mayor parte de los estudios existentes se limitan a validar el controlador en simulacion
o a reportar métricas de recursos sin contrastarlas con una implementacién equivalente en

microcontrolador sobre un sistema fisico real, ese es el vacio que este trabajo pretende cubrir.

Adicionalmente, se plantea explorar la viabilidad de extender el disenio hacia el control
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Lineal Cuadréatico Gaussiano (LQG), lo que anadirfa realismo al proyecto. En la practica,
las mediciones de los sensores estan siempre contaminadas por ruido, lo que puede degradar
seriamente el rendimiento de un regulador LQR puro que asume conocimiento exacto del
estado. La incorporacién de un filtro de Kalman como estimador de estado permitiria abordar
este problema de forma éptima; su implementacién completa, sin embargo, queda fuera del

alcance de este trabajo y se plantea como linea de trabajo futuro.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este Trabajo Fin de Grado es la implementacién de un controlador
LQR discreto sobre una FPGA y la evaluacién comparativa de su rendimiento frente a una
implementacion equivalente en un microcontrolador. Para alcanzar dicho objetivo, se han

definido los siguientes objetivos especificos:

= Disenar y simular el controlador LQR para la planta seleccionada

Se modelard matematicamente la planta del sistema que se quiere controlar, plantean-
do las ecuaciones de movimiento del péndulo invertido y la linealizacién de las mismas
entorno al punto de equilibrio inestable. A partir de este modelo, se calcularén las ga-
nancias 6ptimas del controlador LQR discreto. Se validard entonces el diseno mediante
simulaciones, comprobando que cumple las expectativas de estabilidad y rendimiento

antes de pasar a la implementacion hardware.

» Implementar el controlador LQR discreto en FPGA

Tras esta validacién en simulacién se implementard en FPGA el regulador en su version
discreta, pasando del diseno al hardware. Se tendran en cuenta las capacidades de
procesamiento paralelo de la FPGA para garantizar un control en tiempo real con baja

latencia y comportamiento determinista.

= Validar el controlador en sistemas fisicos representativos

Se probara el control implementado en el sistema dinamico real de péndulo invertido.
Esto permitird comprobar el comportamiento real del controlador incluyendo pertur-
baciones, no linealidades y variaciones del sistema no contempladas en el modelo ideal

linealizado.
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= Realizar un analisis de rendimiento temporal y consumo de recursos hard-

ware en la implementacion FPGA

Se evaluard el rendimiento temporal del controlador en FPGA, midiendo la latencia
de ejecucion y la frecuencia de actualizacion de las senales de control. Este andélisis
permitird comparar la implementacion en FPGA con soluciones basadas en microcon-
troladores, asi como verificar el cumplimiento de los requisitos del sistema. Ademas,
se analizara el uso de recursos en la FPGA, como légica programable, bloques de me-
moria y multiplicadores, con el fin de determinar la eficiencia del diseno. Este objetivo

permitira identificar posibles limitaciones del hardware y plantear mejoras futuras.

= Analisis de la eficiencia energética

Se analizara el consumo de potencia eléctrica para determinar la eficiencia del control
implementado en la FPGA. Con esta informacién se podra determinar si verdadera-
mente la implementacién en FPGA frente al microcontrolador supone una optimizacion

energética.

s Comparar el rendimiento de la implementacién en FPGA frente a micro-

controlador

A partir de las métricas de rendimiento temporal, recursos hardware y consumo de
potencia obtenidas, se realizard un anélisis comparativo sistematico entre la implemen-
tacion en FPGA y una equivalente en microcontrolador, identificando en qué escenarios

cada plataforma presenta ventajas claras y cudles son sus limitaciones respectivas.

= Explorar la viabilidad de extender el diseno hacia el control Lineal Cuadrati-
co Gaussiano (LQG)

Se analizara la viabilidad de incorporar un filtro de Kalman para estimar los estados del
sistema cuando las mediciones de los sensores estén contaminadas con ruido, evaluando
los recursos hardware y la complejidad adicional que requeriria dicha extensiéon, sin

llegar a implementarla dentro del alcance de este trabajo.
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1.3. Estructura del trabajo

Este trabajo estd organizado en cinco capitulos, estructurados de la siguiente manera:

s Capitulo 1. Introduccién: presenta el contexto y la motivacion del trabajo, defi-
ne los objetivos y describe la alineacién del proyecto con los Objetivos de Desarrollo

Sostenible.

= Capitulo 2. Estado del arte: revisa el control 6ptimo y el regulador LQR, el péndulo
invertido como banco de pruebas estandar, y las implementaciones existentes tanto
en microcontroladores como en FPGA, identificando las limitaciones de los enfoques

actuales.

» Capitulo 3. Metodologia: describe el modelado matematico del sistema fisico, el
diseno del regulador LQR discreto, su adaptacién a aritmética de punto fijo y la imple-

mentacién completa sobre la placa Basys 3 (Artix-7).

s Capitulo 4. Resultados: presenta los resultados obtenidos, incluyendo el diseno y
validacién del controlador en simulacién tanto en MATLAB como en Simulink, asi co-
mo los resultados de la simulacién del cédigo implementado en VHDL, y su posterior
rendimiento en el sistema fisico analizando las métricas de latencia, frecuencia de ac-
tualizacién, consumo de recursos hardware y eficiencia energética y comparando los
resultados con una implementacién equivalente en microcontrolador, revisa por ultimo,

los desafios presentados a lo largo de la implementacién y las soluciones elegidas.

= Capitulo 5. Conclusiones y trabajo futuro: recoge las conclusiones del trabajo,

evalia el grado de cumplimiento de los objetivos y propone lineas de desarrollo futuro.
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Capitulo 2 Estado del arte

2.1. Control 6ptimo y regulador LQR

El control 6ptimo surge como respuesta a la necesidad de disenar controles que no solo
garanticen la estabilidad de un sistema, sino que también optimicen su respuesta respecto a

un criterio de rendimiento cuantificable de su comportamiento.

Los fundamentos del control 6ptimo fueron establecidos en la década de 1950 por el
ruso Lev Pontryagin, quien introdujo el Principio del Maximo, una condicién necesaria de
optimalidad que permite determinar la ley de control que minimiza un funcional de coste
incluso cuando la senal de control esta acotada, a diferencia de los métodos variacionales
clasicos (Gamkrelidze, 2006). Mds tarde en los anos 60, Richard Bellman desarrollé la teoria
de la programacién dinamica, que reformula el problema de optimizacion mediante el principio
de optimalidad, descomponiendo el problema 6ptimo global en una secuencia de decisiones
éptimas locales resueltas recursivamente hacia atrds en el tiempo (Bellman, 1966). En esta
misma década, Rudolf Kalman formul6 el regulador lineal cuadrético (LQR) (Kalman, 1960),

que consiste en minimizar una funcién de coste cuadratico J de la forma

J = /OO (XTQX + uTRu) dt, (2.1)
0

donde las matrices () y R penalizan, respectivamente, la desviacion de los estados x respecto
al equilibrio y el esfuerzo de control u. La minimizacién de J se reduce a resolver la ecuacion
algebraica de Riccati, cuya solucion proporciona el vector de ganancias K con el que se calcula
la ley de control por retroalimentacion de estados, u = —Kx. Este regulador se convirtié en

un pilar fundamental del control éptimo.

Desde entonces, las técnicas de control 6ptimo y concretamente el regulador LQR han
sido ampliamente aplicadas en una variedad de campos. Algunos ejemplos de aplicaciones se

indican a continuacion:

2.1.1. Aeronautica y aeroespacial

Se ha utilizado para el control de actitud de satélites (Yang, 2014). Se partié de un
modelo de cuaterniones controlable, sobre el que se disené un LQR basado en la linealizacién

del sistema. Los resultados demostraron robustez frente a incertidumbres y perturbaciones
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externas para el sistema no lineal global, los autores atribuyeron esto a que el diseno LQR
era equivalente a una asignacion robusta de polos haciéndolo poco sensible a posibles errores

de modelado.

También se ha aplicado a problemas de seguimiento completo de estado en aeronaves
(full state tracking) (Dul et al., 2020). Consiste en linealizar de forma recursiva el sistema
en torno al estado actual mediante jacobianos y aplicar el LQR al error de seguimiento en
lugar de al estado. Los resultados evidenciaron que la estabilidad se mantenia aunque con
una leve pérdida de precisién ante mediciones ruidosas y perturbaciones atmosféricas como
turbulencias o viento constante. Esto demostro que el LQR. es robusto para sistemas de alta

dimensién en los que los métodos clasicos como el control PID resultan poco practicos.

2.1.2. Robdtica y sistemas autonomos

En este dmbito, el regulador LQR se ha aplicado a cuadricépteros (quadrotors), com-
parando distintas formulaciones de la ecuacién de Riccati (en régimen permanente y en su
versién variable en el tiempo), evaluando su rendimiento en simulacién y en la plataforma
real (Bouabdallah, 2007). Las respuestas en simulacién fueron satisfactorias, sin embargo, el
desempeno en hardware mostré ciertos problemas: en primer lugar grandes variaciones de
comportamiento con leves modificaciones en ) y R. Por otro lado, errores de estado esta-
cionario por problemas de asimetrias fisicas sin modelar, constatando la distancia que existe

entre el diseno tedrico y la validacién experimental.

2.1.3. Automocion

En el area de la automocién se encuentran numerosas aplicaciones del control éptimo,
un ejemplo es el control lateral (lane keeping). Se han usado modelos simplificados de coche
(modelo de bicicleta linealizado), controlando el error respecto al carril en vez de la orientacién
absoluta del vehiculo (Snider, 2009). El estudio compara el regulador lineal cuadratico frente a
métodos geométricos y cineméaticos mas simples, concluyendo en que el LQR bésico no supone
una gran mejora frente a estos métodos ya que el modelo linealizado no incluye la dinamica
de la trayectoria. Se incorpord un término feedforward dependiente de la curvatura de la
trayectoria que eliminé el error en régimen permanente en curvas a velocidades moderadas, sin
embargo, introdujo sobreoscilaciones en cambios rapidos de curvatura. Este tltimo problema

fue resuelto anadiendo al control una previsién (preview) de la trayectoria futura.
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2.2. El péndulo invertido

El péndulo invertido sobre un carro es uno de los sistemas de referencia mas utilizados
para la validacion de algoritmos de control. Su atractivo como banco de pruebas reside en
que combina en un sistema de baja dimension tres propiedades que lo hacen especialmente
exigente: inestabilidad intrinseca en el punto de operacion, no linealidad de las ecuaciones del
movimiento y subactuacion, al disponer de un tnico actuador para controlar cuatro variables
de estado (Ogata, 1995). La utilizacién como benchmark es probablemente su aplicacién mas
difundida y se ha empleado en numerosos trabajos para evaluar diversos controladores como

LQR, control robusto, control adaptativo o control por modos deslizantes (Irfan et al., 2024).

Ademas, la dinamica del péndulo invertido reproduce de manera fiel el comportamiento de

muchos sistemas reales de gran relevancia tecnologica, como los que se indican a continuacion:

2.2.1. Robots bipedos

En robots bipedos, el modelo se usa para aproximar la dinamica del centro de gravedad,
como en el 3D-LIPM (Linear Inverted Pendulum Mode) (Graf & Réfer, 2012), donde la al-
tura del CG se mantiene fija y el punto de apoyo modela el origen variable del péndulo. En
este trabajo se corrige la trayectoria del péndulo usando un filtro de Kalman que estima el
estado del CG a partir de la cinematica de las articulaciones, para posteriormente ajustar los
parametros del modelo en vez de aplicar una ley de control directa. Se manifiesta asi la ver-
satilidad del modelo de péndulo invertido, independientemente del mecanismo de actuacion

y de la estrategia de control aplicada.

2.2.2. Vehiculos autoequilibrados (Segway)

En vehiculos autoequilibrados la formulacion del péndulo invertido es también utilizada,
en esta el chasis actia como péndulo y el eje de las ruedas como carro (Gong et al., 2015).
El vector de estado x = [z & ¢ gb]T y la linealizacién en torno al punto de equilibrio son
analogos al control que se pretende implementar en este TFG. El estudio implementa y
compara diferentes estrategias de control (PID y LQR). Los resultados mostraron menos
sobreimpulso y mas rapidez en la respuesta del controlador lineal cuadratico. Sin embargo, la
validacién se limito a la simulacién en Simulink, sin dar el paso a la verificaciéon en hardware

real.
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2.2.3. Despegue de vehiculos aeroespaciales

El comportamiento dinamico de los cohetes durante la fase inicial de despegue puede apro-
ximarse al de un péndulo invertido, debido a su inestabilidad intrinseca en el eje de cabeceo.
Esta analogia ha sido utilizada para el diseno de controladores de actitud especialmente me-
diante técnicas como LQR y control por vectorizacién de empuje (Ramos & Filho, 2007). Se
desarrolla un modelo no lineal que incluye friccion viscosa e inercia distribuida del péndulo y
se optimiza la matriz de pesos de Q y R con un algoritmo genético. Una de las conclusiones
sacadas es que al variar un parametro el crecimiento en las ganancias del regulador puede ser

excesivo si no se penalizan especificamente las variaciones entre iteraciones sucesivas.

2.3. Implementaciones en microcontroladores

Tradicionalmente, los sistemas de control basados en LQR se han implementado sobre
plataformas de procesamiento secuencial como microcontroladores, procesadores digitales de
senal (DSP) y sistemas embebidos. Estas soluciones presentan un bajo coste, facilidad de
programacién y amplia disponibilidad, lo que ha favorecido su uso en contextos docentes
e industriales. En un microcontrolador, el algoritmo de control se ejecuta como una tarea
periddica: en cada instante de muestreo el procesador lee los sensores, evalia la ley de control
u, = —K x; y escribe la salida al actuador de forma secuencial. El tiempo de cémputo
necesario para completar este ciclo determina la latencia minima del sistema y limita la

frecuencia de muestreo maxima alcanzable.
En la literatura se encuentran varios ejemplos con estas caracteristicas:

Neacsu y Sirbu, 2020 implementaron un controlador LQR para un boost-converter sobre
un microcontrolador Microchip dsPIC33, con una frecuencia de muestreo de 250 kHz. En este
caso se construyé la funcién de coste de LQR a partir del modelo de pérdidas del convertidor,
de modo que la solucion de la ecuacion de Riccati proporciona ganancias que minimizan la
disipacion durante los transitorios de referencia de la tension. Se logré ejecutar el bucle de
control completo en menos de 4 us, ayudandose también de las rutinas de producto escalar
de la libreria DSP del fabricante.

En sistemas multivariable también se encuentran implementaciones en estas platafor-
mas, Dhewa et al., 2017 emplearon un microcontrolador ARM Cortex-M4 para estabilizar la

orientacién (roll, pitch y yaw) de un cuadricéptero en hover utilizando un controlador lineal
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cuadratico. Los autores reportan tiempos de recuperacién ante perturbaciones del orden de
90-150 ms para los ejes de roll y pitch, con errores en régimen permanente inferiores a 2°
respecto a la desviacién maxima del eje. Este trabajo demuestra la viabilidad del LQR sobre
procesadores de tipo ARM para sistemas multivariable, aunque la frecuencia de actualiza-
ciéon queda condicionada por el tiempo de lectura de la IMU y el ciclo de ejecucién del bucle

principal.

En el ambito de los péndulos invertidos, trabajo directamente relacionado con el presen-
te TFG, Karhan et al. (2024) desarrollaron e implementaron un controlador LQR sobre un
microcontrolador STM32F4 para estabilizar un péndulo de rueda de reacciéon. El modelo del
sistema se obtiene aplicando mecanica lagrangiana y se linealiza en torno al punto de equili-
brio inestable, resultando en un espacio de estados de tres variables (6, 0;, 02) Dado que los
términos de friccién no son directamente medibles, se estiman de forma experimental median-
te minimos cuadrados no lineales. El cédigo de control se genera desde MATLAB /Simulink
usando el Waijung Blockset y se carga directamente en el STM32F4, operando a una fre-
cuencia de muestreo de 100 Hz (75 = 0,01 s). Los resultados experimentales muestran que
el controlador es capaz de estabilizar el sistema incluso ante perturbaciones que lo alejan
considerablemente del punto de linealizacién. Como limitacion, los autores identifican que el
uso de derivadas filtradas introduce retardos que penalizan la estabilizacién, y proponen el

uso de un estimador de estado como linea de mejora futura.

2.4. Implementaciones en FPGA

Como alternativa, las FPGA han surgido como una plataforma especialmente adecuada
para aplicaciones de control en tiempo real. Su capacidad de procesamiento en paralelo
y su naturaleza determinista permiten reducir significativamente la latencia y aumentar la
frecuencia de actualizacién del sistema de control. A diferencia de un microcontrolador, donde
el algoritmo de control se ejecuta de forma secuencial, una FPGA permite implementar el
calculo de u, = —K x; como un circuito combinacional pipelineado en el que todas las
multiplicaciones se realizan en paralelo. El retardo total queda determinado tinicamente por

la profundidad del camino critico, independientemente del ntimero de estados del sistema.
Algunos trabajos en los que se han podido apreciar estas ventajas son los siguientes:

Zhang et al., 2017 propusieron un coprocesador LQR configurable por software sobre

una FPGA Zynq (XC7Z020), aplicado al péndulo invertido sobre carro. El sistema estaba
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basado en un arbol binario de multiplicadores en paralelo que permite reformular la ley de
control u, = —KX;, como una sola multiplicacién matriz-vector, reduciendo asi el retardo de
control. Ejecutado a 100 MHz, el coprocesador calcula u; en 530 ns y completa una iteracion
completa del algoritmo en 600 ns, lo que equivale a una frecuencia de actualizacién maxima

de aproximadamente 1,7 MHz.

También en controladores més avanzados se pueden encontrar ejemplos, Torrestiana
Gonzalez et al., 2026 llevaron a cabo una implementacién completa del controlador LQG
discreto sobre una FPGA Artix-7 para controlar un rodamiento magnético activo de tres
grados de libertad, apoyédndose en una frecuencia de muestreo de 2 kHz (T = 0,5 ms). Toda
la aritmética se realiza en punto fijo con formato Q8.24 de 32 bits, y las matrices estaticas
del controlador y el estimador se almacenan en memoria BRAM y se procesan mediante
un motor de multiplicacién-acumulacién (MAC) multiplexado en tiempo sobre los bloques
DSP48E1 del dispositivo. La ejecucién completa del ciclo se completa en menos de 200 us,

dejando un margen de 300 us dentro del periodo de muestreo.

De forma mas general, Khan, 2026 revisa las estrategias de diseno e implementacion de
controladores en tiempo real sobre FPGA para aplicaciones industriales, comparando esta
plataforma frente a DSP y procesadores ARM. Los resultados mostraron que a diferencia
de los microcontroladores, cuya ejecucion secuencial introduce latencia y jitter que pueden
comprometer el rendimiento del lazo de control, las FPGA permiten ejecutar multiples opera-
ciones de forma concurrente con un comportamiento temporal completamente determinista.
El trabajo también analiza las implicaciones del uso de aritmética en punto fijo, senalando
que una elecciéon adecuada de la longitud de palabra y los factores de escala resulta esen-
cial para mantener la precision y la estabilidad del algoritmo de control sin incurrir en un

consumo excesivo de recursos hardware.

La Tabla 1 resume las diferencias mas relevantes discutidas entre ambas plataformas
desde el punto de vista del control en tiempo real, a partir de los trabajos revisados en estas

secclones.
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Tabla 1: Comparativa entre microcontrolador y FPGA para implementacion de controladores

LQR.

Caracteristica Microcontrolador FPGA
Ejecucion Secuencial Paralela
Latencia 1S — s ns — s
Determinismo Limitado Total
Frecuencia de muestreo Hasta ~100 kHz Hasta ~MHz
Aritmética nativa Entera / FP32 Punto fijo
Complejidad de diseno Baja Alta
Coste Bajo Medio/alto

2.5. Limitaciones actuales y hueco en la literatura

A pesar de los avances en la implementacion de controladores LQR sobre distintas pla-
taformas, los estudios que realizan una comparativa cuantitativa rigurosa entre FPGA y
microcontrolador sobre un mismo sistema de control siguen siendo escasos. Los trabajos exis-
tentes suelen centrarse en una unica plataforma o, cuando comparan, lo hacen en términos
de tiempo de cémputo puro sin extender el andlisis al rendimiento del lazo cerrado sobre una

planta fisica real (Zhang et al., 2017).

Del mismo modo, la validacién experimental sobre sistemas fisicos representativos no
siempre acompana a la implementacion hardware. Aunque trabajos recientes como el de
Torrestiana Gonzalez et al., 2026 si incluyen validacién sobre planta real, el sistema utilizado
de un rodamiento magnético activo tiene una dindmica muy distinta al péndulo invertido
sobre carro, que presenta inestabilidad intrinseca, no linealidades y restricciones de actuacion
distintas. Por lo que la transferibilidad de esos resultados al sistema subactuado de este TFG

no puede asumirse directamente.

Un tercer aspecto no tan explorado es el consumo energético comparativo de ambas
plataformas en condiciones de operacion reales. Si bien las FPGA ofrecen ventajas claras en
latencia y paralelismo, su consumo estatico puede ser superior al de un microcontrolador de
gama media, por lo que la ventaja energética no es universal y depende del perfil de uso del

sistema.

Este trabajo pretende cubrir estos vacios mediante tres contribuciones concretas: en pri-
mer lugar, una implementacién completa del controlador LQR discreto en FPGA con vali-

dacién sobre el sistema fisico real del péndulo invertido sobre carro; en segundo lugar, una
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comparativa cuantitativa de latencia, frecuencia de actualizacion y consumo de recursos fren-
te a una implementacion equivalente en microcontrolador sobre la misma planta; y en tercer
lugar, un analisis del consumo energético de ambas plataformas en condiciones de operacion

comparables.
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Capitulo 3 Metodologia

En este capitulo se describira el proceso seguido para el diseno e implementacion del
controlador LQR discreto sobre la placa Basys-3 (Digilent Inc., 2016), asi como la imple-
mentacion equivalente sobre microcontrolador, que posteriormente servira de referencia para
el andlisis comparativo. El desarrollo se estructura en torno a la metodologia habitual en

sistemas de control embebido:

= Definicion del problema y los requisitos que debe cumplir el sistema de control.

= Modelado del sistema fisico: parametros mecénicos, actuador y sensor.

» Diseno del controlador LQR en tiempo continuo y su posterior discretizacién.

» Adaptacién aritmética al hardware de destino.

= Diseno de la arquitectura hardware en FPGA y descripcion de los moédulos VHDL.

= Implementacion alternativa en microcontrolador como referencia comparativa.

Cada seccién documenta las decisiones de diseno tomadas y su justificacion técnica.

3.1. Planteamiento del problema y requisitos del sistema

El péndulo invertido sobre carro (cart-pole system) es un sistema dindmico no lineal,
inestable y de orden 4. Esta inestabilidad lo convierte en un banco de pruebas exigente
para evaluar plataformas de implementacion. El objetivo del presente trabajo no es solamen-
te estabilizar el péndulo, sino hacerlo sobre hardware real y comparar cualitativamente el

rendimiento de una FPGA como plataforma de ejecucién del controlador lineal cuadratico.

3.1.1. Objetivo de control

Se busca que el controlador sea capaz de mantener el péndulo en equilibrio en la posicién
vertical invertida (§ = 0, = 0) con el carro en el centro del carril (z = 0, & = 0), tal y como
se ilustra en la Figura 4, desde unas condiciones iniciales dentro de la regién de linealidad
del modelo (es decir, un dngulo cercano al entorno del punto de equilibrio, el margen elegido

es |#] < 15°), sin que el carro rebase los limites fisicos del carril.
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Figura 4: Posicién objetivo del control: péndulo en equilibrio invertido (6 = 0).

Requisitos funcionales

. El sistema debe ser capaz de estabilizar el péndulo para perturbaciones iniciales de

hasta £15° respecto a la vertical.

. El controlador debe ejecutarse con un periodo de muestreo 7y < 5ms para garantizar

la estabilidad del lazo de control ante la dindmica del sistema.

. La senal de control calculada debe traducirse en comandos de velocidad para el motor

paso a paso antes del siguiente instante de muestreo.

. El sistema debe disponer de una secuencia automatica de puesta en marcha: referencia-

do del carro (homing), posicionamiento central y, a continuacién se buscard implementar
dos formas de funcionamiento: o bien espera de elevacion manual del péndulo hasta la
zona de captura, o bien ejecucién automatica del algoritmo de swing-up para elevar el

péndulo desde la posicion colgante.

Si el péndulo supera £30° durante el control activo, el sistema debe detener el motor
de forma inmediata, dando por fallido el control.

Requisitos de implementacién FPGA

La implementacién debe caber en los recursos disponibles del Artix-7 XC7A35T y ser
compatible con los niveles logicos 3,3V del Pmod JA de la Basys3.
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2. La latencia total del lazo de control (desde la captura del encoder hasta la emisién del
primer pulso STEP con la nueva velocidad) debe ser inferior a Ty, garantizando que el

actuador recibe la nueva consigna dentro del mismo periodo de muestreo.

3. La implementacién debe exponer métricas cuantificables (latencia, recursos consumi-
dos) que permitan una comparacién directa con la implementacién equivalente en otras

plataformas.

3.1.4. Meétricas de evaluacion

La comparativa se realizara a través de las siguientes métricas:

= Latencia del lazo: tiempo desde la llegada del tick de muestreo hasta que la nueva
senal de control esta disponible en la salida del generador de pulsos. En la FPGA se mide
en ciclos de reloj; en el microcontrolador, en microsegundos mediante temporizador de

captura.

» Frecuencia maxima de muestreo alcanzable: inversa de la latencia minima del

lazo completo en cada plataforma.

= Consumo de recursos légicos: numero de LUT, registros, bloques DSP y bloques
BRAM utilizados (solo FPGA), obtenido del informe de implementacién de Vivado.

= Error de cuantizacion: desviacién entre la ganancia real del LQR y la ganancia

representable en el formato adoptado.

= Rendimiento de control: tiempo de estabilizacién del péndulo, desplazamiento maxi-
mo del carro y margen de perturbacion angular tolerable en condiciones de lazo cerrado

real.

3.2. Descripcion del sistema fisico

Se validara el controlador sobre el sistema fisico de péndulo invertido sobre carro cons-
truido en el laboratorio (Rodriguez Criado et al., 2025) cuya estructura mecanica, actuadores

y sensores se describen a continuacion.
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3.2.1. Estructura mecdanica

El carro se desliza sobre un carril lineal con una carrera 1til de 320 mm. La transmision
entre el motor y el carro se realiza mediante una correa GT2 con polea de 40 dientes con
pasos de 2mm , lo que proporciona un avance lineal de 80 mm por vuelta del motor. La masa

del carro, incluyendo el soporte del péndulo, es M = 0,272 kg.

El péndulo es una varilla rigida con un pivote que permite su articulacion al encoder,
dicha articulacién daba una longitud al CG de 8,7cm (medida desde el pivote). Puesto que
la longitud total de la varilla era de 24 cm, se decidié anadir una masa adicional en el extremo
libre del péndulo para desplazar el CG al centro de la varilla a 12 cm. Dicha masa fue calculada

como se indica a continuacién:

My - dy = My - 21 (3.1)
My, + d,
Ma 5] (3.2)

Donde m, es la masa de la varilla, d, es la distancia del centro de masa de la varilla
al pivote (la mitad de la longitud total de la varilla) y 2l es la longitud total de la varilla.
Se obtiene asi finalmente una masa total de 0,027 kg. El momento de inercia del péndulo
respecto al CG se calcula como I, = £m(21)? (varilla uniforme). Dado que se afiadié una
masa adicional en el extremo libre para centrar el CG (Ecuacién 3.2), el péndulo deja de ser
estrictamente una varilla uniforme, por lo que esta expresién se emplea como una aproxi-
macién de ingenierfa. En la Tabla 2 se resumen los parametros fisicos del sistema necesarios

para el modelado matematico.

Tabla 2: Parametros fisicos del sistema (confirmados experimentalmente).

Simbolo  Descripcion Valor Unidades
M Masa del carro 0,272 kg

m Masa del péndulo 0,027 kg

l Longitud al CG 0,12 m

I, Momento de inercia (péndulo) 1,296 x 10~*  kg-m?
g Aceleracion gravitatoria 9,81 m/s?

b Coef. friccién viscosa 0 N-s/m
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3.2.2. Actuador: motor paso a paso NEMA17 con driver DRV8825

El actuador es un motor paso a paso NEMA17 (Creality, 2024) controlado por el driver
DRV8825 de Texas Instruments (Texas Instruments, 2014).

Figura 5: Motor paso a Figura 6: Driver
paso NEMA17. DRV8825.

El motor es de 200 pasos por vuelta y opera en modo de 1/8 micropasos para lograr una
resolucion mas alta, configurado mediante los pines MODEO=1, MODE1=1, MODE2=0 siguiendo
las indicaciones de la datasheet, 1o que proporciona 1600 micropasos por vuelta. Con la polea
de 40 dientes (80 mm/vuelta), la resolucién de posicién del carro es:

80 mm

mec — . = 0705 I 3.3
' 1600 micropasos mm/micropaso (3.3)

El motor se controla a partir de una senal de pulso STEP, que indica al driver que el
motor debe avanzar un micropaso, y una senal de direcciéon DIR, que indica si el avance es
positivo o negativo. La frecuencia de pulso STEP determinaré la velocidad del motor, y para

que el driver pueda leer el paso la senial STEP debe aguantar activa al menos 1,9 us.

3.2.3. Sensor: encoder 6ptico de cuadratura

La posicién angular del péndulo se mide con un encoder éptico incremental de cuadratura
de 600 pulsos por revolucién (p/r) (Industrial Shields, 2024). Consta de dos canales de salida
en cuadratura (canales A y B) desfasados 90° entre si, lo que permite determinar el sentido de
rotaciéon y la velocidad de giro. El decodificador de cuadratura detecta los cuatro flancos de

cada ciclo (dos por fase), por ello el nimero de cuentas por revolucién es de 4 x 600 = 2400,
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lo que proporciona una resolucién de 360°/2400 = 0,15° /cuenta (0,0026 rad). Las salidas

del encoder son de colector abierto y se conectan a la FPGA con resistencias de pull-up a
3,3V.

e

‘ R o
OTARY  ENGODER 'y
Tvp ]

E:Lpp, -a5-24
[ 3806-600BM 4

Wy, R 9733 Q1Y 1 1
i U0 o
8531 C16P0509903

Figura 7: Encoder 6ptico de cuadratura.

3.2.4. Plataforma FPGA: Basys3 (Artix-7)

La FPGA utilizada es la Xilinx Artix-7 XC7A35T-1CPG236C, montada en la placa de
desarrollo Basys3 de Digilent (Digilent Inc., 2016).

Figura 8: Placa de desarrollo Basys3.

Sus caracteristicas principales relevantes para este proyecto son:

Tabla 3: Recursos disponibles en la Artix-7 XC7A35T (Digilent Inc., 2016).

Recurso Disponible Tipo

Slice LUT 20800 Légica / ROM
Flip-flop 41600 Registro

BRAM (36 Kb) 50 Memoria
DSP48E1 90 Multiplicador-acumulador
Oscilador en placa hasta 450 MHz Reloj
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Todos los médulos de 1/O hacia los periféricos externos (motor, encoder, final de carre-
ra) se enrutan a través del conector Pmod JA. El reloj del sistema es de 100 MHz, lo que

proporciona una resolucién temporal de 10ns por ciclo.

3.2.5. Interfaz eléctrica y conexionado Pmod

La Tabla 4 recoge la asignacién completa de pines de la Basys3. El conexionado fisico entre
los periféricos y la FPGA se muestra en la Figura 9, y una fotografia del sistema completo

montado se incluye en la Figura 11.

Tabla 4: Asignacién de pines de la Basys3 (XC7A35T-1CPG236C).

Senal Pin FPGA Conector I/O  Descripcién

rst U18 btnC I Reset sincrono
enc_A J1 Pmod JA1 1 Canal A encoder
enc B L2 Pmod JA2 1 Canal B encoder
limit_fdc_i G3 Pmod JA10 1 Final de carrera
step_out G2 Pmod JA4 O STEP DRV8825
dir_out H1 Pmod JA7 O DIR DRV8&825
motor_en H2 Pmod JA9 O ENBL DRV&8825
tick_1ms Ul6 LDO O Tick de muestreo
lgr_enable dbg P1 LD14 O  LQR activo
state_dbg[0] P3 LD10 O  Bit 0 FSM
state_dbg[1] U3 LD11 O  Bit 1 FSM
state_dbg[2] W3 LD12 O  Bit 2 FSM
still led o E19 LD1 O Péndulo quieto

Los aspectos més relevantes del conexionado son los siguientes:

= Todos los periféricos comparten una referencia de masa comin (FPGA, driver DRV8825,
fuente del motor y encoder), imprescindible para la correcta interpretacion de los niveles

logicos.

= El driver DRV8825 se alimenta con 12V, desde una fuente externa, mientras que la

Basys3 se alimenta por USB a 5 V.

= Los pines MODEO, MODE1 y MODE2 del driver se configuran conectdandolos a masa o a 3,3V

segtin el modo de micropasos deseado. Como se ha mencionado previamente, en este
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trabajo se usa la configuraciéon MODEO=1, MODE1=1, MODE2=0, correspondiente a 1/8 de

micropaso.

= Se coloca un condensador electrolitico de desacoplo entre los terminales de alimentacion
del motor (VMOT y GND) del driver DRV8825 de capacidad 100 uF y tensién nominal
20V, para absorber los picos de corriente generados por la conmutacion del motor y

proteger el driver frente a sobretensiones transitorias.

» El final de carrera es un interruptor normalmente cerrado (NC) situado en el extre-
mo izquierdo del carril, alimentado directamente desde la FPGA con pull-up interno

activado en el pin correspondiente.

= El encoder éptico soporta tensiones de alimentacion de hasta 24V, pero se alimenta a
5V desde la fuente de alimentacion externa. Sus salidas son de colector abierto, por lo

que se activan los pull-up internos de la FPGA en los pines JA1 y JA2.

VABZG
Lyl lyloly

*Tensién de 3,3 V suministrada por la alimentacion de la FPGA

Figura 9: Diagrama de conexionado del sistema.
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Figura 11: Circuito del sistema completamente montado en el laboratorio.

3.3. Diseno del controlador LQR

3.3.1. Fundamentos tedricos del regulador LQR

Las técnicas de control éptimo constituyen una rama del control automatico cuyo objetivo
es encontrar la ley de control que minimiza una funcién de coste definida sobre el comporta-
miento del sistema. A diferencia de los métodos clésicos, que disenian el controlador a partir
de especificaciones en frecuencia o en el lugar de las raices, el control 6ptimo parte de un
criterio de optimizacién explicito que permite incorporar de forma sistemaética los requisitos

de rendimiento y las limitaciones del actuador (Franklin et al., 2014).

Entre las técnicas mas destacadas se encuentran el control por modelo predictivo (MPC),
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que optimiza la accion de control sobre un horizonte temporal finito teniendo en cuenta
restricciones explicitas sobre estados y entradas, y el control éptimo estocastico, que extiende
el problema al caso en que el sistema esta sometido a perturbaciones aleatorias (Kouvaritakis
& Cannon, 2016). En concreto, el controlador lineal cuadratico (LQR) se ha establecido como
una de las técnicas mas recurrentes en aplicaciones de ingenieria gracias a su capacidad de
proporcionar soluciones que logran un compromiso entre la rapidez de respuesta del sistema y
el esfuerzo de control requerido, con garantias formales de estabilidad en lazo cerrado (Lewis
et al., 2012).

El desarrollo tedrico que se presenta a continuacion sigue la formulacion presentada en
Ogata (2010). El regulador LQR se formula partiendo de un sistema lineal en espacio de
estados de la forma x = Ax + Bu, donde x € R” es el vector de estado y u € R™ es la senal
de control. El objetivo es encontrar la ley de control u = —Kx que minimice la funcién de

coste cuadratica:

J = /OO (x"Qx + u"Ru) dt (3.4)
0

donde ) € R™™ es una matriz semidefinida positiva que penaliza las desviaciones del estado,

y R € R™™ es una matriz definida positiva que penaliza el esfuerzo de control.

Una matriz @) es semidefinida positiva (@) = 0) si para todo vector x # 0 se cumple
x'Qx > 0; esto permite asignar peso nulo a estados cuya desviacién no se desea penalizar
directamente. En contraste, R debe ser definida positiva (R = 0, es decir, x? Rx > 0 para
todo x # 0) para garantizar que el problema de optimizacién tenga solucién tnica y que el

esfuerzo de control esté siempre acotado.

La eleccion de estas matrices determina el compromiso entre rapidez de respuesta y coste

energético del actuador.

La solucién 6ptima se obtiene resolviendo la ecuacién algebraica de Riccati (ARE):

AP+ PA—PBR'B"P+Q =0 (3.5)

donde P es la solucién matricial simétrica definida positiva. A partir de ella, la ganancia
6ptima es K = R~!BTP, lo que da lugar a un controlador de realimentacién de estado que

garantiza estabilidad asintoética del sistema en lazo cerrado.

Para que el regulador LQR tenga solucién, es condiciéon necesaria que el sistema sea
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controlable, es decir, que sea posible llevar el estado x desde cualquier condicion inicial
hasta el origen en tiempo finito mediante una entrada u adecuada. Formalmente, esto se
verifica comprobando que la matriz de controlabilidad C = [B AB A’B ... A"1pB

tiene rango completo. En la practica, para el disefio LQR es suficiente con la condicién mas
débil de estabilizabilidad (todos los modos inestables del sistema son controlables) junto
con la detectabilidad del par (A, Q'/?) (todos los modos inestables son observables), lo que
garantiza que la soluciéon P de la ecuacién de Riccati sea definida positiva. Cuando el sistema

es completamente controlable y observable, ambas condiciones se satisfacen automéaticamente.

Para su implementacion en sistemas digitales, el controlador debe formularse en tiempo
discreto; la formulacién seguida en esta seccién se basa en Ogata (1995). El proceso de
discretizacion parte del sistema continuo x = Ax + Bu y asume que la senal de control se
mantiene constante entre instantes de muestreo, lo que se conoce como retencién de orden

cero (ZOH, Zero-Order Hold). Bajo esta hipétesis, las matrices discretas equivalentes son:

Ts
Ay = etTx, By = / e Bdr (3.6)
0

donde T es el periodo de muestreo. La eleccién de T es critica: un valor demasiado grande
introduce error de discretizacion y puede desestabilizar el sistema, mientras que un valor
demasiado pequeno aumenta la carga computacional del hardware. Como regla general, T
debe ser entre 10 y 20 veces menor que la constante de tiempo dominante del sistema en lazo
cerrado.

El problema de optimizacién discreto minimiza la funcién de coste:

oo

J =) (xpQxy+ujRuy) (3.7)
k=0

cuya solucién requiere resolver la ecuacién discreta de Riccati (DARE), implementada

en MATLAB mediante la funciéon dlqr(). La ganancia discreta K, resultante se aplica en

cada instante de muestreo k como u, = —Kyx;, lo que hace este enfoque directamente

implementable en hardware digital.
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3.3.2. Modelo del péndulo invertido sobre carro

El sistema del péndulo invertido sobre un carro (cart-pole) consiste en un carro de masa
M que se desplaza horizontalmente sobre un rail. Sobre el carro se articula un péndulo de
masa m y longitud hasta el centro de gravedad [. La tnica entrada de control es la fuerza
horizontal u aplicada al carro. Cabe destacar que en el sistema real el actuador es un motor
paso a paso, cuya magnitud regulable no es una fuerza sino la velocidad (frecuencia de pasos).

La forma en que se resuelve esta discrepancia se detalla en la Seccion 3.7.5.

La formulaciéon matematica que se desarrolla a continuacién sigue el modelo presentado
en University of Michigan (2024).

Figura 12: Esquema del sistema péndulo invertido sobre carro (University of Michigan, 2024).

El vector de estado del sistema es:

X:[a: i 0 ér (3.8)

donde z es la posicién del carro, & su velocidad, € el angulo del péndulo respecto a la
vertical y 0 su velocidad angular. El punto de equilibrio inestable que se desea estabilizar es

x* = 0, correspondiente al péndulo en posicién vertical con el carro en el origen.
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Los diagramas de cuerpo libre de ambos elementos se muestran en la Figura 13, donde
N y V son las reacciones horizontal y vertical que ejerce el péndulo sobre el carro, y b es el

coeficiente de rozamiento viscoso del rail.

Figura 13: Fuerzas actuando sobre el carro y el péndulo (University of Michigan, 2024).

Aplicando la segunda ley de Newton al carro en la direccién horizontal:

Mi+bi=u—N (3.9)

La posicion del centro de masa del péndulo en coordenadas absolutas es x.,, = x +[sin6,
Yem = L cos . Diferenciando dos veces:

Fom = & + 10 cos — 10 sin 0 (3.10)

fom = —10sin 6 — 16° cos 0 (3.11)

Aplicando la segunda ley de Newton al péndulo en la direccién horizontal se obtiene la
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expresion de N:

N = mi + mlf cos § — mlf*sin (3.12)

Sustituyendo (3.12) en (3.9) se obtiene la primera ecuacién del movimiento:

(M +m)i + bi +mlf cos § — mlh?sinf = u (3.13)

Para la segunda ecuacion se suman momentos respecto al pivote, considerando el momento

1

de inercia del péndulo respecto al CG, I, = 12m(2l)2, trasladado al pivote mediante el teorema

de Steiner:

(I, + ml*)8 — mglsin @ = —mli cos 6 (3.14)

Las ecuaciones (3.13) y (3.14) son no lineales debido a los términos trigonométricos y al
producto 62. Para aplicar el disefio LQR se linealizan en torno al equilibrio § = 0, 8 = 0,

empleando las aproximaciones de angulo pequeno:

sinf~f, cosfx1,  6*~0 (3.15)

con lo que las ecuaciones del movimiento se simplifican a:

(M +m)i + bi +milf = u (3.16)
(I, + mI*)6 — mglh = —mli (3.17)
Definiendo el denominador A = I,(M +m)+ Mml? y resolviendo el sistema (3.16)—(3.17)

para & y 0:

I N(nr _ Pp 2 12
5= (I, + ml*)(u Ab:)s)+m gl o (3.18)

ml(u — bx) + mgl(M +m) 6
A

6= (3.19)

AT
Introduciendo el vector de estado x = [w T 0 9} , las expresiones (3.18) y (3.19)
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permiten escribir directamente el sistema en espacio de estados x = Ax + Bu:

[0 1 0 0] 0]

0 — (I, + mi*)b m2gl? I, +ml?

A= A A B= A (3.20)

0 0 0 1 0

0 ~milb mgl(M +m) 0 ml

i A A i VAN

En el modelo empleado en este trabajo se considera b = 0 como aproximacién inicial.

Bajo esta simplificacién, las matrices quedan:

0 1 0 0 0
m2gl? I, +ml?
0 0
A= A .,  B= A (3.21)
0 0 0 1 0
mgl(M +m) ml
_0 0 A O_ L A

Este modelo linealizado es valido tinicamente en un entorno del punto de equilibrio, por
lo que el controlador LQR disenado a partir de él garantiza estabilidad local. En la préctica,
esto implica que el sistema debe partir de condiciones iniciales suficientemente proximas a la
vertical para que el controlador pueda actuar eficazmente antes de que la linealizacion deje

de ser una aproximacion valida.

Tras sustituir los pardametros fisicos de la Tabla 2, los valores numéricos de las matrices
A y B son:

01 0 0 0
0 0 07127 0 3,5874

. ) . B=|" (3.22)
00 0 1 0
0 0 65,7666 0 22,4215

Los valores propios de A son {0, 0, +8,1097, —8,1097}: los dos en el origen corresponden
a los modos de traslacién del carro (integradores puros), y el valor propio positivo confirma la
inestabilidad intrinseca del sistema, justificando la necesidad de control activo. La verificacion
de controlabilidad mediante rank (ctrb(A,B)) devuelve rango 4, condicién necesaria para la

existencia de solucién del problema LQR.

33



UNIVERSIDAD PONTIFICIA COMILLAS
Escuela Técnica Superior de Ingenieria (ICAI)

COMILLAS Grado en Ingenieria en
—r— Tecnologias Industriales Metodologia

3.3.3. Elecciéon de las matrices de peso Q y R

El regulador LQR minimiza la funcién de coste cuadratica J = fOOO(XTQX + u Ru) dt.
Las matrices () y R constituyen los grados de libertad de diseno: () penaliza las desviaciones

del estado y R penaliza el esfuerzo de control.

La eleccion de los pesos parte del método de Bryson como punto de partida, fijando los
valores iniciales inversamente proporcionales al cuadrado del maximo desvio admisible en
cada variable de estado (Bryson & Ho, 1975):

1 1
Qi = —5—, R=— (3.23)

7,MmAax Umsx

No obstante, este criterio habitualmente es tan solo el punto de partida de un proceso
de iteraciones de prueba y error orientado a obtener las propiedades deseadas en el sistema
en lazo cerrado (Hespanha, 2005). Siguiendo este enfoque, a partir de los valores fisicos (ca-
rrera maxima +160 mm, velocidad méaxima estimada 40,5 m/s, &ngulo méximo de actuacién
+15° ~ +0,26 rad, velocidad angular méxima £2rad/s) se realizé un barrido paramétrico de

las diagonales de (), adoptando la siguiente configuracion final:

Q = diag(10, 10, 100, 1), R=1 (3.24)

El hecho de que el peso mas alto corresponda al d&ngulo del péndulo (@33 = 100), refleja que
la prioridad del controlador es mantener la verticalidad del péndulo. Un peso mas moderado
es empleado para penalizar la posicién y velocidad del carro (Q1; = 10). El valor R = 1 hace
que la senal de control no sea demasiado agresiva intentando evitar asi que el controlador

exija velocidades de carro superiores a las mecédnicamente posibles.

Los resultados del barrido confirman que la configuracién (3.24) ofrece compromiso ra-
zonable entre rapidez de respuesta (ts < 1,5s al 2 %), desplazamiento méximo del carro
(|| max < 120mm) y velocidad méxima del carro (#max =~ 0,48 m/s), dentro de los limites fisi-
cos del sistema y de las capacidades dindmicas del motor paso a paso NEMA17. Las gréficas

del barrido paramétrico se presentan en el Capitulo 4.
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3.3.4. Ganancias del LQR continuo

La ganancia éptima K se calcula resolviendo la ecuacién algebraica de Riccati (3.5) me-
diante la funcién 1qr(A,B,Q,R) de MATLAB. La ganancia resultante es:

K =|-3,1623 —4,6283 20,6479 2,4877] (3.25)

3.3.5. Verificacion de estabilidad en tiempo continuo

La estabilidad del sistema en lazo cerrado se verifica comprobando que todos los valores
propios de A — BK, tienen parte real estrictamente negativa, condicién necesaria y suficiente

para la estabilidad asintética de un sistema lineal continuo (Ogata, 2010):

Re(M(A— BK,) <0 Vi=1,....4 (3.26)

Los valores propios obtenidos en MATLAB mediante eig(A - BxKc) son:

A1 = —25,6272 Ay =—99283 A3 =—-2,5448 M\, = —1,0743 (3.27)

Todos presentan parte real negativa, confirmando la estabilidad asintotica del sistema en

lazo cerrado.

3.3.6. Simulacion en tiempo continuo

Se valida el diseno del controlador mediante simulacién en MATLAB/Simulink antes de
pasar a la discretizacion del mismo. Para ello, se integra numéricamente el sistema en lazo
cerrado x = (A — BK)x con condiciones iniciales xq = [0,0,0,1745,0]” (péndulo desplazado

10° de la vertical) y se observa la evolucién temporal de los estados.

Los resultados de la simulacién se exploraran mas en detalle en el Capitulo 4, pero de
manera preliminar se observa que el sistema converge al equilibrio en menos de 3s, con
desplazamiento maximo del carro inferior a 120 mm y velocidad méaxima del carro inferior a

0,5m/s, cumpliendo asi los objetivos de diseno.
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3.4. Discretizacion del controlador

3.4.1. Método de retencién de orden cero (ZOH)

Para implementar el controlador LQR en un sistema digital de tiempo discreto se discre-
tiza el sistema continuo mediante el método de retencién de orden cero (ZOH, Zero-Order
Hold). Este método asume que la senal de control permanece constante entre instantes de
muestreo, que es precisamente la hipétesis de los sistemas de control digital implementados

con conversores DAC con retencion.

Las matrices discretas equivalentes son:

Ts
Ag=e'T By = / e Bdr (3.28)
0

donde T es el periodo de muestreo. La exponencial de matriz se calcula numéricamente
en MATLAB mediante c2d(sys, Ts, ’zoh’) (Franklin et al., 2014).

3.4.2. Elecciéon del periodo de muestreo

La constante de tiempo dominante del sistema en lazo cerrado continuo, obtenida a partir
de los valores propios de A — BK,, es Tgom = 0,931s. Aplicando el criterio habitual de
diseno Ty < Tqom/10, se obtiene un limite superior de Ty < 93ms. El periodo de muestreo
adoptado T, = 1ms es aproximadamente 93 veces inferior a dicho limite, garantizando que
la discretizacion no introduce error dinamico apreciable.

Se adopta Ty = 1 ms por los siguientes motivos:

= Proporciona margen de seguridad amplio respecto al criterio anterior.

= En la FPGA, el tick de 1 ms se genera mediante un contador de 100000 ciclos sobre el

reloj de 100 MHz, sin coste de recursos apreciable.

» La latencia total del lazo de control VHDL es de unas pocas decenas de ciclos (véase

Seccién 3.6), lo que deja 99 950+ ciclos disponibles dentro del periodo para otras tareas.

Para T, = 1 ms las matrices discretas resultan:
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1 0,001 0 0 0
0 1 00007 O 0,0036
A= , B= (3.29)
0 0 1 0,001 0
0 0 0,0658 0 0,0224

3.4.3. Ganancias del LQR discreto

Una vez discretizado el sistema, la ganancia 6ptima K,y se calcula mediante la fun-
cién dlqr(A.d,B.d,Q,R) de MATLAB, que minimiza la funciéon de coste discreta J =

> e o (X1 Qxy + uf Ruy) y resuelve la ecuacion discreta de Riccati (DARE).

La ganancia discreta resultante es:

Ky = [~3,1009, —4,5400, 20,3267, 2,4497] (3.30)

cada componente del vector pondera la contribucion de cada estado a la senal de control
en el instante de muestreo k. Por tanto la ley de control discreta aplicada en cada instante

de muestreo es:
U = —Kd Xk (331)

3.4.4. Verificacion de estabilidad discreta

Para verificar la estabilidad del sistema discreto en lazo cerrado, se calculan los autovalores
de la matriz Ay — ByK,4. La condicion de estabilidad requiere que todos los autovalores estén

dentro del circulo unitario en el plano complejo, es decir, que su médulo sea menor que 1:

|)\Z(Ad — Bde)| <1 Vi= 1,... ,4 (332)

Los valores propios obtenidos en MATLAB mediante eig(A_.d - B.d K.d) cumplen esta

condicion:

IA1| = 0,9747,  |As| = 0,9901, |As| = 0,9975, |Ay| = 0,9989 (3.33)
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Como se aprecia, todos los autovalores tienen médulo menor que 1, confirmando que el

sistema discreto en lazo cerrado es estable.

3.4.5. Simulacién en tiempo discreto

Se valida el controlador discreto simulando el sistema paso a paso con Ty, = 1 ms, aplicando
la ley de control (3.31) en cada instante de muestreo. El modelo utilizado es el sistema lineal
discreto en lazo cerrado xi1 = (Ag — BqKy) Xy, integrado para condicién inicial 6y = 10°

con el carro en reposo en el origen.

Los resultados muestran convergencia en todos los casos, con un comportamiento muy
similar al de la simulacién en tiempo continuo, lo que confirma que el periodo de muestreo
elegido (T = 1 ms) no introduce error de discretizacién apreciable. Las graficas comparativas

entre la simulacion continua y discreta se presentan en el Capitulo 4.

3.5. Aritmética en punto fijo

La primera decisiéon previa a la implementacién hardware es la eleccién del formato
aritmético. Las dos opciones principales son la aritmética en punto flotante (esténdar IEEE
754) y la aritmética en punto fijo. Aunque el punto flotante ofrece mayor rango dindmico y
facilidad de uso, su implementacion en FPGA presenta inconvenientes significativos: la emu-
laciéon de una unidad de punto flotante en légica LUT consume entre 200 y 1000 LUTSs por
operacién, y su latencia es considerablemente mayor que la de un multiplicador entero. Si
bien la Artix-7 XC7A35T dispone de bloques DSP48E1 capaces de realizar multiplicaciones
enteras de 1825 bits con latencia de un ciclo de reloj (Xilinx Inc., 2018), no incluye unidades
de punto flotante en hardware (AMD Xilinx, 2021).

En contraste, la aritmética en punto fijo opera directamente sobre enteros, aprovechando
al méximo los bloques DSP48E1 y manteniendo una latencia predecible y minima. El coste
es una reduccion del rango dindmico y la necesidad de un andlisis previo para garantizar
que las senales no desbordan el formato elegido (Bishop, 2008). Dado que las variables del
sistema (posicion, velocidad, dangulo) operan en rangos acotados y conocidos de antemano,
este andlisis es perfectamente tratable, lo que hace del punto fijo la elecciéon natural para este

proyecto.
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3.5.1. Representacion en punto fijo: formato Qm.n

En la notacién Qm.n, siguiendo la formulacién de Yates (2009), m representa el niimero
de bits enteros (incluyendo el bit de signo en representacién con signo) y n el nimero de bits
fraccionarios, sobre un total de m + n bits. La relacién entre el valor entero almacenado vjy,

y el valor real representado vye, €s:

Vint
2n

(3.34)

Ureal =

El rango representable es [—2™~1 2m~1 — 27" y ]a resolucién (valor de 1 LSB) es 27"

Suma y resta. Dos nimeros en el mismo formato ()m.n se suman directamente como
enteros; el resultado es también (m.n. Si los operandos tienen formatos distintos, es necesario
alinear previamente el punto binario mediante desplazamiento aritmético. El principal riesgo
es el desbordamiento (overflow): si la suma supera el rango representable, el resultado se
corrompe. La solucién habitual es ampliar el nimero de bits del acumulador antes de sumar

y aplicar saturacion al resultado final.

Multiplicacién. El producto de un ntimero ¢)mq.n; por un nimero ()ms.ny produce un
resultado Q(m; +ms).(ny +ny) con el doble de bits. Para restituir el formato original @m.n
es necesario desplazar el resultado n posiciones a la derecha (dividir entre 2") y truncar o

redondear al niumero de bits deseado:

aint X bintJ (3 35)

((L X b)an = \‘ on
En VHDL esto se implementa extrayendo la ventana de bits correcta del resultado com-

pleto, sin necesidad de una division explicita.

Desbordamiento y saturacién. El desbordamiento ocurre cuando el resultado de una
operacién supera el rango del formato. En aritmética en complemento a dos sin saturacion,
el desbordamiento produce un cambio de signo incorrecto (el resultado da la vuelta). Para
evitarlo se implementa saturacién: si el resultado supera el maximo representable se fija al
maximo, y si es inferior al minimo se fija al minimo. En VHDL esto requiere calcular el

resultado en un formato extendido y comparar antes de truncar.
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3.5.2. Formatos elegidos y analisis de rango de variables

El analisis de rango de las variables del sistema determinard el formato (m.n minimo
necesario para representar las variables sin desbordamiento. Se consideran los valores maxi-
mos esperados de cada variable durante la operacion normal del controlador, siendo estos

obtenidos de la simulacién en MATLAB en tiempo discreto.

Formato principal: Q8.8. Se adopta el formato Q8.8 con signo en palabras de 16 bits

como formato estandar del sistema, con las caracteristicas recogidas en la Tabla 5:

Tabla 5: Caracteristicas del formato Q8.8 signed de 16 bits.

Propiedad Valor

Bits totales 16

Bits enteros (con signo) 8

Bits fraccionarios 8

Resolucién (1 LSB) 1/256 = 3,906 x 1073
Rango [—128,000, +127,996]

La adecuacion de este formato a cada variable de estado se verifica en la Tabla 6:

Tabla 6: Rango fisico de los estados para verificar su representabilidad en formato Q8.8.

Estado Variable Rango fisico
1 Posicion carro 40,16 m

To Velocidad carro  £0,5m/s

T3 Angulo péndulo +0,26 rad
i Vel. angular +2rad/s

Como se observa en la Tabla 6, todos los estados son representables en formato Q8.8

dentro de su rango fisico esperado.

3.5.3. Error de cuantizaciéon de las ganancias y constantes

La conversién de las ganancias Ky al formato Q8.8 introduce un error de cuantizacion:

. . round(k; x 256)
cuant — g 256

(3.36)
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Tabla 7: Errores de cuantizacion de las ganancias LQR en formato )8.8.

Ganancia  k; real  Entero Q8.8 k; Q8.8  Error relativo

oy —3,1009 —794 —3,1016 0,02%
o —4,5400 ~1162 —4,5391 0,02%
ks +20,3267 45204  +20,3281 0,007 %
ke 12,4497 +627 42,4492 0,02 %

Los errores de cuantizacién son inferiores al 0,03 % en todos los casos, lo que es desprecia-
ble frente a las incertidumbres del modelo fisico (estimacién de masas, friccién, posicion del
CQG). Se concluye que el formato Q8.8 de 16 bits es adecuado para representar las ganancias
LQR del sistema.

Ademas del vector K, el disenno emplea otras dos constantes en formato Q8.8 para las
conversiones de unidades del diferenciador y del estimador de posicién del carro, cuyos errores

de cuantizacion se muestran en la Tabla &:

Tabla 8: Otras constantes en formato Q8.8 y su error de cuantizacién.

Constante Valor real Entero Q8.8 Valor representado Error relativo
Kygr, = 2m/2400 x 1000 2,617994 670 2,617188 —0,03%
K., = 3277/256 (Q8.8 /pasos) ~ 12,8 12,8 3277 12,80078 +0,006 %

Los errores de estas constantes son también despreciables, concluyendo que el formato es

adecuado para su representacion.

3.5.4. Analisis de los productos intermedios

Una vez fijadas las ganancias en formato Q8.8, se verifica que los productos intermedios
k; - x; y su suma no desbordan el rango representable. Para cada producto, el valor méximo
esperado se obtiene combinando la ganancia cuantizada con el valor maximo del estado

correspondiente (Tabla 6):
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Tabla 9: Rango méximo de los productos intermedios LQR para verificar su representabilidad
en formato Q8.8.

Producto k; Q8.8 Timax  |Ki* Timax|

kyz ~3,1016 0,16m 0,496
koo —4,5391  05m/s 2,270
ks 20,3281 0,26rad 5,285
kay 42,4492  2rad/s 4,398

— — <13

Todos los productos intermedios y la suma tienen magnitud muy inferior al limite del
formato, lo que confirma que no se produce desbordamiento en ninguna operacion del con-
trolador durante la operacién normal. La saturacién implementada en el sumador_saturador
actua unicamente como salvaguarda ante perturbaciones excepcionales, no en régimen normal

de funcionamiento.

Formato Q0.16 para constantes sub-unitarias. Las constantes de conversién del enco-
der a variables de estado tienen magnitud inferior a 1/256, lo que haria que su representacién

en (8.8 redondeara a cero. Las caracteristicas del formato se recogen en la Tabla 10:

Tabla 10: Caracteristicas del formato Q0.16 de 16 bits y error relativo tras la conversion.

Propiedad Valor

Bits totales 16

Bits enteros (con signo) 0

Bits fraccionarios 16

Resolucion (1 LSB) 1/65536 =~ 1,526 x 107
Rango [—1,000, +0,99998]

Las constantes que usan este formato son Kang (para convertir el nimero de cuentas a
unidades angulares), K; = T,/M (para convertir la fuerza de control a aceleracién del carro)
y K, = 256/20000 (para convertir el conteo de pasos del motor a posicién del carro en Q8.8).

En la Tabla 11 se pueden observar los errores de cuantizacién por la conversion:
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Tabla 11: Constantes sub-unitarias en formato (Q0.16 y su error de cuantizacién.

Constante Valor real Entero Q0.16 Valor representado Error relativo
Kang = 27/2400 rad/cuenta 0,002618 172 0,002625 +0,25%
K; =0,001/0,272 s/kg 0,003676 241 0,003677 +0,02 %
K., =256/20000 (Q8.8/pasos) 0,012800 839 0,012802 +0,017%

3.6. Arquitectura hardware en FPGA

3.6.1. Visién general del sistema

El sistema implementado en la FPGA sigue una arquitectura modular jerarquica en la que
cada funcién del controlador esta encapsulada en un médulo VHDL independiente. Esta or-
ganizaciéon que facilita el ajuste de parametros y la reutilizacién de los modulos en iteraciones

futuras.

La jerarquia de médulos se indica en la Figura 14 y se describe a continuacion:

clk
_—

timer_1ms LCk

period STEP XI[15...0]

motor_command diregtion step_generator

enable

car_estimator

DIR X2[15...0]

x2_cmd[15...0]

u[15...0] . .
Iqr_controller simple_integrator

enc_a X3[15...0] X3[15...0]
counterf11...0]

enc_b encoder_decoder differentiator 4[5.0] XA[15..0]

x2__cmd[l5...0]

Figura 14: Diagrama de bloques del sistema completo (1qr_system_top).

» 1gr_system_top — Moddulo de nivel superior en el que se instancian todos los compo-
nentes del sistema. Realiza las conexiones entre senales internas y mapea los puertos a

los pines fisicos del dispositivo.

e timer_1ms — Generador del tick de cada periodo de muestreo. Divide el reloj de

100 MHz para producir un pulso de 1 ciclo de ancho cada 1ms (7).
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e encoder_decoder — Decodificador de cuadratura. Convierte las senales A y B del

encoder 6ptico en un contador con signo de 12 bits.

e differentiator — Calcula el dngulo y la velocidad angular del péndulo (senales

x2 y x3) mediante diferencia finita de la senal del encoder.

e 1gr controller — Implementa la ley de control LQR en cada ciclo de muestreo,
calculando la senal de mando u a partir del vector de estados x = [z1, x9, x3, x4]T
y las ganancias K,;. Haciendo uso de los siguientes bloques, tal y como se indica

en la Figura 15 :

1gr_controller

X1[15..0] Q8.8

pI[15..0] Q8.8

KI[15..0] Q8.8 | ™ult-q8-8
01988 |

x2[15..0] Q8.8

p2[15..0] Q8.8

1[5..0] Q8.8 | mult-a8-8
0] Q838 |

u[15..0] Q8.8

sumador_sat

X3[15..0] Q8.8

p3[15..0] Q8.8

k3[15...0] Q8.8 mult_q8_8
D

x4[15..0] Q8.8

P4[15..0] Q8.8

k4[15..0] Q8.8 | Mult_q8_8
-0 88 |

Figura 15: Diagrama de bloques del controlador LQR (1gr_controller).

o mult_q8.8 — Moddulo de multiplicacion en punto fijo Q8.8. Calcula los pro-

ductos k; - x; para cada estado.

o sumador_sat — Suma los cuatro productos y aplica saturacién para evitar

desbordamiento.

e simple_integrator — Moddulo de integracion discreta para estimar la velocidad

del carro a partir de la senal de control u en cada ciclo de muestreo.

e motor_command — Encargado de convertir la senal de velocidad del carro en un
periodo de pulso para el generador de pasos del motor. Implementa ademas la
maquina de estados para la rampa de aceleracion y desaceleracion del motor paso
a paso, asegurando que la velocidad de giro no supere los limites mecanicos del

sistema.
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e step_generator — Genera los pulsos STEP y DIR para el motor paso a paso,

basandose en el periodo calculado por motor_command.

e cart_estimator — A partir de los pulsos STEP y DIR, estima la posicion y la
velocidad del carro con las que se calcula la ley de control en cada periodo de

muestreo.

3.6.2. Maquina de estados del sistema

La secuencia de operacion del sistema se gestiona mediante una maquina de estados finitos

(FSM) de Moore con cinco estados:

limit_fdc_i ="0' step_counter = 3000

N

enc_count | >200
timer 8s && still_i="1'

limit_fdc_i="0" || step_counter > limit

S_WAIT_CRITICAL

enc_count | <100

Figura 16: Maquina de estados del sistema (1qr_system_fsm).

Esta maquina de estados se describe en el bloque 1qr_system_fsm y controla la transicién
entre los estados descritos en funcién de las senales de entrada (finales de carrera, lectura del
encoder) y las condiciones de seguridad (desviacién angular del péndulo, limite de recorrido
util).
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S_HOMING: El motor avanza a frecuencia fija (5kHz, Thoming = g-clk_hz/g_-homing_freq_hz
ciclos de reloj) hacia el final de carrera izquierdo. Cuando la senal 1imit_fdc_i se activa

(nivel 16gico ’0°’, activo bajo), se transita a S_BACKING.

S_BACKING: El motor retrocede N = 3000 micropasos para posicionar el carro en el centro
del carril. La distancia equivalente es 3000 x 0,05 mm = 150 mm, aproximadamente la
mitad de la carrera util. Los pasos se cuentan mediante realimentacién de step_tick i.
Al llegar, se transita a S_WAIT_SETTLE.

S_WAIT_SETTLE: Estado de dos subfases. En la primera, el motor permanece parado duran-
te un tiempo genérico configurable (g_settle_time_s) para que el operador coloque el
péndulo. Agotado ese tiempo, la FSM espera a una segunda condicién: que el encoder
lleve 1s sin cambios (still_i=’1’, senal del stillness detector). Al cumplirse am-
bas subfases, se captura el valor del encoder como referencia count_offset _reg y se
transita a S_WAIT_CRITICAL.

S_WAIT CRITICAL: Motor inactivo y LQR deshabilitado. El operador eleva manualmente el
péndulo hacia la vertical. La FSM monitoriza continuamente count_rel = enc_count_i
— count_offset_reg +1200; cuando |count_rel| < 100 (=~ £15°), se activa el LQR y
se transita a S_LQR_ACTIVE.

S_LQR-ACTIVE: La senal 1qr_enable_o=’1’ habilita el tick gateado hacia el controlador. El
movimiento del motor es responsabilidad de la cadena 1qr_controller — motor_command —

step_generator. Existen tres salidas de este estado:

» Si el péndulo supera 200 cuentas (= +30°), el controlador ha perdido la capaci-
dad de recuperacién y se transita a S_WAIT_CRITICAL para reiniciar el proceso de

estabilizacion.
= Si el carro activa el final de carrera izquierdo, se transita a S_HOMING.

= Si el carro alcanza el limite de pasos del lado derecho (donde no existe final de ca-
rrera fisico), el conteo interno de pasos (step_cnt_1lqr = 2xg_center_of fset_steps)

detecta el limite y se transita igualmente a S_HOMING.

Ante cualquiera de los tres fallos, el sistema reintenta automaticamente sin limite de

reintentos, sin necesidad de intervencion externa.
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3.7. Implementacion en VHDL

Esta seccion describe en detalle cada modulo VHDL del sistema, sus interfaces y las deci-
siones de implementacion relevantes. Todos los codigos fuente se encuentran en el repositorio
de GitHub del proyecto (https://github.com/alopezgarciarom/lqr-inverted-pendulum-fpga),

y los mas relevantes se incluyen en el Anexo D.

3.7.1. Mobdulo timer_ims

El generador de tick implementa un contador ascendente desde 0 hasta LIMITE =
(forx/10%) x Ty s — 1 = 99999. En el ciclo en que el contador alcanza su valor méximo
se emite un pulso de 1 ciclo de ancho (tick=’1’, equivalente a 10 ns) y el contador se resetea
a cero. Los parametros CLK_FREQ y Ts_US son genéricos, lo que permite reutilizar el modulo

con distintos relojes o periodos de muestreo sin modificar el cédigo.

3.7.2. Modbdulo encoder_decoder

Decodificador de cuadratura para el encoder rotativo. Registra las senales A y B del
encoder en dos etapas consecutivas de flip-flop para sincronizacion con el dominio de reloj
de la FPGA y eliminacién de metaestabilidad. La decodificacion se realiza comparando el
estado actual (A,, B,) con el estado anterior (A4, 1, B,_1) para determinar la direccién de
giro, incrementando o decrementando un contador de BITS=12 bits con signo (rango £2047,
equivalente a £307°), este limite no es problematico ya que se espera que el péndulo opere

en un rango de £1 vuelta. El cédigo fuente completo se incluye en el Anexo D.

3.7.3. Modbdulo stillness_detector

Detecta cuando el péndulo lleva un tiempo determinado sin generar cambios en el encoder,
sefial empleada por la FSM del sistema (S_WAIT_SETTLE) para confirmar que el operador ha
soltado el péndulo antes de capturar la referencia angular. En cada ciclo de reloj se compara
el valor actual de count_in con el registrado en el ciclo anterior: si difieren, se reinicia un
contador interno y still led baja a ’0’; si permanecen iguales durante T_STILL S = 1s
(10® ciclos a 100 MHz), still led se activa a ’1’ y se mantiene mientras no se detecten

nuevos cambios en el encoder.
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3.7.4. Mobdulo differentiator

Convierte las cuentas del encoder en los estados 3 (dngulo, Q8.8) y x4 (velocidad angular,

Q8.8) mediante multiplicacién en punto fijo.

Calculo de z3: La constante de conversion Kang = 27/2400 ~ 0,002618 rad/cuenta se
representa en formato Q0.16 con valor entero 172 (error relativo +0,25%), ya que en Q8.8
redondearfa a cero. El producto count (extendido a 28 bits) x K_ANG (18 bits) produce un
resultado Q12.16 de 46 bits; los bits [23:8] dan z3 en Q8.8.

Caélculo de z4:  Se calcula la diferencia finita hacia atrds Acount = count|[k] —count[k—1],
extendida a 14 bits para absorber transitorios. La constante Kyg, = 670 en Q8.8 (error
—0,031 %) se multiplica directamente por Acount (entero puro); el resultado hereda los 8
bits fraccionarios de Kygr, sin desplazamiento adicional. Se aplica saturacion explicita al
rango Q8.8 antes de registrar.

Ambos estados se registran sincronamente en el flanco de tick, con latencia de 1 ciclo de

reloj.

3.7.5. Modulo simple_integrator

Integra la senal de control u (QQ8.8) mediante el método de Euler hacia adelante para
estimar la consigna de velocidad del carro x2_cmd (Q8.8, m/s):
T

$2,cmd[k7 + 1] = T2,cmd U{?] + U[k’] . M (337)

La constante Ky = T,/M = 0,001/0,272 ~ 0,003676 se representa en Q0.16 con valor

entero 241 (error +0,024 %). El producto u x Kj produce un resultado Q8.24 de 34 bits;

los bits [31:16] dan el incremento Az g en Q8.8. Se aplica saturacién al resultado antes

de registrar. Este médulo proporciona la consigna de velocidad x2_cmd a motor_command,

resolviendo el problema de arranque desde velocidad cero (arranque en frio).

3.7.6. Moébdulo mult g8.8

Multiplicador genérico Q8.8 xQ8.8—Q8.8. El producto completo de 32 bits se calcula en
légica combinacional; los bits [23:8] se extraen para reescalar el resultado Q16.16 a Q8.8

(desplazamiento aritmético de 8 bits a la derecha). El resultado se registra en un flip-flop
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habilitado por en (conectado al tick). Esta estructura (l6gica combinacional seguida de
registro de salida) es la que Vivado infiere como bloque DSP48E1 con registro P interno,

minimizando la ruta critica.

3.7.7. Mobdulo sumador_sat

Recibe los cuatro productos parciales p1,pa, p3, p4a en Q8.8, los suma en aritmética de
19 bits para evitar desbordamiento intermedio (cuatro sumandos de 16 bits pueden crecer
hasta 18 bits), niega el resultado (v = —(kix; + kowo + ksxs + ksz4)) v satura al ran-
go Q8.8 [—32768,+32767|. El médulo se habilita con tick di (tick retrasado 1 ciclo en
lgr_controller), garantizando que los cuatro multiplicadores han completado y registrado

sus productos antes de sumar, evitando la captura de valores obsoletos.

3.7.8. Modulo 1gr_controller

Moédulo estructural que instancia los cuatro multiplicadores Q8.8 y el sumador-saturador,
implementando la ley de control u = —K;x. Las ganancias se definen como constantes de
tipo signed (15 downto 0): K; = —794, Ky = —1162, K3 = +5204, K; = +627 (valores en
Q8.8, escala 256). Un proceso sincrono genera tick d1l retrasando tick un ciclo de reloj, que
se conecta al enable del sumador_sat para resolver el desfase de pipeline entre multiplicadores

y sumador. La latencia total del mddulo es de 2 ciclos de reloj (20ns a 100 MHz).

3.7.9. Mobdulo motor_command

Convierte la consigna de velocidad x2_cmd (Q38.8, m/s) en las sefales period, direction
y enable para el generador de pulsos, implementando ademas una rampa trapezoidal de

aceleracion y deceleracion.

Conversion de velocidad a periodo: El niimero de micropasos por segundo se calcula
como (|zaline X 20000) > 8 (factor Q8.8), y el periodo en ciclos de reloj se obtiene dividiendo
foLk = 100 MHz entre dicho valor mediante el IP Core Divider Generator de Vivado (Radix-
2, 32 bits, latencia fija de 34 ciclos). Se protege la divisién por cero sustituyendo divisores

nulos por 1 antes de lanzar la operacion.

Maquina de estados de la rampa: El médulo implementa una FSM de tres estados para

gestionar la rampa de velocidad, tal y como se muestra en la Figura 17.
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LQR_IDLE: Motor parado (|zz| < X2_-MIN, umbral ~ 0,012m/s). El registro de periodo se
precarga a PER_ARRANQUE = 50 000 ciclos (equivalente a 2 000 pasos/s, velocidad minima
de arranque), de modo que la siguiente activaciéon parte siempre desde la velocidad més

baja.

LQR_RIGHT / LQR_LEFT: Motor activo en sentido positivo o negativo. En cada ciclo de llegada
del resultado de la divisién (dout_tvalid=’1’, 34 ciclos tras el tick), se calcula el pe-
riodo objetivo per_vel saturado al rango [PER_MINIMA, PER_ARRANQUE| = [6 250, 50 000]
ciclos, y se mueve period_reg un paso de PER_STEP = 100 ciclos hacia per_vel. Esto

limita la aceleracion maxima y evita la pérdida de paso por pull-in torque del motor.

x2_cmd < - X2_MIN

X2_emd = X2_MIN

x2_cmd < - X2_MIN

[x2_cmd| < X2_MIN x2_cmd| = X2_MIN

x2_cmd > X2_MIN

Figura 17: Maquina de estados de la rampa de velocidad (motor_command).

3.7.10. Moébdulo step_generator

Genera los pulsos STEP y DIR para el driver DRV8825 a partir del periodo especificado
por motor_command durante el control LQR, o por la propia FSM del sistema durante las
fases de arranque (homing y centrado). Implementa un contador descendente que se recarga
con period en cada flanco de STEP. El ancho del pulso STEP esta fijado por el genérico

PULSE_CICLOS para garantizar el valor que cumple con el requisito minimo de anchura de
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pulso del DRV8825. La senal step_tick_o produce un pulso de 1 ciclo en cada micropaso
generado, utilizada tanto por cart_estimator para estimar la posicion y velocidad del carro

como por la FSM para contabilizar los pasos durante la fase de centrado (S_BACKING).

3.7.11. Modbdulo cart_estimator

Estima la posicién z; (m, Q8.8) y la velocidad xs (m/s, Q8.8) del carro a partir del conteo
de pulsos STEP y la senal de direccion real del motor, proporcionando los estados reales del
carro para la ley de control.

Un contador de 32 bits (step_counter) se incrementa o decrementa en cada pulso step_tick
segun la direccion, y se reinicia cuando 1qr_enable=’0’. En cada tick de muestreo se calcu-

lan:

» 17 a partir de step_counter saturado a £+3200 pasos (+0,16 m), multiplicado por la
constante 839 en Q0.16 y desplazado 16 bits: error +0,017 %.

» 15 a partir de Asteps = step_counter|[k] — step_counter[k — 1], multiplicado por
3277 en Q8.8 y desplazado 8 bits, con saturacién a £512 (equivalente a +2m/s): error
+0,006 %.

El uso de pulsos STEP reales (en lugar de integrar u) hace que la estimacién sea coherente
con el movimiento fisico real del motor, eliminando la acumulacién de error de integracion
presente en el médulo simple_integrator, que en este diseno se reserva para generar Unica-

mente la consigna x2_cmd durante el arranque en frio.

3.7.12. Moédulo 1gr_system fsm

Implementa la logica de la maquina de estados de alto nivel que secuencia las fases de
arranque y control del sistema (homing, centrado, asentamiento, espera de dngulo critico y
control LQR activo), descrita en detalle en la Seccién 3.6. Genera las senales de gobierno del
motor durante las fases previas al control (step_enable_ o, step_dir_o, period_cycles_o),
la referencia angular capturada al finalizar el asentamiento (count_offset o) y la senal de
habilitacién del controlador LQR (1qr_enable_o).
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3.7.13. Moédulo 1gr_system top

Moédulo de nivel superior que instancia y conecta todos los bloques anteriores, mapea los
puertos externos a los pines fisicos de la Basys3, y resuelve mediante légica combinacional el

arbitraje entre las dos fuentes que pueden gobernar el motor:

» Durante las fases de arranque de la FSM (homing y centrado), step_generator recibe

la direccién y el periodo generados directamente por 1qr_system_fsm.

» Durante el control LQR activo (1qr_enable=’1’), step_generator recibe en su lugar

la direccién y el periodo calculados por motor_command a partir de x2_cmd.

Esta senal de habilitacién 1qr_enable se emplea ademds para generar tick 1qr (el tick
de muestreo enmascarado, que solo llega a 1qr_controller y simple_integrator cuando el
control estd activo) y para resetear sincronamente el contador de cart_estimator entre acti-
vaciones sucesivas del LQR. El médulo expone también las senales de depuracién tick 1lms,
state_dbg, 1qr_enable dbg y still_led_o, mapeadas a los LEDs de la placa segun la Ta-
bla 4.

3.8. Implementacién en microcontrolador

Para poder realizar la comparativa cuantitativa frente a la implementacion en FPGA, se
estudia también una implementacién equivalente sobre un microcontrolador dsPIC33F J32MC202
a 40 MIPS, reutilizando el mismo hardware como planta real (descrito en la Seccién 3.2). Se

analizan dos implementaciones:

= Controlador PID con compensacién (-00), heredado del proyecto de referencia (Rodriguez
Criado et al., 2025).

= Versién que implementaria el mismo algoritmo LQR discreto y la misma aritmética en

punto fijo Q8.8 que se utiliza en la FPGA, compilada con optimizacién -02.

La segunda version permitira realizar una comparacién mas justa entre ambas platafor-
mas, ya que emplea el mismo algoritmo y la misma aritmética optimizada en ambos casos,

por lo que las diferencias de respuesta observadas serdn debidas a la plataforma en si.

A continuacién se describe como se implementan los bloques funcionales analogos a los

de VHDL para estas dos versiones.
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3.8.1. Lectura del encoder

La lectura del angulo del encoder se realiza con la ayuda de un médulo periférico de
interfaz de encoder en cuadratura (QEI) integrado en el microcontrolador, que decodifica
en hardware las senales A y B sin utilizar la CPU. En la implementacion en FPGA, la

decodificacion de cuadratura se realiza mediante logica dedicada.

3.8.2. Temporizador del lazo de control

Para el microcontrolador se empled la misma frecuencia de muestreo, ejecutandose el
lazo de control de forma periddica cada 1ms, de forma andloga al médulo timer_ims.vhd
empleado en la FPGA. En cada periodo se generaba una interrupcion en la que se ejecutaban
de manera secuencial la lectura del encoder, el calculo de la ley de control y la actualizacién
de los pulsos STEP/DIR; estas mismas operaciones se realizaban de forma paralela en la
FPGA.

3.8.3. Generacién de pulsos STEP/DIR

La generacion de las senales de pulso STEP y direccién DIR se realiza mediante instruc-
ciones ejecutadas por la CPU dentro de la rutina de interrupcion del lazo de control en cada
periodo de muestreo. Se utilizé la misma resolucién de micropasos (1/8) que en la implemen-
tacion en FPGA. El médulo step_generator.vhd opera de forma dedicada y en paralelo
al resto del sistema en la FPGA, mientras que en el microcontrolador la generacion de los
STEP compite por tiempo de CPU con el resto de tareas del lazo de control, convirtiéndose

esto en una limitacion del diseno.

3.8.4. Calculo de la ley de control

Para la versién heredada del proyecto de referencia, se implementa un PID con compen-
sacién, calculado en aritmética de coma flotante de 64 bits (double) sin optimizacion de

compilacién (-00).

Para la version analoga al LQR disenado en este TFG, se realizaria la misma operacién
ur = —KXi que se hace en 1qr_controller.vhd, solo que en vez de realizarse de forma

paralela, se calcularia de forma secuencial, instruccién a instruccion.
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Capitulo 4 Resultados

4.1. Validaciéon mediante simulacion

En esta seccion se busca mostrar los resultados obtenidos en la simulacién que se realizé
previamente a la implementacién en hardware con la planta real. Conviene senalar que estas
simulaciones validan el controlador frente al mismo modelo lineal empleado en su diseno, por
lo que constituyen una comprobacién de consistencia més que una validacién independiente;
la validacion de referencia es la realizada sobre la planta fisica, descrita en la Seccion 4.2.4.
Simular el sistema no lineal completo, en lugar del modelo linealizado, se plantea como linea

de trabajo futuro.

4.1.1. Simulacion MATLAB del sistema en lazo cerrado

Una vez se obtuvieron los parametros fisicos de la planta se realizé la simulacién del
sistema en lazo cerrado con el objetivo de seleccionar la matriz de pesos () mas adecuada
para el controlador. El proceso de diseno se estructurd en dos etapas: primero se determind
a qué variable de estado debia asignarse mayor peso, y posteriormente se refiné la eleccion

entre distintas configuraciones que priorizaban dicha variable.

Primera etapa: seleccion de la variable de mayor peso. Se compararon cuatro con-
figuraciones de () asignando sucesivamente mayor peso a cada una de las cuatro variables de

estado, manteniendo los demaés pesos en un valor de referencia:
Qrase = diag(10, 10, 10, 1)

Qo = diag(10, 10, 100, 1)

(4.1)
Q. = diag(100, 10, 10, 1)
Q, = diag(10, 10, 10, 100)
La condicién inicial empleada fue xo = [0, 0, deg2rad(15), 0]" (6, = 15°, caso més

exigente dentro de la regién de activacion del controlador). La respuesta obtenida se muestra

en la Figura 18.
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Figura 18: Efecto de aumentar el peso de

cada variable de estado (6y = 15°).

Como era de esperar, la mejor respuesta en términos de velocidad de convergencia del

angulo se obtiene cuando la variable x3 = 6 tiene mayor peso respecto al resto. Un peso

elevado sobre 6 penaliza fuertemente cualquier desviacién angular, lo que se traduce en una

accion de control més agresiva sobre el péndulo y un tiempo de establecimiento menor. Esta

configuracion es coherente con el objetivo principal del controlador: mantener el péndulo en

la vertical.

Segunda etapa: ajuste de los pesos con z3 prioritaria.

Una vez determinado que x3

debe recibir el mayor peso, se compararon cuatro configuraciones que mantienen ese criterio

variando los pesos de posicion y velocidad del carro:

1 = diag(10, 10, 100, 1)
Q2 = diag(10, 10, 200, 1)
Q3 = diag(20, 20, 200, 1)
Q4 = diag(20, 20, 100, 1)

(4.2)
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La Figura 19 muestra la respuesta de los cuatro estados para 6y = 15°.

Barrido de pesos Q - LQR discreto (90 =15°)

Posicion del carro Velocidad del carro

)
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Figura 19: Barrido de pesos @) con prioridad sobre z3 (6y = 15°).

Para evaluar cuantitativamente qué configuracion es més adecuada para el sistema fisico,
se calcularon el tiempo de establecimiento al 2% del angulo y el méximo desplazamiento del

carro, recogidos en la Tabla 12.

Tabla 12: Resultados del barrido de @ (6 = 15°).

Configuracion  t52% (s) |21 |max (m)
Q1 1,022 0,1195
@2 1,091 0,1145
Q@3 0,943 0,1026
Q4 0,892 0,1063

Las configuraciones ()1, 3 y ()4 presentan los menores tiempos de establecimiento y
se seleccionaron para un analisis adicional de rangos. En el sistema fisico real, la velocidad
maxima que el motor paso a paso NEMA17 puede imprimir al carro esta limitada a &5, =
0,5m/s. Saturar la senal de velocidad de referencia implica que el motor no puede ejecutar
la orden del controlador, lo que provoca un fallo sistematico del lazo de control. Por ello se

analizo el rango maximo de zo para estas tres opciones, recogido en la Tabla 13.
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Tabla 13: Rango de velocidad del carro para las configuraciones finalistas (6, = 15°).

Configuracién  |re|max (m/s) Saturacién

Q1 0,4825 NO
Q3 0,5165 SI
Q4 0,5015 SI

Tras analizar los rangos, la decision final es utilizar la configuracién @1 = diag(10, 10, 100,
ya que es la inica que no satura la velocidad del carro dentro del limite fisico del actuador.
Aunque Q)3 y @4 ofrecen tiempos de establecimiento ligeramente menores, exigirian veloci-
dades superiores a las mecédnicamente alcanzables, lo que provocaria pérdida de paso y fallo

del control.

Barrido de angulos iniciales. Con la matriz (); definitiva se realizé un barrido de con-
diciones iniciales 6y € {3°, 5°, 8°, 10°, 15° para caracterizar la regién de operacién del

controlador. La respuesta obtenida se muestra en la Figura 20.

Barrido de angulos iniciales - LQR discreto

Posicion del carro 01 Velocidad del carro

Posicion (m)

Velocidad (m/s)

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Tiempo (s) Tiempo (s)

Angulo del péndulo Velocidad angular

=3

V/D=5”
1 =8
| 0y=10°

05=15°

Angulo (°)

Vel. angular (rad/s)

) 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5 ) 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 20: Barrido de angulos iniciales con ();.

El controlador estabiliza el sistema para todos los dngulos ensayados. Las lineas de +15°

marcadas en la figura corresponden al umbral de activacion del LQR en la maquina de
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estados del sistema: el controlador solo se activa cuando || < 15°, lo que es coherente con
los limites de validez de la linealizacién y con el desplazamiento méaximo de carro observado

en simulacion.

Comparacion entre respuesta continua y discreta. Por iltimo, se compard la res-
puesta del sistema en tiempo continuo con la del modelo discreto (ZOH, Ty = 1ms) para
la condicion inicial 6, = 10°. Las simulaciones se realizaron en Simulink y los resultados
se muestran respectivamente en la Figura 21 y Figura 22 también se muestra la fuerza de

control para ambos sistemas en las Figuras 23 y 24 .

LQR Continuous

LQR Discrete

Figura 22: Respuesta discreta del sistema en

Figura 21: Respuesta continua del sistema
lazo cerrado (0y = 10°).

en lazo cerrado (6y = 10°).

u(N) Continuous u(N) Discrete

Figura 23: Fuerza de mando u sistema con- Figura 24: Fuerza de mando u sistema dis-
tinuo (6y = 10°). creto (6p = 10°).
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La discretizacion con T, = 1 ms no introduce un error significativo respecto al modelo
continuo: ambas respuestas son préacticamente indistinguibles, lo que valida la eleccion del
periodo de muestreo y confirma que el paso de discretizacion ZOH preserva fielmente la

dinamica del controlador disenado en tiempo continuo.

Se realizaron mas simulaciones para distintos vectores de condiciones iniciales, cuyas
respuestas se pueden observar en el Anexo C. Los scripts de MATLAB empleados para
realizar estas simulaciones se puede encontrar en el repositorio de GitHub del proyecto
(https://github.com/alopezgarciarom/lqr-inverted-pendulum-fpga), sin embargo, en el Ane-

x0 B se puede encontrar una sintesis de las partes méas relevantes del codigo.

4.1.2. Simulacién funcional VHDL (testbench)

Con la simulaciéon de MATLAB completada se pasé a realizar la simulacién de cada bloque
con su testbench, en esta seccion unicamente se mostraran los resultados de la simulacién de
los bloques maés relevantes de la implementacion en VHDL. El resto de simulaciones de cada

bloque se encuentra en el Anexo E.

4.1.3. tb_lqr_system_fsm

La primera simulacién que se muestra en la Figura 25 corresponde al testbench de la
maquina de estados (tb_lqr_system fsm). Se verifica que el sistema funciona correctamente,
la inicializacién parte del estado S_HOMING tras el reset, con el fin de carrera activado la
FSM transiciona a S_BACKING y tras completar el retroceso de los pasos establecidos pasa
a S_WAIT SETTLE, una vez el temporizador finaliza y el péndulo ha permanecido quieto un
segundo se activa el estado S_.WAIT CRITICAL y una vez el nimero de cuentas estda dentro
del dngulo critico se activa el control con S_LQR_ACTIVE del cual sale por rebasar el limite de

pasos.
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Figura 25: Simulacién funcional del médulo 1qr_system fsm.

4.1.4. 1qgr_controller

En la Figura 26 se muestra la simulacién del testbench del médulo 1qr_controller. La
simulacién permite verificar que la senal de control u se calcula correctamente en el formato

deseado a partir del vector de estados x.

Para el instante capturado en simulacién con los estados 1 = 29 = x4 = 0y x3 = —45

(en formato 38.8), la ley de control produce:

— —(—915) =915
(4.3)

5204 x (—45) —234 180
= —(K K. K K = — )= —
u (K1214+Kozo+ K3z3+ K1) ( 256 ) { 956 J

valor que coincide con la salida u[15:0] = 915 observada en la Figura 26.

En la Figura también se aprecia que el vector de estados se actualiza en cada periodo de
muestreo y que la senal de mando u se actualiza en el segundo flanco de reloj después del
tick de muestreo, ya que necesita un ciclo de reloj para realizar las multiplicaciones parciales

y otro para la suma de la ley de control.

Los dos casos de saturacion se verifican en los dos ltimos tick de la simulacién. Con
los estados en xy = 19 = 13 = x4 = —32768 en 8.8, la suma acumulada supera el rango
positivo y u satura a +32767. De forma simétrica, con todos los estados en el valor maximo
(r1 = x9 = 13 = x4y = 32767), u satura a —32768. Esto demuestra el correcto funcionamiento
del saturador de la suma que limita la salida al rango [—32768, 32767] correspondiente a un

entero con signo de 16 bits.
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Figura 26: Simulacién funcional del médulo 1qr_controller.

4.1.5. motor_command

Por ultimo, se muestra en la Figura 27 la simulacion del médulo motor_command. Una vez
recibida la senal de control u y tras realizar la integracién en el bloque simple_integrator,
el médulo genera la senal de periodo, direcciéon y enable en cada periodo de muestreo para el
bloque step_generator. La simulaciéon permite verificar que el valor de periodo es correcto
y que la senal de enable se activa solamente cuando el valor de la senal de mando es distinta

de cero.

La Figura 27 muestra la saturacion de period al valor minimo PER_MIN= 6250 ciclos con
zo_cmd = 205 (0,8 m/s en Q8.8). La rampa desciende en pasos de AT = 100 ciclos por tick
hasta alcanzar el limite inferior, momento en que quotient= 6244 <PER MIN, confirmando
que el saturador impide sobrepasar la frecuencia maxima de paso. Al final de la captura,
x9_cmd cambia a 51 y period vuelve a PER_ARR= 50000 al pasar por el estado LQR_IDLE,

reiniciando la rampa.
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Figura 27: Simulacién de motor_command: saturacion de period a PER MIN= 6250 con
x9_cmd = 205 y reinicio de rampa al cambiar la referencia de velocidad.

La Figura 28 muestra la convergencia de period al valor del cociente con xy_cmd = 51
(0,2 m/s). La frecuencia de paso objetivo se calcula como:
51 x 20000 108

G = 3984 pasos/s = T = —— = 25100 ciclos (4.4)

Jsien = 3984

La rampa desciende desde PER_ARR= 50000 hasta estabilizarse exactamente en quotient=
25100, verificando que el divisor calcula correctamente el periodo correspondiente a la velo-
cidad de referencia. A continuacién, z5_cmd cambia a 0 (LQR_IDLE, enable= 0) y posterior-

mente a 128 (0,5 m/s), arrancando una nueva rampa hacia quotient= 10000 ciclos.

172,848.000 ns
171,000.000 ns 171,500.000 ns 172,000.000 ns 172,500.000 ns 173,000.000 ns

8 direction

8 enable

4 X2 MIN
4 PER_ARR
4 PER_MIN

20000
100000000
4 TICK_PERIOD_CYCLES 100000 100000

Figura 28: Simulacién de motor_command: convergencia de period al cociente T' = 25100

ciclos con x9_cmd = 51, transicién por LQR_IDLE y arranque de nueva rampa con Ts_cmd =
128.
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4.2. Resultados de implementacion en FPGA

4.2.1. Sintesis y uso de recursos (Vivado)

En primer lugar, se realizé la sintesis del disenio completo en Vivado. El uso de recursos

estimado por Vivado tras la sintesis se muestra en la Tabla 14.

Tabla 14: Utilizacién de recursos tras sintesis (synth_1), sin div_gen_0.

Recurso Utilizado Disponible Ocupacién (%)
Slice LUTs 877 20800 4,22
Slice Registers 280 41600 0,67
DSP48E1 9 90 10,00
Block RAM 0 50 0,00
Bonded I0B 14 106 13,21

Cabe destacar que los 9 bloques DSP48E1 son utilizados por el diseno propio, no por
div_gen_0, que implementa su aritmética de division Radix-2 exclusivamente en légica dis-
tribuida y su uso estimado de recursos se muestra en la Tabla 15. Los DSPs de la Tabla 14
corresponden a los cuatro multiplicadores Q8.8 del médulo 1qr_controller y a las multipli-

caciones de conversiéon de cart_estimator y simple_integrator.

Tabla 15: Utilizacién de recursos del IP Core div_gen 0 (sintesis independiente).

Recurso Utilizado Disponible Ocupacién (%)
Slice LUTs 1185 20800 5,70
Slice Registers 3269 41600 7,86
DSP48E1 0 90 0,00
Block RAM 0 50 0,00

Los datos reales de uso de recursos de la FPGA se recoge en la Tabla 16, los datos han

sido obtenidos del report de Vivado tras ejecutar la implementacion del diseno completo.
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Tabla 16: Utilizacién de recursos de la Basys3 (Artix-7 XC7A35T).

Recurso Utilizado Disponible Ocupacién (%)
Slice LUTSs 1936 20800 9,31

LUT como légica 1935 20800 9,30

LUT como memoria 1 9600 0,01
Slice Registers (FF) 2310 41600 5,55
DSP48E1 9 90 10,00
Block RAM 0 50 0,00
Bonded I0B 14 106 13,21
BUFG 1 32 3,13

Como se puede observar en la Tabla 16, el diseno hace un uso bajo de recursos, lo que
deja espacio para futuras extensiones del sistema. No se utilizan bloques de memoria BRAM,
dado que todas las estructuras de datos del sistema caben en registros distribuidos. Por otro
lado, los 14 IOBs utilizados corresponden a las senales de entrada y salida del sistema, : clk,
rst, enc_A, enc B, limit_i, STEP, DIR, ENABLE y los LEDs de depuracién (senales de estado,
el reloj y la senal still led o). Ademsds, el disefio opera en un tnico dominio de reloj a
100 MHz, por lo que solo se requiere un BUFG para distribuir la senal de reloj a todos los

modulos, eliminando la necesidad de sincronizacion entre dominios de reloj.

4.2.2. Analisis energético

Tras la implementacién Vivado proporciona un informe con la estimaciéon de consumo
energético del diseno, el resultado de este analisis se muestra en la Tabla 17. Esta potencia

es estimada por lo que se interpreta como orden de magnitud aproximado y no exacto.

El consumo total estimado es de 121 mW, de los cuales 72mW son consumo estatico que
no depende del diseno y 50 mW son potencia dinamica. La temperatura de juntura estimada

es de 25,6 °C, con méargenes amplios de operacién térmica (74,4°C).
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Tabla 17: Consumo estimado de la implementacién (Power Report, impl_1).

Componente Potencia (W) Porcentaje (%)
Potencia dindamica total 0,050 41
Légica 0,017 33
Senales 0,012 25
Relojes 0,009 18
DSP 0,008 16
E/S 0,004 8
Potencia estatica 0,072 59
Total on-chip 0,121 100

Como se ha comentado, estos datos son estimaciones de Vivado. Para obtener el consumo
real se utilizé un circuito auxiliar y se sustituyé la alimentacién de la FPGA por USB desde
el PC por una fuente de alimentacion de laboratorio a 5V. El circuito empleado consistié
en una resistencia shunt de 1) conectada en serie con la fuente, permitiendo calcular la
corriente consumida a partir de la caida de tension en la resistencia y, con ello, la potencia
total consumida por la FPGA.

La caida de tensién medida en la resistencia de 12 fue de 0,04 V, por lo que, aplicando la
ley de Ohm, la corriente consumida por la FPGA es de 0,04 A. Con el osciloscopio se midio
directamente la tensién de entrada a la FPGA tras la caida en la resistencia, obteniéndose

un valor de 4,78 V. A partir de estos datos, la potencia consumida por la FPGA resulta:

P=V-I=478x%0,04=0,1928 W (4.5)

Esta cifra es mayor que la estimada por Vivado, aunque del mismo orden de magnitud.

4.2.3. Latencia del lazo de control

La latencia total del lazo se define como el tiempo transcurrido desde que se emite el
pulso de muestreo (tick) hasta que la senial de mando del motor (STEP) se activa, tras haber

calculado la velocidad en motor_command con la senal v actualizada.
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Tabla 18: Desglose de latencia del lazo de control.

Etapa Ciclos Tiempo (ns)
mult_g8.-8 x4 (paralelo) 1 10
sumador_sat (habilitado con tick_d1) 1 10
div_gen 0 en motor_command 34 340
Total 36 360

Como se aprecia en la Tabla 18, la latencia total es de 36 ciclos de reloj, es decir 360 ns a

100 MHz. Teniendo en cuenta que el periodo de muestreo seleccionado es de 1 ms, la latencia es

despreciable, siendo una fraccién de 360 ns/1ms = 0,036 % y encontrdndose muy por debajo

del limite habitual de periodo de muestreo recomendado en implementaciones de control

digital.

Por otra parte, el andlisis de temporizacion de Vivado tras la implementacion se muestra

en la Tabla 19. Este informe confirma que el disenio funciona correctamente a la frecuencia
de reloj de 100 MHz, con un Worst Negative Slack (WNS) positivo de +0,148 ns cumpliendo

todos los requisitos de temporizacion del sistema.

Tabla 19: Resumen del andlisis de temporizacién (impl_1).

Parametro Valor

Worst Negative Slack (WNS) 40,148 ns
Total Negative Slack (TNS) 0,000 ns
Worst Hold Slack (WHS) +0,049 ns
Endpoints fallidos 0 /2902

4.2.4. Validacién experimental en hardware

Una vez finalizada la fase de simulaciones, se evalud el controlador en la planta real. Los

resultados obtenidos se resumen a continuacion:

= Maquina de estados del sistema. Las fases de S_.HOMING y S_BACKING se ejecutan

correctamente. El temporizador de espera de S.WAIT_SETTLE también ofrece los resul-

tados esperados, asi como el LED still_led, que se enciende cuando el encoder lleva

1s sin variar su medida.
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4.3.

4.3.1.

Desbordamiento del contador del encoder. Se observa un problema de desborda-
miento en el contador de encoder_decoder: al disponer iinicamente de 42047 cuentas,
el desplazamiento de referencia de 180° aplicado sobre count offset _reg puede supe-
rar dicho rango segun la posicion absoluta en la que se capture la referencia angular,
provocando un desbordamiento en complemento a dos que rompe la continuidad de
la medida. En la practica, esto se traduce en que el controlador solo se activa de for-
ma fiable cuando el péndulo se aproxima al angulo critico en sentido antihorario. Esta

limitacion, junto con su solucién propuesta, se retoma en la Seccion de Trabajo Futuro.

Estabilizacion del péndulo. Una vez activado el controlador, la rampa de velocidad
se ejecuta correctamente y el sistema estabiliza el péndulo en menos de un segundo,
manteniéndolo en equilibrio durante breves segundos. Se observa, no obstante, una
tendencia a caer hacia el lado izquierdo. Una causa probable, ademas de un posible
desalineamiento inicial entre el péndulo y la vertical de referencia, es la limitacion de
modelado descrita en la Seccion 3.7.5: el LQR se disen6 para una planta con entrada
de fuerza, pero el actuador real regula velocidad, por lo que la planta controlada en

hardware difiere de la modelada.

Tiempo de establecimiento. No es posible determinarlo con claridad, ya que la
estabilizacién solo se produce correctamente una vez que el motor completa la rampa

de aceleracién.

Limites de carrera. El limite del lado izquierdo, implementado mediante el pulsador
de fin de carrera, funciona correctamente. El limite derecho, en cambio, falla en ocasio-
nes: a altas velocidades el motor pierde pasos, perdiendo con ello la referencia interna

de posicion del carro.

Condicién de salida angular. La condicién de salida del controlador cuando el angulo

supera los +30° se cumple con éxito.

Resultados de implementacién en microcontrolador

Uso de recursos

Para la versién PID heredada del proyecto de referencia (Rodriguez Criado et al., 2025),

el archivo de mapeo de memoria (.map) generado tras la compilacién indica una ocupacién
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real de 17,3 KB de memoria Flash (52 % de la disponible en el dsPIC33FJ32MC202) y 606 B
de RAM (30 % de la disponible).

Para la versiéon analoga del controlador LQR, al no haberse implementado ni compilado
dentro de este Trabajo Fin de Grado, se ofrece una estimacion de ingenieria de entre 4 y
8 KB de Flash y entre 200 y 300B de RAM, algo inferior a la version PID por tratarse de
una ley de control més simple (sin términos integral /derivativo ni 16gica de anti-windup) y

con menos codigo de soporte para aritmética en coma flotante.

4.3.2. Analisis energético

No existe medicion real del consumo de potencia eléctrica del dsPIC33FJ32MC202 eje-
cutando el control por no haber llegado a completar la fase de validacién con la planta real
para esta plataforma. Por lo que se ofrece una estimacion basada en el consumo tipico de
datasheet del dispositivo, de aproximadamente 178 mW en operacién activa a 40 MIPS, va-
lor equiparable en orden de magnitud entre las dos versiones, ya que el consumo del nicleo
depende principalmente de la frecuencia de reloj y de los periféricos activos, y no varia de

manera significativa por representar los calculos en coma flotante o en punto fijo.

4.3.3. Latencia del lazo de control

Al no disponer de medicién directa, se presentan dos estimaciones de ingenieria, corres-

pondientes a las dos versiones descritas en la Seccion 3.8:

= PID (coma flotante de 64 bits, -00): entre 40 y 50 us, estimacién conservadora dado el
coste elevado de las operaciones en coma flotante por software en un nucleo sin unidad

de coma flotante dedicada.

» LQR (punto fijo Q8.8, -02): entre 1 y 3 us, estimacién basada en el reducido nimero de

operaciones (4 multiplicaciones y 3 sumas en enteros) ejecutadas de forma optimizada.

Se puede observar que los dos valores son muy inferiores al periodo de muestreo de 1ms,

por lo que en ambos casos el microcontrolador cumpliria el requisito de tiempo real.
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4.3.4. Validacién experimental en hardware

En el caso del microcontrolador, no se llegd a llevar a cabo la validacion sobre hardware
real en este Trabajo Fin de Grado. Sin embargo, los datos estimados en las secciones anteriores

serviran para realizar la comparativa en la Seccion de 4.

4.4. Comparativa FPGA vs. microcontrolador

4.4.1. Latencia y frecuencia de actualizacion

La FPGA presenta una latencia de computo real de 360 ns, frente a las estimaciones de
40-50 us para la version PID y de 1-3 us para la version LQR en el dsPIC33FJ32MC202. Esto
supone una diferencia de aproximadamente 100 veces frente a la primera version, pero de solo
3 a 8 veces frente a la segunda version (LQR equivalente). Gran parte de la ventaja aparente
de la FPGA frente al primer caso procede de estar comparando con una implementacion en

coma flotante sin optimizar, no de una ventaja intrinseca de la plataforma.

4.4.2. Recursos

Tabla 20: Comparativa de recursos entre FPGA y microcontrolador.

LUT FF DSP  BRAM Flash RAM
FPGA 1936 (9 %) 2310 (5,6 %) 9 (10 %) 0 (0 %)
dsPIC (PID, real) - — — — 17,3KB (52 %) 606 B (30 %)
dsPIC (LQR, est.) - - - —  48KB (~12-25 %) 200-300B (~10-15 %)

En la Tabla 20, se observa un consumo de recursos reducido para todas las categorias del
LQR sobre FPGA, asi como también una estimacion baja de uso de recursos en el dsPIC con
el diseno LQR. En cambio, los valores reales para el PID sobre microcontrolador son mas

elevados.

4.4.3. Complejidad de desarrollo

El desarrollo en FPGA requiere describir el hardware en VHDL, verificar mediante simu-
lacién funcional y sintetizar el diseno, lo que implica una curva de aprendizaje y un tiempo

de desarrollo mayores. El desarrollo en microcontrolador se realiza en lenguaje C sobre un
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entorno de desarrollo integrado convencional (MPLAB), con un ciclo de compilacién y depu-

racién mas rapido y una menor complejidad de diseno.

4.4.4. Analisis comparativo global

Tabla 21: Comparativa global entre FPGA y microcontrolador.

Meétrica FPGA Artix-7 dsPIC: PID dsPIC: LQR

Algoritmo LQR discreto PID + compensacion LQR discreto

Aritmética Punto fijo Q8.8 Coma flotante (double 64 | Punto fijo Q8.8, -02
bits), -00

Plataforma / | XCTA35T @ 100 MHz dsPIC33FJ32MC202 @ 40 MIPS

reloj

Latencia de | 360ns [real] 40-50 ps [est.] 1-3 us [est.]

cémputo

Determinismo | Fijo por hardware, sin | Bajo (ramas + IRQ mo- | Mejor, pero secuencial

Jitter tor/UART)
Paralelismo Total No (todo en la CPU)
Consumo 193 mW [real] ~178 mW [est.]
Recursos Ver Tabla 20
Complejidad | Mayor (HDL, sintesis) Menor (C, MPLAB)

Ademas de los resultados ya comentados en las secciones anteriores, de la Tabla 21 se
extraen las siguientes ideas adicionales. La ventaja real de la FPGA es su determinismo
temporal y su capacidad de ejecucién en paralelo, no en un factor de velocidad de 100 veces.
En cuanto al consumo energético, ambas plataformas se encuentran en el mismo orden de
magnitud: la FPGA es competitiva, pero no representa una gran mejora. Para este problema
concreto, ademas, ambas plataformas cumplen el requisito de tiempo real con margen sobrado
(control a 1kHz), por lo que el cuello de botella real del sistema es el motor paso a paso, y

no la capacidad de cémputo de ninguna de las dos plataformas.

4.5. Proceso de depuracion y principales dificultades

El proceso de implementacién se llevo a cabo de manera iterativa. Durante este desarrollo,

se presentaron dificultades no anticipadas. Esta seccion describe los hallazgos mas relevantes
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y las soluciones que se decidieron para cada caso.

4.5.1. Correccion del pipeline en sumador_sat

En una primera simulacién del médulo 1qr_controller se detecté un fallo al realizar la
suma de los cuatro productos parciales. Tras el andlisis de la simulacién se pudo observar
que la suma se estaba realizando en el mismo tick en el que los multiplicadores recibian los
nuevos estados de entrada. Sin embargo, los médulos mult_g8_8 tienen una latencia de un
ciclo de reloj, es decir registran su resultado en el flanco siguiente en el que se realizan. Por

ello el sumador estaba utilizando los productos del ciclo anterior.

La solucién consistio en generar una senal tick d1 que retrasa la senal tick exactamente
1 ciclo de reloj y conectarla como enable al bloque sumador_sat en lugar de tick. Logrando
asi que el calculo de la senal de control fuera correcto para cada periodo. Este cambio hizo
que la latencia total del médulo pasara a ser de 2 ciclos de reloj (20ns a 100 MHz), lo que no
tiene impacto sobre el periodo de muestreo de 1 ms como se ha demostrado en el analisis de

latencia.

4.5.2. Sustitucion de double_integrator por cart_estimator y simple_integrator

En un principio se implementé un integrador doble para estimar la velocidad y posicion
del carro a partir de la senal de control u. Sin embargo, tras la puesta en marcha del sistema
finalmente se opté por cambiar la implementaciéon por un estimador de posicién y velocidad
basado en el conteo de pulsos STEP del motor paso a paso, lo cual resulté mas robusto frente
a errores de cuantizacién. Cabe senalar que, aun asi, la posicion y la velocidad del carro no
se miden directamente, sino que se estiman contando los pulsos STEP enviados al motor,
por lo que, si el motor pierde pasos, esta estimacion se desvia del valor real. El integrador
doble pasd a ser uno simple en el que se integraba una tinica vez para conocer la velocidad

de control necesaria para generar los pulsos STEP en cada instante de tiempo.

4.5.3. Limitacién de frecuencia del motor

Durante el diseno del sistema se estim6 mediante simulaciéon en MATLAB que la velocidad
méxima del carro partiendo desde reposo con un angulo inicial de 15° era de 0,4825m/s. Para
verificar si el motor paso a paso era capaz de alcanzar dicha velocidad, se realizaron pruebas

experimentales generando pulsos STEP a distintas frecuencias mediante programas de prueba
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sencillos. Los resultados mostraron que la frecuencia méaxima de arranque desde reposo con

microstepping de 1/16 era de aproximadamente 20 kHz.

Con la polea original de 20 dientes y paso de correa GT2 de 2mm, el desplazamiento
lineal por revolucién era de 20 x 2 = 40 mm/rev, lo que con 3200 micropasos/rev resultaba
en 80000 micropasos/metro. La frecuencia de 20 kHz se traducfa por tanto en una velocidad

méxima de 20000/80 000 = 0,25m/s, insuficiente para el rango de operacién requerido.

La solucién adoptada fue sustituir la polea por una de 40 dientes, duplicando el desplaza-
miento lineal por revolucién a 80 mm/rev y reduciendo a la mitad el nimero de micropasos
por metro (80000 — 40000 micropasos/m). Con esta configuracién, la misma frecuencia
méxima de 20kHz permite alcanzar 20000/40000 = 0,5m/s, cubriendo el rango de veloci-
dad estimado por simulacion. Cabe destacar que en estas pruebas se utilizo microstepping
de 1/16, pero para el diseno final se adapté a 1/8 como se ha indicado a lo largo de esta

memoria.

4.5.4. Problema de arranque del motor

Durante las primeras pruebas en hardware se identificaron dos problemas relacionados

con el arranque del motor que condicionaron el diseno final del sistema.

El primero fue la pérdida de paso por arranque a alta velocidad (stalling). El controlador
LQR puede exigir en el primer periodo de muestreo una velocidad de consigna elevada que
el motor no es capaz de alcanzar desde reposo, ya que el par de arranque del NEMA17
es significativamente inferior al par sostenido. Esto motivé la implementacién de la rampa
trapezoidal de aceleracion en el modulo motor_command, descrita en la Seccién 3.7, que limita
la tasa de cambio de velocidad y garantiza que el motor opera siempre dentro de su curva de

par.

El segundo problema, mds sutil, fue un bloqueo de arranque por condicién inicial (boots-
trap deadlock). La méquina de estados de motor_command permanece en el estado LQR_IDLE
mientras |z,| < X2 MIN, arrancando el movimiento tinicamente cuando la consigna de velo-
cidad supera ese umbral. Sin embargo, en el instante de activacién del LQR el carro esta en
reposo, por lo que x5 = 0 y la condicién de arranque nunca se satisface: el motor no arranca,

el carro no se mueve, ro permanece a cero y el sistema queda bloqueado indefinidamente.

La solucién adoptada fue introducir el médulo simple_integrator, que integra la senal

de control u mediante el método de Euler para generar una consigna de velocidad x2_cmd que
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crece desde cero en cuanto el LQR emite su primera accién de control. Esta senal se propor-
ciona a motor_command como referencia de arranque, mientras que el médulo cart_estimator
sigue proporcionando la estimacién real de x5 basada en pulsos STEP para la ley de control
LQR. De este modo se desacopla la consigna de arranque del motor de la estimacién de

estado, resolviendo el deadlock sin comprometer la precisiéon del lazo de control.

4.5.5. Ajuste de parametros rampa de aceleraciéon motor

Para lograr una aceleracion 6ptima en el menor tiempo posible se utilizo un programa
sencillo en el que, con la ayuda del SW de la FPGA, se seleccionaba por un lado la frecuencia
méxima (maxima velocidad del carro) y los ciclos de reduccion del periodo por cada ms en
la rampa. El ensayo se realizé con microstepping 1/8, partiendo en todos los casos de una

velocidad de arranque de 2000 micropasos/s.

La Tabla 22 muestra las frecuencias maximas y las reducciones de ciclos ensayadas, asi

como los ensayos exitosos y los que no lo fueron.

Tabla 22: Ensayo de ajuste de la rampa de aceleracion motor_command.

(o Reduccién de periodo (ciclos/ms)

Vel. maxima (kHz) 150 900 950 200
6 SI SI SI SI

8 SI SI SI SI

10 SI SI SI SI

12 ST SI SI/NO NO

14 NO NO NO NO

16 NO NO NO NO

20 NO NO NO NO

24 NO NO NO NO

Se observa una frontera clara: hasta 10kHz el motor arranca correctamente en todo el
rango de pendientes ensayado, mientras que a partir de 14 kHz el arranque falla independien-
temente de la agresividad de la rampa. El punto de 12kHz constituye el limite de operacion,

con éxito dependiente de la pendiente elegida.

Una vez se obtuvieron las velocidades sin stalling y las reducciones de ciclos factibles, se

representaron las curvas de aceleracién, mostrando la velocidad en funcién del tiempo para
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cada ensayo exitoso. Dicha velocidad se calcul6 a partir del modelo cinematico del periodo
de pulsos STEP, con la relacién de 1600 micropasos/rev (microstepping 1/8) y polea de 40

dientes (80 mm/rev), es decir 20 micropasos/mm. Los resultados se observan en la Figura 29.

Estos resultados sirvieron para seleccionar el compromiso entre las dos variables: como se
aprecia en la Figura 29, la combinacion de 10 kHz de velocidad méxima con 300 ciclos/ms de
reduccién de periodo alcanza la mayor velocidad validada como fiable, sin embargo se bajé la

reduccion de periodo a 200 ciclos/ms para tener més flexibilidad en el médulo motor_command.

Rampa tedrica de velocidad — ensayos con éxito (microstepping 1/8)

Reduccién = 150 ciclos/ms Reduccién = 200 ciclos/ms
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Figura 29: Rampa tedrica de velocidad lineal del carro para las combinaciones exitosas del
ensayo (microstepping 1/8).

4.5.6. Experimento de control de subida (swing-up)

Aunque la elevacién del péndulo desde el reposo no era uno de los objetivos principales del
sistema, sino uno de los requisitos propuestos para iniciar el control, se realizé un experimento

adicional para intentar incluirlo en el diseno final, reutilizando un cédigo de swing-up ya
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existente, proporcionado por el director de este Trabajo Fin de Grado. La estrategia empleada
es un bombeo de energia realimentado de tipo Astrom-Furuta: el carro se empuja siempre
en el sentido dado por el signo de 6 cos 8, sin necesidad de conocer los pardmetros fisicos del
sistema (masas, longitud o inercia del péndulo) (Astrém & Furuta, 1996). Esto equivale al
principio con el que se impulsa un columpio, empujando siempre en el sentido que refuerza
el balanceo: cuando el péndulo se aleja de la vertical superior con velocidad angular en el
mismo sentido en el que ya se esta inclinando hacia ese lado, se empuja el carro para reforzar
ese movimiento, inyectando energia mecanica en cada ciclo hasta que el péndulo alcanza la

region de angulo critico donde se activa el controlador LQR.

El experimento se realizé para las cuatro velocidades maximas que habian superado el
ensayo de la rampa de aceleracién de forma fiable (6, 8, 10 y 12kHz), combinadas con
las cuatro reducciones de periodo ensayadas anteriormente (150, 200, 250 y 300 ciclos/ms),
comprobando en cada caso si el péndulo alcanzaba correctamente la region de dngulo critico

mediante el bombeo de energia. La Tabla 23 resume los resultados.

Tabla 23: Ensayo del experimento de swing-up por bombeo de energia.

o Reduccién de periodo (ciclos/ms)
Vel. maxima (kHz) 150 900 950 200
6 ST ST ST ST
8 SI* SI SI SI
10 ST* SI SI Sl
12 ST* ST SI ST

*Se observé un comportamiento inicialmente compatible con pérdida de paso del motor (stalling) en las
combinaciones de 8, 10 y 12kHz con 150 ciclos/ms de reduccién de periodo. Tras su andlisis, se determiné
que no se trataba de un atasco real del motor, sino del ruido mecéanico generado por los cambios de sentido
a alta frecuencia propios de esta reduccién de periodo mas agresiva.

El experimento resulté exitoso para las combinaciones ensayadas: en todos los casos el
péndulo alcanzo la region de dngulo critico mediante el bombeo de energia, momento en el

que se realizaria la transicion al controlador LQR descrito en el resto de esta memoria.
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Capitulo 5 Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

5.1.1. Cumplimiento de objetivos e implementacién en FPGA

La mayoria de los objetivos especificos planteados se han cumplido de manera satisfac-
toria. Se logré disenar y validar mediante simulacion el regulador lineal cuadratico discreto
para la planta seleccionada y se implementé de forma exitosa en FPGA en aritmética de
punto fijo 8.8, cumpliendo los requisitos de temporizacion establecidos con margen posi-
tivo y ocupando una fraccion reducida de los recursos disponibles en el dispositivo, lo que
deja espacio suficiente en la plataforma para futuras extensiones de diseno. El andlisis de
rendimiento temporal y eficiencia energética también fue completado con datos reales de im-
plementacién fisica, obteniéndose una latencia de cémputo de 360 ns, despreciable frente al
periodo de muestreo de 1 ms, y un consumo medido de 193 mW; ambos resultados confirman
que el cuello de botella del sistema no reside en la capacidad de cémputo de la FPGA sino

en la dindmica mecéanica del motor paso a paso.

El objetivo de validacion sobre la planta fisica real se cumplié parcialmente: el lazo de
control se cierra correctamente y el sistema logra estabilizar el péndulo tras la activacion,
aunque no de forma sostenida de manera indefinida, debido principalmente a dos limitaciones
identificadas en la implementacién VHDL (el desbordamiento del contador del encoder y la
pérdida ocasional de pasos del motor a alta velocidad). La comparacién de rendimiento frente
a microcontrolador también se completd, si bien apoydndose en datos reales iinicamente para
la FPGA y para los recursos de la versién PID del microcontrolador, siendo el resto métricas
estimadas al no haber llegado a la fase de implementacién fisica. Por ltimo, la extensién
hacia el control LQG mediante filtro de Kalman no se llegd a implementar dentro del alcance
de este TFG, aunque se concluye que seria viable dado el bajo uso de recursos del diseno

actual, quedando como linea de trabajo futuro.

5.1.2. Conclusiones sobre la comparativa FPGA vs. microcontrolador

La comparativa muestra que la ventaja de la FPGA frente al microcontrolador depende
fuertemente de las condiciones de comparacién: frente a una implementacién en coma flotante

sin optimizar, la diferencia de latencia estimada es de aproximadamente 100 veces; frente a
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una implementacién equivalente en algoritmo y aritmética, se reduce a un factor de 3 a 8
veces. La ventaja genuina de la FPGA no estd, por tanto, en una diferencia de velocidad
bruta, sino en su determinismo temporal y en su capacidad de ejecucién en paralelo. En
consumo energético ambas plataformas resultan comparables en orden de magnitud, por lo
que la FPGA no representa una optimizacién energética clara frente al microcontrolador. Esta
ventaja de la FPGA tiene como contrapartida una mayor complejidad de disefio (descripcién
en VHDL, verificacién mediante simulacion y sintesis) frente a la mayor sencillez de desarrollo
en C sobre un microcontrolador. En consecuencia, la FPGA se justifica en escenarios donde
el determinismo temporal es un requisito critico, mientras que el microcontrolador resulta
preferible cuando prima la sencillez de desarrollo y el requisito de tiempo real se cumple con
margen suficiente, como ocurre en este problema concreto, donde el actuador mecéanico es la

limitacién real del sistema.

5.1.3. Lecciones aprendidas del proceso de desarrollo

El desarrollo del proyecto puso de manifiesto la importancia de la disciplina en aritmética
de punto fijo: errores de truncamiento en constantes pequenas, como la ganancia angular
del diferenciador, exigieron el uso de un formato Q0.16 en lugar de Q8.8 para no perder
precision. La puesta en marcha del motor reveld la necesidad de una rampa de aceleracion
para respetar la curva de par del NEMA17 y de un mecanismo de arranque desacoplado
(simple_integrator) para resolver el bloqueo de condicién inicial del sistema. En definitiva,
la implementacion sobre la planta fisica revelé problemas que la simulaciéon no habia antici-
pado, confirmando que esta iltima, aunque necesaria para validar el diseno antes de pasar a

hardware, no sustituye a la puesta en marcha sobre el sistema real.
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5.2. Coste normalizado

Se incluye a continuacién una estimacion de coste normalizado, para complementar el

analisis de eficiencia realizado a lo largo de la memoria.

Tabla 24: Componentes principales.

Componente Cantidad €/Unidad Coste total (€)
Placa FPGA Basys3 (Digilent, precio académico) 1 111,75 111,75
Motor paso a paso NEMA17 1 12,00 12,00
Driver DRV8825 1 3,50 3,50
Encoder 6ptico en cuadratura (600 P/R) 1 25,00 25,00
Correa y poleas GT?2 1 8,00 8,00
Estructura mecdnica (rail, carro, soportes) 1 30,00 30,00
Total 190,25
Tabla 25: Mano de obra.
Concepto Horas €/Hora Coste total (€)
Diseno y simulacion del controlador 100 40,00 4 000,00
Implementacién en VHDL y depuracion en FPGA 150 60,00 9000,00
Implementacion en microcontrolador y comparativa 60 45,00 2700,00
Redaccion de la memoria 110 40,00 4400,00

Total 20100,00

Tabla 26: Presupuesto general.

Concepto Coste (€)
Componentes principales 190,25

Mano de obra 20 100,00
TOTAL 20 290,25
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5.3. Trabajo Futuro

5.3.1. Extensién a control LQG (filtro de Kalman)

Para la implementacién es necesario conocer de manera exacta el vector de estado, en la
practica existe degradacion en la senal de control debido al ruido que pueden presentar las
mediciones de los sensores. La extensién al filtro de Kalman como estimador de estado 6ptimo
seria el siguiente paso para evitar este problema, transformando asi el controlador LQR en un
LQG completo. El filtro de Kalman requiere operaciones de multiplicacion matricial y una
divisién (para el cdlculo de la ganancia de Kalman), lo que supondria mayor complejidad
de diseno. La divisién en concreto, anadiria latencia al pipeline (como se ha visto con la
operacién de divisién en este Trabajo Fin de Grado, que anadia 34 ciclos extra de latencia).
No obstante dado que se ha demostrado que el uso de recursos para el LQR es bajo, esta
incorporacién seria técnicamente viable y constituye la linea de trabajo futuro mas directa

sobre este mismo hardware.

5.3.2. Expansion del contador del encoder a 16 bits

El médulo encoder_decoder implementado en el diseno actual utiliza un contador de
12 bits con signo, lo que limita el rango de medicién angular a +2047 cuentas (£307° aproxi-
madamente). Un rango suficiente para la operacién normal del regulador en torno al equili-
brio, aunque un movimiento sostenido continuo en un mismo sentido puede provocar desbor-
damiento antes de completar una vuelta completa (2400 cuentas/rev). Para evitarlo se debe
ampliar el contador a 16 bits con signo lo que supondria un aumento de rango llegando a
+32767 cuentas (£4915°), eliminando por completo el problema sin un impacto significativo
en los recursos de la FPGA. Esta mejora no se desarrollé en el proyecto porque no se preveia

operar fuera de la region critica donde no habia riesgo de desbordamiento.

5.3.3. Optimizacién de las matrices () y R y simulacién del sistema no lineal

Este trabajo se centraba en la implementacion y el andlisis de recursos del controlador
en la FPGA. El diseno del control con la seleccién manual de las matrices de ponderaciones
Q) = diag(10, 10, 100, 1) y R = 1 se ha realizado sin tener en cuenta factores del modelo real
como lo son la friccion real del sistema mecanico y la inercia efectiva del motor, que introducen

discrepancias entre el modelo linealizado y la planta real. Una linea de trabajo futuro es
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identificar experimentalmente estos pardametros no modelados e incorporarlos a un modelo
no lineal del sistema sobre el cual realizar un barrido del espacio (@, R) evaluando métricas
de robustez como el margen de estabilidad, el sobrepaso y el tiempo de establecimiento. Todo
ello con el fin de conseguir un vector de ganancias que maximice la robustez de la respuesta

frente a las no linealidades del sistema.

5.3.4. Portabilidad a FPGA de menor coste

El hecho de que el disenio desarrollado sobre la Basys 3 (Artix-7 XC7A35T) ocupe una
fraccién reducida de los recursos disponibles, sugiere que podria portarse el disefio a una
FPGA de menor capacidad, como la familia ECP5 de Lattice Semiconductor (Lattice Se-
miconductor, 2024), que dispone de recursos suficientes para implementar el diseno y es
compatible con un flujo de sintesis de cédigo abierto (toolchain Yosys/nextpnr) (Shah et al.,

2019), lo que facilitarfa ademas la reproducibilidad del trabajo.
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Anexo A Alineacion con los ODS

Los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) son un conjunto de 17 objetivos globales
adoptados por las Naciones Unidas en 2015 como parte de la Agenda 2030, con el fin de
promover el desarrollo sostenible en sus dimensiones econdémica, social y medioambiental
(Naciones Unidas, s.f.). En el 4&mbito académico e investigador, se considera buena practica
identificar la contribucion de cada trabajo a estos objetivos, para poder enmarcar su impacto

en la practica. Este trabajo se alinea con los siguientes Objetivos de Desarrollo Sostenible:

ODS 9: Industria, innovacion e infraestructura

En primer lugar, este trabajo fin de grado se encuentra estrechamente relacionado con
el ODS 9: Industria, innovacion e infraestructura, cuya meta es aumentar la investigacion
cientifica y la capacidad tecnoldgica de los sectores industriales. La implementacién de con-
troladores éptimos en plataformas FPGA permite el desarrollo de tecnologias mas eficientes
y potentes, facilitando la modernizacion de los sistemas de control en entornos industriales

y académicos.

INDUSTRIA,
INNOVACION E
INFRAESTRUCTURA

o

Figura 30: Icono del ODS 9 (Naciones Unidas, s.f.).

ODS 7: Energia asequible y no contaminante

Por otro lado, el trabajo presenta una contribucién al ODS 7: Energia asequible y no
contaminante, dado que la mejora en la eficiencia en los sistemas de control supone una

reduccion del consumo energético en aplicaciones de sistemas automatizados.
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Figura 31: Icono del ODS 7 (Naciones Unidas, s.f.).

ODS 8: Trabajo decente y crecimiento econémico

Este trabajo contribuye indirectamente al ODS &8: Trabajo decente y crecimiento econémi-
co, cuya meta incluye el aumento de la productividad econémica mediante la modernizacion
tecnoldgica. La mejora en la eficiencia y reduccion de latencia de los sistemas de control
tiene un impacto directo en la productividad industrial, ya que procesos automatizados mas
rapidos y precisos reducen tiempos de ciclo y errores en la produccion.

TRABAIO DECENTE

Y CRECIMIENTO
ECONOMICO

o

Figura 32: Icono del ODS 8 (Naciones Unidas, s.f.).

ODS 4: Educacién de calidad

Por tltimo, el trabajo se encuentra vinculado al ODS 4: Educacién de calidad, por estar
desarrollado en un entorno académico y participar en la formacién en areas como el control
avanzado y los sistemas hardware reconfigurables. Ademads, la implementacién practica del
controlador en la FPGA tiene la posibilidad de, en un futuro, servir de base para actividades

docentes u otros proyectos de aprendizaje en ingenieria.

EDUCACION
DE CALIDAD

]

Figura 33: Icono del ODS 4 (Naciones Unidas, s.f.).
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Anexo B Cdédigo MATLAB

% Pardmetros fisicos

M = 0.272; m = 0.027; 1 = 0.12;
I = 1/12*xm*x(2%1)"2;

b =0; g = 9.81,;

p = I*x(M+m) + Mxm*x172;

% Matrices del sistema

A = [O, 1, 0, 0;
0, -(I+m*x1°2)%*b/p, m-2*xgx1-2/p, 0;
0, O, 0, 1
0, -(m*1xb)/p, m*xg*1*(M+m)/p, 0];
B = [0; (I+m*1"2)/p; O0; mx*x1/p]l;

eye (4);

zeros (4,1) ;

% LQR continuo

Q = diag([10, 10, 100, 11);
R = 1;
(K, ~, "] = 1lqr(A, B, Q, R);

% Discretizacidn
Ts = 0.001;
sys_cont = ss(A, B, C, D);

sys_disc = c2d(sys_cont, Ts, 'zoh');

Ad = sys_disc.A;
Bd = sys_disc.B;
Cd = eye(4);

Dd = zeros(4,1);
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[Kd, =, "] = dlqr(Ad, Bd, Q, R);

fprintf ('K continua : [%.4f %.4f %.4f %.4f]\n', K)
fprintf ('K discreta : [%.4f %.4f %.4f J.4f]\n', Kd)
fprintf('Ts = Y%g s\n', Ts)

Cédigo 1: Diseno del regulador LQR: modelo linealizado, discretizacion y calculo de ganancias

angulos_deg = [3, 5, 8, 10, 15];
t_final = b5;

n_pasos = round(t_final / Ts);
t_vec = (0:n_pasos)' * Ts;
Acl_d = Ad - Bdx*Kd;

for ia = 1:length(angulos_deg)
ang = angulos_deg(ia);
x0_k = [0; 0; deg2rad(ang); 0];

X = zeros(n_pasos+1l, 4);
X(1,:) = x0_k"';
for k = 1:n_pasos

X(k+1,:) = Acl_d * X(k,:)';
end
%» almacenar / graficar X segun corresponda

end

Cédigo 2: Barrido de angulos iniciales en lazo cerrado discreto

x0_B = [0; 0; deg2rad(15); 0];

casos_Q = {diag([10, 10, 100, 1]),
diag ([10, 10, 200, 11),
diag([20, 20, 200, 1]),
diag ([20, 20, 100, 1]1)3};

tol_2pct = 0.02 * deg2rad(15);
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for iq = 1:length(casos_Q)
Q_iq = casos_Q{iq};
[Kd_iq, =, ~] = dlqr(Ad, Bd, Q_iq, R);
Acl_iq = Ad - Bd*Kd_iq;

X = zeros(n_pasos+1, 4);
X(1,:) = x0_B';
for k = 1:n_pasos

X(k+1,:) = Acl_iq * X(k,:)';

end

theta = X(:,3);
if max(abs(theta)) > 0.35
fprintf ('No estabilizal\n');
else
idx_last = find(abs(theta) > tol_2pct, 1, 'last');
if isempty(idx_last)
fprintf ('Tiempo de establecimiento (2%%): < %.4f s\
n', t_vec(2));
else
fprintf ('Tiempo de establecimiento (2%%): %.4f s\n'
, t_vec(idx_last));
end
end

end

Cédigo 3: Barrido de pesos QQ y calculo del tiempo de establecimiento
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Anexo C Simulaciones Simulink

Los esquemas utilizados para realizar las simulaciones del sistema discreto y continuo se

muestran en las Figuras 34 y 35.

—0

.‘

" Y & = Az + Bu

*u > > E)
y=Cz+ Du

Tns1 = Az, + Bu,
Yn = Czy + Dun

Figura 35: Esquema de Simulink sistema

Figura 34: Esquema de Simulink sistema :
discreto.

continuo.

A continuacién se muestran las respuestas obtenidas para las distintas simulaciones.

La Figura 36 y la Figura 37 recoge la respuesta de los sistemas para el vector de condiciones

iniciales: xo = [0,05 m, 0, 10°, 1 rad/s]”.

x1 2 ——x3 x4

LQR Continuous

Discrete LQR

Figura 37: Simulacién sistema discreto I.
Figura 36: Simulacién sistema continuo I.

La Figura 38 y la Figura 39 recoge la respuesta de los sistemas para el vector de condiciones
iniciales: xo = [0, 0, 15°, 1,5 rad/s]”.
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LQR Continuous

LQR Discrete

Figura 39: Simulacién sistema discreto I1.
Figura 38: Simulacién sistema continuo II.

La Figura 40 y la Figura 41 recoge la respuesta de los sistemas para el vector de condiciones
iniciales: xo = [0, 0,1m/s, 5°, 1,2rad/s|T .

x1 2 —x3 x4
LQR Continuous

LQR Discrete

Figura 41: Simulacién sistema discreto I1I.
Figura 40: Simulacién sistema continuo III.
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Anexo D Cédigo VHDL

lgr_controller.vhd

Jun

2 -- MODULO 4: Controlador L@R

3 -- Formato: Q8.8 stigned (15 downto 0), escala = 256, Ts = 1 ms

4 -- Funcion: Ley de control uw = -(kl*zl + k2%x2 + k3*x3 + ki*x4)

5 —-

6 -- Pesos MATLAB: @ = diag([10, 10, 100, 1]), R = 1, Ts = 1 ms

7 -- Ganancias LER calculadas en MATLAB, convertidas a 8.8 = round(k * 256):
8 - k1 = -3.1009 -> round(-3.1009 * 256) = -794

9 -- k2 = -4.5400 -> round(-4.5400 * 256) = -1162

0  -- k3 = 20.3267 -> round (20.3267 * 256) = 5204

1 - k4 = 2.4497 -> round( 2.4497 * 256) = 627

12 =

13 -- Latencia total: 2 ciclos de reloj (1 ciclo para los multiplicadores +
14  -- 1 ciclo de retardo para sincrontizar el sumador), equivalentes a 20 ns
15 - a 100 MHz - totalmente despreciable frente a Ts = 1 ms.

16 -- Autor: Alicia Lopez Garcia
e
18

19 library IEEE;

20 use IEEE.STD_LOGIC_1164.ALL;

21 use IEEE.NUMERIC_STD.ALL;

22

23 entity lqr_controller is

24 port (

25 clk : in std_logic;

26 rst : in std_logic;

27 tick : in std_logic;

28 x1 : in signed (15 downto 0);

29 x2 : in signed (15 downto 0);

30 x3 : in signed (15 downto 0);

31 x4 : in signed (15 downto 0);

32 u : out signed (15 downto 0)

33 )

34 end lqr_controller;

35

36 architecture Structural of 1lqr_controller is

37
38 constant K1 : signed(15 downto 0) := to_signed( -794, 16);
39 constant K2 : signed (15 downto 0) := to_signed( -1162, 16);
40 constant K3 : signed (15 downto 0) := to_signed( 5204, 16);
41 constant K4 : signed (15 downto 0) := to_signed( 627, 16);
42
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signal pl, p2, p3, p4 : signed(15 downto 0);
signal tick_dl : std_logic;

45
46
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component mult_q8_8 is

port (
clk : in std_logic;
rst : in std_logic;
en : in std_logic;
a : in signed (15 downto 0);

in signed (15 downto O0);
P : out signed (15 downto 0)
)

end component;

component sumador_sat is

port (
clk : in std_logic;
rst : in std_logic;
en : in std_logic;
pl, p2, p3, p4 : in signed(15 downto 0);
u : out signed (15 downto 0)
)

end component;

begin
-- Retardo de 1 ciclo para sincronizar el sumador con los productos ya
-- registrados por los multiplicadores (evita capturar valores obsoletos)
proceso_delay_tick : process(clk)
begin

if rising_edge(clk) then
if rst = '1' then
tick_dl <= '0°';
else
tick_d1l <= tick;
end if;
end if;

end process proceso_delay_tick;

MULT1 : mult_q8_8 port map (clk => clk, rst => rst, en => tick, => K1, => x1, p =>
pl);

MULT2 : mult_q8_8 port map (clk => clk, rst => rst, en => tick, => K2, => x2, p =>
p2);

MULT3 : mult_q8_8 port map (clk => clk, rst => rst, emn => tick, => K3, => x3, p =>
p3);

MULT4 : mult_q8_8 port map (clk => clk, rst => rst, en => tick, => K4, => x4, p =>
p4);

SUMA : sumador_sat
port map (
clk => clk, rst => rst, en => tick_d1l,
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pl => pl1, p2 => p2, p3 => p3, p4 => p4,
u =>au

)

end Structural;

Codigo 4: Controlador LQR: ley de control u = — K x.

cart_estimator.vhd

-- MODULE: cart_estimator
-- Estimates cart position (zl1) and velocity (z2) using

-- step pulse counting from the stepper motor driver.

-- All outputs in (8.8 signed fized-point (scale = 256).
- zl: position [m], range +-0.16 m (+-3200 steps)
- z2: wvelocity [m/s], range +-2.0 m/s

-- Conversion (20000 microsteps/m, 1/8 microstepping, Ts = 1 ms):

-- z1 [Q8.8] = step_counter * (256 / 20000)
-- = (step_counter * 839) >> 16
-- where 839 = round (256/20000 * 65536) in Q0.16; error +0.017)

-— 22 [(8.8] = delta_steps * (256 / 20000 / 0.001)

- = delta_steps * 12.8

-- = (delta_steps * 3277) >> 8

- where 3277 = round (12.8 % 256) in (8.8 factor; error +0.0067

-- Target: Xilinz Artiz-7 (Basys3), 100 MHz

-- Author: Alicia Lopez Garcia

library ieee;
use ieee.std_logic_1164.all;

use ieee.numeric_std.all;

entity cart_estimator is

port (
clk : in std_logic;
rst : in std_logic;
tick : in  std_logic;
step_tick : in std_logic;
step_dir : in  std_logic;
lgr_enable : in std_logic;
x1 : out signed (15 downto 0);
x2 : out signed (15 downto 0)
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end entity cart_estimator;

architecture rtl of cart_estimator is

signal step_counter : signed (31 downto 0) := (others =>

signal step_counter_prev : signed (31 downto 0) := (others =>

signal x1_reg : signed(15 downto 0) := (others => '0');

signal x2_reg : signed(15 downto 0) := (others => '0');
begin

x1 <= xl_reg;

X2 <= x2_reg;

main_proc : process(clk)
variable step_sat : signed(31 downto 0);
variable delta : signed (31 downto 0);
variable x1_raw : signed (42 downto 0);
variable x2_raw : signed (44 downto 0);
variable x2_tmp : signed (15 downto 0);
begin

if rising_edge(clk) then

if rst = '1' or 1lqr_enable = '0' then
step_counter <= (others => '0');
step_counter_prev <= (others => '0');
xl_reg <= (others => '0');
x2_reg <= (others => '0');
else

-- Conteo de micropasos: se actualiza cada ciclo de reloj

if step_tick = '1' then
if step_dir = '1' then
step_counter <= step_counter + 1;
else
step_counter <= step_counter - 1;
end if;
end if;
if tick = '1' then
delta := step_counter - step_counter_prev;

step_counter_prev <= step_counter;

-- z1: satura a +-3200 pasos (+-0.16 m) antes

if step_counter > to_signed (3200, 32) then

’0‘);
0

de multiplicar

step_sat := to_signed (3200, 32);

elsif step_counter < to_signed(-3200, 32) then
step_sat := to_signed(-3200, 32);

else
step_sat := step_counter;
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end if;
xl_raw := step_sat * to_signed (839, 11);

x1l_reg <= x1_raw(31 downto 16);

-- z2: satura a +-512 (+-2 m/s)
x2_raw := delta * to_signed (3277, 13);
x2_tmp := x2_raw(23 downto 8);

if x2_tmp > to_signed (512, 16) then
x2_reg <= to_signed (512, 16);

elsif x2_tmp < to_signed(-512, 16) then
x2_reg <= to_signed(-512, 16);

else
x2_reg <= x2_tmp;

end if;

end if;
end if;
end if;

end process main_proc;

end architecture rtl;

Cédigo 5: Estimacién de posicion y velocidad del carro a partir de pulsos STEP reales.

motor_command.vhd

-- MODULE 6: Motor Command with Acceleration Ramp
-- Converts cart velocity command z2_cmd (§8.8) into period/direction/enable

-- signals for step_generator, with trapezotdal wvelocity ramp.

-- Mechanics: GT2 belt + 40-tooth pulley -> 80 mm/rev linear pitch
-= NEMA17 + 1/8 microstepping -> 1600 microsteps/rev
-- Constant: 1600 / 0.080 m = 20000 microsteps/metre

-- Clock: 100 MHz (f_clk = 100_000_000 Hz), Ts = 1 ms
-- Format: 8.8 stigned (15 downto 0), scale = 256

-- Author: Alicia Lopez Garcia

library IEEE;
use IEEE.STD_LOGIC_1164.ALL;
use IEEE.NUMERIC_STD.ALL;

entity motor_command is
generic (
DIV_LATENCY : integer

34;
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X2_MIN integer := 7 -- umbral de activaction, (8.8
);
port (
clk in std_logic;
rst in std_logic;
tick in std_logic;
x2_cmd in signed (15 downto 0);
period out unsigned (16 downto 0);
direction out std_logic;
enable out std_logic

)

end motor_command;

architecture Behavioral

of motor_command is

constant F_CLK unsigned (31 downto 0) := to_unsigned (100_000_000,

constant STEPS_P_M unsigned (16 downto 0) := to_unsigned (20_000, 17);

constant PER_ARRANQUE : unsigned (16 downto 0) := to_unsigned(50_000, 17);
s

constant PER_MINIMA unsigned (16 downto 0) := to_unsigned(10_000, 17);

/s

constant PER_STEP

component div_gen_O

unsigned (16 downto 0) to_unsigned ( 200,

port (
aclk in std_logic;
s_axis_divisor_tvalid : in std_logic;
s_axis_divisor_tdata : in  std_logic_vector (31 downto 0);
s_axis_dividend_tvalid : in std_logic;
s_axis_dividend_tdata : in std_logic_vector (31 downto 0);
m_axis_dout_tvalid : out std_logic;
m_axis_dout_tdata : out std_logic_vector (63 downto 0)
)

end component;

type t_state is (LQR_IDLE, LQR_RIGHT, LQR_LEFT);

signal state : t_state;

signal x2_abs

signal prod_steps

signal steps_per

_s

signal divisor_safe

signal div_valid

_in

signal dout_tdata

signal dout_tval

signal quotient

id

signal period_reg

signal dir_latch

signal en_latch

unsigned (15 downto 0);

unsigned (32 downto 0);

unsigned (24 downto 0);
std_logic_vector (31 downto 0);

std_logic;

std_logic_vector (63 downto 0);
std_logic;

unsigned (31 downto 0);

unsigned (16 downto 0);
std_logic;
std_logic;

17)

32);

-- 2000 pasos/

10000 pasos
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begin

process (x2_cmd)
begin
if x2_cmd >= 0 then

x2_abs <= unsigned(x2_cmd);

else

x2_abs <= unsigned(-x2_cmd) ;

end if;

end process;

-- Escala (8.8 a microsteps/s:

prod_steps <= x2_abs * STEPS_P_M;

steps_per_s <= prod_steps (32 downto 8);

(z2_abs / 256) * 20000

-- Divisor seguro: evita divisiom por cerTo

process (steps_per_s)

begin

if steps_per_s /= 0 then

divisor_safe <= std_logic_vector(resize(steps_per_s,

else

divisor_safe <= std_logic_vector (to_unsigned(1,

end if;

end process;

div_valid_in <= tick;

quotient <= unsigned(dout_tdata (31 downto 0));

inst_div : div_gen_O

port map (

aclk => clk,
s_axis_divisor_tvalid => div_valid_in,
s_axis_divisor_tdata => divisor_safe,

s_axis_dividend_tvalid => div_valid_in,

32));

s_axis_dividend_tdata => std_logic_vector (F_CLK),

m_axis_dout_tvalid

m_axis_dout_tdata

)

process (clk)
variable per_vel

variable per_new

=> dout_tvalid,
=> dout_tdata

LQR_IDLE;
lol;

begin
if rising_edge(clk) then
if rst = '1' then
state <=
dir_latch <=
en_latch <=

period_reg

<=

’0‘;
PER_ARRANQUE;

unsigned (16 downto 0);
unsigned (16 downto 0);

32));
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elsif tick = '1' then
-- Transicton de estado evaluada cada tick de 1 ms
if x2_cmd > to_signed(X2_MIN, 16) then
state <= LQR_RIGHT;
dir_latch <= '0';
en_latch <= '1';
elsif x2_cmd < to_signed(-X2_MIN, 16) then
state <= LQR_LEFT;
dir_latch <= '1';
en_latch <= '1';
else
state <= LQR_IDLE;
dir_latch <= '1';
en_latch <= '0"';
period_reg <= PER_ARRANQUE;

end if;

elsif dout_tvalid = '1' then
-- Actualizacion de rampa: solo con motor actiwvo

if state /= LQR_IDLE then
if quotient > resize (PER_ARRANQUE, 32) then

per_vel := PER_ARRANQUE;

elsif quotient < resize(PER_MINIMA, 32) then
per_vel := PER_MINIMA;

else
per_vel := quotient (16 downto 0);

end if;

if period_reg > per_vel + PER_STEP then
per_new := period_reg - PER_STEP;
elsif period_reg > per_vel then
per_new := per_vel;
elsif period_reg + PER_STEP < per_vel then

per_new := period_reg + PER_STEP;
elsif period_reg < per_vel then
per_new := per_vel;
else
per_new := period_reg;
end if;

if per_new > PER_ARRANQUE then
period_reg <= PER_ARRANQUE;

elsif per_new < PER_MINIMA then
period_reg <= PER_MINIMA;

else
period_reg <= per_new;
end if;
end if;
end if;
end if;

end process;
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period <= period_reg;

direction <= dir_latch;

enable <= en_latch;

end Behavioral;

Cédigo 6: Conversion de consigna de velocidad a periodo de pulso, con rampa trapezoidal.

lgr_system_fsm.vhd

-- lgqr_system_fsm.vhd

-- Maquina de estados de alto nivel del sistema de control LR (vw2).

-- S_HOMING: avanza hacia la tzquierda hasta activar el FdC (nivel bajo). LQ@R

-= deshabtlitado, contador de pasos sin iniciar.

-- S_BACKING : retrocede (derecha) g_center_offset_steps pasos para centrar el carro.

- Al llegar, captura count_offset_reg = enc_count_t (referencia +-180
grados)

- y pasa a S_WAIT_CRITICAL.

-- S_WAIT_CRITICAL: LQR deshabtilitado; motor parado. El angulo (count_rel) se sigue

-= actualtzando en todo momento. Pasa a S_LQR_ACTIVE en cuanto

- | count_rel| <= g_critical_counts (aproz. +-15 grados).

-- S_LQR_ACTIVE: lgr_enable_o='1"'. El movimiento del motor lo gobierna la cadena

- lgr_controller -> motor_command -> step_generator (esta FSM no

- genera step_enable_o aqui). Sale por 3 condiciones:

- 1) |count_rel| > g_safety_counts (control fallido) ->
S_WAIT_CRITICAL

-= 2) limit_fdc_1='0"' (choque con el FdC izqutierdo) -> S_HOMING

- 3) step_cnt_lqr = 2%g_center_offset_steps (fin de carril sin FdC) ->
S_HOMING

- En el caso 1) se conserva el contador de pasos (step_cnt_lgr) para

- poder detectar el caso 3) si se reactiva el LR y stigue desplazandose

- en la misma direccion.

-- NOTA DE DISENO: mno se incluye un estado S_SAFETY_STOP terminal. Ante fallo
-- (casos 1, 2 o 3) el sistema siempre vuelve a intentarlo automaticamente
-- (a WAIT_CRITICAL o HOMING segun el caso), sin limite de reintentos.

-- NOTA DE DISENO: g_center_offset_steps=3_000 centra el carro (3000 pasos
-- 0.05 mm/paso = 150 mm, la mitad de la carrera util) conm la configuracion
-- final de polea de 40 dientes y microstepping 1/8. Si cambia la polea o el
-- microstepping, este walor debe recalcularse.

-- Reset: SINCRONO

-- Author: Alicia Lopez Garcia

library ieee;
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use ieee.std_logic_1164.all;
use ieee.numeric_std.all;

use ieee.math_real.all;

entity lqr_system_fsm is

generic (

g_clk_hz : positive := 100_000_000;
g_homing_freq_hz positive := 5_000;
g_center_offset_steps : positive := 3_000;
g_period_width : positive := 24;
g_count_width : positive := 12;
g_critical_counts positive := 100;
g_safety_counts positive := 200;
g_settle_time_s : positive := 8
)
port (
clk : in std_logic;
reset : in std_logic;
limit_£fdc_i : in  std_logic;
enc_count_i : in signed(g_count_width - 1 downto 0);
step_tick_i : in  std_logic;
step_dir_i : in  std_logic;
still_i : in std_logic;
step_enable_o : out std_logic;
step_dir_o : out std_logic;
period_cycles_o : out unsigned(g_period_width - 1 downto 0);
count_offset_o : out signed(g_count_width - 1 downto 0);
lqr_enable_o : out std_logic;
state_o : out std_logic_vector (2 downto 0)

)

end entity lqr_system_fsm;

architecture rtl of 1lqr_system_fsm is

type t_state is (S_HOMING, S_BACKING, S_WAIT_SETTLE,

S_WAIT_CRITICAL,

S_LQR_ACTIVE);

signal state : t_state;

constant C_PERIOD_HOMING : natural := g_clk_hz / g_homing_freq_hz;

constant C_STEP_LIMIT : positive := 2 * g_center_offset_steps;

constant C_CNT_WIDTH : positive := positive(ceil(log2(real (C_STEP_LIMIT + 1))));

signal step_cnt : unsigned(C_CNT_WIDTH - 1 downto 0);

constant C_SETTLE_TICKS : natural := g_settle_time_s * g_clk_hz;

constant C_SETTLE_CNT_W : positive := positive(ceil(log2(real (C_SETTLE_TICKS + 1))));
signal settle_cnt : unsigned (C_SETTLE_CNT_W -

signal count_offset_reg : signed(g_count_width - 1 downto 0);

signal count_rel : signed (13 downto 0);

1 downto 0);
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87

88 constant C_DIR_LEFT : std_logic := '0';

89 constant C_DIR_RIGHT : std_logic := '1';

90

91 begin

92

93 count_rel <= resize(enc_count_i, 14)

94 - resize(count_offset_reg, 14)

95 + to_signed (1200, 14);

96

97 count_offset_o <= count_offset_reg;

98

99 process (clk)

100 begin

101 if rising_edge(clk) then

102 if reset = '1' then

103 state <= S_HOMING;

104 step_cnt <= (others => '0');

105 settle_cnt <= (others => '0');

106 count_offset_reg <= (others => '0');

107 else

108 case state is

109

110 when S_HOMING =>

111 if limit_fdc_i = '0' then

112 state <= S_BACKING;

113 step_cnt <= (others => '0');

114 end if;

115

116 when S_BACKING =>

117 if step_tick_i = '1' then

118 if step_cnt = g_center_offset_steps - 1 then

119 state <= S_WAIT_SETTLE;

120 settle_cnt <= (others => '0');

121 else

122 step_cnt <= step_cnt + 1;

123 end if;

124 end if;

125

126 when S_WAIT_SETTLE =>

127 -- Subfase 1: timeout fijo g_settle_time_s (el operador coloca el pendulo)

128 -- Subfase 2: espera a still_i='1' antes de capturar count_offset

129 if settle_cnt < C_SETTLE_TICKS - 1 then

130 settle_cnt <= settle_cnt + 1;

131 elsif still_i = '1' then

132 count_offset_reg <= enc_count_i;

133 state <= S_WAIT_CRITICAL;

134 end if;

135

136 when S_WAIT_CRITICAL =>

137 if (count_rel >= to_signed(-g_critical_counts, 14) and
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count_rel <= to_signed( g_critical_counts, 14))
or
(count_rel >= to_signed (2400 - g_critical_counts, 14) and
count_rel <= to_signed (2400 + g_critical_counts, 14)) then
state <= S_LQR_ACTIVE;
end if;
when S_LQR_ACTIVE =>
if limit_fdc_i = '0' then
state <= S_HOMING;
step_cnt <= (others => '0');
elsif step_cnt = C_STEP_LIMIT - 1 then
state <= S_HOMING;
step_cnt <= (others => '0');
elsif (count_rel < to_signed(-g_safety_counts, 14) or
count_rel > to_signed( g_safety_counts, 14))
and
(count_rel < to_signed (2400 - g_safety_counts, 14) or
count_rel > to_signed (2400 + g_safety_counts, 14)) then

state <= S_WA
elsif step_tick
if step_dir_i

step_cnt <=

_io= 1

IT_CRITICAL;
then
= C_DIR_RIGHT then

step_cnt + 1;

elsif step_cnt > O then

step_cnt <=
end if;

end if;

end case;
end if;
end if;
end process;
process (state)
begin

case state is

when S_HOMING =>
step_enable_o <=
step_dir_o <=
period_cycles_o <=

lgr_enable_o <=

when S_BACKING =>
step_enable_o <=
step_dir_o <=
period_cycles_o <=

lgr_enable_o <=

when S_WAIT_SETTLE =>

step_enable_o <=

step_cnt - 1;

lll;

C_DIR_LEFT;
to_unsigned(C_PERIDD_HDMING,
IOI;

Ill;

C_DIR_RIGHT;

to_unsigned (C_PERIOD_HOMING,
IOI;

'0';

g_period_width);

g_period_width);
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step_dir_o <= C_DIR_RIGHT;

period_cycles_o <= to_unsigned (C_PERIOD_HOMING, g_period_width);

lqr_enable_o <= '0';

when S_WAIT_CRITICAL =>
step_enable_o <= '0';

step_dir_o <= C_DIR_RIGHT;

period_cycles_o <= to_unsigned (C_PERIOD_HOMING, g_period_width);

lgr_enable_o <= '0';

when S_LQR_ACTIVE =>

step_enable_o <= '0';

step_dir_o <= C_DIR_RIGHT;

period_cycles_o <= to_unsigned (C_PERIOD_HOMING, g_period_width);

lgr_enable_o <= '1';

end case;

end process;

with state select
state_o <= 000 when S_HOMING,
001 when S_BACKING,

010 when S_WAIT_SETTLE,
011 when S_WAIT_CRITICAL,

100 when S_LQR_ACTIVE,
111 when others;

end architecture rtl;

Cédigo 7: Maquina de estados de alto nivel del sistema (homing, centrado, asentamiento y

control LQR).

lgr_system_top_v2.vhd

-- TOP LEVEL: lqr_system_top
-- Sistema de control LQYR del pendulo

-- Xilinz Artiz-7 (Basys3) * 100 MHz * Ts

-- FLUJO COMPLETO DEL SISTEMA (fases

= RESET -> S_HOMING: motor
-- -> S_BACKING : motor
- -> S_WAIT_SETTLE: motor
= subfase 2:

invertido sobre carro

1 ms * Punto fijo (8.8

de arranque + control):

avanza hacia FdC (limit_fdc_%i activo a nivel bajo)

retrocede 3 000 pasos; al llegar espera asentamiento

subfase 1: timeout g_settle_time_s=8 s;

espera still_i='1' (encoder quieto 1 s)

-- -> S_WAIT_CRITICAL: espera [count_rel| <= 100 counts (operador eleva pendulo)

-— -> S_LER_ACTIVE:
-= * [count_rel| > 200

lgr_enable="1"'; motor_command gobierna step_generator

-> S_WAIT_CRITICAL
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- * limit_fdc_i='0" -> S_HOMING

-- Autor: Alicta Lopez Garcia

library ieee;
use ieee.std_logic_1164.all;

use ieee.numeric_std.all;

entity lqr_system_top is
port (
clk

rst

in std_logic;
in std_logic;
enc_A in std_logic;
enc_B
limit_fdc_1i

in std_logic;

in std_logic;

step_out out std_logic;
dir_out out std_logic;
motor_en out std_logic;

tick_1ims out std_logic;
state_dbg out std_logic_vector (2 downto 0);
lgr_enable_dbg out std_logic;
still_led_o out std_logic

)
end entity lqr_system_top;

architecture rtl of 1lqr_system_top is

component timer_1ims

generic (CLK_FREQ integer := 100_000_000; Ts_US
port (clk in std_logic; rst in std_logic; tick
end component;
component encoder_decoder
generic (BITS integer := 12);
port (clk, rst, enc_A, enc_B in std_logic; count

end component;

component lqr_system_fsm
generic (

g_clk_hz

g_homing_freq_hz

100_000_000;
5_000;
3_000;

positive :=
positive :=

g_center_offset_steps positive :=

g_period_width positive := 24;
g_count_width positive := 12;
g_critical_counts positive := 100;
g_safety_counts positive := 200;
g_settle_time_s positive := 8

1000) ;
out std_logic);

integer :=

out signed (11 downto 0));
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)
port (
clk, reset : in std_logic;

limit_fdc_i : in std_logic;

enc_count_i : in signed (11 downto 0);
step_tick_i, step_dir_i, still_i : in std_logic;
step_enable_o, step_dir_o : out std_logic;
period_cycles_o : out unsigned (23 downto 0);
count_offset_o : out signed(11 downto 0);
lgr_enable_o : out std_logic;

state_o : out std_logic_vector (2 downto 0)

)

end component;

component differentiator
port (
clk, rst, tick : in std_logic;
count : in signed(11 downto 0);
x3, x4 : out signed (15 downto 0)
)

end component;

component lqr_controller
port (
clk, rst, tick : in std_logic;
x1, x2, x3, x4 : in signed (15 downto 0);
u : out signed(15 downto 0)
)

end component;

component cart_estimator

port (

clk, rst, tick, step_tick, step_dir, 1lqr_emnable : in std_logic;

x1, x2 : out signed(15 downto 0)
)5

end component;

component simple_integrator
port (
clk, rst, tick : in std_logic;
u : in signed (15 downto 0);
x2 : out signed (15 downto 0)
)

end component;

component motor_command
generic (DIV_LATENCY : integer := 34; X2_MIN : integer := 7);
port (
clk, rst, tick : in std_logic;
x2_cmd : in signed (15 downto 0);
period : out unsigned (16 downto 0);
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direction, enable : out std_logic
)5

end component;

component step_generator

generic (CLK_FREQ : integer := 100_000_000; PERIOD_BITS
PULSE_CICLOS : integer := 100);

port (
clk, rst, enable, direction : in std_logic;

period : in unsigned (23 downto 0);
step_out, dir_out, step_tick_o : out std_logic
)

end component;

component stillness_detector

generic (COUNT_BITS : integer := 12; CLK_FREQ_HZ : integer

integer := 1);
port (
clk, rst : in std_logic;
count_in : in signed (11 downto 0);
still_led : out std_logic
)

end component;

signal tick, tick_1lqr : std_logic;
signal enc_count : signed (11 downto 0);
signal 1lqr_enable : std_logic;

signal count_offset : signed(11 downto 0);

signal fsm_state : std_logic_vector (2 downto 0);
signal fsm_step_en, fsm_step_dir : std_logic;
signal fsm_period : unsigned (23 downto 0);

signal step_tick, still : std_logic;

signal count_rel : signed (13 downto 0);

signal count_ang : signed (11 downto 0);

signal x1, x2, x3, x4, u, x2_cmd : signed (15 downto 0);
signal mot_period : unsigned(16 downto 0);

signal mot_dir, mot_enable : std_logic;

signal sg_period : unsigned(23 downto 0);

signal sg_dir, sg_enable : std_logic;

begin

tick_1lqr <= tick and 1lqr_enable;

integer

24;

:= 100_000_000; T_STILL_S

count_rel <= resize(enc_count, 14) - resize(count_offset, 14) + to_signed (1200, 14);

count_ang <= to_signed( 2047, 12) when count_rel > to_signed( 2047,
to_signed (-2048, 12) when count_rel < to_signed(-2048,

count_rel (11 downto 0);

-- Arbitraje: fases de arranque de la FSM ws. control LGR activo

14) else
14) else
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166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176

177

179
180
181
182
183
184

186
187
188
189
190
191

193
194
195
196
197
198
199

201
202

203
204
205

207
208
209
210
211
212
213

sg_enable <= fsm_step_en or (mot_enable and lqr_enable);

sg_dir <= mot_dir

when lqr_enable =

sg_period <= resize(mot_period, 24) when lqr_enable =

U_TIMER : timer_1ms

generic map (CLK_FREQ => 100_000_000, Ts

'1' else fsm_step_dir;

'1' else fsm_period;

_Us => 1000)

port map (clk => clk, rst => rst, tick => tick);
U_ENC : encoder_decoder
generic map (BITS => 12)
port map (clk => clk, rst => rst, enc_A => enc_A, enc_B => enc_B, count => enc_count

)

U_STILL : stillness_detector

generic map (COUNT_BITS => 12, CLK_FREQ_HZ => 100_000_000,

port map (clk => clk, rst => rst,

U_FSM : 1lqr_system_fsm

generic map (

g_clk_hz => 100_000_000, g_homing_freq_hz
g_center_offset_steps => 3_000,

g_count_width => 12, g_critical_counts

count_

in => enc_count,

g_safety_counts => 200, g_settle_time_s => 8

)

port map (
clk => clk, reset => rst,

limit_fdc_i => limit_fdc_i, enc_count_i

step_tick_i => step_tick, step_dir_i

step_enable_o => fsm_step_en,

period_cycles_o => fsm_period

step_d

, count

lqr_enable_o => 1lqr_enable, state_o

)

U_ANG : differentiator

=> sg_dir,

=> 5_000,
g_period_width => 24,
=> 100,

=> enc_count,

still_i

=>

ir_o => fsm_step_dir,

_offset_o

=> fsm_state

T_STILL_S => 1)
still_led => still);

still,

=> count_offset,

port map (clk => clk, rst => rst, tick => tick, count => count_ang, x3 => x3, x4 =>
x4);
U_LQR : 1lqr_controller
port map (clk => clk, rst => rst, tick => tick_lqr, x1 => x1, x2 => x2, x3 => x3, x4

=> x4, u => u);

U_CART : cart_estimator
port map (

clk => clk, rst => rst, tick => tick,
step_tick => step_tick, step_dir => sg_dir,
lqr_enable => 1lqgr_enable, x1 => x1, x2 => x2

)

U_INT : simple_integrator
port map (clk => clk, rst => rst,

tick => tick_lqr, u => u,

x2

=> x2_cmd) ;
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U_MCMD : motor_command

generic map (DIV_LATENCY => 34, X2_MIN => 3)
port map (
clk => clk, rst => rst, tick => tick, x2_cmd => x2_cmd,
period => mot_period, direction => mot_dir, enable => mot_enable

)

U_STEP : step_generator
generic map (CLK_FREQ => 100_000_000, PERIOD_BITS => 24, PULSE_CICLOS => 100)
port map (
clk => clk, rst => rst, enable => sg_enable, direction => sg_dir,
period => sg_period, step_out => step_out, dir_out => dir_out,

step_tick_o => step_tick

)
tick_1ms <= tick;
state_dbg <= fsm_state;
lgr_enable_dbg <= 1lqr_enable;
still_led_o <= still;
motor_en <= not sg_enable;

end architecture rtl;

Cédigo 8: Nivel superior: instanciacion e interconexién de todos los médulos del sistema.
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Anexo E Simulaciones Vivado

En este anexo se incluyen las simulaciones de los testbench de los bloques del sistema
implementado en VHDL que no se han incluido en la Seccién 4. Todas ellas fueron realizadas
con el simulador integrado de Vivado 2025.2, las waveforms obtenidas en cada simulacion se

muestran a continuacion.

tb_encoder_decoder

En la Figura 42 se puede observar el comportamiento del decodificador del encoder ro-
tativo, en la primera parte de la simulacién el contador sube de 26 hasta 40 respondiendo
a la secuencia de cuadratura de las senales enc_a y enc_b en sentido positivo. Sin embargo,
cuando la secuencia se invierte hacia la mitad de la simulacion el contador decrementa lo que

verifica que la deteccion de direccion funciona correctamente.

@ rst
8 enc A

@ enc B

> W count[11:0]

Figura 42: Simulacién funcional del médulo encoder_decoder.

tb_stillness_detector

En la Figura 43 se observa la simulaciéon para el bloque de deteccién de quietud, al
inicio tras el reset sincrono timer reg arranca desde 0 correctamente, tras el reset cuenta
ciclicamente de 0 a 9, still led se activa a nivel alto cuando count_in permanece con el

mismo valor durante el numero de ciclos establecido.
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Figura 43: Simulacién funcional del médulo stillness_detector.

tb_differentiator

Se verifica la conversién de cuentas del encoder a dngulo x3 y velocidad angular z, en
formato Q8.8. La Figura 44 muestra cémo count=100 produce x3=67, coherente con 100 x
172/256 =~ 67 (constante Kang = 172 en Q0.16). La velocidad angular z4 refleja la diferencia
finita entre ticks, saturando correctamente a +32767 ante variaciones bruscas de count.

Ambas salidas se actualizan sincronamente en cada flanco de tick con latencia de 1 ciclo.

Figura 44: Simulacién funcional del médulo differentiator.

tb_cart_estimator

Se verifica el calculo de x1 y x5 a partir de pulsos STEP. En la Figura 45, con step_dir=1,
step_counter incrementa correctamente y xo, = 512 refleja la velocidad positiva. En la
Figura 46, al invertir step_dir=0, el contador decrementa y x5 toma el valor —129, verificando

el signo correcto. Al desactivar 1qr_enable, step_counter se reinicia a cero.
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8 clk
8 rst

8 tick

& step_tick

Figura 46: Simulacién funcional del médulo cart_estimator 1.

tb_simple_integrator

En la Figura 47 se verifica la integracion discreta de Euler que realiza el bloque simple_integrator.
La simulacién muestra como x, incrementa acumulando el producto u - K7 confirmando el

comportamiento esperado del integrador.

Figura 47: Simulacién funcional del médulo simple_integrator.

tb_step_generator

La simulacién del moédulo step_generator se muestra en la Figura 48. Se observa que

la generacién de pasos es la esperada, con period=1000 y enable=1, se generan pulsos pe-
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riddicos. Cuando el periodo cambia, el tiempo entre pulsos lo hace también verificando el

comportamiento correcto del bloque.

> W period

8 step_out

90155000 ps )

0003e8

110175000 ps

Figura 48: Simulacién funcional del médulo step_generator.
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