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1/, RESUMEN

1/, ABSTRACT

Se aborda la implementacién del Aprendizaje Basado en Proyectos y el Aprendizaje Activo en la
asignatura de Métodos Numéricos del Grado en Ingenieria Matematica e Inteligencia Artificial
en la Universidad Pontificia Comillas — ICAI. Siguiendo el enfoque practico de la Escuela Técnica
Superior de Ingenieria, esta metodologia fomenta el desarrollo de una amplia gama de habilida-
des en los estudiantes, combinando teoria y practica mediante proyectos grupales. Los métodos
numéricos son esenciales para una amplia variedad de aplicaciones modernas, lo que se refleja
en la oferta de proyectos que abarcan desde la compresion de imagenes hasta la modelizacién
de fenémenos colectivos. Los objetivos de esta accion incluyen promover el pensamiento critico,
visibilizar la matematica aplicada y fomentar tanto el trabajo grupal como individual. La evalua-
cién se estructura en informes, presentaciones y defensas, buscando garantizar la implicacién
individual y el interés por teméticas diversas. Los resultados iniciales indican que esta metodo-
logfa no solo fortalece los conocimientos matematicos y cientificos de los estudiantes, sino que
también fomenta su pensamiento critico y enfoque cientifico, afiadiendo valor a su formacion
integral. A futuro, se planea ampliar la variedad de proyectos para cubrir un mayor rango de
intereses del alumnado.

In this work, we discuss the implementation of Project-Based Learning and Active Learning
in the Numerical Methods course of the Bachelor's Degree in Mathematical Engineering and
Artificial Intelligence at Universidad Pontificia Comillas — ICAI. These methodologies suit
the practical (or hands on) approach of the Escuela Técnica Superior de Ingenieria, as they
promote the development of a wide range of skills in students by combining both theory and
practice through group projects. Numerical methods are essential for a wide variety of modern
applications, and this is reflected in the project offerings, ranging from image compression
to the modeling of collective phenomena. The objectives of this initiative include promoting
critical thinking, giving applied mathematics more visibility, and encouraging both group and
individual work. Assessment is structured through reports, presentations, and defenses, aiming
to ensure individual involvement and interest in diverse topics. Initial results indicate that these
methodologies not only strengthen students’ mathematical and scientific knowledge but also
foster their critical thinking and scientific vision, adding value to their overall education. In the
future, we plan to expand the variety of projects to cover a broader range of student interests.
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1. INTRODUCCION

Los futuros egresados del Grado en Ingenieria Matematica e Inteligencia Artificial
(IMAT) deben aunar una amplia variedad de aptitudes y destrezas. Entre ellas,
destacamos la capacidad de utilizar con criterio las distintas herramientas mate-
maticas estudiadas a lo largo de la titulacion para resolver problemas practicos.

Un rasgo distintivo del ICAl es la importancia que se brinda a la practica en la for-
macion de su alumnado. En el Grado en iIMAT esto se ve plasmado a través del
Aprendizaje Basado en Proyectos (ABP). Concretamente, las distintas asignaturas
de los primeros cursos incluyen la realizacion de proyectos individuales o grupales.

Los métodos numeéricos tienen una gran importancia en el mundo actual dada
su ubicuidad en ciencia e ingenierfa. Estos son utilizados en el tratamiento de
datos (por ejemplo, al ordenar y valorar la importancia de los resultados presen-
tados por un buscador como Google), logistica de distribucion y transporte (por
ejemplo, al optimizar trayectos de reparto de mercancias), simulaciones numeé-
ricas (por ejemplo, estudio de la aerodinamica de aviones usando gemelos digi-
tales, para acotar la experimentacion en tunel de viento -mucho mas cara), o el
tratamiento de sefales (por ejemplo, compresion de datos o la reconstruccion de
imagenes —un hito reciente ha sido la obtencion de la primera fotografia de un
agujero negro), entre otras muchas aplicaciones.

Los ejemplos de aplicaciones previamente mencionados permiten atisbar la am-
plitud de conocimientos que se debe abordar en una asignatura como Métodos
Numeéricos. Frente a este hecho, sin embargo, se encuentra una restriccion natu-
ral: el tiempo disponible. No es posible abarcarlo todo. Al menos, no es posible si
se intenta profundizar en cada tematica.

Por otra parte, el perfil del alumnado del Grado en IMAT se caracteriza por la diver-
sidad de intereses. En aras de la claridad, se podria afirmar que algunos estudian-
tes tienen como principal interés las matematicas, mientras que otros se centran
en la informatica y sus posibles aplicaciones. Esto supone una dificultad afadida
a la hora disefar proyectos que sean atractivos para ambos grupos de intereses.
Es decir, profundizar en algunos temas especificos puede atraer a unos, pero ir en
detrimento del interés de los otros.

No obstante, la asignatura de Métodos Numéricos encaja perfectamente entre las
vertientes matematica e informatica, al combinar herramientas tedricas con aplica-
ciones practicas en ambas areas. A través del ABP y formentando el Aprendizaje Ac-
tivo (AA) es posible cubrir un temario suficientemente amplio y dar pie a la especiali-
zacion en temas concretos respondiendo a los intereses particulares de los alumnos.

11. Objetivos

El disefo de las practicas grupales busca responder a una gran variedad de te-
maticasy, a su vez, cumplir una serie de requisitos de interés comun y transversal,
importantes para futuros ingenieros o cientificos.

107



Buenas practicas en docencia universitaria. Comillas 2024

TECNOLOGIAS EMERGENTES EN EL AULA

Los objetivos que nos hemos establecido han sido los siguientes:
= (O1) Diseflar una amplia y variada oferta de trabajos.

= (02) Buscar un equilibrio entre ser accesibles y conllevar cierto reto para
los alumnos.

= (O3) Promover la cultura cientifica y matematica general.

= (04) Fomentar el pensamiento cientifico y matematico.

= (O5) Visibilizar la matematica aplicada en el contexto actual.
= (06) Promover tanto el trabajo grupal como individual.

= (O7) Elaborar un sistema de evaluacidn que tenga en cuenta aspectos
intragrupales e intergrupales.

> (O8) Establecer vias de valoracion y reevaluacion de las propias propues-
tas de trabajo.

2. METODOLOGIA

Vamos a distinguir cuatro bloques diferenciados para la metodologia. El primero
consiste en la busqueda de ideas para los proyectos, el segundo es la propia pre-
paracion de las propuestas para el alumnado, el tercero estd centrado en la eva-
luacion del trabajo realizado por los alumnos, y el cuarto consiste en los métodos
de valoracion y revision de las propias propuestas de trabajo.

21. Fuentes de contenido

De cara a afrontar los objetivos O1, O2 y O3 nos hemos inspirado en la obra de
autores con gran predileccion a la divulgacion de tematicas técnicas y de actua-
lidad (o de técnicas clasicas pero de gran relevancia actualmente), como puede
ser el caso de (Trefethen, Birkisson, & Driscoll, Exploring ODEs, 2017), (Trefethen &
Bau, Numerical linear algebra, 2022), (Van Kampen, 1992), (Shizgal, 2015), (Bender
& Orszag, 2013) o (Weinan, Li, & Vanden-Eijnden, 2021).

Adicionalmente, hemos usado como fuente de inspiracion a divulgadores de
ciencia como los creadores de los canales de YouTube Veritasium, 3BluelBrown,
Kurzgesagt, Numberphile, o QuantumpFracture.

Este tipo de autores o divulgadores son una vasta fuente de ejemplos de uso que,
generalmente, tienen una dificultad tedrica o técnica muy al alcance de estu-
diantes universitarios.

Por otra parte, existe un ambito de investigacion muy propenso a brindar buenas
ideas para cumplir estos objetivos, que es el estudio de los sistemas complejos,
fuertemente vinculado a la fisica estadistica. Las técnicas de esta area son uti-
lizadas en campos como neurociencia, dindmica de poblaciones, o estudio del
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trafico, entre muchos otros. En este caso, las fuentes, al ser trabajos de investiga-
cion, tienen una dificultad técnica mayor. No obstante, simplificando los casos de
estudio es posible obtener cuestiones accesibles.

2.2. Preparacion de las propuestas

Ala hora de disefar las propuestas de trabajo, con el fin de concretar los objetivos
04, O5y Ob, hemos establecido una serie de requisitos o pautas a seguir. Concre-
tamente, al preparar las propuestas de trabajo, estos:

= (R1) Deben guiar o dar pautas a los alumnos sobre cémo obtener los co-
nocimientos necesarios.

= (R2) Deben reforzar los conocimientos generales o fundamentales de
matematicas.

= (R3) Deben llevar asociadas (de forma justificada) aplicaciones moder-
nas de la matematica.

= (R4) Deben involucrar la modelizacion matematica.
= (R5) Deben formar explicitamente el pensamiento critico.

= (R6) Deben requerir la programacion de métodos numeéricosy, a ser po-
sible, simulaciones numéricas.

= (R7) Deben incluir experimentacion (asistida por ordenador).
= (R8) Deben dar pie a trabajo tanto individual como grupal.

El requisito R1 se puede lograr incluyendo una explicacion funcional u operativa
de los conceptos matematicos involucrados. A ser posible, se establecen vinculos
con conceptos trabajados en asignaturas previas (por ejemplo, Ecuaciones Dife-
renciales en el caso del estudio de sistemas dinamicos) o concurrentes en tiempo
(por ejemplo, Aprendizaje Automatico en el caso del analisis de componentes
principales).

El requisito R2 puede lograrse o bien a través de ejercicios tedricos o bien por su
aplicacion a problemas reales. Es decir, mediante la puesta en practica por parte
del propio estudiante.

Los requisitos R3 y R4 los logramos con un enfoque positivista. Es decir, se mo-
tivan los conceptos por su utilidad practica. Por ejemplo, el calculo de valores y
vectores propios de una matriz debe ir acomparnado por una aplicacidon, como
la compresion de imagenes mediante la descomposicion en valores singulares.
Como parte de esto, hay que modelizar o brindar un significado exdégeno a los
conceptos matematicos.

El requisito R5 es el que mas cuidado requiere. Las herramientas matematicas
tienen unas condiciones de uso y unas limitaciones. Los problemas reales rara-
mente se someten a esas condicionesy, para poder ser operativos, deben hacerse
simplificaciones de la realidad. A medida que se presentan herramientas o mo-
delos matematicos, asi como las asunciones simplificadoras que se van realizan-
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do, a los alumnos se les planteara en forma de ejercicio revisar los Iimites de las
herramientas y poner en tela de juicio las propias simplificaciones. Ademas, tam-
bién deberan valorar los propios resultados. En este sentido, nos hemos inspirado
en trabajos como (Lepage, 2021) o (Mompd, 2022).

Los requisitos R6 y R7 normalmente estaran vinculados a los requisitos R3 y R5.
De forma natural para la asignatura, los estudiantes deben programar los mé-
todos numeéricos pertinentes, pero ademas aplicarlos a problemas que no sean
meramente académicos. En particular, se pueden plantear ejercicios explorato-
rios (experimentacion numeérica).

El dltimo requisito, R8, se puede lograr de forma natural distinguiendo distintos
casos de uso para las herramientas, o separando el estudio de las propiedades y
caracteristicas tedricas de una herramienta frente a las de sus implementaciones
en ordenador.

2.3. Evaluacion del trabajo de los grupos

El disefio de este tipo de practicas, grupales y especializadas, puede tener algu-
nas deficiencias innatas. Por un lado, el trabajo grupal puede conllevar una des-
igualdad (tanto objetiva como subjetiva) de la carga de trabajo (Hall & Buzwell,
2013). Por el otro, que cada grupo profundice en un tema particular puede llevar
a solo se interese por su tematica y no reciba informacion, siquiera superficial, de
las otras propuestas o tematicas. Esto mismo puede ocurrir dentro de un mismo
grupo debido al reparto de tareas. Mediante el objetivo O7 buscamos reducir es-
tas deficiencias.

La desigualdad de la carga de trabajo, por los rasgos y aptitudes propias de cada
uno de los miembros de un grupo, quizé sea una cuestion inabordable. Sin em-
bargo, es posible garantizar un grado minimo de implicacién por parte de los
participantes (tanto sobre sus tareas propias como en los objetivos generales del
trabajo) mediante un sistema de evaluacion que mezcle aspectos globales como
particulares (Swaray, 2012).

Concretamente, la evaluacion del trabajo realizado contemplara tres tareas:
=» Realizacion de una memoria del trabajo llevado a cabo.
= Presentacion en publico del trabajo realizado ante la clase.

= Defensa publica del trabajo realizado ante un grupo de profesores de la
asignatura.

Para poder forzar la implicacion individual, tanto en la presentacién como en la
defensa de su trabajo se tiene en cuenta la participacion de todos los miembros
del grupo. Los alumnos son conocedores de este aspecto desde el momento en
gue se plantea la realizacion de los trabajos grupales.

Por otra parte, para evitar que los grupos sélo se interesen por su tematica, es
posible incluir alguna pregunta en los examenes de la asignatura. Estas pregun-
tas, aungue tematizadas, deben ser suficientemente generales como para ser
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abordadas estrictamente con los conocimientos del curriculum de la asignatura.
Ademas, deben tener una puntuacion limitada. Un formato de pregunta muy
propicio a esto es el tipo test, pidiendo escoger la afirmaciéon verdadera (o falsa)
entre varias opciones.

24. Evaluacion de las propias propuestas

Para obtener retroalimentacion sobre las propias propuestas y asi poder modifi-
carlas, persiguiendo el objetivo O8, disponemos de dos fuentes de informacion.
La primera son encuestas de satisfaccion realizadas poco tiempo después de la
presentacion y defensa de los trabajos. La segunda es la informacion, mas abierta,
gue puedan brindar los alumnos colaboradores, puesto que se procura gue sean
alumnos que hayan superado la asignatura el curso académico inmediatamente
anterior.

Las encuestas sirven para recoger informacion de la valoracion del estudianta-
do sobre cuanto les ha permitido su proyecto profundizar en sus conocimientos
matematicos, poner en practica estos conocimientos, o si les ha servido para fo-
mentar un cierto enfoque cientifico. Ademas, se les consulta sobre sus fuentes
de informacién, tutorias con profesores, y se distingue entre tutorias para resolver
dudas de tutorias para discutir resultados. Por Ultimo, también se les consulta so-
bre su percepcion de cuan integradas estan las tematicas trabajadas en el Grado
en iIMAT asi como el dimensionamiento de los trabajos (puesto que hay que tener
en cuenta que en otras asignaturas también estan realizando trabajos).

3. RESULTADOS

Vamos a distinguir los resultados de esta accion de innovacion docente entre los
resultados de la preparacion de propuestas y los resultados de evaluacion.

31. Propuestas elaboradas

Las propuestas desarrolladas hasta el momento han cubierto teméaticas moder-
nas como el tratamiento de imagenes (compresion de imagenes asi como su-
perresolucion (Burger & Burge, 2009)), el analisis de sefales (estudio, filtrado y
clasificacion de sefales de audio), estudio de adecuacion de distintos métodos
numeéricos (como la estabilidad de ciertos esquemas de integracion al ser apli-
cados a sistemas hamiltonianos con simetrias (Chen, 2022)), o la modelizacién y
analisis de fendmenos colectivos (como el origen de los atascos de trafico de ve-
hiculos rodados (Helbing, 2001), o la valoracion de la viabilidad de conspiraciones
a gran escala (Grimes, 2016)).

Segun la naturaleza del proyecto, se han planteado como trabajos abiertos o tra-
bajos guiados, siempre buscando una aplicacion en la industria o en la investiga-
cion. Las propuestas abiertas permiten una mayor personalizacion y libertad de
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trabajo. Un ejemplo de estas propuestas ha sido la de analisis de sefales, donde
un grupo cred una herramienta que, en tiempo real, intenta distinguir si una voz
proviene de un homlbre o una mujer; otro grupo, mas interesado en la musica, se
centré en el procesado digital de audio. Los trabajos guiados, por su parte, buscan
que los alumnos sigan el hilo de pensamiento de los investigadores al desarrollar
su trabajo, adquiriendo, de este modo, experiencia practica en los métodos de la
ciencia y el pensamiento critico. Algunos de estos trabajos, como el del estudio
de los atascos de trafico, dio pie a discusiones sobre la idoneidad del modelo ma-
tematico tras la realizacion de experimentos numeéricos por parte de los alumnos,
dado que observaban fendmenos no fisicos en algunos casos limite.

3.2. Resultados de evaluacitn

Los resultados obtenidos hasta el momento (tras dos cursos académicos de im-
plantacion) han sido positivos.

Por una parte, la valoracion del profesorado respecto a los informes realizados
por los grupos, sus presentaciones y sus defensas del trabajo realizado ha sido
satisfactoria. De forma mas detallada, el producto final del trabajo grupal ha sido
excelente (los grupos que desarrollaron trabajos mas guiados procuraron ser ex-
haustivos, mientras que los que desarrollaron trabajos mas abiertos procuraron
ser originales y destacar de alguna manera). Las presentaciones, salvo alguna ex-
cepcion, fueron elaboradasy, hasta el momento, han participado todos los miem-
bros de cada grupo. Las defensas, por su parte, son generalmente satisfactorias:
los participantes mas implicados han sido capaces de responder adecuadamen-
te cuando se les pide algun detalle mas fino sobre el trabajo realizado, mientras
gue los menos implicados han tenido mas dificultades, pero, aun con todo, han
logrado formular una respuesta coherente.

Por otra parte, la valoracion brindada por los propios alumnos, aun teniendo en
cuenta la naturaleza diversa de cada proyecto, coincide en que los trabajos pro-
puestos han servido para: profundizar sus conocimientos de matematicas, po-
nerlos en practica, fomentar su pensamiento critico y enfoque cientifico. Ademas,
consideran que la realizacidon de estos proyectos aporta un valor anadido a su
formacion, y que estan bien integrados en la tematica del Grado en iIMAT.

Adicionalmente, los estudiantes han tenido que consultar fuentes de informacion
de muchos tipos (profesores, libros o articulos cientificos, apuntes de otras asig-
naturas de la carrera, paginas web y canales de YouTube de divulgacion cientifica
y matematicas), algunas facilitadas por los profesores y otras obtenidas por cuen-
ta propia. Cabe destacar que no sélo se ha acudido a profesores para la realizacion
de consultas, sino también para la discusion de resultados y su interpretacion.
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4. DISCUSION

Consideramos que los resultados vistos hasta el momento validan esta accion de
innovacion educativa basada en el ABP y el AA. Algunas deficiencias se iran refi-
nando por aproximaciones sucesivas, CUurso a curso, como puede ser la extension
de alguna de las propuestas guiadas, o las formas de que los distintos grupos se
interesen por el trabajo de los otros y obtengan, al menos, unas nociones super-
ficiales del resto de tematicas. Otras deficiencias posiblemente sean inexpugna-
bles, como la existencia puntual de miembros menos implicados en el trabajo

grupal.

De cara al futuro sera necesario ampliar las propuestas de trabajo contemplando
usos actuales, como técnicas de eliminacion de ruido en imagenes, aplicaciones
a neurociencia, o técnicas de elementos finitos y aplicaciones en ingenieria.

Adicionalmente, se pretende acompahar cada propuesta con un video de corta
duracion para presentarla, con el objetivo de facilitar la eleccion de tematica y re-
ducir el tiempo de clase dedicado a presentar las tematicas a los alumnos.

J. CONCLUSIONES

El ABP puede brindar herramientas formativas especialmente interesantes en
estudios como el Grado en iIMAT, cuyos futuros graduados deben tener no soélo
una formacion técnica apropiada, sino también desarrollar su pensamiento cri-
tico para una puesta en practica razonable de esa formacion, siendo esto Ultimo
cimentado en el AA. Asignaturas como Métodos Numéricos, dada su transversa-
lidad, constituyen una plataforma idénea para lograrlo pues se puede atender, al
mismo tiempo, el refuerzo de conocimientos abordados en la practica docente,
los intereses propios de los alumnos, y la contextualizacion de estos conocimien-
tos en el mundo actual.
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