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1. Introduccion

La simulacién de cargas dindmicas moéviles suscita gran inte-
rés en diversas aplicaciones ingenieriles como por ejemplo el
estudio de la interaccién dindmica catenaria-pantégrafo, el com-
portamiento de viaductos al paso de vehiculos, las maquinas de
mecanizado por alta velocidad, etc. Focalizando la atencién en la
analogia del fenémeno teérico de cargas moéviles en la interac-
cién vehiculo-plataforma destaca Olsson [1], trabajo en el que el
autor sugiere la reduccién del modelo de un tren sobre un viaducto
a un modelo masa-muelle desplazindose a velocidad constante

* Autor para correspondencia.
Correo electronico: jesus.jimenez@upcomillas.es (J.R. imenez-Octavio).

http://dx.doi.org/10.1016/j.rimni.2014.06.003

sobre una viga, desarrollando la formulacién teérica de su modeloy
analizando la sensibilidad de los diferentes parametros del modelo
masa-muelle del tren en comparacién con un modelo de fuerzas
moviles. En la misma linea, en Visweswara [2] se presenta un estu-
dio de larespuesta dindmica de un modelo de fuerzas méviles sobre
vigas simplemente apoyadas. Entre otros trabajos destacan: Katz
etal. [3] sobre la inestabilidad producida por una secuencia de car-
gas moviles, Akin and Mofid [4] presentando un método numérico
para estudiar la respuesta de una carga mévil sobre una viga bajo
diferentes condiciones de contorno y, mas recientemente, Bruno
et al. [5] estudia el efecto de cargas moviles sobre largos vanos de
puentes suspendidos.

Son escasos los estudios esencialmente analiticos de la res-
puesta de un sistema elastico no lineal a una carga mévil; no
obstante, destacan el estudio clasico de Yen y Sing [6] y mas
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actualmente el de Metrikine [7]. Sin embargo, aunque los métodos
analiticos proporcionan soluciones exactas, su alcance se ve limi-
tado a geometrias simples alejadas de los problemas asociados a
las aplicaciones practicas, lo cual les hace perder competitividad
frente a métodos numéricos. Esto, unido a los avances en las
posibilidades de computacién, hace que los métodos numéricos se
hayan convertido en una de las herramientas mas empleadas en el
andlisis de los problemas de cargas méviles. En [1,8] se presentan
los fundamentos de un método basado en descomposicién modal
para el estudio de cargas moéviles en la interaccién dinamica entre
vehiculo y rail. Empleando la descomposicién de Helmholtz y la
transformada rapida de Fourier, en [9] se investiga la transmi-
sién de las vibraciones debidas a una carga arménica y en [10] se
emplean tanto elementos finitos como de contorno para problemas
bidimensionales con cargas dinamicas.

Entre los trabajos mds relevantes en este campo durante la
Gltima década, cabe citar el método numérico de elementos méviles
propuesto en Koh et al. [11] que aborda el problema de la interac-
cion vehiculo-rail modelando el rail como una viga discretizada en
elementos que fluyen con el vehiculo. Posteriormente en [12] se
extiende el concepto de elementos méviles a elementos bidimen-
sionales. También son resefables las publicaciones sobre el calculo
de estructuras con coordenadas méviles: en Nguyen y Duhamel
[13] se aplica el procedimiento a una carga axial mévil sobre una
barra infinita y en [14] a cargas arménicas sobre una viga infinita.
Este tipo de sistemas excitados por una carga mévil pueden entrar
en resonancia a determinadas velocidades, lo cual es bien conocido;
ver por ejemplo Fryba [15] o algunos trabajos recientes relaciona-
dos con el control de la respuesta de la estructura, como es el de
Qiany Tang [16].

Cuando la fidelidad con el fenémeno fisico modelado y la pre-
cisién en los calculos son factores clave, la calidad del mallado es
importante en la medida que determina el error de simulacién; ver
por ejemplo Babuska y Aziz [17]. Hay que considerar 2 aspectos,
por una parte que el niimero de elementos es relevante por el ele-
vado coste computacional asociado a elevadas densidades de malla,
y por otra parte, que el tamafio de los elementos influye en la defi-
nicion del paso de tiempo a emplear para garantizar la estabilidad
dindmica.

El problema de encontrar una malla 6ptima de elementos finitos
para calculo estructural ha sido estudiado por numerosos auto-
res durante las tltimas décadas considerando distintos enfoques,
incluyendo métodos basados en la minimizacién de energia como
el propuesto por Fellipa en [18], u otros basados en meras consi-
deraciones geométricas como sugiere Cheng en [19]. Asimismo, la
literatura cientifica también presenta diferentes técnicas de rema-
llado basadas tanto en las estrategias de refinado-h [19], donde
nuevos nodos son afiadidos localmente, como de refinado-r des-
crito en Zhu y Zienkiewicz [20], donde un ntimero fijo de nodos
es redistribuido en el dominio. También otros tipos de estrate-
gias adaptativas han sido desarrolladas en este campo, e.g. las de
refinado-p que permiten la modificacion del orden de los elemen-
tos finitos obteniendo mayor precisién en los resultados, como la
que presenta Babuska en [21].

En este articulo se propone un modelo de elementos finitos
con una malla gruesa para todo el continuo sobre la que se super-
pone una malla mévil fina. El propésito de esta malla mévil es
refinar dindmicamente la estructura de contacto en torno al punto
de aplicacién de la carga mévil. La principal aportacién de este arti-
culo es precisamente el desarrollo de una metodologia para simular
el contacto entre un continuo unidimensional sobre el que actta
un contacto moévil. De hecho, a lo largo del articulo se emplean
indistintamente los conceptos carga mévil o contacto mévil. Den-
tro de esta metodologia, la consecucién de un contacto nodo-nodo
de forma permanente con el movimiento de una malla mévil soli-
daria a la carga es beneficioso en la simulacién de estructuras que

presentan no linealidad geométrica, como pueden ser las estruc-
turas de cables. Las ventajas que aporta esta metodologia general
son: (i) que contempla de forma natural las principales no linea-
lidades presentes en el problema del contacto, (ii) proporciona un
nivel de precisiéon muy notable y, sobre todo, (iii) permite obtener
soluciones en tiempos de simulacién muy razonables.

El presente articulo esta estructurado de la siguiente forma.
En primer lugar se presenta en la seccién 2 la propuesta de dis-
cretizacion dinamica enfocada al tratamiento de problemas de
carga movil sobre estructuras. Para ello se define el entorno
del dominio local de la malla mévil, se muestra el acoplamiento de
la malla mévil con la malla global del continuo completo y
se acaba realizando la validacién de la metodologia propuesta en
la seccién 3 mediante la comparacién de los resultados obtenidos
con los correspondientes a la soluciéon analitica del problema
de una carga moévil desplazandose sobre una viga simplemente
apoyada. Finalmente, en la seccién 4 se presentan las principales
conclusiones que se pueden extraer del método propuesto.

2. Discretizacion dindmica para problemas de carga movil

El andlisis de la respuesta dindmica de una estructura sobre la
que actia una carga moévil puede requerir una gran capacidad de
célculo en caso de que esta presente, ademas de las no linealida-
des asociadas a la interaccién entre la propia carga y el punto de
contacto, no linealidades materiales y geométricas, ver Moller and
Rubinstein [22], asi como la aparicién de ondas y sus efectos sobre la
estructura. Para mejorar el modelado del fenémeno tanto desde el
punto de vista de la precisiéon como de las actuaciones del método
numérico se ha desarrollado una técnica de remallado mévil que
representa una novedad en el modelado de este tipo de sistemas.
Esta técnica de remallado mévil conserva el nimero de grados de
libertad del problema al igual que el remallado de refinado-r, sin
embargo, el concepto es esencialmente diferente a la mayoria de
otros remallados, ya que en cada instante de la simulacién dina-
mica el método aqui propuesto aumenta la densidad de elementos
del mallado enla zona del contacto. El continuo sobre el que actiala
carga mévil y mas concretamente la zona de contacto entre la carga
y la estructura es el entorno donde se concentra la malla mévil, lo
cual permite concentrar la mayor parte del esfuerzo computacio-
nal en el subdominio del modelo con mayor predominancia de no
linealidad permitiendo obtener la precision deseada y limitando
el coste computacional. Hay que destacar 2 aspectos complemen-
tarios e igualmente relevantes en la implementacién de la malla
movil: en primer lugar la configuracién y distribucién de nodos en
el subdominio de malla mévil y, en segundo lugar, su ensamblado
y seguimiento del contacto sobre el mallado grueso original.

2.1. Definicion del subdominio de malla mévil

Partiendo de la hipétesis segiin la cual el nimero de elemen-
tos permanece invariable, es preciso especificar en qué partes del
dominio se concentran mas nodos y en qué otras se toman esos
nodos durante el proceso de calculo tal como se apunta en Huerta
et al. [23]. Para ello, se define el subdominio de refinamiento-r, €2,
en el cual el nimero de los elementos serd constante, como el inter-
valo © = [X: — X4, Xt + Xrs], donde x; representa el punto de contacto
entre la estructura y la carga moévil, asi como x,; y xrs los limites
inferior y superior del intervalo de refinamiento, fuera del cual la
longitud, I, de los elementos es constante. La distribucién nodal de
dicho subdominio, considerando asi la malla fina de forma inde-
pendiente, se ha basado en el indicador de redistribucién definido
en Pijaudier-Cabot et al. [24], segiin

n
R;l; = Constante, /R(x)dx = Constante Vi : Zl,- =Q (1)
l i=1



214 M. Such et al. / Rev. int. métodos numér. cdlc. disefio ing. 2015;31(4):212-217

donde se refleja la relacién constante entre el indicador de redistri-
bucién dela posicién de los nodos en torno al punto mévil, denotado
por R,y lalongitud [ para cada elemento i, aumentando el valor del
indicador de redistribucién alli donde se precisen elementos mas
pequenos y viceversa.

La redistribucién nodal debe ser independiente del sistema de
coordenadas espaciales, el cual permanece fijo durante el proceso
de simulacién, como se indica en Huerta y Liu [25], [26] y [24]. Por
tanto, la ecuacién (1) se escribe en forma diferencial como

d ox

donde el sistema de coordenadas W denota la referencia respecto a
la cual se lleva a cabo la redistribucién nodal.

Considerando que el sistema W se desplaza de forma solidaria
a la carga mévil, y referenciando la distribucién de nodos al origen
de coordenadas méviles, el indicador de redistribucién R puede
definirse como la inversa del tamafio deseado para cada elemento,
segiin

1

R:s(Q,n,&,c)’

de esta forma la separacién s (Q, n, &, c) entre los nodos de la
malla fina viene determinada por el propio intervalo €2, la locali-
zacion horizontal &; de los n nodos distribuidos en la malla fina del
subdominio de refinamiento y por el parametro de concentracién
nodal c.

En este trabajo se ha optado por una distribucién exponencial
de los nodos, que permite concentrar mas nodos en las proxi-
midades de la zona de contacto y menos en los extremos del
subdominio de remallado. El algoritmo implementado parte de la
hipétesis de que existe igual nimero de nodos a uno y otro lado del
punto de contacto, lo cual no implica una distribucién simétrica ya
que los limites inferior, &, y superior, &, del intervalo 2 no son
necesariamente simétricos. Sin embargo el algoritmo si conlleva
un nimero impar de nodos en el subdominio de remallado para
conseguir un contacto nodo-nodo, es decir, siempre existird un
nodo siguiendo el contacto mévil, distribuyéndose ns nodos a
ambos lados del contacto de forma que:

_ (n—1)/2 sines impar
*“1n/2-1 sines par

3)

La distribucién nodal exponencial implementada define la loca-
lizacién &, de los nodos, respecto del sistema movil, segin

exp (1/c) —exp (1/c) exp (A5:)) Véie [6:,0) : k=meN,
& = (4)
exp (l/c) exp (A(é},s)) — exp (1/6) Vé e (O, S,S] k<nseN,
donde A(§) es
AE) k(cin(&+ ecx:S (1/¢)) 1) .

Finalmente es posible definir la funcién s (Q n, &, c) del
tamafio de los elementos de la malla mévil como una simple dife-
rencia entre los nodos que componen el elemento que ocupa la
posicién &;, es decir el tamafio del mismo, s, queda definido como

s(Qn, & c) =& — &y (5)

siendo &,;- y &,;+ las localizaciones horizontales de los nodos
izquierdo y derecho que definen el elemento i, respectivamente.

2.2. Acoplamiento de la malla mévil con la malla global

A continuacién y una vez que se ha descrito la distribucién de la
malla finamévil en el subdominio de remallado, es necesario definir

?

?

Figura 1. Acoplamiento entre malla local y global para varios instantes de tiempo
en los que la carga movil se traslada.

su acoplamiento con la malla gruesa fija presente en todo el con-
tinuo. Desde un punto de vista algoritmico es preciso hacer notar
que en cada paso de tiempo se lleva a cabo un nuevo remallado.
El hecho de que el proceso de remallado no sea demasiado cos-
toso computacionalmente en comparacién con un posible mallado
fino del sistema completo permite plantear la ejecucién de este
procedimiento paso a paso sin incurrir en tiempos de calculo ina-
ceptables. No obstante, los argumentos no son solo de tiempo de
ejecucion sino también de precisién de calculo. En este sentido son
2 los aspectos que pueden resultar claves en la simulacién y que
justifican el remallado mévil: el tamafio de los elementos en la
zona de contacto y la dinamica relativa a este. Respecto al tamafio
de los elementos, la posible no linealidad del continuo requiere
una discretizacién espacial muy fina en la regién de contacto, no
siendo tan necesaria en las regiones adyacentes. Si bien esto jus-
tifica la definicién del subdominio de remallado €2, no es motivo
suficiente para que se tenga que remallar en cada instante, ya que
podria emplearse un remallado 1til para ciertos pasos de tiempo.
Sin embargo el segundo aspecto, la dinamica del contacto, si jus-
tifica en casos de no linealidad geométrica como las estructuras
de cables el procedimiento tal y como se presenta en este trabajo.
Ademas, la dindmica propia de este tipo de estructuras es sensible
a efectos de alta frecuencia, resultando determinante en la obten-
cién de una determinada precisién tanto la conveniente eleccién
del integrador temporal como del método de contacto.

El ensamblado de la malla completa se lleva a cabo a 2 nive-
les. Por una parte se redefinen las nuevas conectividades entre los
nodos de la malla primitiva y la nueva posicién de la malla fina
creando los pertinente elementos nuevos. Y por otra parte, y a
efectos de convergencia en el calculo, se estiman las condiciones
iniciales para los nodos de la malla fina en cada paso de tiempo
de la simulacién dindmica. En la figura 1 se muestra esquematica-
mente: una malla fina en contraposicién a una malla gruesa, ambas
en la parte superior de la figura y que representarian un mallado
clasico; y a continuacién, en la parte inferior, se presenta el segui-
miento de una carga moévil por una malla fina que se superpone a
una malla gruesa durante 6 instantes de tiempo. En cada instante
se definen no solo los correspondientes nuevos elementos que apa-
recen entre la malla fina y la gruesa sino también las condiciones
iniciales de cada nodo de la nueva malla fina.

Para la definicién de las funciones de forma ademas de las
condiciones esenciales y naturales de los elementos moviles se con-
sideraran inicamente los nodos de la malla primitiva adyacentes al
nodo de la malla fina cuyos desplazamientos se desean estimar. Asf,
para una estructura de, por ejemplo, elementos tipo viga Bernouilli
como los descritos en referencias clasicas del método de elementos
finitos Zienkiewicz y Taylor [27], se emplean los conocidos polino-
mios de interpolacién ctibica con continuidad C' de Hermite para
los desplazamientos en direccién transversal a la directriz del ele-
mentoy los giros, y de interpolacién lineal para los desplazamientos
en direccidn axial, siendo estas tltimas funciones con continuidad
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(Y. Tanto para el instante inicial como para el resto de pasos de
tiempo de la simulacién dindmica, las posiciones, ®@q(x;), velocida-
des, dig(x,-), y aceleraciones, @ (x;), de los nodos de la malla fina,
X;, se obtienen a partir de la interpolacién de los correspondientes
valores de los nodos de la malla gruesa, segiin

Po(x))=N®,  Dg(x)=Nb, Do(x)=NS, (6)

donde @ = [<I>ﬁ‘, <I>‘]"’, <I>?, QDg, d>5", d>g][ es el vector de los grados
de libertad asociados al desplazamiento en direccién axial ®Y,
transversal ®Y y el giro ®? en los nodos 1y 2 del elemento de
la malla gruesa en el que se sitlia el correspondiente nodo de la
malla fina, x;, y N la matriz de las funciones de forma

[1-x/1 0 0
0 1-3(x/0)°+2(x/1)  6x/12+6x2/P

0 x(1—2x/l+(x/l)2> 1—4x/l—i—2(x/l)2
x/1 0 0

0 (x/1)* (3=2x/1)  6x(1-x/) /P
0 x2 (x/1-1) /I x(3x/1-2) /1

Asi, para cada paso de tiempo los vectores globales de despla-
zamientos, velocidades y aceleraciones (ecuacién 6) se construyen
a partir de la interpolacién de los polinomios de Hermite (ecua-
cion 7), H(Xini,s (22,1, &,¢)), y los parimetros de la malla
movil.

Unavez que se establece la malla gruesa se construyen las matri-
ces globales de masa, amortiguamiento y rigidez tangente, asi como
las fuerzas internas y externas. El algoritmo de reensamblado se
caracteriza por 3 aspectos. En primer lugar la malla fina intro-
duce un aumento de las dimensiones de las matrices globales. En
segundo lugar es el responsable de afiadir las nuevas contribuciones
a las correspondientes matrices y vectores globales del sistema a
partir de las nuevas interconectividades creadas en la construccién
de los nuevos elementos. En tercer lugar, el algoritmo de reensam-
blado modifica en cada paso de tiempo las contribuciones a las
matricesy vectores globales correspondientes a los nuevos elemen-
tos en su movimiento. Finalmente, en el proceso de reensamblado,
las distintas discretizaciones originales y el mismo integrador tem-
poral resultan opacos para la formacién de las matrices y vectores
globales.

Nt =

2.3. Implementacion del algoritmo en un método de elementos
finitos

La formulacién clasica de una estructura flexible no lineal por
medio de elementos finitos puede escribirse de la forma

M~i1+q(i1,u)=f (8)

donde M es la matriz de masa, f y q los vectores de fuerzas exter-
nas y fuerzas internas y it y a1 representan los vectores aceleraciéon
y velocidad nodales. Como es bien sabido, la resolucién de este pro-
blema no lineal implica, ademas de la necesidad de un algoritmo
de integracion temporal, el cilculo de la matriz de rigidez tangente,
definida esta como la derivada de las fuerzas internas con respecto a
los desplazamientos, K¢ = dq/0u, y de 1a matriz de amortiguamiento
tangente C; = 0q/di.

Enlatabla 1 se explicitan los pasos necesarios para laimplemen-
tacion de la metodologia propuesta en un método de elementos
finitos no lineal y con un algoritmo de integracion tipo S-Newmark.
Este algoritmo que rige el proceso de remallado mévil comprende el
calculo de equilibrio inicial del sistema con una discretizacién ini-
cial, partiendo de una malla gruesa equidistribuida de elementos
de longitud I sobre la parte de la estructura donde actda la carga o

Tabla 1
Algoritmo de remallado adaptativo

Discretizacion espacial: X;y;
Discretizacion temporal: At|ty« =ty + At
Calculo de la configuracién de equilibrio inicial
for n=0— ntmero de pasos de tiempo
the1 =th + At
Remallado mévil en el contacto
Reensamblado de: K, M, C;, 47 | vfo.,
Prediccién inicial
Evaluacién del residuo: Newton-Raphson
end

contacto mévil, estando la estructura flexible inicamente sometida
a su propio peso. Esto implica el calculo de las posiciones nodales
Uy, fuerzas internas qq y fuerzas externas f y, para el instante ini-
cial, asi como la estimacién de las velocidades, i1y, y aceleraciones,
i1y, nodales del mallado primitivo segtin requiere la ecuacién gene-
ral de equilibrio. Posteriormente, se trata el proceso dinamico del
movimiento del contacto entre la carga y la estructura. Para ello,
se procede al remallado mediante la superposicién dinamica de la
malla mévil sobre la malla gruesa inicial y la integracién temporal
del fenémeno de interaccion entre la carga o contacto mévil y la
estructura.

3. Validacion del modelo propuesto

A continuacién se presenta una comparacioén de los resulta-
dos analiticos del clasico problema de la respuesta de una viga
cuando es recorrida por una carga a velocidad constante, v, tal y
como se ilustra en la figura 2 con los resultados obtenidos para la
misma situacién empleando la metodologia propuesta en este arti-
culo. Despreciando los fenémenos de amortiguamiento interno, la
ecuacion del desplazamiento transversal, u,(x, t), de una viga de
longitud L con propiedades uniformes para 0<x<LyO0<t<L/v
cuando una carga movil, F, se desplaza sobre ésta, puede expresarse
seglin

2 4
0 u, +Ela Uy
or? Ox4

m

= &(x — Vt)F, 9)

donde m es la masa por unidad de longitud, El es la rigidez a flexién
de la viga y § es la funcién delta de Dirac. Por otra parte han de
considerarse las condiciones de contorno

Uzlyeo =0 Uzlx=p =0,
2 2
0 uy _0o 0 u, _o
2 - 2 -
ox 0 ox L

asi como las condiciones iniciales

Ju
Uzl_g =0 BTZ =0.
t=0
ZA F
x(t)=wvt
—}X v mEl
A A

Figura 2. Fuerza mévil sobre viga simplemente apoyada.
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Tabla 2
Caracteristicas mecdnicas de la viga empleada en la validaciéon
Propiedad Valor Unidades
Médulo de Young 2,0 x 101 N/m?
Momento de inercia 1,0x 107> m*
Masa por unidad de longitud 390 kg/m
Tabla 3
Valores de 7y v en funcién de « empleados en la validaciéon
Pardmetro «=0,25 «=0,5 «=0,75
7[s] 1,78 0,89 0,59
v [m/s] 5,61 11,25 16,36

3.1. Solucién analitica

La solucién analitica de este problema es conocida y puede
encontrarse, por ejemplo, en Fryba [15]. Asi, definiendo el cociente

Bn = @n/wn siendo
n4miEl
% =7 (10)
mL
y @wn = nmv/L, es posible escribir la solucién al problema como

i—fuﬂa/mZMx, )
n=1

si a#n,

uy(x, t) = (11)

Huall/2) T 0+ Y x| sia=n,
n=1

n#ta

donde ug(L/2) es el desplazamiento estatico del punto medio del
vano cuando una fuerza Facttia en dicho punto, es decir, g (L/z) =
FL3 /(48 EI), siendo Yy(x, t) y Yu(x, t) funciones que se expresan
segiin

Th = 71 sin (nn t) _¢ sin Lzm sin nnx)
"7 n2(n2 - a2) ) n at ( L)’

(12)

1 . t ot t . X
Yo = 5o [sm (an?) - cos (an?)} sin (anz) s (13)
donde 7 es el tiempo que tarda la carga en recorrer la viga, T = L/v,
y o un parametro adimensional definido segin

v (14)

a=nh, = —
Bn ol

3.2. Comparacién del método propuesto con la solucién analitica

De cara a comparar la solucién analitica (11) con el modelo
propuesto se ha discretizado una viga de 10 m de longitud con tni-
camente 2 elementos, sobre la que se ha superpuesto una malla
movil de 24 elementos distribuidos en un dominio de 6 m de longi-
tud, un indice de concentracién nodal c =3, estando la malla mévil
centrada en el punto de contacto donde actia una fuerza F de
800 N. Las caracteristicas mecanicas de la viga analizada se recogen
en la tabla 2.

Dado que « es una velocidad adimensional, la variacién de este
parametro supone en realidad un analisis de sensibilidad de la velo-
cidad de la carga. La tabla 3 recoge los valores de t y v obtenidos
directamente, conocidas las expresiones (10), (14) y que 7 =L/v,
para los valores de @ de 0, 25,0, 5y 0O, 75.

-3
x 10 0.06

2

u,(L/2,)/ug,

0.8 1 12 14 16 18 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
T[s] T[s]
(a) Desplazamientos para o. = 0.25 (b) Error para o. = 0.25

x10-8
2 — .
—WEF-VM o1
A
0 A oos
< ]
-2 N / 0.06
N\ / 0.04
4 \ y
B \ /R o0
= 6 N / =
o \ S o
3 -8 \ 2
= \ W 02
2 10 A
\ 7/ -0.04
\ /
12 N VA -0.06
-14 e ~0.08

-0.1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
T[s]

(c) Desplazamientos para o = 0.50

o

T[s]
(d) Error para o. = 0.50

-3
2 x10 0.1

=-A 0.08

u (L2,

-16
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6
1[s] T[s]

(e) Desplazamientos para o. = 0.75 (f) Error para o. = 0.75

Figura 3. Comparacion de desplazamientos y errores absolutos entre el modelo de
elementos finitos con malla mévil (MEF-MM) y la solucién analitica (A).

Tabla 4
Valores estadisticos del error en funcién de «
«=0,25 a=0,5 «=0,75
Maxima diferencia por defecto [%] 0,082 0,083 0,071
Maxima diferencia por exceso [%] 0,043 0,091 0,089

En la figura 3 se muestra la relacién entre el desplazamiento
dindmico en el centro de la viga u,(L/2, t) obtenido mediante la solu-
ci6én analitica deducida en (11) y el modelo propuesto basado en la
malla mévil, con respecto al desplazamiento estatico en el centro
de la viga ug. En las figuras 3(a), 3(c) y 3(e) se muestran los resul-
tados para velocidades adimensionales «=0,25, ®=0,5y a=0,75,
respectivamente. Las graficas precedentes evidencian gran seme-
janza entre los resultados obtenidos analitica y numéricamente, lo
cual es refrendado por los valores del error absoluto que se muestra
en la figura 3(b,d,f) como funcién del tiempo y para distintos valo-
res del parametro «. En la tabla 4 se muestran los valores maximos
del error para cada caso y se puede observar que son inferiores al

0, 1%.

4. Conclusiones

En este articulo se ha presentado una metodologia para el anali-
sis de la respuesta dinamica de un continuo unidimensional bajo la
accién de una carga puntual mévil. La metodologia esta basada en el
acoplamiento de una malla mévil situada en torno al punto de con-
tacto entre la carga mévil y el continuo unidimensional. Mientras
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que la malla mévil presenta una elevada densidad de elementos en
torno al punto de contacto, el resto del continuo presenta una malla
con una menor densidad de elementos.

Las principales diferencias que presenta la metodologia pro-
puesta con respecto a otros enfoques son: (i) el movimiento de la
malla, creando y destruyendo los nodos correspondientes en cada
paso de tiempo alrededor de la carga moévil; (ii) la relacién del
contacto con la la malla mévil, consiguiendo un contacto nodo a
nodo en todo instante, y (iii) la integracién de la metodologia en
un esquema suficientemente flexible como para abordar la simula-
cién dindmica de estructuras flexibles, por ejemplo estructuras de
cables.

La metodologia propuesta se ha validado con respecto la
solucién analitica de una carga mévil actuando sobre una viga
bi-apoyada, cuyos resultados presentan errores con respecto la
solucién analitica inferiores al 0, 1%. En este trabajo no se ha cuanti-
ficado la reduccién del coste computacional del método propuesto
frente a otros modelos de elementos finitos clasicos, ya que la vali-
dacién exigiria abordar aplicaciones mas complejas y que escapan
al alcance de este articulo.
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