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Modelado de estructuras de cables

Desde que el hombre aprendié a anudar y tejer fibras naturales, formando asi las
primeras cuerdas, las ha utilizado para construir estructuras. En un principio, éstas
tan solo servian como herramientas de caza y pesca, pero posteriormente comen-
zaron a utilizarse con fines constructivos. Asi, antiguas civilizaciones como la vikinga
o la egipcia construian barcos provistos de redes para soportar y fortalecer sus ve-
las; y las civilizaciones china e inca construyeron los primeros puentes colgantes pa-

ra mejorar sus comunicaciones.

No obstante, es con el Renacimiento cuan-
do empiezan a sucederse los hitos cientificos
referentes a las estructuras de cables de ma-
no de los mds conocidos fisicos y matemati-
cos de la historia. En el siglo XV, Leonardo da
Vinci habfa empezado a preguntarse cémo
se comportarfa un cable en tensidn y, ya en
alguno de sus trabajos, pueden encontrarse
los primeros bocetos de una catenaria. En
1615, Beeckman disefid un puente colgante
suponiendo que la curva que éste adoptaba
era una pardbola. Esta solucién innovadora

22 1 anales de mecanica y electricidad / julio-agosto 2008

.

no fue ampliamente conocida hasta que, dos
siglos después, volviera a ser descubierta por
el ingeniero ruso Fuss, ahijado de Euler, a
quien se encargd que diseflara un puente
sobre el rio Neva en San Petersburgo. Inclu-
so Galileo afirmd en su Discorsi e dimostrazio-
ni matematiche intorno a due nuove scienze,
publicado en 1638, que la forma que debe
adoptar una cadena al ser colgada entre dos
puntos debe ser parabdlica.

A mediados del siglo XVII el astrénomo, fisi-
co y matemdtico holandés Christian Huygens
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ya sabia que Galileo estaba equivocado, aun-
que no conocfa adn la solucién al problema.
En 1690 Jacob Bernoulli publicé Acta Erudia-
torum, documento en el que se explica por
primera vez el concepto de integral. Para
mostrar la potencia de la nueva herramienta
de célculo, Jacob propuso utilizarla para re-
solver definitivamente el problema al que
Galileo no supo dar la solucién correcta. Este
reto fue resuelto de facto por tres personas:
John Bernoulli (hermano de Jacob), Leibnitz
y Huygens.

Bernouilli y Leibniz aplicaron el cdlculo di-
ferencial, por aquel entonces recién descu-
bierto, y Huygens, por su parte, utilizé un
método gréfico. Es dificil saber quién lo hizo
primero, ya que las respuestas se publicaron
en un corto espacio de tiempo y la mala re-
lacion entre los autores no facilitd la tarea.
Los hermanos Bernoulli ademds formularon
la ecuacién diferencial de equilibrio de una
cadena sometida a diferentes estados de
carga. Huygens fue quien le dio el nombre
de catenaria a la curva. Este nombre provie-
ne de la palabra latina catenarius, que significa
cadena. También se le llamd funicular, basado
en la denominacion latina para cuerda.

Clasificacion de las “estructuras
de cables”

Hoy en dia el uso de los cables para la for-
macién de estructuras se halla ampliamente
extendido. Este fendmeno se explica al com-
parar el coste que suponen las estructuras rigi-
das con el desembolso, significativamente me-
nor, que demandan las estructuras de cables.

Atendiendo a su configuracion espacial, és-
tas se pueden dividir en tres grandes grupos:
las estructuras de cables lineales, usadas ge-
neralmente en transporte, ya sea de energfa
o de objetos; las estructuras de cables pla-
nas, que gozan de una creciente popularidad
debido a su belleza artistica, y que se usan
principalmente en edificaciones a modo de
cubiertas (deben incluirse en este grupo las
estructuras en forma de membrana); y, por
dltimo, las estructuras tridimensionales, las
menos usuales y quizds las de menor interés
prdctico en la actualidad, a pesar de que en
la naturaleza se encuentran muy a menudo
mallas tridimensionales, compuestas por fi-
bras flexibles con una infinidad de utilidades.

Estructuras lineales

Las estructuras de cables lineales tienen
la caracteristica de avanzar en una dimen-
sién. En este tipo de estructuras cada cable
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sélo conecta con otro cable en un punto, si
bien, en algunos casos como en el de las ca-
tenarias ferroviarias, se forman mallas verti-
cales. Entre las tipologias mds habituales de
este tipo de estructuras estarfan las lineas
para el transporte de energfa eléctrica, las
catenarias ferroviarias, los puentes colgan-
tes, los arcos, o los sistemas de transporte
por cable.

Estructuras planas

Una estructura de cables es plana cuando
tiene forma de malla 0 membrana. Este tipo
de estructuras, debido a su ligereza, cuenta
con una rigidez especifica bastante elevada.
Como en los casos unidimensionales, gran
parte de la rigidez inherente del sistema vie-
ne dada por la tension de los materiales. La
aplicacién mds comun de este tipo de es-
tructuras es su uso como cubiertas.

Estructuras tridimensionales

Las aplicaciones mds relevantes de este
tipo de disposiciones son las denominadas
“Estructuras de Tensegridad”. El concepto
de tensegridad surge como principio es-
tructural basado en el uso aislado de com-
ponentes en compresion dentro de una
red de componentes en tensién. De esta
forma los elementos en compresion no se
tocan y los elementos en tensidn definen el
sistema espacialmente. Estas estructuras
son muy utilizadas en arte, ya que la forma
que describen una vez completadas es muy
estilizada. En un dmbito mds prdctico, este
tipo de estructuras establece el comporta-
miento mecdnico de células y moléculas, asf
como el del ADN.

Calculo de estructuras tensadas

En la mayoria de las estructuras, la confi-
guracion de referencia es conocida dado
que ésta no depende de la distribucién de
las tensiones internas. En las estructuras
tensadas, como son las formadas por cables,
la configuracion inicial depende de las ten-
siones internas, que son a priori desconoci-
das y que deben ser determinadas. La reso-
lucidn de este problema constituye lo que
se denomina problema de equilibrio inicial
y es el paso previo a la obtencién de la res-
puesta, ya sea estdtica o dindmica, de una
estructura tensada frente a una accién ex-
terion.

Una manera de clasificar los diferentes mé-
todos de resolucion consistirfa en la diferen-
ciacion entre los pardmetros especificados

.
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Figura |. Estructura general de cables

Muelle

Arco de catenaria, n_

por el calculista y los que son tratados como
incégnitas a determinar. Los pardmetros invo-
lucrados en un problema de equilibrio inicial
son los siguientes:

La topologfa de la estructura

Las cargas externas

La geometria de la estructura

La distribucién de las fuerzas internas

Inicialmente, el Unico requisito sobre la
configuracién de referencia es estar en equi-
librio. Las ecuaciones de equilibrio en el nu-
do ‘a’ de la malla de la Figura |, al que llegan
‘n’ cables, pueden escribirse entonces de for-
ma aproximada como:

(M

Como el equilibrio inicial es un problema
estdtico, cualquier configuracion con la que
se satisfagan las ecuaciones (1) en cada nudo
serd una solucion del problema. Dependien-
do del método de resolucién que se em-
plee, las incégnitas de estas ecuaciones pue-
den ser las tensiones, las longitudes o las
posiciones, lo que da lugar a diferentes solu-
ciones.

Algunos métodos aproximados usados
hasta la actualidad para la resolucién de este
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problema son el “método de desplazamien-
tos no lineales” [ 1], el método de la rejilla”
[2] y "el método de la densidad de fuerza”
[3]. Cada uno de ellos realiza alguna aproxi-
macién por lo que tan sélo son vdlidos para
configuraciones concretas.

Método de desplazamientos no lineales

Este método se basa en la técnica de los
elementos finitos para el andlisis del com-
portamiento estructural con grandes des-
plazamientos. Con frecuencia, el mismo al-
goritmo se aplica en la resolucién tanto de
problemas de equilibrio inicial como de pro-
blemas en los que aparezcan cargas exter-
nas. Sin embargo, se ve aquejado de grandes
desventajas ya que es preciso tensar previa-
mente la estructura para aproximarse al
equilibrio, lo que ralentiza enormemente el
proceso al requerir varios cdlculos consecu-
tivos. Este método fue desarrollado para en-
contrar la forma de las cubiertas usadas en
el estado olimpico de Munich, construido
para las olimpiadas de 1972 usando barras
para representar los cables en el modelo
numérico.

El método de la rejilla

Este método de resolucién de problemas
de equilibrio inicial fue desarrollado para evi-
tar los problemas asociados al método de
los “"desplazamientos no lineales”. Con el fin
de obtener un problema lineal equivalente
Siev y Eidelmann propusieron en 1962 un
método para la resolucion de redes. Su mé-
todo aplica restricciones de ortogonalidad
sobre la geometria, las condiciones de con-
torno vy la distribucién de esfuerzos internos
de la red, obteniendo como resultado un
problema lineal cuya Unica incégnita es la al-
tura de cada nudo.

Método de la densidad de fuerza

El método de la densidad de la fuerza
permite abordar aquellos problemas sobre
los que no se pueden aplicar restricciones
de ortogonalidad. Nuevamente se obtiene
un sistema lineal equivalente mediante un
cambio de variable puramente matemdtico.
Mediante ese cambio de variables se obtie-
ne un sistema de ecuaciones lineales cuyo
estado de equilibrio tiene la densidad de
fuerza indicada en cada elemento sin nece-
sidad de imponer ninguna otra restriccién.
Este método es apropiado para obtener
una primera aproximacion aunque, si se de-
sea estudiar mds a fondo la estructura, es
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Figura 2. Sistema de referencia global

necesario aplicar un andlisis posterior con
otros métodos.

Método propuesto

La mayorfa de los métodos de andlisis es-
tdticos de estructuras de cables, indepen-
dientemente de la formulacién que empleen,
estdn desarrollados de forma especifica para
cada problemdtica. En el caso de cambiar al-
guno de los pardmetros que definen el pro-
blema o tratar de extenderlos a otros tipos
dejan de ser vélidos. Empleando las ecuacio-
nes cldsicas de la mecdnica, es posible esta-
blecer un método general de cdlculo para
estructuras de cables, completamente gene-
ral, donde las incdgnitas del problema pue-
den ser posiciones de los nudos, tensiones
en los cables, pardmetros de catenaria o
longitud de los cables, todo ello junto den-
tro de un mismo problema. Las ecuaciones
que modelan el comportamiento de un ca-
ble sometido a la accién de la gravedad se
encuentran en los libros de mecdnica cldsica.

Referidas al sistema local <O§ &,€,>, estas
ecuaciones son

&,= c * cosh (g?)

conocida popularmente como ecuacion de
la catenaria y cuyo valor viene regido por el
denominado pardmetro de catenaria c. El va-
lor de la longitud del arco entre el punto mi-
nimo y un punto i es

s'=c ¢ sinh (E_)
c

y la tensidn en el extremo del cable
(&
t'=cw ¢ sinh (—'
c

siendo w el peso por unidad de longitud.

Estas ecuaciones, a pesar de ser no linea-
les, resultan sencillas de manejar, en el caso
de querer estudiar el equilibrio de un cable,
o incluso el de sistemas sencillos de dos o
tres cables. Sin embargo, en el caso de consi-
derar sistemas tridimensionales con gran nu-
mero de cables, las ecuaciones anteriores
deben ser transformadas a un sistema de re-
ferencia global <OX X,X,> de forma que se
les pueda dar un tratamiento sistemdtico en
tres dimensiones.

De esta forma, el comportamiento de un
sistema de cables en tres dimensiones puede
ser modelado mediante las siguientes ecua-
ciones:

E, = s® - c (sinh A - sinh \*) =0

|
donde s* es la longitud del cable ab, inclu-
yendo posibles efectos de la elasticidad del
cable o alargamientos por temperatura, y N
es una funcién del pardmetro de catenaria y
las coordenadas globales del punto i. Calcu-
lando la tensidn, t¢ en el nudo a del cable ab,
se obtiene

ta
E, =——-coshA2=0
W
Las ecuaciones anteriores modelan el

comportamiento de un solo cable en tres
dimensiones. Para modelar sistemas mds

.
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Figura 3. Resultados de la validacion grafica [5]

X, = 2828 m

100 m

Tabla I. Resultados de validacion numérica [5]

Modelo
X, [m] 283.12
S, [m] 447.22
S, [m] 52.77
T [N] 1833.53
X, [m] 4733
S, [m] 110.96
S, [m] 389.04
T [N] 1481.23

Referencia Diferencia relativa (%)
282.81 0.11
446.37 0.19
52.86 0.16
1830 0.19
47.67 0.71
111.07 0.1
388.18 0.22
1478 0.21

Figura 4. Sistema de transporte triangular (TRS)

(% %)

complejos es necesario introducir una
ecuacion de equilibrio en los nudos. Dicho
conjunto de ecuaciones puede ser expre-
sado de la forma
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=5 t+ F

donde el vector t representa las tensiones
de los cables en coordenadas globales y F
las fuerzas exteriores.

Los grupos de ecuaciones anteriores no
son suficientes para resolver el problema
ya que se necesita la introduccion de unas
determinadas condiciones de contorno
(tensiones, posiciones de nudos o longitu-
des de cables) de forma que el sistema de
ecuaciones quede bien definido. Estas res-
tricciones se imponen a través del conjun-
to de ecuaciones E, (¢, t3, s, X2 X° F9). De
esta forma el sistema de ecuaciones que
modela el comportamiento estdtico del ca-
ble j definido entre los nudos ab de la es-
tructura es:

2)
E, (s9,¢, X% X)) =0
E, (t¢, ¢, X, X?) =0
E, (G, t5 X% X5 F) = 0
E, (¢, 1559 X, X%, F) =0

Estas ecuaciones involucran a las variables
posicidn espacial de los nudos, tensién en el
cable, longitud del cable y pardmetro de ca-
tenaria. Todas ellas pueden ser empleadas
como incdgnitas del problema.

El sistema de ecuaciones resultante de
ensamblar el grupo de ecuaciones (2) para
cada cable y nudo de la estructura puede
ser resuelto mediante técnicas habituales
de resolucién de sistemas no lineales como
Newton-Raphson o métodos de regién de
confianza. La descripcién detallada de la for-
mulacion del modelo vy la verificaciéon del
mismo puede encontrase en [4].

Aplicaciones

La validacion del método se ha llevado a
cabo mediante la comparacién con proble-
mas de estructuras de cables publicados an-
teriormente. Un problema conocido en es-
te campo es el presentado por Bruno y
Leonardi en [5]. En esta publicacidn se ana-
liza la posicion de equilibrio estdtico de un
cable anclado en sus extremos y apoyado
en una polea mdvil en algln punto interme-
dio tal y como se muestra en la Figura 3. Lo
que se pretende conocer con la resolucién
de este problema es: la localizacién hori-
zontal de la polea para que el sistema esté
en equilibrio; la longitud de cable que que-
da a ambos lados de la misma y; finalmente,
la tensién que soporta la polea. Como
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queda reflejado en la Tabla I, la precisidn
del método queda patente en virtud las di-
ferencias existentes entre los resuftados ob-
tenidos y los publicados por dichos autores,
inferiores al 1%.

El método propuesto, no sdlo ofrece ga-
rantfas en cuanto a la precision de los resul-
tados se refiere, sino que gracias a su formu-
lacion semianalitica se reduce el nimero de
incdgnitas y optimiza la resolucidn numérica
permitiendo una importante reduccién de
tiempo de computacién. Esto se ha contras-
tado con los resultados presentados en [6]
del primer andlisis estdtico de un sistema de
transporte triangular (TRS). El sistema, repre-
sentado en la Figura 4, estd compuesto por
tres cables suspendidos desde tres torres y
conectados en un punto mavil del que po-
drd colgar una carga. Su principal utilidad es
el traslado de objetos en dreas forestales o
de alto valor ecolégico. Adicionalmente, la
versatilidad del método permite seleccionar
las incdgnitas de entre todas las variables del
sistema y realizar un control directo e inver-
so. Esto dota al método propuesto de una
flexibilidad que lo hace mds potente que el
resto de los modelos existentes hasta el mo-
mento sin pérdida de precisidn, como se ve
en laTabla 2.

Incidiendo en la versatilidad de este mé-
todo es preciso destacar la facil incorpora-
cién de dispositivos mecdnicos en estructu-
ras 2D o 3D indistintamente. Un problema
cldsico para contrastar este tipo de mode-
los es el publicado por Peyrot y Goulois en
[7] representado en la Figura 5. Se trata de
una estructura sencilla que consta de tres
cables eldsticos unidos en un punto en el
que estdn soportados por un muelle verti-
cal. En el punto de unién se aplica adicio-
nalmente una carga de 000N en el plano
horizontal y todos los claves estdn someti-
dos a variaciones de temperatura. Con el
método presentado es posible conocer la
posicion de equilibrio final de todos los
puntos de la estructura, ademds de la del
punto de unidn, las tensiones en los cables,
etc. Los resultados coinciden con los obte-
nidos y publicados anteriormente utilizan-
do otros métodos con diferencias inferio-
res al 0.4 %.

Conclusiones

El método para el cdlculo del equilibrio
estdtico de estructuras de cables presenta-
do se ha demostrado vdlido para la mayoria
de las aplicaciones ingenieriles tales como

Tabla 2. Resultados de validacion numérica del TRS

Kanzaki Modelo Diferencia relativa %

T; 3200 3199.90 0.003
Tension [N] T, 2994 2994.10 0.002

Ty 4069 4069 -

X 145.50 145.50 -
Posicion [m]  y 610.30 610.30 -

z 751.60 751.58 0.003

S 418 418.06 0.060
Longitud [m] S, 193.70 193.70 0.005

S8 149.30 149.23 0.069

Figura 5. Sistema 3D de cables [7]

X,

BN x, ) X

300

400

catenarias ferroviarias, sistemas de transpor-
te de energfa eléctrica, redes de metro, fu-
niculares, etc. Ademds, se ha contrastado
con ejemplos publicados en la literatura
cientifica poniendo en valor su precision, ra-
pidez y flexibilidad. 1
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