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' MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre
las ncho que se proponen. Todas las respuestas deberdn estar debidamente justificadas.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificard sobre 2.5 puntos.

Al Galificacidn maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistemna de ecuacicnes dependientes del parametro real a;

rtamt+tz=atl
ar 4 — 2= 2a
-+ z=u
Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segin los diferentes valores de a.
b} (0.5 punins) Resolver el sisterna para a = 1L

A2, Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las funciones fiz) — =* + %=* — 1 y giz) = Gz, 5o pide:

a) (0.5 punios) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el intervalo [1, 10] en el que

ambas funciones toman el mismo wakor.,
b) (1 punto) Calcular la ecuacidn de la recta tangente a lacurvay - fi(x) con pendientz minima.
.
g} (1 punto) Calcular flz)
1 alx)

A3, Calificacién maxima: 2.5 puntos.

xr 1424
r—y=2
Dadaslasmciasrs{ e

Ml
Y
e

e 1’
: r= A

58 pedas
a) (1 punto) Calcular la posicion relativa de las rectas r y s
b} (0.5 punios) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recla v y que pasa por el punto P2, —1,5).
¢} (1 punto} Enconfrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r que confiene a la recta .
A4, Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un arquero alicionado dispone de 4 llechas y dispara a un globo colocado en el cantro de una diana. La proba-
hilidad de akcanzar el banco en el primer firo es del 30%. En los lanzamientos sucesivos |3 punteria se va
afinando, de manera que en el segundo es del 405, en el tercero del 50% y en el cuarto del 605, Se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto disparo.
b) (0.5 punios) Caleular la probabilidad de gue el globo siga intaclo tras el cuarto dispara.

c) (1 punto} En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85% de sus lanzamisn-
tos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotade exactamente & globos al primer disparo.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

B.1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Segin informa ka Asociacion Empresanal de Acuicultura de Espaiia, durante of afo 2018 se comercializaron
en Espana doradas, lubinas y rodabalios por un total de 2758 millonas de euros. En dicho infarme figura que
s comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas y 23440 toneladas de lubinas. BEn cuamto a los
rodaballns, se wendieron 7400 toneladas por un valor de 63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada
fue 11 céntimos méas caro gue el kilo de lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de
pescado anleriores.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcidn
(r 10 s5i =x<1
fiz) {
(2— 1) a1 x=1

a) (0.5 puntzs) Estudie su continuidad en [ 4, 4].
b} (1 punto} Analice su dervabibidad y crecimiento en [—4, 4).
c) (1 punto) Determine si la funcidn g(x) = ([x) esta definida, es continua y es derivable en z = 1.
B.3. Calificacion maxima: 2.5 purtos.
Dades los puntos M 3,1, 2) y e 1,0,1) v el plano = de ecuacion = | 2y 3= 4, so pide:
a) (1 punto) Hallar la proyeccion de () sobre .
b} (0.5 punios) Escribir la ecuacion del plano paralelo a » que pasa por el punto P,
¢} (1 punta} Escribir la ecuacion del plano perpendicular a = que contiene a los puntos Py O
B.A4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se consideran dos sucesos A y B tales que P{A) = L5, P(B) =025y P[AN B) = (L125. Responder de manera
razonada o calcular lo gue se pide en los siguientes casos:
a) (0.5 punios) Sea ¢ olro sucaso, incompatibla con A y con B, ;Son compatibles los sucesos Oy AL BY
b) (0.5 punios) ;Son A y B independientes?
) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad P(A 1 ) (donde A denota el suceso complementario al sucaso A).
d) (0.75 puntos) Caloular I*{H[A).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

MATEMATICAS Il
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION ¥ ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA
En cada pragunla, aungue el procedimients saguido sea dilerenle al propuasto en al documento soluciones,
cualguier arqumanto valido gue conduzca 2 la solucion serad valorado con la puntuacion asignada.

Los estandares de aprendizaje del blogque 1 se evaluaran transversalmente en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacion de cada respuesta la falta de justilicacion razonada o de precision y valorando
las estrategias, razonamientos ¥y toma adecuada de decisiones.

Ad.

a) Calculo comecto de los valores a estudiar: 0.5 puntos. Estudio comecto de cada caso: 0.5 puntos.,
b) Planteamiento: (.23 puntos, Resolucion: 0,25 puntos.

Estindares de aprendizaje evaluados: Hesuelve problemas susceplibles de ser representados malricialmentes
& imterprata los resultados obtenidos. Determing &l rango de una matriz, hasta orden 4, aplicando el método de
Gauss o determinantes.

A2

a) ldentificar el teorema a utilizar: 0.25 puntos. Escribir y comprobar las hipatesis: 0.25 puntos.

b) Planteamicnte: 0.25 puntos. Calcular & valor de los parametros de la recta tangente: 0.5 puntos, Escribir la
ecuaciin da la recta langante: 0.25 punios.

c) Calcular primitiva: 0L.75 puntos. Aplicar regla de Barmow: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas. Aplica ¢l concepio
de dervada, asi como lecremas relacionados, a la resclucion de problemas. Aplica los mélodos basicos para el
calculn de primitivas de funciones.

A,

a) Planteamicnto: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.
b) Planteamiento: 0.25 puntos. Resalucidn: 0.25 punlos.
¢) Planteamiento: 0.5 pumtos. Resolucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Cxpresa la ecuacion de la recta de sus distintas formas, pasando de
una a olra correclamenta, identilicando en cada caso sus elemenios caraclerisiicos, y resolviendo los problemas
afines entre rectas. Obtiene [as ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones.

Aa,

a) Planteamiento: 0.75 puntos. Hesolucdn: 025 punlos.

b} Planteamiento: 0.25 puntos. Resolucian: 0.25 purtos.

¢) Por identificar la binomial: 0.5 puntos. Por escribir los parametros comectos: 0.25 puntos. Resultado: 0025
punios.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula probabilidades a partir de los sucesos que constituyen una
particion del espacio muestral, Identifica fendmenos gue pueden modelizarse mediante la distibucion binomial,
obliene sus parametres y calcula su media y desviacién tipica. Calcula probabidades asodiadas a una dis
tribucian binomial a partir de su funcian de probabilidad, de 1z tabla de la distribucion o mediante calculadora.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

B.1.
0.5 puntos por plantear corectamente cada ecuacion, 1 punto por la resolucion comecta del sistema.

Estindares de aprendizaje evaluades: Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacion
de la vida real, estudia y clasifica el sisterma de ecuaciones lineales planteado, o resuelve en los casos gque sea
posible, y lo aplica para resolver problemas.

B.2.

a) Planteamiento: 0.25 puntos. Resolucion: 025 punfos.

b) Estudio de la derivada: 0.5 puntos. Aplicacion al analisis del crecimiento: 0.5 puntos.

¢) Planteamiento de la continuidad: 0.25 puntos. Calculos para la continuidad: 0.25 punios. Planteamiento sobre
derivabilidad: 0.25 purnos. Hesoluciin sobre recla tangente: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas y representa a
funcitn en tormo de puntos de discontinuidad. Aplica los conceptos de limite y derivada, asl como los teoremas
relacionados, a la resolucion de problemas.

B.3.

a) Plantcamicnto: 0.5 puntos. Resclucion: 0.5 puntos.
b) Plantcamicnio: 0.25 puntos. Resolucion: 0.25 puntos.
¢} Planteamiento: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Obbene la ecuaciin del plano en sus distintas formas, pasando de una
a olra cormeclamente. Obbene las ecuaciones de reclas y planos en dilerentes siluaciones. Maneja el producto
escalar y vectorial de dos vectores, significado geométrico, expresion analitica y propiedades.

B.4,

a) Plantsamiento: 0.25 puntos. Hesoluciin: 0.25 punios.

b) Planteamiento: 0.25 puntos. Resolucion: 0L.25 pumtos.

En los dos apartades anteriores no se debe considerar cormecta una respuesta de 5i o Mo, si no va acompanada
de algin tipo de justificacion,

¢} Planteamiento: 0.5 puntos. Resclucion: 0.25 puntos.

d) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolucion: 0.25 puntos,

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples v com
pusslos mediante la regla de Laplace, las lormulas derivadas de la axomdbea de Kolmogorow y dilerentes
tecnicas de recuento. Calcula probabilidades a partir de los sucesos que constituyen una particion del espa-
cio muestral.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS OPCION A

Problema A.1:

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes

del parametro real a
X+ay+z=a+l
—-ax+y-z=2a
-y+z=a

Se pide:

a) Discutir el sistema segun los diferentes valores de 4.

b) Resolver el sistema para a=0.

Solucion
Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/UvoHnpmFQkI

a) Sillamamos A a la matriz de coeficientes, se cumple que:

I a 1
|Al=l-a 1 -l=1+a-1+a’=a’+a=a (a+1)=0<a=0, a=-1
0 -1 1
0
Entonces si a=0, —1, A|¢0 y el sistema es compatible determinado. Si a=0, como { =1#0,
1 0 1
tenemos que rg(A)=2. Porotrolado, [0 1 0[=0 (F =-F,), porlo que rg(A*)=2yeI sistema es
0 -1 0
compatible indeterminado.
Sia=-1, como =-1#0, tenemos que rg(A):Z. Por otro lado:
1 -1 1
1 1 -2|=-1-1-2-1+0,porloque rg(A*)=3yeI sistema es incompatible.
0 -1 -1
b) Para a=0, como las dos primeras filas son independientes (apartado a), el sistema queda
x”:l}s I=a,t er"‘21}=> =1—qy= lo que la solucién es:
y—z=0f i 2= ,enemosquey_a:0 X = a,y = a, por lo que la solucién es:

(1-—a,aa),cona €R.
Sia # 0,a # —1, el sistema es compatible determinado. Si a = —1, el sistema es incompatible.

Sia = 0, el sistema es compatible indeterminado, de solucion: (1 — a, a, @), con a € R.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

Dadas las funciones f(x) = x3 + 3 x? — 1y g(x) = 6 x, se pide:

a) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el intervalo [1, 10] en el que

ambas funciones toman el mismo valor.

b) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima.
2 f(x)
c) Calcular | ——= dx
) fl g(x)

Solucion

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/PqoWet9AiGY

a) Si consideramos la funcién continua (polinomio) h(x) = f(x) —g(x) =x3+3x?—-6x —1,
tenemos que h(1)=13+312-6—-1=-3<0, h(10) =103+3102—-60—1> 0, por lo
que por el teorema de Bolzano, existe un x, € (1,10) tal que h(xy) = f(xy) —g(xy) =0
f(xo) = g(xp) y en x, las dos funciones toman el mismo valor.

b) La pendiente de la recta tangente ay = f(x) es f'(x) = 3 x% + 6 x, luego hay que hallar el minimo
de esta funcién. Se cumple que f"(x) =6x + 6 = 0 & x = —1. Como la funcidn es una pardbola con
las ramas hacia arriba, en este punto critico tiene el minimo absoluto. Entonces la minima pendiente es
f'(=1) =3 (-1)?+ 6 (—1) = =3y larecta pedida es:

y=f(-D)-3x+1)=(-1)2+3(-1)?-1-3(x+1)=1-3x-3=-2-3x

y =—2-3x
c) Se cumple que:
f X 3 _ 2
jz (x) _[PX3x 1dx=J'2 X—+£—L dx—l X dx+lj xdx—l ld =
1 g(x) ! 6 X L6 2 6x I X
372 272 313 2 12
BT G O 0 O 0 D S B A O WO ) R
6 | 3] 2|2] 6|3 3| 2|2 2 4 6
2 f(x) 41 1 l
— —-—=1In
1 9) 36 6
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

Y—v =2 x=-1+22
Dadas las rectaer{Bx_g__ 1,55 y=—4—1,sepide:
- z=2

a) Calcular la posicidn relativa de las rectas r y s.
b) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P(2,—1,5).
¢) Encontrar la ecuacidn del plano  paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/OQDV6pBP99Y

=x-2
a) r se puede expresar como I = y 3 1}:> X=A,y=4-2,2=3 A+1, por lo que pasa por:
Z=3x+

P, =(0, —2, 1) y tiene como vector director v, =(1, 1, 3).
s pasa por P, =(—1, —4, 0) y tiene como vector director v, =(2, —1, 1).
Entonces PP, =(-1, —4, 0)—(0, -2, 1)=(-1, -2, —1), por lo que:
-1 -2 -1

1 1 3|=-1-12+1+2-3+2=-11#0 yryssecruzan.

2 -1 1

Las rectas se cruzan.

b) Como es perpendicularar, el planoes Xx+y+3z=C.
Como pasa por (2,-1,5), 2—1+3x5=16=C, por lo que el plano pedidoes X+y+3z2=16
x+y+3z=16

c) Como el plano es paralelo a r, un vector director es V, :(1, 1, 3), y como contiene a s, el otro vector

director es v, =(2, —1, 1) y pasa por P, =(—1, —4, 0), por lo que el plano pedido es:

(% ¥, 2)=(-1 =4, 0)+4 (L, L, 3)+u (2, =L, 1)=(-1+2+2 u, —4+A—p, 3 A+ p)
4x+5y—3z2+24=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en el centro de una diana. La
probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30 %. En los lanzamientos sucesivos la
punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del 40 %, en el tercero del 50 % y en el cuarto
del 60 %. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto disparo.
b) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan el 85 % de sus lanzamientos.
Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/YBTkGMOWIi8

a) Se cumple que:

P ({acierte antes del cuarto disparo}) =

= P({acierte en el primer disparo}) + P({acierte en el segundo disparo}) +

+P ({acierte en el tercer disparo}) = P({acierte en el primer disparo}) +

+P({falle el primer disparo} N {acierte el segundo disparo}) +

+P ({falle el primer disparo} N {falle el segundo disparo} N {acierte el tercer disparo}) =
72 731 _ 79

3
=242 = 0.79.
10 10 5 10 5 2 100

79
La probabilidad de que el globo haya explotado es 100~ 0.79

b) Se cumple que: P({no acierte en los cuatro disparos}) =

= P({falle en el primer disparo} N ...N {falle en el cuarto disparo}) =
= P({falle en el primer disparo}) P ({falle en el segundo disparo}/{ha fallado en el primer disparo})...

P({falle en el cuarto disparo}/{ha fallado en los tres primeros disparos})

765 4_7312_21_0084
10101010 10525 250

21
La probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo es 250 = 0.084
c) Se cumple que: P({exploten 6 globos}) = P({6 arqueros acierten y 4 fallen}) =

= (10) P({el primero acierte} N ... N {el sexto acierte} N {el séptimo falle} N ... N {el décimo falle})

6
_10><9><8><7(17>6(3)4_210><81><176
B 4! 20/ \20/ 2010

(En la penultima igualdad hemos utilizado que los sucesos son independientes)

= 0.0400957.

La probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo es

10><9><8><7(17>6<3>4_210x81x176

a1 20) 20 2010 = 0.0400957
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RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:

Segun informa la Asociacion Empresarial de Acuicultura de Espafia, durante el afio 2016 se
comercializaron en Espafia doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275.8 millones de euros. En
dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas vy
23 440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7 400 toneladas por un valor de
63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos mas caro que el kilo de lubina,
se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/QDXJKu6827E

Sillamamos X al precio del kilo de la dorada, y al precio del kilo de la lubina (en euros), tenemos que

x=y+0.11 }®x=y+0.11 }
13740000x + 23440000y + 63600000 = 275800000 1374 x + 2344 y + 6360 = 27580
®x=y+0.11 }®x=y+0.11 }:
687 x + 1172y + 3180 = 13790 687 x + 1172y = 10610

= 687 (y+0.11) + 1172y = 687 y + 75.57 + 1172 y =

10610 —75.57 10534.43

=1859y +75.57 = 10610 > y = 1859 = 1859

~ 5.67 €

Entoncesx =y +0.11 = 5.67 + 0.11 = 5.78 €

Por otro lado, como se vendieron 7 400 toneladas de rodaballo por un valor de 63.6 millones de euros,
el precio por kilo de rodaballo es

63600000 636 318 650 ¢
7400000 74 37

El precio de venta del kilo de dorada fue de 5.78 euros, el de kilo de la lubina de
5.67 euros y el kilo de rodaballo fue de 8.59 euros.

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autor: Javier Rodrigo Hitos

Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es

1

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

(x—1?%six<1

(x—1)3six>1

a) Estudie su continuidad en [—4, 4].

b) Analice su derivabilidad y crecimiento en [—4, 4].

c¢) Determine si la funcién g(x) = f'(x) esta definida, es continua y es derivable en x = 1.
Solucion:

Sea la funcidn f(x) = {

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/ID6rZo5mr5Q

a) La funcion f(x) esta definida a trozos por dos funciones polindmicas, continuas y derivables en toda
la recta real. El Unico problema estda en X =1, punto de cambio de rama. Se cumple que:

. . 2 2 . . 3 3 3 N _
hmf(x)zhm(x—l) =(1—1) =0=1lim f (x)=hm(x—1) =(1—1) , por lo que lxlilllf(x)—O— f(l) y

x—1" x—1" x—1* x—1*

f (X) es continua en 1. Por tanto:

f(x) es continua en [—4, 4]
b) El Unico problema vuelve a estar en X=1, punto de cambio de rama. Si x < 1, tenemos que
f'(x)=2 (x—1), por lo que, al ser f(x) continua en [-4, 4], tenemos que f'(1)=2 (1-1)=0.Si
x>1, tenemos que f'(x)=3 (x—l)z, por lo que, al ser f(x) continua en [-4, 4], tenemos que
f/(1)=3 (1—1)2 =0, por lo que f'(1)=f'(1)=f/(1)=0y f(X) es derivable en 1, siendo ademas

x, =1 punto critico de f(x).Portanto, f(X) es derivable en (-4, 4).

Si x<1, tenemos que f'(x)=2 (x—1)<0vy f(x) es estrictamente decreciente, si X >1, tenemos que

f'(x)=3 (X—l)2 >0y f(x) esestrictamente creciente. En X =1 hay un minimo relativo.

f(x) es derivable en [—4, 4], estrictamente decreciente para x < 1y estrictamente
creciente para x > 1.

c) Se cumple que g(1)= f'(1)=0 (apartado b), por lo que g esta definida en 1. Entonces:
(x)=1(x) 2 (x—1) six<1
g(x)=f'(x)= .
3 (x-1)" six>1

De nuevo es una funcién definida a trozos por dos funciones polindmicas. El Unico problema para la
continuidad estda en X =1, punto de cambio de rama. Se cumple que:

limg(x)=1lim2 (x~1)=2 (1-1)=0=lim g (x)=1lim3 (x~1)"=3 (1-1)", por o que:
lxiil’llg(X) =0=g(1) y g(x) escontinuaen 1.
Si x<1, tenemos que g'(X)=2, por lo que, al ser g(x) continua en 1, tenemos que g’ (1)=2.
Si x>1, tenemos que g'(x)=6 (x—1), por lo que, al ser g(x) continua en 1, tenemos que:
9. (1)=6 (1-1)=0, porloque 2=9g'(1)= g’ (1)=0y g(x) no es derivable en 1.
La funcién g(x) = f’(x) esta definida y es continua, pero no es derivable en 1.
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Problema B.3:

Dados los puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0,1) y el planow = x + 2y — 3z = 4, se pide:
a) Hallar la proyecciéon de Q sobre .

b) Escribir la ecuacién del plano paralelo a T que pasa por el punto P.

¢) Escribir la ecuacion del plano 8 perpendicular a T que contiene a los puntos Py Q.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/GyyXBReLhSI

a) La recta perpendicular a 7 que pasa por Q tiene como vector director el vector caracteristico de 7 :

(1, 2, =3),luegoes (X, y,2)=(-1 0, 1)+A (1, 2, =3)=(-1+4, 2 4, 1-3 ).

La proyeccion de Q sobre 1 es la interseccion de esta recta con 7 :

X+2y-3z=—1+4+2(24)-3(1-32)=14 /1—4:4<:>ﬂ.=%=%, luego la proyeccién pedida es:
(et B a2 )
7 7 7 7 7 7

b) Al ser paraleloa 7, serd x+2y-3z=C.ParaquepaseporP: -3+2-3x2=-7=C.

Entonces el plano pedidoes x+2y-3z=-7

c) El plano sera Ax+By+C z=D. Como es perpendicular a m, los vectores caracteristicos son
perpendicularesy (A, B, C)o(1, 2, -3)=A+2B-3C =0.Como contieneaPyQ:

A (-3)+B+C2=-3A+B+2C=D, A (-1)+C =-A+C =D, por lo que tenemos el sistema:

A+2B-3C=0
-3A+B+2 C=D;.Despejando en la tltima ecuacién:
-A+C=D

C=A+D=> =
-3A+B+2 (A+D)=-A+B+2D=D -A+B=-D

:>—A+B:—D:%:>D:O, B=A C=A+D=A

A+2B-3 (A+D)=-2A+2 B—3D:O} 2A+2B=3 D}

Entonces el plano pedidoes AX+ Ay+Az=0< X+y+2=0
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Problema B.4:

Se consideran dos sucesos A y B tales que P(A) = 0.5; P(B) = 0.25; P(A N B) = 0.125. Responder de
manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos:

a) Con C otro suceso, incompatible con Ay con B. éSon compatibles los sucesos Cy A U B?
b) éSon Ay B independientes?

¢) Calcular la probabilidad P(Z N E).

d) Calcular P(E/A).

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/GyLjgzoJnmw

a) Se cumple que:
P((AUB)NC)=P((ANC)u(BNC))=P(ANC)+P(BNC)-P(ANBNC)=0+0-0=0 (ya que
C es incompatible con Ay con B, luego P(ANC)=P(BNC)=0y:

ANBNCcANC = P(ANBNC)=0), porlo que Cy A U B son incompatibles.

Los sucesos C y A U B son incompatibles

b) Se cumple que P(ANB)=0.125=P(A) P(B)=0.5x0.25, luego los sucesos son independientes.

Los sucesos A y B son independientes

c) Se cumple que:

P(ANB)= P((Au B)°)=1—P(Au B)=1-(P(A)+P(B)-P(ANB))=1-(0.5+0.25-0.125)=0.375
P(AnB) =0.375

d) Se cumple que:

(E—;/A):P(E_‘“A) P(A)-P(ANB) 05-0.125_0.375 375 _ 75
P(A) 0.5 0.5 0.5 500 100

P =0.75

P(B/A) = 0.75
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MATEMATICAS I-SOLUCIONES
{Decumento de trabajo oriemtativa)

A

a)|d| =a*ta=a=0ya=—1

Siano es nini —1 = Sistema compatible determinado
Sia 1 » Sistema incompatible

Sia =0 = Sistermna compatible indeterminado

bxt+z=1,y—z=0= Solucion: (1 —¢, L ijcontck

A2

a) Sea kiz) = fiz) — g(z). Dado que hiz) es polindmica es continua y como k(L) A(10) < 0, aplicando ol
| tearema de Balzano |, tenemos que Je & (1,10) tal que ki) = 0, luego f(c) = g{x).
b) La pendicnte de la rectatangenteay  flxlenz cesm 3% | Ge, que tomard un valor extremo cuando
m'le) =B+ 6 =10. Enc 1 la pendiente toma valor minimo de —3. Luego la ecuacion de la recta tangente os
[v sz
o 1)
- fal:}

P T
5[3"'3?‘]“‘],:%'?'””&'%'"

a) Elr}eﬂordmm de [a recta r o5 di[l,l,:!}'_n,run punto de la misma F(2,0,7). El vector director de la recta
sesd,(2,—1,1) y un punio de la misma P —1, —4,0). Galculamos el vector F.F, = (—3, —4, -7). Puesto que
1 1 %

2 1 1 11 3 0, deducimos que r ¥ s Se Cruzan.

-3 -4 -7

by W =(L13)=m:z+yt+dztk=0 Per=2—1+15+k=0=k 16. Por lo tanto, la ecuacdn del
plano buscado es @ ;= + 3 + 32 = &

¢) El vector normal al plano = gue se busca es o = drxd,_{rl b, —3). Ademas Fu(—1,—4,0) € x = el plano
buscado esxcde + 6y — Sz 2 =

Al

a) Denotamos por A; la probabilidad de acertar en el lanzamiento y, y por F; la probabilidad de fallar en ese
lanzamienio.
Pl )+ P M Az) + PLEy NS nmdg) =034 007004 4 007 - 006 - 0.5 = 0,79,
b) PiF nFn o Fy) =07 -006-0.5-0.4 = 0084,
¢) Tenemos 10 pruchas de Bermoulli con probabilidad de éxito p - 0085 de manera gue

. 10 i
(6 aciertos) ( i )u.a:-'* 0.15% == 00400057,
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S llamamos =, y, - a los precios del kilo de cada une de los pescados anteriores en 2016, con los datos ded
enunciado se plantea el siguiente sistema de ccuaciones

r =g+ 011

LATANN00: + 234400000 + TANNN: = 2TLE00000
TAUML Gip R

La solucion de este sistema, redondeando a dos decimales es » — 5.78 euros/kilo de dorada, o = 5.67 euros/Kilo
de lubina y = — 554 euros/kilo de rodaballo.

B.2.

a) La tuncitn es continua si » 3 1 por coincidir en valores con polinomios. Como IirnI M=) = lim flz)=0=
sl Tl

i), es continua an [—4, 4]

b) La derivada viene dada por 2(x — 1) 0 por G(x — 1)* respectivamente a izquierda y derecha de 1, por lo que al

T Iu:fu Hxr 1) 1in]1 Mz 1) resulta existic £(z) en | 4, 4], ser nula en 1, negativa a su Zquienda y positiva
x o x o

a su derecha. Por tanto, [ es decrecienie en [—4,1) y creciente en (1, 4].

c) Hemos visto que las derivadas laterales de [ en = = 1 coinciden, por o gue g(z) = f'(z) es continua en 1.

Puesto que gix) = 2(x — lparax < L,y glz) =3[z — 1)*siz = |, ladervadade gesas 2si ¢ = 1y Gz — 1) s

x > 1. Porlo tanto 4(1) no existe al ser g'(17) # ¢'(17).

B.3.

a) El vector normial al plano = es e (1,2, 3). La proyeccién de o sobre 7 25 {Q | Ad} N ow, de modo que A se
_ .
obtiena come solucion de (A — 1) 42{24) —3(1 —34) = 4, es decir, A = 1 y la proyeecién es el punto (;,S,T’)
b} El plano buscado tiene ecuacion x4 2y — 3z + ) = 0. Puesto que contiene a I*, —3+2 — 6+ I = 0, por lo que
Vo Tylasolucinesz | 2y 3z 17 0
:}Elvt::tnrmnalajplajmbtmduesnnuguna]aiyaf'd. Pnrtmm,mparalduaﬁ'xﬂfl (12 3) =
(2, -1, -1} = {5, -5, —5), de modo que la ecuacion del plano buscado es de laforma z + ¢ + =+ ¥ = 0. La
condician de gue el plaro confenga al punto Q implica gue —1 + 1+ 1 = (), por lo gue la solucion es «+y+2 = 0.

B.4.
a) Son incompatibles.,
CN(AUB)=(CNAU(CNB)=éné= g
b) Son independientes porque
0.125 = P(AN B) = P(A) - P(B) = 0.5-0.25.
c)
P(ANB) = P(AUB) = 1 — P(AURB) = | — (P(A) + P(B) — P(AN B)) = 1 — P{A) — P(B) + P(AN B) = 0.375.
d)

PANR) _ P(A)—P(ANB) _

IV P(A) 075

P{B]A) =
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. CONVOCATORIA
UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS EXTRAORDINARIA
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2019-2020 DE SEPTIEMBRE

MATERIA: MATEMATICAS 11

INSTRUCCIOMES GEMERALES Y CALIFICACION

Despuas de leer ateniamente el examen, responda razonadamenie cualro pregunlas cualesquiera a elegir entre
las ocho que s¢ proponen. Todas las respuestas deberdn estar debidamente justificadas,

TIEMPO ¥ CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificard sobre 2.5 punios.

A1. Calificacion mazima: 2.5 puntos.
Saa A una malriz de lamano 3=4 lal que sws dos primeras lilas son (1, 1,1, 1y (1,2, 3, 4), ¥ sin ningdn cero en

la tercera fila. En cada uno de los aparlados siguienies, se pide poner un ejemplo de malriz A que veriligue la
condicsan pedida, justificindolo apropiadamente:

a) (0.5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.
b} (0.5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.
c} (0.5 punlos) A es la malriz amplizda de un sislema compalible delerminado.
d} (0.5 puntos) A es la malriz amplizda de un sistema compalible indaterminado.
2) (0.5 puntos) A es la malriz amplizda de un sistema incompalibe.

A2 Calificacion maxima: 2.5 puntos.

I .
o gizr<lxd 1

Dada la luncion [(x) = . 58 pide:
=41
1z

a) (0.5 puntos) Calcular f{0) y ([ o FH0).

b} (1.25 punios) Estudiar |2 conlinuidad y derivabilidad de (=) en = = 1 y delerminar si en dicho punto existe
un exdremo relativo.

¢} (0,75 punics) Estudiar sus asinlotas.

siz>=1

A3, Calificacion maxima: 2.5 punios.
Dados el punto P35, 5,00 y la recta r = z lz _% o I,ﬁepi:‘re:
a) (075 puntos) Escribir la ecuacion del plano que contiens al punto My a8 la recta .

B} {1 punta) Calcular el punto simétrico de I respecio de r.

) (075 puntos) Hallar dos puntos A v B de r t3les que el friangulo AR P s=2a rectangulo, tenga area ‘% yel
anguilo recto en A.
A4 Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sa lienen tres wurnas A, By . La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B contiene 3 bolas de cada
color y la wna 7 conliene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se axrasen de ella dos bolas de manara
conseculiva y sin reemplazamiento. Se pido:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.
B} (1 punto) Calcular la probabilidad de que la pimera bola extraida sea roja y la segunda sea negra,
c) (0.5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, caloular |3 probabilidad de que 13 seqgunda sea
negra.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

i} 1 2 1 0 o 2 1
Sean las matrices A P 1.1 o1 ooy, 10 |, Se pide:
1 0 1 0 o1 01

g} (1 puntas) Caleular, sies posible, la imersa de la malriz A.
b} (0.5 puntos) Calcular la malre = A* — 21,
¢} (1 punta) Calcular ¢ determinante de la matriz £ — Arn® (donde ° denota la malriz raspuesta de 1),

B.2. Calificacion maxima: 2.5 punios.
La polencia generada por una pila viene dada por la expresidn P{) = % 1e~"/, donde ¢ = 0 es al iempo de
TurGionammenlo.
a) (0.5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende ka polencia generada por ka pila si se deja en funcionamicnio
indefinidamente.
b} (0.75 puntos) Determinar la potencia maxima que genesra la pila y el instante en el gue se alcanza.
) (1.25 punios) La energia lolal generada por 18 pila basia el instante ¢, E{i), se relaciona con la polencia

mediante E{L) = Pit), con E{0) = 0. Caleular la energia producida por la pila entre el inslante £ = 0y el
instante ¢ — 2,

B3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Del paralelogramo ABCD, s& conocen los verlices consecutivos A(1,0, —1), B(2,1,0) y 74,3, —2). Se pide:
a) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recla que pasa por o punio medio del segmento AC v es perpendicular
a los segmentos AC y HC
b} {1 punto) Hallar las coordenadas del vertice 1} y el area del paralelogramo resultante.

¢} (0.5 punlos) Galcutar el coseno del dngulo que lorman los veclores AL y Ac.

B4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En un experimenio alealorio hay dos sucesos independienies XY, Sabemos que P} = 04 y gue
PIXnY) =008 (donde Y es el suceso complementario de V). Se pide:

a) (1 punto) Calcular (Y ).

b} (0.5 puntos) Calcular X U Y.

c) (1 punta) Si X es un resultado no deseadn, de manera gue consideramos que el experimento 85 un éxilo
cuando MO sucede X | y repetimos el expernmento en 8 ocasiones, hallar la probabibdad de haber tenido
axilo al menos 2 vecas.
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MATEMATICAS I
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION ¥ ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA
En cada pregunta, aungque el procedimiento seguido sea diferente al propuesto en el documento soluciones,
cualquier arguments valdo que conduzea a la solucion serd valorado con la puniuacidn asignada.
Los estandares de aprendizaje del blogue 1 se evaluaran transversalmente en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacion de cada respuesta la falta de justificacion razonada o de precision y valorando
las estralegias, razonamienlos y loma adecuada de decisiones.

A

En cada apartado, por dar el ejemplo 0.25 puntos; por la justificacion de que cada efemplo cumple el enunciado,
025 puntos.

Estandares evaluables: Delermina el rango de una malriz, hasta ordan 4, apliicando el mélodo de Gauss o
dalarminanles. Hosuwolve problemas suscepliblos de ser reprosenlados malncalmente ¢ inlerpiela los resullados
oibtenidos.,

A2

a) Por cada valor oblenido: 0.25 punlos.

b) Por el estudio de la continuidad: 0.5 punlos. Por el esludio de la derivabilidad: 0.5 punlos. Por caraclerizar el
extremo: 0.25 punlos.

¢} Por cada asintola: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas. Aplica los concep-
tos de limite y de derivada, asi como teoremas relacionados, A la resolucion de problemas.

A,

a) Plantcamiento: 0.5 puntos, Resoluciin: 0,25 puntos.
b} Planteamiento: 0.5 punios. Resolucian: 0.5 puntos.
c) Planteamiento: 0.5 puntos. Encontrar una solucion comrecta: 025 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Expresa la ecuacion de la recla de sus distinlas formas, pasando de
una a abra correclaments, idenlificando en cada caso sus elemeanios caraclerislicos, y resolviando bos problameas
alines entre reclas. Obliene la ecuacin del plano en sus destinlas lormas, pasando de una a olra correclamente.
Obtiene las ccuaciones de reclas y planos en diferentes siteaciones, Manc ¢ prodecto cscalar y vectonal de
dos vectores, significado geométrico, expresion analfica y propiedades.

A

a) Plantearmiento: 0.5 puntos. Resolusidn: 0.5 punlos.
b) Plamteamicnto: 0.5 puntcs. Resoluckin: 0.5 puntos.
¢} Plantcamiente: 0.25 puntos. Resclucidn: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples y com-
puesios mediante 3 regla de Laplace, las formulas derivadas de la axiomatica de Kolmogorow y diferentes
técnicas de recuento. Calcula la probabilidad final de un suceso aplicando la fdrmula de Bayes.
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!a Plameamiento: 0.5 puntos. Resolucidn: 0.5 puntos.
b) Plamteamiento: 0.25 puntos. Resolucion: 0,25 puntos.
c) Planteamiento: 0.5 puntos. Resalucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Delermina las condiciones para que una malriz lenga inversa y la cal-
cula empleando el mélodo mds adecuade. Realiza operaciones con malrices v aplica las propiedades de eslas
opesaciones adecuadamente,

B2

a) Planteami=nto: 0225 puntos. Calculo de limite: 0_25 puntos.
b) Planteamiento: 0.25 puntos. Calculo del instanie: 0.25 puntos. Calcuko del maximo: 0.25 puntos.
&) Planlearmienls: 0.5 puntos. Galculo de la prmiliva: 0.5 punlos. Aplicacidn de la regla de Barmow: 0.25 punlbos.

Esténdares de aprendizaje evaluados: Concee las propiedades de las funciones conlinuas. Aplica los concep
tos de limie y de derivada, asi como teoremas relacionados, a la resolucion de problemas. Aplica la regla de
I'Hépital para resolver indeterminaciones en el ciloulo de limites. Aplica los métodos basicos para el ciloulo de
primitivas de funciones.

B.3.

a) Planteamiente: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.

b) Si se determina el vértice [ 0.5 puntos (repartidos entre planteamiento: 0.25 y resultado: 0.25). Si se
determing el &rea; 0.5 punios (repartidos entre planteamiento: 0.25 y resaltado: 0.25).

c) Planteamienio: (.25 punios. Resolucion: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Realiza operaciones elementales con veclores, manejando comecla-
mente los conceplos de base y de dependencia e independencia lineal. Delermina dngulos, dislancias, dreas v
voldmencs ulilizando los productos cscalar, vectonal y mixto, aplicandolos en cada caso a la reselucidn de probie
mas geométricos. Expresa la ecuacidn de la recla de sus distintas formas, pasando de vna a olra correciamente,
identificando en cada caso sus elementos caracteristicos, y resolviendo los problemas afines entre rectas.

B.A.

a) Planteamienlo: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.
b) Flantcamicnto: 0.25 puntos. Resolucidn: 0,25 puntos,
€} 0.5 puntos por identificar ka binoemial; 0.5 puntos por el resultado.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en expenmentos simples y com-
puesios mediante la regla de Laplace, las farmulas derivadas de la aziomatica de Kolmogorow y diferentes
tacnicas de recuento. Calcula probabilidades a pariir de los sucesos que consliluyen wna particion del espacio
musestral. Identifica lendmenos gue pueden modelizarse mediants la distiribucion binomial, oblisns sus parameatros
y cakoula su media y deswiacion lipica. Calcula probabilidades asociadas a una distribuciin binomial a partic de
su funcidn de probabilidad, de la tabla de la distribucidn o mediante calculadors,
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RESPUESTAS OPCION A
Problema A.1:

Sea A una matriz de tamafio 3 X 4 tal que sus dos primeras filas son (1,1,1,1) y (1,2,3,4), y sin
ningun cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un ejemplo de
matriz A que verifique la condicidn, justificdndolo apropiadamente:

a) La tercera fila de A es combinacién lineal de las dos primeras.

b) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c¢) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

Solucién: Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/OkSiXFjUihU

1 1 1 1
a) Podemos tomar A de manera que la tercera fila sea la suma de las dos primeras: A=|1 2 3 4
2 3 45
b) Variamos ligeramente la matriz A del apartado anterior cambiando el 4 de la tercera fila por un 5:
1 1 11
A=|1 2 3 4|.Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que las 3 filas son I. i.:
2 355
1 1 1
1 2 3[=10+6+3-4-9-5=19-18=1%0
2 35

c) La matriz del apartado anterior corresponde a un sistema cuya matriz de coeficientes tiene
determinante no nulo, luego es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) La matriz del apartado a) tiene la tercera fila combinacion lineal de las 2 primeras, luego rg (A) <2

Tenemos que

5 =2-1=1#0, por lo que rg(A)=2. Como el menor esta dentro de la matriz de

coeficientes del sistema asociado a A el rango de dicha matriz de coeficientes es 2, menor que el
nimero de incognitas (3), luego la matriz del apartado a) corresponde a un sistema compatible
indeterminado.

AW o=
N b~ -

1 1
e) Variamos ligeramente la matriz A del apartado a) cambiando el 5 por un 6: A=|1 2
2 3

Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que rg (A) =3:
1 1 1

1 2 3|=12+6+3-4-9-6=15-13=2=%0. La matriz de coeficientes del sistema asociado a A es la
2 3 6

misma del apartado anterior, luego tiene rango 2, y entonces el sistema asociado a A es incompatible.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

x-1
x2-1
x2+1

4x

a) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 1 y determinar si en dicho punto existe un
extremo relativo.

si x<1lx+-1

Dada la funcion f(x) = , se pide:

si x>1

¢) Estudiar sus asintotas.
Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/eEPwmBTpgwY

a) Se cumple que f(0)= 0-1 =1, porloque (fof)(0)= f(f(O)): f(l):IZJFI:l
0° -1 4 2
b) Tenemos que:
. . oX—=1 x—1 .11 . X+l 1P+l
B 0= IS = IRy () e 2 TR T i =y sy poro e
2
lgllf(x):%: f(1)=1 :1—%y f (x) es continuaen 1.
x-1 1
_ BN L 2 _ 2 _
)= tim IO oo a g, 2X22-x0H e Ce2Xe]
- x—1 - x—1 o2 (x=1)" (x+1) v 2 (x=1) (x+1)
2
lim —(x-1) _ -1 1

x> +1 1 i
—_ - 2 _ _
fl(l)lemf(X) LU0 TR S NPT S s U k) M
X1 X—1 x> x—1 ol 4x (x=1) o1 4x (x-1)
im X2
X1 4 X 4

Como f'(1)=——=f/(1)=0, f (x) no es derivable en 1.

X —1=(x=1) 2x —x*-2x-1 (x+1)’

-1y (e-1) (e-1)

Si x<1, f'(x)= <0, luego f(x) es estrictamente

decreciente.

2x 4x—(x2+1) 4 4x -4 (x=1) (x+1)

Si x>1 f'(x = = >0, luego f(x) es estrictamente
() 16 x* 16 x* 4 x? ' ()

creciente.

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autor: Javier Rodrigo Hitos

Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Como ademas f (x) es continuaeni, f (x) tiene un minimo relativo en 1

c) Tenemos que:

lim f (x)= lim " = lim 2 = lim =L

=0, luego y =0 es una asintota horizontal de f (x) en

X—>—0 X—>—o0 X2 -1 x> )(2 X0 X  —00

—oy f (x) no tiene asintota oblicua en —o0

2 2

. X+l X . . . .

lim f (X) =lim =lim—=limX =<0, luego f (x) no tiene asintota horizontal en

X—»0 x-o 4 X x—w X X—»00

x*+1
. f(x) . X+l X

m = lim ( )=hm 4X__ lim =1 =

1
m —
X0 X X—>0 X x>0 4 X2 x—0 4 X2 4

2 2,1 y2
n:lim[f(x)—% szlim(x L xj:l TR i SR TN Y

el 4x 4

asintota oblicua de f (x) en

Tenemos que:

lim f(x)= lim <%= lim — 21 Jim !

lim =—=—w, por lo que X=-1 es una asintota
Xo>—1- xo-1" X2 =1  xo-1 (x-]) (x+1) x>-1" X+1 =0
vertical de f (x)

Asintotas: Y =Z X es una asintota oblicua. X=—1 es una asintota vertical.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

Dado el punto P(3,3,0) ylarectar = % = % = Z:;—l, se pide:

a) Escribir la ecuacion del plano que contiene al punto Py alarectar.

b) Calcular el punto simétrico de P con respecto ar.

. . . 3 .
c¢) Hallar dos puntos Ay B de r tales que el triangulo ABP sea rectangulo, tenga area 7Y el dngulo recto

enA.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be//tfld940li44

a) Como contiene a 1, contiene al puntode r: Q = (2, 0, —1) (lo que acompafiaa X, Y, Z)y a su vector

director: V; =(—1, 1, 0), siendo su otro vector director

V,=PQ=(2, 0, -1)—(3, 3, 0)=(-1, =3, —1) Por tanto, la ecuacién del plano es:

(X ¥, 2)=P+AV,+uV,=(3,3,0)+4 (-1, 1, 0)+u (-1, =3, =1)=(3—-A—u, 3+A-3 u, u)
(x,y,z2)=(3,3,0+1(-1,1,0) + p(—1,-3,-1)

b) Un plano perpendicular a r que pasa por P tendra como vector caracteristico V, = (—1, 1, 0) (vector

director de r), luego serd —x+y=C vy para que pase por P ha de ser -x+y=0= y=x, luego su

interseccion con r cumplird que y=x=2-x=x=y=1, z+1=0=z=—1, por lo que sera (1, 1, —1)

Entonces el simétrico (X, y, z) de P con respecto a r ha de cumplir que:

1 x+3 y+3 z x+3 y+3 z
E((:\c,y,z)+(3,3,0)) ( R ) 1,1, 1):7—1,7—1,5——1=>x—y——1,z——2

Por tanto, el punto simétrico es: (—1,—1, —2)

c¢) Si tomamos como A la proyeccidn ortogonal de P sobre r hallada en el apartado anterior, sabemos
gue AP es perpendicular a r, por lo que el triangulo ABP sera rectangulo y con angulo recto en A para
cualquier punto Bderr.

Elegimos entonces un punto genéricode r: B=(2, 0, —1)+A(-1, 1, 0)=(2-2, 4, —1), por lo que:
AP=(3,3,0)—(L 1, —1)=(2, 2, 1), AB=(2-4, 4, —-1)=(1, I, -1

1 1 3V2 3
y = — = — 2 2 — 2 -_ 2_— —_ — —_ =
drea = > || ABI| 1AP| sz +22+1/0-D2+@A-1) - 1A-1] = \/z‘:"’l 11=1

(1-2, 2-1,0) y

Sl-1=1+11=2,01=0

A = (1,1, —1). Esto proporciona dos valores para B:
B=2-2,2,-1)=(0,2,-1),B=(2-0,0,—1) =(2,0,—1).
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Problema A.4:

Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 negras, la urna B contiene 3 bolas
blancas y 3 negras y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen de ellas dos
bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja
b) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra
c) Sabiendo que la primera bola es roja, calcular la probabilidad de que la segunda sea negra

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://www.youtube.com/watch?v=UNaAmHB5BJc

a) P({extraer roja en la primera}) = P({elegir urna A} N {extraer roja}) + P({elegir urna B} N {extraer roja}) =
= P({elegir urna A}) P ({extraer roja}/{elegir urna A}) + P({elegir urna B}) P ({extraer roja}/{elegir urna B})
14 13 2 1 7
36 976 18
7

La probabilidad de que la primera bola extraida sea roja es E

b) P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda}) =

= P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda} N {elegir urna A}) +

P ({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda} N {elegir urna B}) =

= P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda}/{elegir urna A})P({elegir urna A}) +

P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda}/{elegir urna B}) P({elegir urna B}) =
421 331_4+1_17

653 653 45 10 90

(ya que en la urna A quedarian 5 bolas de las que 2 son negras y en la urna B quedarian 5 bolas de las

que 3 son negras)

17
La probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra es %
c¢) Utilizando la informacion de los apartados anteriores, tenemos que:
P({extraer negra en la segunda}/{extraer roja en la primera}) =
17
__ P({extraer roja en la primera}n{extraer negraen lasegunda}) 5, _ 17
P ({extraer roja en la primera}) 1—78 35
. . . ope 17
Sabiendo que la primera bola es roja, la probabilidad de que la segunda sea negra es E
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS OPCION B

Problema B.1:

0o -1 2 1 0 O 2 -1
Sean las matricesA=(2 1 -1)],I=(0 1 0],B=[1 0
1 0 1 0 0 1 0 1

a) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.
b) Calcular la matriz C = A% — 21I.

), se pide:

¢) Calcular el determinante de la matriz D = ABB® (donde Bt denota la matriz traspuesta de B).

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/uByp3Ut7b0s

0 -1 2
a)Yaque |[A/=2 1 -1=1-2+2=1=0, entonces A tiene inversa. Tenemos que:
1 0 1
An:‘l _1‘—1, Az——‘z _‘=—(2+l)=—3, A3=‘2 1‘=—1, Au:—‘_l 2o, Azz=‘° 2‘=—2,
0 1 11 1 0 0 1 11
AB——‘O _1‘ Lag =71 2]=1-2=-1,A :—‘O 2‘:4 A, =| _1‘:2 por lo que:
10 ’ 1 -1 SRR v | v '
1 -3 -1 1 1 -1 11 -1
adj(A)=| 1 -2 -1 A‘:ﬁadj(A)t:% -3 2 4|=-3 2 4
142 1 -1 2) (-1 -1 2
1 1 -1
A‘1=<—3 -2 4
-1 -1 2
0 -1 2 (0 -1 2)(0 -1 2) (0 -1 3
b)Secumpleque A’={2 1 —-1|=[2 1 -1||2 1 -1|=l1 -1 2/, porloque:
1 1 1 0 1){1 o 1 1 -1 3
0 -1 3) (20 0) (-2 -1 3
C=A’-21=|1 -1 2|-|0 2 0|=|1 =3 2
1 -1 3)1lo0 2) {1 -11
-2 -1 3
C=<1 -3 2)
1 -1 1

c) Se cumple que |D| = |A B Bt| = |A| |B Bt| = |B Bt|, ya que |A| =1 (apartado a). Tenemos que:

2 -1 5 2
BBt=(1 0)(_21 (1) (1))=<2 1
0 1 1 0 1

ID| =0

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:

t2
La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) = 25te” +, donde t > 0 es el
tiempo de funcionamiento.

a) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funcionamiento
indefinidamente.

b) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza.

c¢) La energia total generada por la pila hasta el instante t, E(t) se relaciona con la potencia mediante
E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida por la pila entre el instante t =0 y el
instante t = 2.

Solucién: Para ver el video, haga clic en el vinculo https://youtu.be/Pb2FINAuVKI

a) Hay que hallar limP(t )—11m25te 4 =25 lim —
t—owo t—oo v t—oo 2t v
et —e“

4

1
—=25 —:0, luego la potencia

. . . SirA . ..,
tiende a 0 (en la tercera igualdad hemos aplicado L’Hépital puesto que es una indeterminacion —)
o0

La potencia generada tiende a cero

b) Se cumple que:
s Lot i t2) 25 © 5 ) 2
P'(t)=25e ¢ +25te (—TJ=25e =T e (2-t)=0e2-=0ct’=2ct=12

t2
(Ya que t>0), con P'(t )_%e 4 (2—t2)>0<:>2—t2>Oc>t2<2c>0<t<\/§,IOor lo que P(t) es

estrictamente creciente si 0<t<\/§, P(t) es estrictamente decreciente si t>\/5 v P(t) tiene el

maximo absoluto en t =+/2 , siendo dicha potencia maxima:
,@ 1 2
P(V2)=25v2¢ * =252 =25 \ﬁ
e

2
Paralt = \/E se alcanza la potencia maxima, que es de P(\/E) = 25 \E =21.444

c) Como E’(t) = P(t), con E(0) = 0, se cumple que E(t)= _[; P(t) dt, por lo que hay que hallar:

2 2 2 2 2 2 4 2
E(Z)zf P(t)dtzf 25te_Tdt=25f te_Tdt=—50f ——e 4dt——50[ l
0 0 0 o 2 0

2 e 1 —1
—_c0leF—e7|= 50 <1_Z>_ = 31.606

La energia producida por la pila es 50 % = 31.606
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices A(1,0,—1),B(2,1,0) y C(4, 3, —2), se pide:

a) Calcular una ecuacién de la recta r que pasa por el punto medio del segmento AC y es perpendicular
a los segmentos ACy BC

b) Hallar las coordenadas del vértice D y el drea del paralelogramo resultante.

c¢) Calcular el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC.

Solucién: Para ver el video, haga clic en el vinculo https://youtu.be/ahwHNIcQUBw

a) El punto medio del segmento AC es:

5 3

(5.3, _3){5, 2 _%j

Como es perpendicular al vector AC=C—A=(4, 3, =2)—(1, 0, —=1)=(3, 3, -1) ya:

(A+C)=% (L0, —1)+(4,3, -2))=

| =

1
2

BC=C-B=(4, 3, -2)—(2, 1, 0)=(2, 2, —2), suvector director (a, b, ¢) cumple:

(a, b, c)o(3,3, -1)=3a+3b-c=0 (a, b, c)o(3, 3, -1)=3a+3b-c=0
= .
(a, b, c)o(2,2, -2)=2a+2b-2¢c=0 (a, b, c)o(2, 2, —2)=a+b-c=0

3+3b-c=0 3b-c=-3
Dando el valor a=1, tenemos

= =2b=-2=Db=-1, porlo que:
l+b-c=0 b-c=-1

c=b+1=-1+1=0 y un vector director es (1, -1, O), siendo la recta pedida:

5 3
Rectar: (x,y,z) = (E’E'

b) El vector que une B, Ces C-B=(4, 3, -2)—(2, 1, 0)=(2, 2, -2).

3
—5)+/1(1,—1, 0)

Al ser paralelogramo, es el mismo que une Ay D, luego:
D:A+(C—B):(l, 0, —1)+(2, 2, —2):(3, 2, —3)

El vector que une B,Aes A-B=(1, 0, —-1)—(2, 1, 0)=(-1, -1, —1), por lo que:

) i j k

Area=|(C—B)x(A-B)|I=1(2,2-2)x(-1,-1,-D|=|l|2 2 -=2f[|=I-4i+4]jl

-1 -1 -1

=V16 +16 = 42
D=(3,2,-3);Area =42
c) Se cumple que cosa = ABoAC _ (1, 1)o(3, 3, -1) S A el S
(A TAC] T LT 3 0 5 Ve eE V3 IO
5
cosa = 73 Vio
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que P(X) = 0,4 y que
P(XNY) = 0,08 (dondeY es el suceso complementario de Y). Se pide:

a) Calcular P(Y).
b) Calcular P(X UY).

c) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento es un éxito
cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la probabilidad de haber tenido
éxito al menos 2 veces.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo https://youtu.be/KY16wgel438

a) B(n, p) = B(8, 0.6)
Se cumple que:

0.4=P(X)=P(XNY)+P(XY)=P(XNY)+0.08=P(XNY)=04-0.08=0.32.

Como X, Y son independientes, 0.32=P(X NY)=P(X) P(Y)=04P(Y)= P(Y)=(Z)'—342:§=0.8
P(Y) = §= 0.8

b) Se cumple que:

P(X UY)=P(X)+P(Y)=P(X AY)=04+0.8-032=0.88.
P(XUY) = 0.88

c) Como P({éxito}) = P()?) =0.6, P({fracaso}) =P(X)=0.4, sera:

1- P({tener éxito 0 veces 0 1 vez}) =1 —(P({tener éxito 0 Veces}) + P({tener éxito 1 VGZ})) =

=1- ( P ({tener éxito 0 Veces}) +P ({tener éxito solo en la repeticion 1}) +..+P ({tener éxito solo en la 8})) =

=1-(0.4)" -8 (0.4)" 0.6

La probabilidad de haber obtenido éxito dos veces es: 0.9915
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