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RESUMEN DEL PROYECTO

I. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Con el paso de los afios, debido a la dificultad que supone resolver ecuaciones diferen-
ciales de d6rdenes altos, se han desarrollado nuevas herramientas y métodos de resolucion y
simpificacion, con el objetivo de obtener resultados mas eficientes, rigurosos y precisos.
Sin embargo, el nivel de dificultad para resolver algunas ecuaciones diferenciales de orden
fraccionario y modelos matemaéticos estindar de orden entero, imposibilitan su aplicacion
en la vida real.

Los solitones son ondas solitarias que aparecen en los sistemas de telecomunicaciones
para el transporte de informacién y aumentar la capacidad y concrecion de datos. El pre-
sente proyecto se centra en el estudio y disefio de diferentes modelos matematicos para el
andalisis de las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento dindmico y bifurca-
ciones de las ondas solitarias y viajeras, también conocidas como solitones.

Para ello, se realizardn simulaciones numéricas de los modelos numéricos con el apoyo
del software Wolfram Mathematica®.

Consecuentemente, los principales objetivos a seguir en este proyecto para su correcto
desarrollo serian:

Un primer capitulo presentando el modelo fraccionario de las lineas de transmisién
eléctrica de paso bajo, a partir del cual se desarrollara el proyecto.

Seguidamente, se estudiard el comportamiento de los solitones en modelos fraccionarios
segun el método sub-ODE modificado. En el caso de las ecuaciones diferenciales parciales
no lineales, este nos permite obtener multiples soluciones partiendo de ecuaciones sub-ODE
generalizadas.

A continuacion, se pasara a analizar el método de de expansién (G’ /G) asociado con la
ecuacion diferencial de segundo orden, la ecuacion generalizada de Riccati y la ecuacién
eliptica de Jacobi, los cuales generan un amplio numero de posibles soluciones exactas a las
ecuaciones que describen el comportamiento dindmico de las lineas de transmision eléctrica
de paso bajo.

El siguiente objetivo serd estudiar método de transformacion lineal fraccionario, puesto
que obtiene soluciones localizadas generales que no proporcionan los otros dos métodos
anteriores.

Posteriormente, se desarrollara el método de expansion (G’ / G?). Este método aproxima la
ecuacion del comportamiento dindmico de los solitones de lineas de transmisién eléctrica
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de paso bajo a una ecuacion diferencial ordinaria mediante una transformacion lineal sim-
ple. Este método permite clasificar las soluciones en tres grupos: hiperbdlicas, trigonoméri-
cas y racionales.

Una vez analizados los métodos anteriores, se procedera a compararlos mediante el uso
de numeros, tablas y graficos para poder concluir cual es el méas 6ptimo en funcién de la
complejidad y precision.

Finalmente, se desarrollaran las conclusiones obtenidas tras la aplicacién de cada método
matematico y se afladirdn unas lineas futuras de investigacion.

Palabras clave: Método de expansion, solitones, comportamiento dindmico, lineas eléctric-
as de paso bajo, Ecuacién de 2° orden lineal, Ecuacion Generalizada de Riccati, Ecuacion
Eliptica de Jacobi.

II. METODOLOGIA

En el desarrollo del Proyecto se procederd de la siguiente manera:

A) En el primer capitulo se lleva a cabo la introduccién del modelo fraccionario del compor-
tamiento de los solitones en lineas de transmision eléctrica de paso bajo.

B) En el segundo, se analiza el nuevo método sub-ODE modificado aplicado a los solitones
tanto numérica, como graficamente.

C) En el tercero se realiza el estudio del método de expansion (G’ / G) aplicado a la ecuacion
de Riccati unificada presentando los resultados graficamente para la posterior comparaciéon
de métodos.

D) Se analiza el método de expansion (G’ / G) aplicado a la ecuacién Eliptica de Jacobi y se
presentan graficamente los resultados obtenidos.

E) Se estudia el método de expansién (G’ / G?) tanto numérica como graficamente.

F) Finalmente, se compara los resultados obtenidos graficamente a partir de cada uno de
los métodos para obtener el mds precio y eficaz. Asimismo, se afiaden unas futuras lineas de
investigacion.
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III. RESULTADOS

Entre los diversos resultados obtenidos a lo largo del presente proyecto, resulta relevante
presentar en esta parte introductoria, los resultados obtenidos en diferentes casos para los
cuatro métodos de expansion estudiados:

lIl.I. Método de Expansion (G'/ G) aplicado a la ODE lineal de
2° Orden

El primer método a estudiar se corresponde con el Método de Expansion (G’ / G) aplicado
a la ODE lineal de 2° orden, el cual se particularizara a la PDE no lineal que define el com-
portamiento dindmico de los solitones. A continuacién, se muestran los resultados princi-
pales y su resolucion gréfica.

Sean las ecuaciones que representan el comportamiento dindmico de los solitones:

K2
(ODE)= — V() +(K ~D) V() +aUV§)-BUV(€) =0
© (1.1.1)
V(€)= ayg+ al( ) para a; # 0.
G(é)

Y sea la ecuacidn diferencial lineal de segundo orden:
i GO +AG(©+uGE) =0. (1.1.2)
Resolviendo el sistema algebraico de ecuaciones obtenido, expresando la ODE en térmi-
nos de potencias de (%Tf))) y agrupando los términos del mismo orden e igualdndolos a cero,

se obtienen los siguientes valores para las constantes:

A
a(l—
N ) 2a 24 o 216 B
Q- ——— W >——F——— Ko—-———5—"777— U->» —— 55—
0 3B ! 38 —ap 2a?-9 B (N*~4p) 2a?-9 B (W~4p)
A
oz( +1
N ) 2« 24 o? 2160 B
Q> — 44> —— Ko————— U-> ——5——
0 3B V7 sp Jmau (20?9 B)(XP~4 ) (20?9 B (FP~4p)

Ademas, estas soluciones se clasificaran en tres casos:
Casol: A2 —4u >0 { U1 (&), ux(§)

CasoIl: A2 —4u<0 { Us(&), ug(é)
CasoTIl: 22 = 4p=0 { us(é), ug(é)

Tomando los siguientes valores:

{a, ﬂ, 5} {29 2’ 2}
w= 1.57117
&= 0.58554 x —1.57117t

se ha obtenido una grafica correspondiente al caso I y otra correspondiente al caso II.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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Figura 1. Solucién de la ecuacion de propagacion de los solitones para a, 8, 0=2, A=1.5y u=0.05,
caso I de soluciones.

Figura 2. Solucidon de la ecuacion de propagacion de los solitones para «, S8, 0=2, A=1y u=2,
caso II de soluciones.

llL.Il. Método de Expansion (G'/ G) aplicado a la Ecuacion
Generalizada de Riccati

El segundo método a estudiar se corresponde con el Método de Expansion (G’ / G) aplica-
do a la Ecuaciéon Generalizada de Riccati, particularizado a la PDE no lineal que define el
comportamiento dindmico de los solitones. A continuacién, se muestran los resultados
principales y su resolucion grafica.

Sean las ecuaciones que representan el comportamiento dindmico de los solitones:
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K2
(ODE)= — V'@ + K - D) V(@ +a UV -BUV ) =0
12
© (1.2.1)
V(€)= ap+ al( o ) para a; # 0.
Y sea la ecuacion Generalizada de Riccati:
| G'(&) =r+pGE) +qGX o). (1.2.2)

Resolviendo el sistema algebraico de ecuaciones obtenido por el mismo procedimiento
que con el método anterior:

2a 24 o? 216 p* o B
a—-0 a; - K- U-
0 1 3pp (9 -2 02)p2+8 qra? ((9 B-2 aZ)p2+8 q raZ)Z
A7 =0 a4 — 2a N 24 o N 2160% B
0 177 38p p*(98-24%) p* (9 8-20%)

Ademas, estas soluciones se clasificaran en cuatro casos:
Casol: p>—4qr>0, pg+00qr+0 { u(&), -+, up(

CasoIl: p>?-4qr<0pq+00qr+0 { u13(§), -+, uz(§)

CasoIl: r=0 pqg#0 { Uzs(§), uze(§)
CasoIVir=p=0 q=+0 {u27(-f)
Para el caso I, cuando p? — 4 q r es mayor que cero, y los siguientes valores:
{a, B} {2, 2}
p,q, 1} = {1.5, 0.05, 1}
w= 2.5873
&= 0.665282 x — 2.5873 t

se ha obtenido la siguiente grafica:

u; (xs t)

Figura 3. Solucién a la ecuacion de propagacién de los solitones para a, =2, p=1.5, ¢=0.05y r=1
perteneciente al caso I de soluciones (p* —4 q r > 0).

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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En cambio, para el caso Il y los siguientes valores:

{a, B} {2, 2}
p,q.r= {1.5, 1, 2}
w= 0.720854
&= 0.351161 x — 0.720854 ¢

algunos ejemplos de graficas obtenidos son :

U3 (x! t)
>

Figura 4. Soluciones a la ecuacién de propagacion de los solitones para a, =2, p=1.5, q=1y r=2
pertenecientes al caso II de soluciones (p*> —4 q r < 0).

l1LIIl. Método de Expansion (G’ / G) aplicado a la Ecuacion
Eliptica de Jacobi

El tercer método a estudiar se corresponde con el Método de Expansion (G’ / G) aplicado
a la Ecuacion Eliptica de Jacobi, particularizado a la PDE no lineal que define el compor-
tamiento dindmico de los solitones. A continuacion, se muestran los resultados principales y

su resolucioén gréafica.
Sean las ecuaciones que representan el comportamiento dindmico de los solitones:

KZ
(ODE)= — V'O +K -UD) V(O +a UV -BUV &) =0
12 (1.3.1)

V()= ap+ a (G,@
- 0 1 G( )

) para a; # 0

Y sea la ecuacion Eliptica de Jacobi:

| (G'()* =PG* )+ QG &) +R (1.3.2)
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Resolviendo el sistema algebraico de ecuaciones obtenido por el mismo procedimiento
que con los métodos anteriores:

i=1 ao_)% al%_ﬁ K_)_Q(zz(;igﬁ) U- Q(;Zifﬂ)z
(=2 @55 @o 3ﬁa«/5 K_)_Q@Z—?;ﬁ) - Qé";fifﬁ)z
Ademas, estas soluciones se clasificaran en cuatro casos:
Casol: i=1, ag - % y a; - — 350\/6 { U1 (&), -y Upp(é)

Casoll: i=2, ag — 3%; y a; - ﬁ { U,1(8), -+, Uz u(§)
Para los siguientes valores en el caso I:

({a, B, 0, kz} {3., 51.923, 0.980552, 0.866025, 0.75})
{Cy, Ca} {Ci—-1,C> 1}

Se han obtenido las graficas mostradas a continuacion para cada caso:

ui1.1(6) = uja(x, t):
{P,Q,R} = {0.75, —1.75, 1}

U1 () =uyaq (v, 1) (K = %) Uz11 (€) =uz11 (x,8) (K2 = %)

(@) (b)

Figura 5. Soluciones a la ecuacion de propagacion de los solitones para k*=0.75, C,=1, C,=1,
P=0.75, Q=-1.75y R=1 (a) caso I de soluciones (i = 1) y (b) caso II (i = 2).

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
Dindmicos y Andlisis de Bifurcacion — Paula Garcia-Gasco Solano
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u;3(€) = uz(x, t):
{P,O,R} = {-1, 1.25, —0.25)

U3 (6) =ups (x, ) (K2 = %) U3 (&) =uy3 (x,t) (K* = %)

(@) (b)

Figura 6. Soluciones a la ecuacién de propagacion de los solitones para k*=0.75, C;=1, C,=1, P=-1,
Q=1.25y R=-0.25 (a) caso I de soluciones (i = 1) y (b) caso II (i = 2).

Ui11.1(6) = uin1a(x, 0):
(P,Q,R) = {—0.25, 0.875, —0.015625)

Uipna (g) = Up11a (x, 1) (k2 = %) Uz11.1 (g) =Uz11a (x, 0) (kz = %)

(@) (b)

Figura 7. Soluciones a la ecuacion de propagacion de los solitones para k*=0.75, C;=1, C,=1,
P=-0.25, Q=0.875y R=-0.015625 (a) caso I de soluciones (i = 1) y la (b) caso IT (i = 2).
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lILIV. Método de Expansién (G' [ G?) aplicado a la Ecuacién
Generalizada de Riccati

El ultimo y cuarto método a estudiar se corresponde con el Método de Expansioén (G’ / G?)
aplicado a la Ecuacion Generalizada de Riccati, particularizado a la PDE no lineal que
define el comportamiento dindmico de los solitones. A continuacién, se mostraran los resul-
tados principales y su resolucion grafica.

Sean las ecuaciones que describen el comportamiento dindmico de los solitones:

52
(PDE) =L Co V= Vyy — 5 Vixxx—LCv(V?), +LCB(V?) =0
Vi o ml(G,@ )+ I(G,@ )_1 (1.4.1)
G*(€) GX(¢é)
Y sea la ecuacion Generalizada de Riccati:
(ODE - Ricatti) = (@ ) —a+b ( i) ) +c ( A )2 (1.4.2)
G*(€) G*(é) GX(é)

Resolviendo el sistema algebraico de ecuaciones obtenido por el mismo procedimiento
que con los métodos anteriores:

\/— 3 \/gv
v LAY i ac(2v2-94) \/ acColL
@ =35 M1 3y Br1—0 k- 5 w= 5(21-9p)
v 0 LR K Vo ac(21?-9p) 346 \ aecor
® = 35 R 38 - w= 5(21-9p)
ot E g T
Y>35 N7 5 ﬁl%éﬁ < - s C TS p)
- = @y~ Ve B i k - T 3V o
- — - — - w >
0 3B 1 3NZA 1 T \/’2— 5 §(2v-98)
Ademas, estas soluciones se clasificardn en cuatro casos:
Caso I: soluciones trigonométricas (ac)>0 b=0 { u1(8), -+, uy (&)

Caso II: soluciones hiperbdlicas (ac)<0 b=0. { Uz (&), -+, Uz 4(§)
Caso III: soluciones racionales a=0 c+0. { uz (&), -, uz4(&)

Para cada caso, aplicando los siguientes valores:

({v, B,0,L,Cy} {0.015, —0.0025, 0.1, 1, 1})
{C1, Cy} {Ci—->1,C-> 1}

Las gréficas correspondientes a cada caso se muestran a continuacion :

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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Casol: {a,b,c}= {1,0, 2}.

|(x, &) s 1> @=0.25 lug1(x, DI @ =0.85
10

(@) (b)

Figura 8. Soluciones a la ecuacion de propagacion de los solitones para v = 0.015, 5 = -0.0025,
0=01,L=1,Cy=1,C;=1,C;=1,a=1,b=0yc = 2,siendo(a)a = 0.25y(b) @ = 0.85.

Casoll: {a,b,c} = {-1, 0, 2}

luza(x, * @ =0.25 luz1(x, > a=0.85

100

(@) (b)

Figura 9. Soluciones a la ecuacion de propagacion de los solitones para v = 0.015, 5 = -0.0025,
0=01,L=1,Cy=1,C;=1,C,=1,a=-1,b=0yc = 2,siendo(a) = 0.25y (b) @ = 0.85.
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IV. CONCLUSIONES

Tras realizar un andlisis exhaustivo de cada método estudiado a lo largo del proyecto, se
pueden realizar las siguientes conclusiones:

1. El método de expansion (G’ /G) en funcidén de la ecuacion diferencial de 2° orden
facilita la transformacion de ecuaciones no lineales complejas de segundo orden en
ecuaciones mas sencillas y manejables, simplificacando el proceso de resolucion.

Ademds, permite conseguir una representacion precisa de fendémenos dindmicos
complejos.

2. El método de expansién (G’ /G) en funcién de la ecuacioén generalizada de Riccati se
consigue definir una gran variedad de soluciones en funcién de una serie de pardme-
tros (p, g, 1), que se clasificaran en funcién de si el valor de (p> — 4 q r) es mayor, menor
o igual que cero.

Cabe destacar su facilidad adaptdndose a diferentes condiciones iniciales y pardmetros
especificos.

3. Con este método de expansion (G’ /G) en funcion de la ecuacion elitpica de Jacobi se
obtienen una serie de soluciones expresadas en términos de funciones elipticas y sus
relaciones. Este método se caracteriza por ser el mds eficaz y preciso de los estudiados.

4. El método de expansion (G’ /G?) asociado con la ecuacién generalizada de Riccati
proporciona una mayor flexibilidad y capacidad de resolucién que el método de expan-
sién (G’ / G), permitiendo alcanzar soluciones mds generales.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
Dindmicos y Andlisis de Bifurcacion — Paula Garcia-Gasco Solano
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V.

LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

Los métodos de expansion (G’ /G) y (G’ / G?) han demostrado ser una herramienta de gran
utilidad y eficaz para obtener soluciones exactas a ecuaciones diferenciales no lineales.

Para continuar profundizando a cerca de este proyecto se proponen las siguientes lineas
futuras de investigacion:

1.

2.

En primer lugar se propone la extension de los métodos a ecuaciones diferenciales de
orden superior, como tercer y cuarto orden lineales.

Otra posible lineas de trabajo se corresponde con el desarrollo y estudio del método de
expansion (G’ / G?) aplicado a la ecuacion eliptica de Jacobi.

. Disefio de nuevos Métodos Analiticos:

(a) Nuevas lineas de investigacién en la acualidad son la aplicacion de los métodos

analiticos estudiados (i) método de Expansion (%) y (ii) el método de Expansion (%)
para deducir las nuevas soluciones exactas para ecuaciones diferenciales fraccionarias
no lineales (nonlinear partial differential equations-NPDEs), tales como la ecuacién de

tiempo fraccionaria no lineal de Harry Dym (HD):

DY u(x, ) = u (X, t) Uyxx(x, £) O<a<1

34b )
u(x, 0):(a— ;/—xJ (1.0.3)

« D} = derivada fraccionaria de orden « en el sentido de Caputo

y la ecuacion de onda larga regularizada simétrica (symmetric regularized long wave—
SRLW)

D;*u+Dy"u +uD{(Dfu) + DyuDju + D;*(D;"u)=0, 0<a=<1

. (1.0.4)
« DY = derivada conformable de orden .

(b) Asi mismo, son objeto de estudio y disefio de nuevos algoritmos basados en un
tercer método: (iii) el método de la funcién multi-exp (multi-exp-function method-
MEFM) que calcule las soluciones de ondas multiples (multiple wave solution-MVS) en
ecuaciones no lineales de dimensién (2+1), determinando las soluciones de ondas
multiples para el Modelo de Gilson-Pickering que contiene soluciones de tipo uno, dos
y tres solitones y en la ecuacion (2+1)-dimensional Bogoyavlenskii-Kadomtsev-Petvi-
ashvili (BKP):

Ugxt+Upxxxy T 12U Uxy + 8 Uy Uyxy + 4 Uyxx Uy =Y Uyyy. Y =%1

1.0.5
(uxt+uxxxy+8uxuxy+4uxxuy)x:yuyyy ( :

* u(x, y, t) = amplitud de la onda

. Como ultima linea de investigacion, se plantea el desarrollo de modelos descriptivos

para prever el comportamiento dindmico de los solitones, permitiendo controlar a las
empresas del sector eléctrico el transporte eléctrico, en situaciones de fluctuacion de la
demanda.
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FRACTIONAL MODEL OF LOW-PASS ELECTRICAL
TRANSMISSION LINES:
DYNAMIC BEHAVIOR AND BIFURCATION ANALYSIS

I. INTRODUCTION AND OBJECTIVES

Over the years, due to the difficulty of solving high-order differential equations, new tools
and methods for resolution and simplification have been developed with the goal of obtain-
ing more efficiente, rigorous, and precise results. However, the level of difficulty in solving
some fractional-order differential equations and standard integer-order mathematical mod-
els makes theis applications in real life impossible.

Solitons are solitary waves that appear in telecommunication systems for information
transport, increasing data capacity and precision. This project focuses on the study and
design of different mathematical models for analyzing the differential equations that de-
scribe the dynamic behavior and bifurcations of solitary and traveling waves, also known as
solitons.

To achive this, numerical simulations of the mathematical models will be performed
using the Wolfram Mathematica® software.

Consequently, the main objectives of this project for its proper development are:

A first chapter presenting the fractional model of low-pass electrical transmission lines,
from which the project will be developed.

Subsequently, the behavior of solitons in fractional models will be studied according the
modified sub-ODE method. In the case of nonlineal partial differential equations, this al-
lows obtaining multiple solutions from generalized sub-ODE equations.

Next, the expansion method (G’ /G) associated with the second-order differential equa-
tion, the generalized Riccati equation, and the Jacobi eliptic equation will be analyzed,
generating a large number of possible exact solutions to the equations that describe the
dynamic behavior of low-pass electrical transmission lines.

The following objective will be to study the fractional lineal transformation method, as it
obtains general localized solutions that the previous two methods do not provide.

To continue, the expansion method (G’ / G*) will be developed. This method approximates
the equation of the dynamic behavior of solitons in low-pass electrical transmission lines to
an ordinary differential equation through a simple linear transformation. This method
allows classifying the solutions into three groups: hyperbolic, trigonometric, and rational.

Once the previous methods have been analyzed, they will be compared using numbers,
tables, and graphs to conclude which is the most optimal in terms of complexity and
precision.

Finally, the conclusions obtained after applying each mathematical method will be devel-
oped, and some future lines of research will be added.

Keywords of the project: Expansion Method, solitons, dynamic behavior, low-pass electri-
cal transmission lines, Second-Orden Linear ODE, Generalized Riccati Equation, Jacobi
Elliptic Equation.
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II. METHODOLOGY

This project will be developed in the following manner:

A) In the first chapter, the introduction of the fractional model of the behavior of solitons in
low-pass electrical transmission lines is carried out.

B) In the second chapter, the new modified sub-ODE method applied to solitons is analyzed
both numerically and graphically.

C) In the third chapter, the study of the expansion method (G’ /G) applied to the general-
ized Riccati equation is conducted, presenting the results graphically for the subsequent
comparison of methods

D) The expansion method (G’ /G) applied to the Jacobi elliptic equation is analyzed, and
the results obtained are presented graphically.

E) The expansion method (G’ / G?) is studied both numerically and graphically.

F) Finally, the results obtained graphically from each of the methods are compared to
determine the most accurate and effective one. Additionally, future lines of research are
proposed.
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III. RESULTS

Among the various results obtained throughout this project, it is relevant to present in
this introductory part the results obtained in different cases for the four expansion methods
studied:

lIL.I. Expansion Method (G'/ G) applied to the Second-Order

Linear ODE

EThe first method to be studied corresponds to the Expansion Method (G’ / G) aapplied to
the second-order linear ODE, which will be particularized to the nonlinear PDE that defines
the dynamic behavior of solitons. Below, the main results and their graphical resolution are
shown.

Let the equations that represent the dynamic behavior of solitons be:
K2
(ODE) = — V(O + (K -D) V@ +aUVIE-FUVE =0
12 (1.1.1)

’

€9
V(&) =
&)= ap+ al(G(f)

) for a; #0.

And let the second-order linear differential equation be:
| G"(©)+AG'(&)+uGE) =0. (1.1.2)

Solving the algebraic system of equations obtained, expressing the ODE in terms of pow-
4G}
G(&)
ing values for the constants are obtained:

ers of( ) and grouping the terms of the same order and equating them to zero, the follow-

A
a(l—
N ) 2a 24 o 216 B
Q- ——— W >——F——— Ko—-———5—"777— U->» —— 55—
0 3B ! 38 —ap 2a?-9 B (N*~4p) 2a?-9 B (W~4p)
A
oz( +1
N ) 2« 24 o? 2160 B
Q> — 44> —— Ko————— U-> ——5——
0 3B V7 sp Jmau (20?9 B)(XP~4 ) (20?9 B (FP~4p)

In addition, these solutions will be classified into three cases:
Casel: A2 —4u >0 { U1 (&), ux(§)
Casell: A> —4u <0 { Us(&), ug(é)
Caselll: X - 4u=0 { us(&), us(®)

Using the following values:

{a, ﬂ, 5} {29 2’ 2}
w= 1.57117
&= 0.58554 x —1.57117t

a graph corresponding to case I and another corresponding to case II have been obtained.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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Figure 1. Solution of the soliton propagation equation for «, 8, 6=2, A=1.5 and u=0.05,
case I of solutions.

Figure 2. Solution of the soliton propagation equation for a, 8, =2, A=1 and u=2,
case II of solutions.

lILIl. Expansion Method (G’ / G) applied to the Generalized

Riccati Equation

The second method to be studied corresponds to the Expansion Method (G’ / G) applied to
the Generalized Riccati Equation, specialized for the nonlinear PDE that defines the dynam-
ic behavior of solitons. The main results and their graphical resolution are presented below.

Let the equations that represent the dynamic behavior of solitons be:
KZ
(ODE)= — V'O +K - V(E+a UV -BUVE) =0
12 (1.2.1)

’

V(€)= ap+ al(G

(f)) for a; # 0.
£)
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And let it be the Generalized Riccati Equation:

| G'(&) = r+p G(é) +q G(&). (1.2.2)

Solving the algebraic system of equations obtained using the same procedure as with the
previous method:

2a 24 a? 216 p*a® B
a—->0 a;,-»>-— K- U-
0 177 3p8 (98-20%) pP+8qra® (9p-20%) pP+8qra®)?
2a 24 o? 216 &% B
ag, ¥ =0 a1 - — K-> ———— U-> —7————
0 17 3pp p*(9-20%) p* (9 p-20%)

In addition, these solutions will be classified into four cases:
Casel: p>2-4qr>0, pq+0orqr+0 { u(&), -+, u2(é)

Casell: p>?—4qr<0pq+0orqr+0 { u13(&), -+, Uza(é)

CaseIl: r=0 pq#0 { Uzs(§), Uze(§)
CaseIV:ir=p=0 q#0 { Uz7(§)
For case I, when p? — 4 q r is greater than zero, and the following values:
{a, B} {2, 2}
{p,q, 1} = {1.5, 0.05, 1}
w= 2.5873
&= 0.665282 x —2.5873 ¢t

the following graph has been obtained :

u; (xs t)

Figure 3. Solutions to the soliton propagation equation for «, =2, p=1.5, q=0.05 and r=1 belonging
to case I of solutions (p> =4 qr > 0).

In contrast, for case II and the following values:

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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{a, B} {2, 2}
p,q.r= {1.5, 1, 2}
w= 0.720854
&= 0.351161 x — 0.720854 ¢

some examples of obtained graphs are:

Figure 4. Solution to the soliton propagation equation for a, =2, p=1.5, g=1 and r=2
belonging to case II of solutions (p* —4 q r < 0).

l1LIIl. Expansion Method (G'/ G) applied to the Jacobi Elliptic

Equation

The third method to be studied corresponds to the Expansion Method (G’ / G) applied to
the Jacobi Elliptic Equation, specialized for the nonlinear PDE that defines the dynamic
behavior of solitons. The main results and their graphical resolution are presented below.

Let the equations that represent the dynamic behavior of solitons be:

2

(ODE)= — V'O +K -UD) V(O +a UV -BUV &) =0
12 (1.3.1)
G'(¢)

V(€)= ap+ al(G ))for a #0

And let it be the Jacobi Elliptic Equation:
[ (G'€)* =PG'é)+QG &) +R (1.3.2)
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Solving the algebraic system of equations obtained using the same procedure as with the
previous methods:

. a a 6a? 5402
i=l a-33 w~>-755 Ko-00a5s U2 qaespr
. @ @ __ 6a? 5402 B
i=2 w-33 a- 5w Ko-gaa5s U2 qeeser

In addition, these solutions will be classified into four cases:

Casel: i=1, ag— 3% and a; » — —= { u11(€), -+, upu(é)

38 4/Q
ﬁ { Uy 1(&), -+, Uz (&)

Casell: i=2, ay— Siﬁ and a; -

For the following values in case I:

({a, B, 0, kz} {3., 51.923, 0.980552, 0.866025, 0.75})
{Cy, Ca} {Ci—-1,C> 1}

The graphs shown below have been obtained for each case:

ui1.1(6) = uja(x, t):
{P,Q,R} = {0.75, —1.75, 1}

U1 () =uyaq (v, 1) (K = %) Uz11 (€) =uz11 (x,8) (K2 = %)

(@) (b)

Figure 5. Solution to the soliton propagation equation for k*=0.75, C,=1, C,=1, P=0.75, Q=-1.75y
R=1 (a) case I of oslutions (i = 1) and (b) case II (i = 2).

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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u;3(€) = uz(x, t):
{P,O,R} = {-1, 1.25, —0.25)

U3 (6) =ups (x, ) (K2 = %) U3 (&) =uy3 (x,t) (K* = %)

(@) (b)

Figure 6. Solutions to the soliton propagation equation for k*=0.75, C;=1, C,=1, P=-1, Q=1.25 and
R=-0.25 (a) case I fo solutions (i = 1) and (b) case II (i = 2).

Ui11.1(6) = uin1a(x, 0):
(P,Q,R) = {—0.25, 0.875, —0.015625)

Uipna (g) = Up11a (x, 1) (k2 = %) Uz11.1 (g) =Uz11a (x, 0) (kz = %)

(@) (b)

Figure 7. Solution to the soliton propagation equation for k*=0.75, C,=1, C,=1, P=-0.25, Q=0.875
and R=-0.015625 (a) case I of solutions (i = 1) and (b) case II (i = 2).
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lILIV. Expansion Method (G’ / G?) applied to the Generalized

Riccati Equation

The last and fourth method to be studied corresponds to the Expansion Method (G’ / G?)
applied to the Generalized Riccati Equation, specialized for the nonlinear PDE that defines
the dynamic behavior of solitons. The main results and their graphical resolution will be
presented below.

Let the equations that describe the dynamic behavior of solitons be:

52
(PDE) =L Co V= Vyy — 5 Vixxx—LCv(V?), +LCB(V?) =0
Vi o ml(G,@ )+ I(G,@ )_1 (1.4.1)
G*(€) GX(¢é)
And let it be the Generalized Riccati Equation:
(ODE - Ricatti) = (@ ) —a+b ( i) ) +e ( A )2 (1.4.2)
G*(€) G*(é) GX(é)

Solving the algebraic system of equations obtained using the same procedure as with the
previous methods:

[ \/— 3\/5\) |-

v VA3 ac(212-9p) acCoL
@ =35 M1 3y Br1—0 k- 5 w= 5(21-9p)
= = a1 =0 B —>v e k— v w5 _)3\/5‘1 ool
07" 33 1 1 38 w 5(21-9p)
ORI il Je I — k- \EV RN 3\/T
0735 1 68 1 6p = 6 §(2v? 9ﬁ)

T

v Ve v \/gv Tac2?-9p) 3\/?11\ cColL
@5, @1 = P k- w=

3B 3428 3\/5[3\/'2‘ ) §(2v-98)

In addition, these solutions will be classified into four cases:

Case I: trigonometric solutions (ac)>0 b=0 { u1(&), -+, uya(é)

u3,1('§:)5 T u3,4(§)

Case II: hyperbolic solutions (ac)<0 b=0 { Uz (&), -+, uza(é)
Case III: rational solutions a=0 c+0 {

For each case, applying the following values:

({v, B,0,L,Cy} {0.015, —0.0025, 0.1, 1, 1})
{C1, Cy} {Ci—->1,C-> 1}

The graphs corresponding to each case are shown below :

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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Casel: {a,b,c}= {1, 0, 2}.

|(x, &) s 1> @=0.25 lug1(x, DI @ =0.85
10

(@) (b)

Figure 8. Solution to the soliton propagacion equation for v = 0.015, § = -0.0025, 6 = 0.1,
L=1,Cy=1,C;=1,C;=1,a=1,b=0andc = 2, with(a) @ = 0.25 and (b) @ = 0.85.

Casell: {a,b,c}= {-1,0, 2}

luza(x, * @ =0.25 luz1(x, > a=0.85

100

(@) (b)

Figure 9. Solution to the soliton propagacion equation for v = 0.015, § = -0.0025, § = 0.1,
L=1Cy=1,C;=1,C;=1,a=-1,b=0and ¢ = 2, with (a) « = 0.25 and (b) @ = 0.85
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IV. CONCLUSIONS

After conducting a thorough analysis of each method studied throughout the project, the
following conclusions can be drawn:

1. The expansion method (G’/G) in relation to the second-order differential equation
facilitates the transformation of complex nonlinear second-order equations into sim-
pler, more manageable forms, simplifying the resolution process. Additionally, it al-
lows for an accurate representation of complex dynamic phenomena.

2. The expansion method (G’ /G) in relation to the generalized Riccati equation defines a
wide variety of solutions based on a series of parameters (p, g, r), classified according to
whether the value of (p?> — 4 q r) is greater than, less than, or equal to zero.

Notably, it easily adapts to different initial conditions and specific parameters.

3. This expansion method (G’ / G) ein relation to the Jacobi elliptic equation yields a series
of solutions expressed in terms of elliptic functions and their relationships.

This method is characterized as the most effective and precise among those studied.
4. The expansion method(G’/ G?) associated with the generalized Riccati equation offers

greater flexibility and resolution capability than the (G’ / G) method, allowing for more
general solutions.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
Dindmicos y Andlisis de Bifurcacion — Paula Garcia-Gasco Solano
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V. FUTURE LINES OF RESEARCH

The expansion methods (G’ / G) and (G’ / G?) have proven to be highly useful and effective
tools for obtaining exact solutions to nonlinear differential equations. To further explore this
project, the following future research directions are proposed:

1. Firstly, extending the methods to higher-order differential equations, such as third and
fourth-order linear equations.

2. Another potential line of work involves the development and study of the expansion
method (G’ / G?) applied to the Jacobi elliptic equation.

3. Design of new Analytical Methods:
(a) New lines of research currently include applying the studied analytical methods: (i)
the Expansion Method (%) and (ii) the Expansion Method (%) to deduce new exact

solutions for nonlinear fractional differential equations (NPDEs), such as the nonlinear
fractional time equation of Harry Dym (HD):

Df u(x, t) = W, Dilerr(x, ) O<a<l

2

34b )
u(x, 0) = (a— ;f x] (1.0.3)

« D} = fractional derivative of order « in the sense of Caputo
and the symmetric regularized long wave (SRLW) equation:

D" u+Di"u +uD{(Dfu) + DyuDfu + D;* (D;"u)=0, 0<a=<1

o o (1.0.4)
» D} = conformable derivative of order a.

(b) Similarly, the study and design of new algorithms based on a third method: (iii) the
multi-exp-function method (MEFM) to compute multiple wave solutions (MWS) in
nonlinear equations in (2+1) dimensions, determining multiple wave solutions for the
Gilson-Pickering Model, which contains one, two, and three soliton solutions, and for
the (2+1)-dimensional Bogoyavlenskii-Kadomtsev-Petviashvili (BKP) equation:

Ugxt+ Uxxxxy T 12 Uxy Uy + 8 Uy uxxy+4uxxxuy:yuyyy. y==1
(1.0.5)
(uxt+uxxxy+8uxuxy+4uxxuy)xzyuyyy
*u(x, y, t) = wave amplitude

4. As the final line of research, developing descriptive models to predict the dynamic
behavior of solitons, enabling electric sector companies to control electric transport in
situations of fluctuating demand.




“La belleza de la ecuacion no radica en su simpleza, sino
en su capacidad para explicar el orden del universo.”

James Clerk Maxwell.
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Organizacion del Proyecto

El presente proyecto estd dividido en una serie de capitulos, cuyo contenido se detalla a
continuacion:

l. Memoria

e Capitulo 1. Se describe la introduccidn del trabajo, detallando los objetivos a conseguir a
través del proyecto y las herramientas necesarias para alcanzarlos. Asimismo, se especifi-
caran los Objetivos de Desarrollo Sostenible que entrardn en juego a lo largo del proyecto.

e Capitulo 2. Se estudia el comportamiento dindmico de los solitones en modelos fraccionar-
ios seguin el método de expansion (G’ /G) aplicado a la ecuacién de segundo orden lineal,
a la ecuacion generalizada de Riccati y a la ecuacidn eliptica de Jacobi.

e Capitulo 3. Se desarrollard un andlisis acerca del comportamiento dindmico de los soli-
tones segun el método de expansion (G'/ G?) aplicado a la ecuacién generalizada de
Riccati.

e Capitulo 4. Se procedera a comparar los métodos ecmpleados para poder concluir cual es
el mas optimo en funcion de la complejidad y precisién, ademés de afiadir las futuras
lineas de investigacion.

e Capitulo 5. Se realizar4 un estudio econémico, analizando la aplicacion del proyecto en el
mundo laboral y su viabilidad econdmica.
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Capitulo 1

1. Introduccion

1.1. Introduccion

Desde sus primeras apariciones en los cédlculos clasicos de Newton y Leibniz, las ecua-
ciones diferenciales han desempefiado un papel importante en los d&mbitos de la fisica, la
ingenieria y las matematicas. Incluso, llegando a tener una notable presencia en nuestro dia
a dia, debido a su aplicacion para la resolucion de problemas cotidianos. Es por esto y por la
dificultad que supone resolver ecuaciones diferenciales de 6rdenes altos, que a lo largo de
las ultimas décadas se ha investigado nuevas herramientas y métodos de resolucion para
simplificar los cdlculos y obtener resultados mas eficientes, rigurosos y precisos.

Sin embargo, el nivel de dificultad para resolver algunas ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario y algunos modelos matematicos estandar con derivadas de orden entero,
imposibilitan su aplicacion en ciertas situaciones de la vida real. Consecuentemente, a partir
de 1965, se comenz6 a modelar problemas de ecuacion diferenciales desarrollados con
calculos fraccionarios. Estos modelos fraccionarios permiten formular fenémenos de los
campos de la ciencia e ingenieria que las ecuaciones diferenciales no lineales no son capaces.

Los solitones son ondas solitarias que aparecen en los sistemas de telecomunicaciones
para el transporte de informacion y aumentar la capacidad y concrecién de datos. Entre los
multiples métodos de resolucion implementados en la investigacion de la propagacion de
ondas solitarias (solitones) localizadas y viajeras en el modelo fraccionario de lineas de
transmision eléctrica de paso bajo, destacan el nuevo método sub-ODE modificado, el méto-
do de expansién de la ecuacién Riccati unificada y el método de transformacion lineal frac-
cionario. A raiz de décadas de investigacion, se ha desarrollado el método de expansion
(G’ / G?), el cual aproxima la ecuaciéon del comportamiento dindmico de los solitones de
lineas de transmision eléctrica de paso bajo a una ecuacion diferencial ordinaria mediante
una transformacién fraccionaria lineal simple.

En el siguiente proyecto, se estudiardn y disefiaran diferentes modelos fraccionarios de
las lineas de transmision eléctrica de paso bajo para analizar el comportamiento dindmico y
la bifurcacion de la propagacion de ondas solitarias (solitones) localizadas y viajeras medi-
ante el uso de estos diferentes métodos.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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Figura 1.1. Representacion de una onda Wavelet en Matlab [CORTO7].
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1.2. Motivacion

Con el paso de las ultimas decddas, se han producido nuevos avances tecnoldgicos con
notables efectos sobre las herramientas matematicas, mejorandolas para adaptarse a las
nuevas necesidades que aparecen en la sociedad a diario.

A lo largo de este ultimo siglo, se ha producido un salto tecnolédgico, con avances notables
que han repercutido sobre las herramientas matematicas, adaptandolas a las nuevas necesi-
dades de la sociedad. Estas herramientas desarrolladas presentan una gran utilidad sobre
diversos campos de la Ingenieria como la propagacion de ondas, andlisis de datos y graficos,
redes de comunicacion y reconocimiento de patrones.

Los siguientes métodos que se van a analizar permiten estudiar el comportamiento di-
namico de las ondas con mayor exactitud.

Entre los multples métodos de resolucion que se han desarrollado, en la investigacion de
solitones en el modelo fraccionario de lineas de transmision eléctrica de paso bajo, destacan
el nuevo método sub-ODE modificado, el método de expansion de la ecuaciéon Riccati unifi-
cada y el método de transformacién lineal fraccionario. Estos métodos de resolucién propor-
cionan diversas soluciones exactas generalizadas de ondas brillantes, oscuras, curvadas, anti
curvadas, hiperbolicas y doblemente periddicas para las lineas de transmision eléctrica de
paso bajo no lineales. Estos métodos también proporcionan un gran ntimero de soluciones
individuales no generalizadas no utiles en el estudio del comportamiento dindmico y anéli-
sis de bifurcacion de los solitones.

Por un lado, el nuevo método sub-ODE proporciona, en el caso de las ecuaciones diferen-
ciales parciales no lineales, muchas mas soluciones partiendo de sub-ODE generalizadas. El
método de expansion de la ecuacion Riccati unificada genera un namero infinito de posibles
soluciones exactas a las ecuaciones que describen el comportamiento dindmico de las lineas
de transmision eléctrica de paso bajo. En cambio, el método de transformacion lineal frac-
cionario obtiene soluciones localizadas generales que no proporcionan los otros dos méto-
dos anteriores.

Posteriormente, se ha desarrollado el método de expansion (G’ / G?), el cual aproxima la
ecuacion del comportamiento dindmico de los solitones de lineas de transmision eléctrica
de paso bajo a una ecuacion diferencial ordinaria mediante una transformacion fraccionaria
lineal simple. Este ultimo método clasifica las soluciones en tres grupos: hiperbdlicas,
trigonométricas y racionales.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
Dindmicos y Andlisis de Bifurcacion — Paula Garcia-Gasco Solano
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1.3. Objetivos

El objetivo principal del siguiente proyecto se basa en realizar un exhaustivo estudio del
comportamiento dindminco y bifurcaciones de los solitones de las lineas eléctricas de paso

bajo

mediante el uso de diferentes métodos. El estudio de varios métodos permite examinar

cual de ellos es mds preciso y eficaz a la hora de resolver los modelos fraccionarios de ecua-
ciones diferenciales no lineales. Se compararan los resultados de soliton obtenidos con las
soluciones de las literatura cientifica y se presentaran graficamente para su andlisis detalla-

do.

Los principales objetivos a seguir en este proyecto seran:

1.

2.

6.

El primer capitulo consistird en el presentar el modelo fraccionario de las lineas de
transmision eléctrica de paso bajo, a partir del cual se desarrollara el proyecto. En este
apartado se explicard su definicion y aplicacion en base a sus propiedades.

Para comenzar con el proyecto, se estudiaran el comportamiento de los solitones en
modelos fraccionarios segiin el nuevo método de sub-ODE modificado. En el caso de
las ecuaciones diferenciales parciales no lineales, este nos permite obtener multiples
soluciones partiendo de ecuaciones sub-ODE generalizadas.

A continuacion, se pasara a analizar el método de expansion de la ecuacién Riccati
unificada, el cual genera un ntmero infinito de posibles soluciones exactas a las ecua-
ciones que describen el comportamiento dindmico de las lineas de transmision eléctri-
ca de paso bajo.

El siguiente objetivo serd estudiar método de transformacion lineal fraccionario, puesto
que obtiene soluciones localizadas generales que no proporcionan los otro dos métodos
anteriores.

Posteriormente, se desarrollara el método de expansién (G’'/G?). Este aproxima la
ecuacion del comportamiento dindmico de los solitones de lineas de transmision eléctri-
ca de paso bajo a una ecuacion diferencial ordinaria mediante una transformacién
lineal simple. Este método permite clasificar las soluciones en tress grupos: hiperbdli-
cas, trigonométircas y racionales.

Una vez analizados los métodos anteriores, se procederd a compararlos mediante el uso
de numeros, tablas y graficos para poder concluir cual es el mas 6éptimo en funcién de
la complejidad y precision.
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1.4. Metodologia

En el desarrollo del Proyecto se procedera de la siguiente manera:

e A) En el primer capitulo se llevard a cabo la introduccion del modelo fraccionario del
comportamiento de los solitones en lineas de transmisién eléctrica de paso bajo.

e B) En el segundo, se analizard el nuevo método sub-ODE modificado aplicado a los soli-
tones tanto numérica, como graficamente.

e C) En el tercero se realizara el estudio del método de expansion de la ecuacidon Riccati
unificada presentando los resultados graficamente para la posterior comparacion de
métodos.

e D) Se analizara el método de transformacion lineal fraccionario y se presentaran grafica-
mente los resultados obtenidos.

e E) Se estudiaré el método de expansion (G’ / G?) tanto numérica como graficamente.

e F) Finalmente, se comparardn los resultados obtenidos graficamente a partir de cada uno
de los métodos para obtener el mds precio y eficaz.

Se incluirdn conclusiones y futuras lineas de investigacion.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos 5
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1.4.1. Plan de Trabajo

El desarrollo de este proyecto se ajustard al cronograma mostrado en la Figura 1.2, donde
se detallan las actividades a realizar y los tiempos a emplear.

Para la realizacién de este proyecto, los tiempos se ajustardn al cronograma mostrado en
la Figura 1.2, donde quedan detalladas las actividades a realizar.

UNIVERSIDAD
PONTIFICIA COMILLAS

CRONOGRAMA TFG

Tareas Dic Ene Feb Mar Abr May

Introduccion comportamiento dinamico
solitones

Nuevo método sub-ODE modificado

Método de expansion de la ecuacion Ricatti

Método transformacion lineal fraccionario

Método de expansion (G'/G?)

Comparacion de los resultados

Figura 1.2. Cronograma orientativo del TFG.
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1.5. Recursos

Se citan los diferentes recursos a emplear en la realizacién del presente proyecto:

e Procesador de textos Microsoft Office 2023®.
e Procesador cientifico del software Mathematica 13®.
e Software simbdlico y numérico:

Mathematica 13® y MATLAB 2022®.

e Software para la creacion de graficos, esquemas, organigramas, disefio de circuitos: Power-
Point 2023®.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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1.6. Estado del Arte

1.6.1. Modelo Fraccionario del Comportamiento de los Solitones en
Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo

El modelo no lineal que representa la propagacion de solitones en lineas de transmision
eléctrica de paso bajo viene definido como:

) ) ) e
I Viema (V) + BV), =8 Vix = = Vixna =0 (1.6.1)

siendo V =V (x, t) el voltaje de la linea de transmision eléctrica y @, 8y 6 las constantes .
Mientras que la variable x representa la distancia de propagacion, la variable ¢ es el tiempo
transcurrido.

A través de los métodos que se estudiardn a continuacién, se consigue llegar mediante

diferentes formas a la ecuacién del modelo no lineal de propagacién de solitones, tal y como
se mostrard posteriormente.
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1.6.2. Nuevo Método Sub-ODE Modificado

Este método se emplea para resolver ecuaciones diferenciales parciales (PDE) mediante la
descomposicion de la EDP original en subecuaciones diferenciales ordinarias (ODE). Estas
sub-ODEs se derivan de la PDE principal y se resuelven por separado, lo que simplifica el
problema en general y facilita su resolucion.

Se considera una PDE no-lineal con dos variables independientes x y ¢
I H((I), (I)x’ q)t’ (I)xx, (I)xt’ q)ttﬂ ) =0 (162)

donde H es un polinomio en @ (x,t) e incluye las derivadas parciales de orden mas alto y
términos no lineales.

| O(x, 1) = (), E=AJl(x—ot) +& (1.6.3)

donde &, es una constante arbitraria y o representa la velocidad de la onda.

Insertando @ (x, ) en H, se obtiene G, un polinomio en ® (x, t) y sus derivadas respecto a
la variable é&:

| G(®(&), '(£), "), ..)=0 (1.6.4)

donde G es un polinomio en funcién de ® (x, ¢) y sus derivadas con respecto a la variable &.
Suponiendo que la ecuacién de G admite solucién formal:

| o) =nFNE), 1>0 (1.6.5)

siendo N un parametro y F (¢) satisface la siguiente sub-ODE generalizada para términos no
lineales de orden superior:

| FPo=aFP?"©+BF*P@+CF & +DF*Y (@ +EF*?f @, P>0 (16.6)

donde F’? = % y A, B, C, Dy E son constantes.

El parametro N se obtiene a través de un procedimiento de equilibrio homogéneo, tal y
como se muestra:

—_— 2 =
I deg [D()] = N deg[@*@®)]=2N (1.6.7)

deg[®'()]=N+P deg [®"(&)]=N+2P

A continuacion, sustituyendo ®(€) en G junto con F'?(¢), teniendo en cuenta todos los
coeficientes de FN (&) [F'(£)]™,conm =0,1ei=0,1, 2, 3...

Igualando los coeficientes a cero, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas en
funciénde A, B, C, D, E, oyn.

F'&): X*B=0
FP@): X*nPPC+12(X-Y)n=0

F?Py: ngnDP2+120/Yn2:O (16:8)
FPre: 22X nPPE-128Y3° =0
donde X =16*yY =102
Mediante este sistema de ecuaciones, se deduce que A = 0.
Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos 9
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CAPITULO 1 — INTRODUCCION

Finalmente, a partir de las soluciones obtenidas de F’?(¢), se contruye el modelo que
describe la ecuacién del comportamiento dindmico de los solitones en lineas eléctricas de
paso bajo no lineales.

o ] e
I Vie=a (V) + V), =6 Vi = — Vixna = 0. (1.6.9)

A partir de la combinacion del sistema de ecuaciones y la ecuacién que describe el compor-
tamiento dindmico de los solitones, se obtendran las diferentes soluciones de la propagacion
de ondas.

02 04
Figura 1.3. Solucion de la ecuacién de propagacion de los solitones para 1=1.0, =0.5, 0=1.0, 5=-1.0, £{,=0y

A=B=D=0.
€=1.0(curvaroja) ye = —1.0 (curva azul) para t = 0.

10



CAPITULO 1 — INTRODUCCION

1.6.3. Método de Expansion de la Ecuacion de Riccati Unificada

Debido a la complejidad de la resolucion de ecuaciones diferenciales no lineales, dependi-
endo del caso se recurren a diferentes métodos.

El método de expansion de la ecuacion de Riccati unificada consiste en asumir una solu-
cion de la forma:

M
0@ = Y AH@) (1.6.10)

i=0

donde A; (i=0, 1, 2, ..., M) son constantes a determinar, M es un integrador positivo deter-
minado a partir de los términos de derivadas de orden mas alto con los términos no lineales
de mayor potencia.

Ademis, H (£) cumple la ecuacion generalizada de Riccati, puesto que
| H'(€) = ho + hy H(¢) + hy H*(€) (1.6.11)

siendo H' = % y hg, hy y h, constantes, tal que h, debe ser distinto de 0.

Despejando, se obtienen las siguientes soluciones de la ecuacion de Riccati unificada:

h, ) \/K nltanh(%f)ww]z

H, (&) =- A>0 y ni+m# 0
2h2 2h2 n1+n2tanh(%§)]
A
h A stanh( 252 €) vy (16.12)
H () =- + A<O S+ m# O
Y N Yot
2 2 3ty tanh(T f)
Ho(é) i ! A=0
T oh, hé+h -

donde 75, para r=1, 2, 3,4 son constantes arbitrarias, # un integrador constante y
A= I’l% -4 hO hz.

Al igual que ocurre con el nuevo método sub-ODE modificado, al sustituir H (§) en Gy H’
e igualandolo a cero, se obtiene un sistema de ecuaciones en funcién de A;
(l = 0, 1, 2, veesy M), I’lo, I’ll, I’l2 yo.

Con este sistema de ecuaciones y los soluciones obtenidas de la ecuacién de Riccati unifi-
cada obtenemos la solucion exacta de la propagacion de los solitones, la cual es la misma
que en el caso anterior del nuevo método del sub-ODE modificado.

i i i 8
I Vi=a (V) + B(V7),, =6 Vix - 5 Vexxr =0, (1.6.13)

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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CAPITULO 1— INTRODUCCION

Vié)

-0.5 0.0 0.5
&
Figura 1.4. Solucion de la ecuacién de propagacion de los solitones para 1=1.0, =0.5, 0=1.0, 5=1.0, £,=0y
A=B=E=0.

@=1.0 (curva roja continua), @=1.5 (curva roja discontinua), @=-1.0 (curva azul continua) y e=-1.5 (curva azul
discontinua) en t = 0.
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1.6.4. Método de Transformacion Lineal Fraccionario

El método de transformacion lineal fraccionario se basa en la transformacién fraccionaria
de Mobius, una extension de las transformaciones clasicas de Mobius. Este método parte de
funciones racionales de la forma:

P+Qf( m)
O¢) = m (1.6.14)

donde P, Q y R son constantes reales, y es un integrador y f(&, m) es una funcién jacobiana
elipitica cuyo pardmetro es m (0 < m < 1). La funcién f(£, m) puede ser especificada como
f(&, m)=cn(¢, m), f(&, m)=dn(, m) o f(&§, m)=sn(&, m).

Al igual que ocurre con los métodos anteriores (el nuevo método sub-ODE modificado y
el método de expansién de la ecuacion de Riccati unificada), al introducir ((£) en G e igua-
lando los coeficientes de cn(é, m) o sn(&, m) a cero, se obtiene un sistema de ecuaciones
algebraicas, a partir de las cuales se obtendra la ecuacién del modelo fraccionario de propa-
gacion de solitones por lineas eléctricas de paso bajo:

N i i ot
I Vie—a (V2),, +B(V),, - 6" Vi — 5 Verxx =0 (1.6.15)

----------

1.2 —N—TF

1.0 i

_. 0.8t

l.)i

= 0.6
0.4}
0.2
0.0

Figura 1.5. Solucién discontinua (kink) de la ecuacién de propagacion de los solitones para 1=1.0, 6=0.5, 0=0.2,
B=1.0,a=1.0, £&=0y A=B=0.
a=1.0 (curva roja continua) y @=2.0 (curva roja discontinua) para e=1.0 y @=1.0 (curva azul continua) y @=2.0
(curva azul discontinua) para e=-1.0, todo ello para t = 0.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos 13
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CAPITULO 1 — INTRODUCCION

1.6.5. Método de Expansién (G' [ G?)

Recientemente, ha sido propuesto otro método de obtenciéon de soluciones exactas a
ecuaciones diferenciales fraccionarias no lineales. Este método, conocido como el método

de expansion (G’ / G?), recurre a una técnica utilizada cominmente en algoritmos genéticos
para mejorar la busqueda en espacios de soluciones complejas, como es el caso de la propa-
gacioén de los solitones.

Dada una ecuacion diferencial fraccionaria no lineal

I p (u, D} u, Df u, D} u, D} D{ u, D} D u, D} Dfu)=0 @>0, (1.6.16)

y y B<l1

donde u (x, y, t) es una funcién desconocida y p es un polinomio de u y sus derivadas par-
ciales fraccionarias.

Mediante la transformacion compleja fraccionaria u (x, t) = U (€)

k xP ct®
&= + (1.6.17)
rr+p rd+a
donde k y ¢ son constantes distintas a cero y se cumple que Q(U,U’,U”,U"”, ...) = 0.
La solucion formal de la ecuacion diferencial ordinaria se puede expresar como
N / ’ e
G\ G \™"
U =ao +Zan (EJ +by (a)
n=1
(1.6.18)

G/ G/ 2
@) (3)
para A distinta de 0 y u distinta de 1, siendo A y u integradores y ay, a, y b, y constantes a
determinar.

Combinando las ecuaciones anteriores, se obtienen las soluciones. Generalmente, estos
resultados se pueden clasificar segtin tres casos:

Caso A: uA > 0:

G’ i (Ccos \Jud §+Dsin AJud ¢
| (5): \E Dcos \[uA £—Csin \/ﬁg] (19
CasoB: uA<o:
(E):_ N [Csinh(z LAl &)+ Ccosh(2 \fludl &) +D 1.6.20)
G A\ Csinh(2 \ludl €)+Ccosh(2 \luAl §)-D
CasoC: pu=0yA=+0:
G’ C
I (E) ~ACE+D) .

14
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donde Cy D son constantes distintas de cero en todos los casos.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
Dindmicos y Andlisis de Bifurcacion — Paula Garcia-Gasco Solano
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1.7. Alineacion con los Objetivos de Desarrollo Sostenible
(ODS)

Para llevar a cabo este proyecto, se tendrdn en cuenta los multiples Objetivos de Desarollo
Sostenible (ODS) en los que las bifurcaciones de los solitones pueden tener un mayor im-
pacto. Se ha llegado a la conclusién de que en varios de ellos podria suponer una ayuda
notable:

e Energia sostenible y no contaminante. En un mundo donde la principal energia utilizada
es no renovable y tiene un fin, resulta de gran interés analizar las energias utilizadas y las
pérdidas que generan para poder optimizar su consumo. Gracias a este proyecto se podra
estudiar las bifurcaciones que presentan los solitones en las lineas de transmision eléctri-
ca, pudiendo asi optimizar su comportamiento dindmico para conseguir las minimas
pérdidas posible de energia eléctrica y optimizar su consumo.

Figura 1.6. Energia asequible y no contaminante (ODS).

e Industria, innovacién e infraestructuras. En este objetivo todavia queda un largo camino
por recorrer para se pueda aprovechar al maximo este potencial. Su principal objetivo es
introducir nuevas tecnologias para generar fuerzas econémicas dindmicas y competitivas
que generen empleo e ingresos. Especialmente en el campo de la ingeneria existe un gran
margen de mejora. Mediante el estudio de proyectos como este, se pueden conocer mejor
las industrias e infraestructuras ya existentes y asi proponer planes de mejora y opti-
mizacion para su crecimiento.

INDUSTRIA,
INNOVACIONE
INFRAESTRUCTURA

Figura 1.7. Industria, Innovacién e Infraestructura (ODS).

e Ciudades y comunidades sostenibles. El mundo actual cada vez se encuentra méas urbaniza-
do y no deja de disminur la poblacién rural. Mas de la mitad de la poblacion mundial vive
en ciudades. De la mano de este avance metropolitano, es necesario un avance tecnoloogi-
co para que la ciudad se pueda adaptar a su creciente poblacion. Es por ello, que para no
tener que aumentar el consumo de los recursos exponencialmente, se debe optimizar su

16



CAPITULO 1— INTRODUCCION

uso y reducir sus pérdidas. Mediante este proyecto se podrd conocer el comportamiento
dindmico de los solitones para optimizar la transmisién eléctrica.

1 1 CIUDADES Y
COMUNIDADES
SOSTENIBLES

Al

Figura 1.8. Ciudades y Comunidades Sostenibles (ODS).

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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Capitulo 2

2. Método de Expansion (G'/ G)

2.1. Descripcion del Método de Expansion (G'/ G)
Se considera una PDE no lineal
| PV, Ve, Vi, Vixs Vigs ...) =0 (2.1.1)

siendo V = V(x, t) una funcién desconocida y P un polinomio en V, con sus derivadas
parciales.

Paso 1. Se determina el voltaje V/

| Vi, )=V(E para &= \k (x—wi) (2.1.2)
donde k se trata de un pardmetro positivo y w representa la velocidad de propagacion.
Para ello, se reduce la ecuacion (1.1.1), convirtiéndola en la siguiente ODE no lineal:
1 HV, V', V" .)=0 (2.1.3)
donde H es un polinomio de V (¢) y las derivadas de V' son respecto a €.
Paso 2. Se asume que la solucion a la anterior ecuacion es de la forma:

N G/'

L
V(&) = Zai(E) ay # 0 (2.1.4)
i=0
siendo a; para i = 1, 2, .., N, constantes a determinar posteriormente, sabiendo que

ay # 0. Ademds, la funcion G = G (§) puede verificar una las siguientes tres ecuaciones
auxiliares:

- La ecuacidn generalizada de Riccati:

[ G'€) =r+pGE)+qG&) (2.1.5)
- La ecuacidn eliptica de Jacobi:

[ (G’ =R+QG&) +P @) (2.1.6)
- La ODE de 2° orden lineal:

| G'E+AG () +uGE =0 (2.1.7)

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos Dindmicos y
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donde r, p, ¢, R, Q, P, A y u representan constantes reales que serdn determinadas mas
adelante.

Paso 3. Se determina el valor del integrador positivo N de la ecuacion V (¢) mediante el ba-

lance del orden de las derivadas méximas y los términos no lineales mas altos de la ecuaciéon
de H.

Paso 4. Se sustituye la ecuacion (2.1.4) junto con una de las tres ecuaciones auxiliares
(2.1.5), (2.1.6) y (2.1.7) en la ecuacion (2.1.3). A continuacion, se despejan los coeficientes de
Gi(f), para los valores de i = 0, =1, +2, ---, en la ecuacion (2.1.5), y de (G’(é—‘)/G(g-‘))i, para
i=0,1, 2, ..enlasecuaciones(1.1.6) y (1.1.7).

Estos coeficientes se igualan a cero, dando lugar a un sistema de ecuaciones algebraicas,
que se resuelve con el software Mathematica.

Como resultado, se obtendran los valores de los coeficientes a; parai = 0, 1, 2, ..., N,y
losvaloresder, p,q, R, Q, P, Ay u.

Paso 5. Se obtiene conjuntos de resultados a partir de las ecuaciones auxiliares (2.1.5),
(2.1.6) y (2.1.7) segun la ecuacion diferencial auxiliar considerada.

Paso 6. Se sustituyen los valores de a;, r, p, ¢ R, Q, P, A y u junto con los resultados
obtenidos de las ecuaciones auxiliares en la ecuacion (2.1.4), para conseguir asi las solu-
ciones exactas de la ecuacién PDE (2.1.1).

20
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2.2. Aplicacion del Método de Expansion (G'/ G)

Particularizando este método de expansion de (G’ / G) a la PDE no lineal que rige la propa-

gacion de ondas de transmision eléctrica de paso bajo (Low-Pass Electrical Lines—LPEL) no
lineal:

PV(x, t) awmm)ﬁmeo yWon §* *V(x, 1)
. —a + — _— =
or? ot? or? ox? 12 ox*

54
-@szv@—a@ﬂ”+ﬁ@ﬂ”—¥Vﬁ—I£mmmzo.

(2.2.1)

donde a , By ¢ se tratan de constantes positivas y reales. Por otro lado, V (x, t) representa el
voltaje de las lineas de transmision eléctrica, x la distancia de propagacion y t el tiempo.

En primer lugar se sustituye en la ecuacion (2.2.1) la relacion establecida en la ecuacion
(2.1.2) entre ¢ y las variables x y t. Entonces, se obtiene la siguiente ecuacion:

a kK&t d*v
(k8 ko) V+ako? V2 - Bk VPf =0 (22.2)

d ‘,;;2 12 d 62
Se integra la ecuacion (2.2.2) respecto & dos veces y, tras sustituir las siguientes igualdades

K =k
2.2.3
I U =k o? ( )
se obtiene una ecuacion diferencial ordianaria ODE:
2 2 é;

I (ODE)E—]E e +(K -U)VE+a UV -BUVAE) =0. (2.2.4)

2
Mediante el balance correspondiente de % con V3(£), se obtiene N = 1. Por lo que se

reduce la ecuacion a la expresion:

G/
I V(&) =ao+ al(E) (2.2.5)

donde a y a; son constantes a determinar y se conoce que a; # 0.

En los siguientes apartados se estudian las soluciones generales de las ecuaciones diferen-
ciales auxiliares siguientes:

(a) Ecuacion diferencial de 2° orden (ODE-Ordinary differential equation).

(b) Ecuacion diferencial generalizada de Riccati.

(c) Ecuacion Eliptica de Jacobi.

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos Dindmicos y 21
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2.2.1. Ecuacion Diferencial de 2° Orden (ODE)

Este método de resolucion se basa en sustituir la ecuacion (2.2.5) y la ODE lineal de 2°
orden (2.1.7) en la ecuacién (2.2.4) para posteriormente, igualar a cero todos los coeficientes

de (%)l parai=0, 1, 2, 3. Entonces, se obtendrd un conjunto de ecuaciones algebraicas:

GEOY 1, .
P :_K _U :0
(G(f)) Ja-Uba
G' 2 1
(ﬁ) : —KZ/\a1+U6¥a%—3U,8a0a§:0
G(&) 4
) (2.2.6)
G (‘f). iKZa(}L2+2 )+(K—U)a +2Uaaya; -3U Ba a2 =0
G 12 ! H 1 01 0 =
GOV 1
(ST, L erpa -1+ Unei-0 g -0

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones algebraicas (2.2.6) con el apoyo de Mathe-
matica, se llegan a los siguientes resultados:

240’ U 216 a2 8
W2-4p)20?-987 (A -4p)(2a>-9p)

a A 2
Q= — |1+ ———— t—
3p A2 —4p 38 A2 —4u
Sustituyendo los valores obtenidos para K, U, ay y a; en la ecuacién (2.2.5), se consigue el

valor del voltaje de las lineas eléctricas en funcién de £y el valor de £ en funcion del espacio
y tiempo recorrido por los solitones:

K=

(2.2.7)

a; =

@ ( A J 2« G'(6)
ViéE)=—1|1= + ( ) (2.2.8)
3B\ YN—4pu) 3BV -4pu \GE
24 a? 216 a2
&= |- Y 2 L
62(\//\2 —41)(2a%-9pB) A -4 2a®-9p) (2.2.9)

202< 9B, B>0 y A>—4u+0

Una vez obtenidos las expresiones del voltaje y &, se particularizan los valores del voltaje
en funcion de si A% — 4 u es mayor, menor o igual a cero.
Para el caso de A% — 4 y mayor que cero, se obtienen funciones soluciones de forma hiper-

bolicas; mientras que para el caso de A2 — 4 ;1 menor que cero, las soluciones seran funciones
trigonomeétricas.

22



CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G’ /G)

En primer lugar, siA*>-4u > 0:

o Ay smh( A2 =4 f) +A, cosh(% A2 =4 §)

Vi) = —|1+ ] (2.2.10)

3p Ay cosh( A2 =4 §)+A2 s1nh(% AA2 =4 p f)

Concretamente, si se determina A; # 0, A, =0, A >0y u = 0, se obtienen las soluciones
de una onda del soliton kink:

a A
Va(é) = ﬁ[1 - tanh(2 g)]
(2.2.11)

—24 o 2162 B
X e g A
222222 -9p) 122a?-9B)>°

En cambio, si se fija A; =0, A, #0, A >0y u = 0, se obtendran las soluciones de una
onda del solitéon anti-kink:

Vi(é) = Q’B 1 coth(; 5)]

(2.2.12)
—24 o 2162 B

&= X= | =
222222 -9p) 12202 -9B)>°

En segundo lugar, si A> —4 u < 0:

a
Va(&) = g[m

A sin(% Ny §)+A2 cos(% NCYTEE 5)] (2.2.13)

Especificamente, si se fijan los valores A; = 0, A, #0, A >0y u = 0 en la expresion del
voltaje demlas lineas eléctricas para A>—4 u < 0 se obtienen las mismas soluciones de la
onda del soliton kink V;(¢). Consecuentemente, fijando A; # 0, A, =0,A>0y u =0, se
consiguen las mismas soluciones de la onda del soliton anti-kink V,(&).

Mediante los ejemplos mostrados a continuacién se determina la solucién general de una
ODE de 2° orden en la variable G(¢) asi como la relacion ( e (f))) y se comprueba lo explicado
de forma tedrica anteriormente.
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m Ejemplo 2.2.1. Ecuacion Diferencial de 2° Orden. (|[CHANI12], [MALI10], [FANO09])
Sea la ecuacidn diferencial lineal de segundo orden (ODE):
(ODE) = G"()+A G () +pn G(&) =
donde A, u son constantes reales arbitrarias.

En los casos indicados, se pide:
(i) Hallese la solucion general G(¢) de la ODE y su derivada G'(¢).
.. " (&)
(ii) Calculese la relaciéon ( I )
(a) A>=4u)>0.
(b) (A>2—4u)<0.

(C) (AZ - 4 u) =
SOLUCION
(2)
(1) G@):, ¢ @3 ECNTH1 ¢, gr (W=}
{wae:,
Ag Aé 1 .
(cosh(? ) - sinh(; )) ((cl +c3) cosh(g ¢ M) +(c2—¢1) sinh(5 é M))}
{@c®:,

1 A 1 A 1
> (Cz (—A)COSh(;—Ef \//12—4ﬂ)+02 NAZ =4 cosh(; —Ef «112—4ﬂ)—
1 5 Aé 5 1 - AE
¢ A cosh —f VA" —4 1 +— —c1 YA —4pu cosh(i.f A =4 +?)+
1 A 1
¢, Asinh ———f NAZ =4 |-y AJA2—4u sinh(;—gf \/A2—4u)+
1 A
e tsinh{5 ¢ U e N sinn( 5 VI + )

G
G©®

Se reduce la expresion trigonométrica de ( ) simplificando el numerador:

G'(©) \/m Ay Sinh(%f \/?tz—4,u)—A2cosh(%§ \//\2—4;1) \
¢© 2 Aycosh(L & P-4y~ Arsinh(L g JP-au) 2

(b)

{(1) G(&):, 1 ex €I VBIT) ¢y pr €0 W)}
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{wae:,
(cosh(% ) -~ sinh(% )) ((cl +c,) cos(% ENJap—2A2 )— i(c;—cy) sin(% ENJap—2A2 ))}
(@ ©:,

1 A 1 1 A 1
—502ACOSh(;—£IZ§ \[4/1—A2)+5E'C2 '\[4/.1—)L2 COSh(;—Eif '\[4/.1—A2)—
1 AéE 1 =) 1 > AéE 1 >
Ecllcosh(?+5i§ \Au—A )—51201 NAu—2A cosh(7+£12§ Napu—2 )+
1 A 1 1 A 1
Eczlsinh(;—gu‘f \/4,142)—512@ NISE sinh(;—5i§«/4y—)@)+
1 A 1 1 A 1
Ecllsinh(;+£i§\/4;1—/\2)+51zcl NI sinh(;+£i§«/4u—7(2)}

‘ Se reduce la expresion trigonométrica de (i—((;)) simplificando el numerador:

G & Nau—x [~ Arsin(3Eau-C )+ Ascos(3Eau-2)) )
GE 2 A1C0S(%§W)+Azsin(%§m) 2

©
[06@: faes +eces))

(@@ (e +2 (—% e - % cée )

Y By By
G’(é:) e Z—EA(Cle 2+Cz§€ 2) A c,
= = —— +

La solucidn de la ecuacién (ODE) tiene la expresion:

N ENeayny te, e%f(\jlz—“#—)t) - % A2—4u>0

c ez
GE) = | ¢ e3¢ V) o) @a ECNTTT) 22 gy <0

_ By 5

cie 2 +cée 2 A=4u=0

Niuaryne! sinh(% £ \W=dp)+C, cosh(% £ -4y
2 cosh(% ey e sinh(; =y

GI

( &) ) = ) Jaa (- Cusin(} & AR JeCocos(3 £ VIR L)), P du<0

G (&) 2 Cy cos(5 & A u-12 J+c, sin(% £ \Au=2%) 2 K

& NP—4u=0

M —4u>0

N>
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CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G//G

® Ejemplo 2.2.2. (Otra version) ([CHANI12])
Sea la ecuacidn diferencial lineal de segundo orden (ODE):
(ODE) = G"()+A G () +pn G(&) =
donde A, u son constantes reales arbitrarias.

(i) Hallese la solucion general G(¢) de la ODE y su derivada G'(¢).
G &

(ii) Calculese la relaciéon o

(a) A>—4u)>0.
(b) (A2-4u) <o0.

SOLUCION
(a)
{G(.«f) €1 @2 £ ) e% f(\/m—l)}

{cer.
A& \E 1 1
(cosh(;)— sinh(;)) ((cl +¢y) cosh(g EAN—4pu )+ (c; — 1) sinh(— £ —4pu ))}
{G @), (cz( ) cosh(— -5 ¢ X4
1 1 Af
¢y Acosh| - f AT =4 + —|—c1 A2 —4pu cosh(i N—4u+ —)+
1 A
czlsinh — - f A2 =4 |—c; \JA =4 u sinh
c; Asinh Ef NAZ =4+ ? +c1 AJA> =4 u sinh

{@ 1 20

=
N—
+
N\
t‘
=
o
o
w2
=
e
I
o |
m
P
[\
|
t‘
=
;/

=, —[-A+ A% —4pu|1-

G (&) 2 C cosh(f \//12—4/J)+c2 sinh(f \//\2—4/¢)+c1
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CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G’ /G)

(b)
{G(e):, e €38N NBIET) 4 gy 3 €00 VT

{c@:,

AE (A€ 1 -\ 1 .
(cosh( 5 ) smh(;)) ((01 +c) cos(g EAdu-2A )— i(c;1—c) s1n(5 & \/m))}
{G/(f): ; % i3 (((02 —op) \Ap—-22 +i(e+0) A) COSG é \/m)+
(zz (C1+¢2) 4 =22 +(c; —¢cy) /\) sin(% & m))}

G'©) _& 1 vl Pl 2q
{G(f)_’ 2+2E et [1 C2cos(§m)+i02sin(§m)+cl]}

® Ejemplo 2.2.3. (ODE de 2° Orden)
Dadas las ecuaciones

G®
(1) u(f)—a0+2k 1 Ak (G(f))
(i) G"()+AG (&) +uGE) =0 ODE desegundo orden.
deduzcanse las expresiones de u'(€) y u”(£) como expansion en términos de (

(@) wE=-%, ka ((%)kﬂﬂ(%’?) +u(59)° 1)-

(b) w(€) =Nl ka ((k+1)(f}(§;) +(2k +1)/1(Z(§)))

G® )
GE&)

, k-1
#2022k (GO) + k- u( )

+(k=1) Z(G(f)) )

G(&)

N GOV (GO  (G@E !
T (e
(@ w© Z a" [( G(§>) o) e
G(-f) k+2 Gl(f) k+1
b k k+1 ( ) +2k +1 A( )
()Z ak(< o) @55
G'(é) | G'(&) Y1
+((k=2)A%+2k ( )+2k—1/1 ( )
((k=2) ) T R

G(&)
G'(é)\
k-1 2( ) )
+(k—=1)p @

(2.2.14)
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CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G//G

< G G\
by u' &= > ka, k(2> +2 (—) +Q2k-1)A (—)
(b) u" (&) ; ak[( 1) o ( )A

G($)
G'(&) \+! G (&) \2
+(2k+1))t(—) +(k—1),u2(—) +(k+1)(
G(&) G(©$)
SOLUCION
(a)
Se parte de las ecuaciones:
_ N a @ \k
(@) u) =ao+x, ak(@)
” 4 G” !
0) CO+ACO+pCE=0 = TL=-2TE_y
2 ” ’ _ Gm(f) — % _ %
'@ _ A C©_ ), C®
Ge ( 4 G ) G
LOMO _20© _ GO
co " TGO Ge tAH
y se deduce la expresion de u’(£):
g |70 =1 “k\Ge =1 a¢ \"* G
_ YN c©\1 (6" 6©-6'©>
= =1kak((G(§)) ( G @ ))
_yN ce\ (o _cer
= L ka ( G(,f)) (G(f) G(E)Z)
_ N o\ (_yc© _, _(g@)
= k=1 ka"(G@)) ( Ao ~H (G(f)))
=y _p G Gyt (o)t (G
= Zk=1 ka"( A 5o (G(.f)) 'U(G(.f)) (G@) )
v N g \k+1 a© \k ¢ k1
w@ =~ ka ((Gg) +MGS) () )
, _ N % k+1 @ k % k-1
W(g) = -2 ka ((G(E)) H‘(G@) +'”(G(§>) )

@
G(&)

N
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CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G’ /G)

(b)

La expresion de u”(€) es la siguiente:

e ( (c@) ) ( (G’@) )H (c”«s) _ G )2
a2 \%\ e (k=Dk| G GO e’
N k(G’(s‘E) )"‘1 (G“’(f) 26 3G©G© ))
G 6o G’ Gy

2
" N go\2(cwe e
w =5 a k- 0k(52) 7 (52 - 94

(G’(f) )"‘1 GO + 2G'¢)°  3G'© G'@
G(©) G G? G G©

Se sustituye

VGO, 0©
G G

LG _20® G
ce " G Ge tAH

en u”(€), lo que resulta:

u'(€) = 55 ka (ka2+(k—1)u+(k+1)u)(%) + (k= 1)Au+kku)(i§))

ke (A2+2 p) Qk-1)Ap

G [e43) G ) \k+2
UMLW(@) +k=1) (G(f)) +<k+1)(?§>)
2k+1)A

Se reduce la expresion de u”(§):
'@\ ) \k-1
W@ =S ka (k2 +2m (52) +<zk_m,l(w)

G© G©
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CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G//G

2.2.2. Ecuacion Diferencial Generalizada de Riccati

Para la obtencién del voltaje de las lineas eléctricas utilizando la ecuacion diferencial
generalizada de Riccati, se sustituirdn la ecuacion (2.2.5) y la ecuacién generalizada de
Riccati (2.1.5) en la ODE (2.2.4). A partir de esta sustitucion de ecuaciones, se obtendran los

coeficientes de G (cf), parai=0, £1, +2, +3, +4,y se igualaran a cero, para conseguir un

sistema de ecuaciones algebraicas. De este sistema de ecuaciones se despejardn, con el uso
de Mathematica, los valores de a; (parai=0, 1), r, p, q, Uy K. Mathematica proporciona dos
posibles resultados al conjunto de ecuaciones algebraicas.

RESULTADO 1:
—24a? 21602 B
K= p?2a*-9p) v= p*> (2 a% -9 pB)>*
(2.2.15)
2a (G
a=0 a=—— (—) r=20.
3pB\G

Sustituyendo todos estos valores obtenidos en la ecuacion (2.2.5), se consigue la expresion
del voltaje de las lineas eléctricas y la expresion de & en funcion del espacio y tiempo recorri-
dos por los solitones:

v _2a G’
(5)—3p—ﬁ(6)

(2.2.16)
—24 o? 216 o?B )
£= - |—t 20°< 96, >0y p #0.

p? 8 (2a*—-9P) ¥ p? 202-9B)*

A partir de estas expresiones, se pueden deducir las soluciones exactas para la ecuacion
(2.2.1):

2a ( cosh(p &) —sinh(p &)
V@) = 3_,8 (d+cosh( &) — sinh( f))
p p (2.2.17)
Vi) = ( ° |
> 38 \d+cosh(pé&)+sinh(pé) )
RESULTADO 2:
—24 a? 216 a2 S8
K= 2 A0 — 4 9 8 p? U= 22 2)?
2(p*-4qr)-9Bp (20*@"-4qr)-98p%) (2.2.18)
0 2a
Ty
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CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G’ /G)

Sustituyendo estos valores obtenidos en la ecuacién (2.2.5), se consigue la expresion del
voltaje de las lineas eléctricas y la expresion de £ en funcion del espacio y tiempo recorridos
por los solitones:

v _ 2a (G
& = 3P—,3 (5)

—24a? 216 a2 (2:2.19)
£= X — t,
202 8 (p*-4qr) -9 Bp? 2a*(p*-4qr)-9Bp*)°

207 6*(p*—4qr)<9Bp>y B>0.

A partir de estas expresiones, se pueden deducir las multiples soluciones exactas para la
ecuacion (2.2.1). Algunas de estas soluciones son:

o (p>—4qr) sech2(—“p ;4qr f) ,
V(&) = p-—4qr>0

3pp p+Ap>—4qr tanh(—“qur f)

1 a(p2—4qr)(1+tan2(% \-p>+4qr f)
V(€)= =

3 pB(-N-rraqr L NP 447 -1)

Para los valores mostrados en el resultado 2, la expresion del voltaje de las lineas eléctri-

cas (V) se particularizard en funcion de los diferentes casos: p> — 4 q r sea mayor, menor o
igual que cero.

(2.2.20)

p2—4qr<0.

Mediante los siguientes ejemplos, se mostrara la solucion general de la ODE no lineal de
primer orden en funcién de G(¢) y de su derivada G’(¢), ademas de la relacién entre ambas
(%

T ) Asimismo, se comprobara lo explicado de forma tedrica anteriormente.
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m Ejemplo 2.2.4. Ecuacion Generalizada de Riccati. ([SHAHI19]) ([TALA14])
Sea la ecuacidn diferencial no lineal de primer orden (ODE) generalizada de Riccati:
(ODE) = G'(¢) = 1+ p G(é) + q G*(#)
donde r, p, q son constantes reales arbitrarias.
En los casos indicados, se pide:
(i)Hallese la solucién general G(¢) de la ODE Generalizada de Riccati y su derivada G’ (£).

(ii) Calculese la relaciéon (% )

G
(a) (p*-4qr)>0.

(b) (p*-4qn <o.
() (p*-4qnr =0.

SOLUCION

(a)

p+Ap*—4qr tanh(% (E+cy) \/p2—4qr)

{weer, - y }

(@6 @, far-p }
2q(1+cosh(§ \NpP-4qr +c M))
(p*-4qr) sechz(% E+cy) M)
2(p+ PP -4qr tanh(% (&+cy) M))

(. (52) =,

(b)

—p+ A4qr-p? tan(% (E+c1) m)}
2q
4qr-p? }
2q(1+cos(§ Jaqr-p* +¢ m))
(p>—-4qr) sec2(% E+cy) m)
2(p~ \aqr—p” tan(} € +e) Naqr—p?))

{waeer,

{@c®:,

(®,(52), =,

(c)

2 r(ep_ 2
[ e, d pp2§+4m)}
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, 4y 8¢, r? 2r 2&r
{@c®:, - — + = + )
p*(E+4cyr) p&+4cir) p&+4cr) pE+4dcr)
’ 2
3 ) w sy — 5 T
{( ) G@) (E+4cn2+pE+4a ”))}

La solucion de la ecuacién (ODE) Generalizada de Riccati tiene la expresion:

pe P tanh(} €rer) NPT Eq7)

2
24 p°—4qr>0
G&) = { o+ Aarp wn(; (¢ qur—p%q VEar—p?)) P 4qr<0
q

2(4c prr+épr+2r) 5 ~

B p*(E+deyr) p°—4qr=0

—p*+4qr 2
2q(1+Cosh[ \[p*—4 qr &+ \p*-4qr 1) p°—4qr>0

(&) = 4qr-p’ 2
G (f) = 2q(1+cos(é NAqQr—p? +¢1 NAqT—7)) D 4qr<0
4r 8¢ r? _ 2r " 2¢&r p2—4qr:0

p*E+derr? | pE+dan?  pE+darn  pEtdery

(p*-4qr) sechz(% (¢+c1) \p>—4q r)

2_4qr>0
, 2(p+ \P—4qr tanh(% (¢+c1) \/EZTW)) v !
G_(f) _ (p*~4qr) secz(% (¢+c1) \/W) 2
G () ; e
Z(p— 4qr-p tan(i (¢+c1) \/W))
(§+4c1 1) 2+p (E+dcr 1) proar=9
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Ejemplo 2.2.5. (ODE Generalizada de Riccati)
Sean las ecuaciones relacionadas con el método de Expansion (%) y la ODE Generalizada
de Riccati:

@D u@ =ao+ 235 a (GG((;))
(ii) (ODE)=G'(¢) =r+pG(é)+qG*é)  ODE Generalizada de Riccati.

Deduzcanse las expresiones indicadas expresadas como polinomios en términos de G*(¢) y
G & (k=0,1,2, ).

(2) G'©),C©)yC"E).
® (55 ) (5)y (&)

(©) u@), w'@), u”©).

SOLUCION

Tabla 2.1. Expresiones de G'(£), G”(£) y G’ (¢) y sus relaciones junto con las expresiones de
u(¢) y sus derivadas definidas como polinomios en térmimps de Gk(f) y G‘k(f) (k=0,1,2, ).

Formulas
G'€)= pGE+qGEyP+r
G = (2qGE +p)(pGE) +qGE) +r1)
G"@ = (PGE+qGE’+1)(6pqGEé)+6q>GEé)?’+p*+2qr)

-
()= aG@+ 55 +p

G” (¢) 2

(Z9)= 3pqeE + Lo +2q GEP +p +2qr

Teh= 46O TP +8qn+ "2 4 12p @2 GE + 647 G +pP+8pqr

k
u® i a(qG@+ 55 +p) +ao

k—
W@ = S a(k(3pa6@+ 25 +22 6@+ +2q1) (46O + o5 +p) -

k(q GO+ 55 +p) +1)
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m Ejemplo 2.2.6. (Soluciones de l1a ODE Generalizada de Riccati)
([ZHUO06]) ([TALA14))
Sea la ecuacidn diferencial generalizada de Riccati
(ODE) = G'(¢) = 1+ p G(&) + q G*(é).
donde r, p, q con constantes reales.

Las soluciones generales de la Ecuacién Generalizada de Riccati son las indicadas en la
Tablas anteriores. En cada Caso o Familia

(i) Determinese que cada solucion Gy (¢) satisface la ODE generalizada de Riccati.

(ii) Hallese la realacion (%)
(a) CasoI(FamiliaI). p*—4qr>0 pq+0 o qr#0.
(b) CasolIl (Familiall). p?-4qr<0 pq#0 o qr#0.
(c) CasoIIl (Familia III). r=0 pq+0 o qr+0.

(d) CasolIV (FamilialV). r=p=0 q#0
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SOLUCION

(a) ([ZHU06])
Tabla 2.2. Ecuacion general de Riccati para los valores (p> —4 qr) >0, pq#00qr+0.(Casol)

k Gi(é)
_ _ mtanh(%f \p*—4qr)+p
k=1 Gi(é) =~ b
p*—4qr coth %f p>—4qr)+p
k=2 Gale) =~ i)
k=3 G I \p?—4qr (tanh(¢ \Jp>—4 qr )+isech(é \[p?—4qr))
= 3() = o
k=4 Gu(&) = — p*~4qr (coth(£ \Jp?—4qr)+csch(é \Jp?—4qr))+p
- w6 = VP el +
o G . \/W(tanh(if \/W)+coth(%§ \/W))+2p
S = 5(6) = - P
VPR T ol NPT
_ _ c| sinh(f \/I—JZTIU]+L‘2
“k=6 Go(é) = ~
_ \/Equr(q cosh(g \Ipz—4qr)+ \/E%TCZT)_
— _ c sinh[; p -4qr)+cZ
PE=T Gy(§) = v
ke 6y = 2reotle \FE7)
8 PP—aqr sinh(% & \p*~4qr)-p cosh(% & \p*-4qr)
ek=9 Go(&) = 2rsinh(3 € \p’—4qr)
Mcosh(%f \p*—4qr)-p sinh(%f \pP=4qr)
2rcosh(é Jp>—4qr)
10(8) \/mmnh(«f \/W)—p cosh(¢ \Jp?—4qr)+i \Jp>-4qr
ck=11 Gi(é) = 2rsinhif Jp*—4qr)

-p sinh(f \/p2—4 q r)+ \/p2—4 qr cosh(¢ \/p2—4 q r)+ \/p2—4 qr

4rsinh(% & \p*-4q r)cosh(}1 & \lp2—4qr)
\p*-4qr coshz(% & «lp2—4qr)—2psinh(£ & \p*-4q r)cosh(% & \/p2—4qr)— \/p2—4qr

ck=12 G1a(§) = .
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’

Tabla 2.3. Relaciéon de

en funcion de la ecuacion general de Riccati para los valores (p2 —-4q r) >0,

pq#00qr=+0.(Casol)

£ G

k=1 (@*~4qr)sech’(; £ \pP—4qr)
2(\pP=4qr tanh(; £ \P=4qr)+p)

k=2 -— (P2—4qr)c5ch2(% £ pP—aqr)

2(p*-4qr coth(% & \JpP-4qr)+p)
oo
. k =3 i(p"—4qn)

a \p>=4qr cosh(é \[p>=4qr)+p (sinh(¢ \[p>—4qr)-i)
(p*—4qr) cschz(% & \pP-4qr)

.k:4 —_
2(\/pz——4qrcoth(%§ \pP-4qr)+p)
k=5 (p*—4 qr) csch? %‘f \p*-4qr)

2(p=4qr coth(5 £ \p™4qr)+p)
k=6 —((q (p*-4qn) (—Cz sinh(f \p?—4q r) - & +33 Cosh(f m) + cl))/
(e N =7}
s (psinble N7+ P ar cosh P~ a7
Vi +d \pP-4qr +cp))
k=7 —((e(@?-4qn)(-cosinh(¢ \pP—2qr)+ \E+3 cosh(¢ \pP—4qr)+ci))/
(e F=57)
(e psinn(e \p?—4a7)+ Vo7 = 4ar coshle \p?-4ar))+
V& +& PP -4qr +cp)))
(p*—4qr)sech’(} € \p?~4q7)

° k — 8
2(p-Jp*-4qr tanh(% ¢ \Jp’—4qr))
k=09 (P—4qr)csch?(5 & \pP—4qr)
= 2(p-Jp*—4qr coth(% & \p—4qr))
e k=10 — 'P2—4qr
ipsinh(¢ \p*~4qr)~i \Jp’~4qr cosh(¢ \Jp*~4qr)+p
k=11 (P*-4qr) cschz(% & \JpP—4qr)
= 2(p- P4 qr coth(; ¢ \p"—4qr))
k=12 — (P2—4qr)csch2(% ¢ \p—4qr)

Z(p— Npi-4qr coth(% & \p*-4q r))
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(b)
Tabla 2.4. Ecuacion general de Riccati para los valores (p2 -4q r) <0, pq+00qr=+0.(Casoll)
k Gil©)
4qr—p® tan(= € \JAqr—p*)-p
k=13 Gty = LT st ey
NEqr=p cot(5 & \Aqr—p? )+p
k=14 G4(é) = — (;q )
k=15 Gyo(e) = Y2472 (tanle Vaqr—ot)sseclt VAara))
- 15() = o
4qr—p? (cot(¢ [4qr—p* +csc(é \JAqr—p* )+
k=16 G16(§):_\/qrp (CO( \/QVZZ)CSC( qrp))p
k=17 G _ y4qr-p? (tan(%§ \4qr-p? )—cot(%‘f \4qr-p*))-2p
= 17(6) = v
\4qr-p? ( \/Zf:%_—cl cos(s 4qr-p J]_
k=18 Gis(é) = e sinfe «/T Jre2
| T (ool T )
ek=19 G19(§) = o sinfe ‘/‘;qupz_)”Z
ek =20 Gaolé) = — 2rcos(%§ \4qr-p?)
20 1}4qr—p2 sin(% f «[4qr-p2 )+p COS(% g [4qr_p2)
k=21 G (&) = 2rsin(% 13 x/4qr_p2‘)
Va7 cool 56 \Eari)pin( ¢ \Earr)
— _ 2rcos(é \J4qr-p?)
k = 22 G22(§) - \/4qr—p2 sin(f \/4qr—p2 )+pCOS(§-’ \/4qr—p2 )+ \/4qr—p2
_ _ 2rsin(é \/W)
k=23 G23(‘§) - —p sin(f \/4q r—p? )+ \/4qr—p2 Cos(é: \/4qr—p2 )+ \/4q r—p?
ek =24 G24(§) — 4rsin(%§ \l4qr—p2)c05(%§ I4qr_p2)

o L o ) 2psnlLE e el € iar P P
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G (&
Tabla 2.5. Relacién de

pq+0o0qr=+0.(Casoll)

en funcion de la ecuacion general de Riccati para los valores (p2 —-4q r) <0,

G @
k G©)

(PP=4qn)sec?(5 & aqr—p?)
2(p- \Aqr—p? tan(; & \Aqr—p?))
(P*-4qresc(5 & \JAqr—p?)

2(+aqr-p? cot(% & \Jaqr-p*)+p)

k=13

k=14

ck=15 pidqr
p(-sin(¢ \J4qr—p?))- [4qr-p? cos(é \J4qr—p*)+p

(p* 4qr)csc2(% \/4qrp

3
k=16 1
(\/4qr p? cot(if \/4qr—p )+p)
k17 @ —~4qresc?(s £ Aqr—p?)
(\/4qr—p cot(%f \/4qr D )+p)

k=18 (c1 (p2—4qr)(czsin(§ \/4qr—p2)— \/c%—cg cos(f w/4qr—p2)+c1))/

((01 sin(f m)+c2) (01 (p sin(f \/4qr—p2)+ \/4qr—p2 cos(f m))—

\/c%—cg \J4qr-p? +c2p))

k=19 (cl (p2—4qr)(czsin(§ \/4qr—p2)+ \/c%—cg cos(f \/4qr—p2)+cl))/

((01 sin(§ m)"’Q) (01 (p sin(f \/4qr—p2)+ \/4qr—p2 cos(f m))+

V-G Jaqr-p +cp))
P~4qn)sec?(5 £ Aqr—p®)
2( \/4qr—p2 tan(% I3 \/4q r—p? )+p)
(p*-4qr) cscz(%g \/4qr—p2)
o ear? ol aar=7)

k=22 o
p(=sin(¢ \4qr-p?))+ \aqr—p® cos(é J4qr—p* )+p

(pP-4qresc(; € aqr—p?)
2(p- \Aqr—p? cot(3 & Aqr—p?))
(*-4qresc(3 & \Aqr—p?)

k=20

ck=21

ok=23

ck=24
2(p- Aqr=p cot(; £ \Aqr—p?))
(©)
Tabla 2.6. Ecuacion general de Riccati para los valoresr =0, pq+ 00 qr+ 0. (Caso III)
k Gr(&)
ok = = = &P
k=25 Gos) = = {—mne prroon@n

ok =26 G26(§) — p (sinh(¢ p)+cosh(¢ p))

q (c3+sinh(¢ p)+cosh(¢ p))
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(d)

Tabla 2.7. Relacién de

G (&)

en funcion de la ecuacion general de Riccati para los valores r = 0,

pq+00qr=+0.(Casolll)

G
k G
ok = _pr
k=25 3 €P+1
ol — c3p
k=26 T

Tabla 2.8. Ecuacion general de Riccati paralos valoresr =0, pq+0o0qr +#0.(CasoIV)

Tabla 2.9. Relaciéon de

G (&

k Gi(6)
* k=27 Gy(§) = -

1
a+éq

en funcion de la ecuacién general de Riccati para los valores r = 0,

pq+0o0qr+0.(CasolV)

G©®
k G©)

k=27 _ _4
k=27 v
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2.2.3. Ecuacion Eliptica de Jacobi

Combinando la ecuacion eliptica de Jacobi (2.1.6) y la ecuacién (2.2.5) en la ecuacion
(2.2.2), se obtienen los coeficientes de (%)l, parai=0, 1, 2,..., y se igualaran a cero, consigu-

iendo asi un sistema de ecuaciones algebraicas:

GOV 1, .
7\ . ZK%a;-BUG3=0
(G(g)) K a-pua

G' 2
(ﬁ) :—3,8Ua0af+aUaf:O
G(&)
| (2.2.21)
G (f)_—_lea Q+K-U)a;+2aUaya —3ﬁUa2a =0
o 6 1 o "
(G'(f)
G(&)

Con el uso de Mathematica, se conseguiran, a partir de este sistema de ecuaciones, los
siguientes valores:

0
) (K- ap+aUai—BUai=0

6 a?
QRa*-9p)
540°
T Qe -9py

Qo= — — (2.2.22)

Q=0Q, paraQ >0

Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion del voltaje de las lineas eléctricas (1.2.5):

Vi) = i[lii(%)]

38 o L G®
(2.2.23)
—6a? 54a% B 5
£= X— |——— 20°< 98 y B>0
Q2 a*-9p)&* Q2 a2 -9 p)

Una vez conseguida la expresion del voltaje de las lineas eléctricas (2.2.23), es necesario
especificar las diferentes solucioens en funcion de la forma que tome la funcion elipitica de
Jacobi. Para ello se determinaré el valor de G(¢), R, Py Q para cada caso.

Sin embargo, primero es necesario conocer las relaciones entre las funciones elipticas de
Jacobi.

Conociendo las tres funciones bésicas sn (¢, m), cn (¢, m) y dn (£, m), donde sn repre-
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senta la funcién seno eliptico jacobiano, cn la funcién coseno elipitico jacobiano y dn la

funcion elipitica jacobiana de tercer tipo. A partir de ellas se establecen las siguientes
relaciones:

En primer lugar, las inversas de las funciones elipticas de Jacobi:

1
R
1
nc (¢) = -~ (2.2.24)
nd (§) = !
dn (¢)
En segundo lugar, las relaciones entre las tres funciones bésicas:
sn (£)
O e
sn (§)
sd () = o (2.2.25)
cn (&)
cd () = n©
Finalmente, las inversas de las tres relaciones anteriores:
1
“Oe®
ds(¢) = L (2.2.26)
sd (§)
1
dc(§) = F(f)

Asimismo, estas funciones elipiticas jacobianas cumplen una serie de relaciones cuadrati-
cas.

A continuacion, se describen las soluciones de las funciones elipicticas en funcién de m.
CASO 1.

G(&) = dn(£, m)
R= —(1—m2)
Q=2-m?
P=-1

(2.2.27)

Aplicando los valores mostrados para G(£), R, P y Q, se obtiene la soluciéon exacta de la
ecuacién (2.2.1):

m? cd (¢) sn (€)
Vy(@) = |1+ IO

3B 2 —m?
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6 o 540°
&= |- X— t
2-m?) (2a*-9p) & 2-m?) (2a*-9 p)*
Concretamente, cuando m tiende a 1, se obtiene la solucion de onda del soliton kink:

Vg = % [1 +tanh(&)]

2.2.29
: 6 a? 54a% B t ( )
= - X - -
2a*-9p) 6> 2a*-9p)
CASO 2.
G(&) = cen(¢, m)
R=1-m’ 2.2.30
0=2m’-1 (2.2.30)
P=-m?

Aplicando los valores mostrados para G(¢), R, P y Q, se obtiene la solucién exacta de la
ecuacion (2.2.1):

@ [li Sc(f)dn(f)]

\2m?-1

(2.2.31)

6 a? 540%
g = —_— x —_—

2m?*-1)2a*-9p) 5 2m?-1)(2a*-9 p)*
Concretamente, cuando m tiende a 1, se obtiene una la solucion de una onda del solitén

kink, la misma que se obtiene en el caso 1 (2.2.28).

CASO 3.
G(§) =sn (¢, m)
R=1
Q=-(1+m’)

P=m?

(2.2.32)

CASO 4.
G(§) =ns(§, m)

R =m?
(2.2.33)
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CASO 5.

CASO 6.

CASO 7.

CASO 8.

CASO 9.

CASO 10.

CASO 11.

G(§) = nc(&, m)
R = —-m?
Q=2m*-1
P=1-m?

G(&) = nd(§, m)
R=-1

Q=2-m?
P=-(1-m?)

G(&) = sc(&, m)
R=1

Q=2-m?
P=1-m?

G(&) =sd(&, m)
R=1

Q=2-m?
P:—mz(l—mz)

G(§) = cs(§, m)
R=1-m?
Q=2-m?

P=1

G(&) = cd(¢, m)
R=1

Q=—(1+m?)

P=m?

G(¢&) = ds(¢, m)
R = —m2(1 - mz)
Q=2m*-1
P=1

(2.2.34)

(2.2.35)

(2.2.36)

(2.2.37)

(2.2.38)

(2.2.39)

(2.2.40)
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CASO 12.
G(&) = de(¢, m)

R=m?
Q=-(1+m’)
P=1

(2.2.41)

Resolviendo en funcion de los valores especificados en cada caso para G(¢), R, Py Q, se
obtiendrd una solucién concreta para la funcién eliptica jacobiana. En los dos primeros
casos se muestran las soluciones exactas para los valores correspondientes.

En los ejemplos a continuacion se describen las soluciones de la ecuacion Eliptica de Jacobi
demostradas tedricamente:

m Ejemplo 2.2.7. Soluciones de la Ecuacion Eliptica de Jacobi. ([FARO24])
Sea la ecuacién eliptica de Jacobi de primera clase:
(ODE — Jacobi) = (G'(£))* = PG*¢) + Q G*(€) +R
donde G’ (¢) = %, ¢ =(x, t), P, Q, R son constantes reales.

(a) Represéntese la tabla con las soluciones G;(£) de la ODE Eliptica de Jacobi en fun-
cion de los valores P, Q, Ry de las funciones elipticas:
sn(é, k?)  cn(é, k*)  dn(é, k*)  (Mathematica)
donde el parametro k?, 0 < k? < 1 representa el modulo.
(b) Calculense las soluciones reducidas de la ODE cuando el modulo k* se aproxima
k* > 1yk*- 0.
4]

(c) Obténgase la relaciéon (%) cuando el modulo k? se aproxima k? — 1.

SOLUCION

(a)
Tabla 2.10. Soluciones de la ecuacion Eliptica Jacobi
(G'(£))? = P G*(€) + Q G*(¢) + R dependiendo de los valores de (P, Q, R) [FARO24].

i Gj(é) p Q R

1 11 sn(é | k?) k? -k*-1 1

2 12 cd(é | k) k* —k*-1 1

3 2 en(é | k?) -k? 2k*—1 1-k?
4 3 dn(¢ | k) -1 2-k? k-1
5 41 ns(é | k?) 1 k-1 K
6 42 de(é | k) 1 -k* -1 k?
7 5 nc(¢ | k%) 1-k? 2k* -1 —k?
8 6 nd(¢ | k%) k*—1 2-k? -1
9 7 sc(é | k%) 1-k? 2-k? 1
10 8 sd(¢ | k%) -k (1-k)  2k*-1 1
11 9 cs(é | k) 1 2-k* 1-k
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12
13

14
15
16
17
18

19

20

21

22

23

24

25
26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

10
11.1

11.2
12.1
12.2
13.1

13.2

14.1

14.2

15.1

15.2

15.3

15.4
16.1

16.2

16.3

16.4

17.1

17.2

18.1

18.2

19.1

19.2

20.1

20.2

21.1

21.2

—ds(¢ | k?) 1 2k -1 (k-1
ken(é | k) +dn(é [ k) — SR+ -ra-k)
ken(é | k) —dn(é | k?) -2 SR+ -1 A-k

2 2 1 1 2 1
cs(é | k%) +ns(€ | k%) Z 5 1-2k%) 3
ns(¢ | k?) —cs(é | k%) : la-21 !
ne(£ | k2) +sc(¢ | k) -k S+ 1 (1-k)
ne(¢ | k) - sc(¢ | k) -k S+ ;A-K)
ds(¢ | k*) +ns(¢ | k) : L (k2 -2) e
ns(¢ | k%) - ds(§ | k%) : L2 -2) e
sn(é | k) +icn( | k) £ l@-2) e
sn(é | k%)~ ion(¢ | ) € le-ny
cd(€ | K?) +i 12 sd( | k) L Lk2-2) e
cd(€ | k¥ —i 1 -k sd(€ | k) £ Lk -2) e
ksn(¢ | k%) +idn(¢ | k) Z 2(1-2k?) :
ksn(¢ | k) - idn( | k%) ; la-21% :
sn(ék?) 1 1 op2 1
en(éfe*)+1 4 > (1-2k9 p
sn(£[k?) 1 1 B ) 1
1-cn(€[) 1 ;(1-2 k%) 7
sn(fk?) % 1,2 1
dn(ER>)+1 4 2 k-2 4
) K L2 1
1—dn([) ) 5 (k°=2) 7
dn(sz) 1 D 1 2 1 >
ke sn(é[k*)+1 1 (k*-1) > (k*+1) 1 (k*-1)
dn(flkz) 1 2 1 2 1 2
cn(é[k?) 1 5 1 .2 1 )
(€)1 ;A=K S K&+ A=k
en(@j) 1 , 1, 1 )
sn(é?) 1 o 1, )
sn(£[k?) 1 202 1,12 1
dnE ) —cn () ; -k 5 (k" +1) :
cn(é[k?) K 1,2 1
dn(€[k?)+ 1-K2 4 2 (k" ~2) P
cn(é kz) %4 % (kZ _ 2) %

\1-k2 —dn(é[c*)
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(b)

Tabla 2.11. Soluciones reducidas de la ODE Eliptica de Jacobi (G'(¢£))? = P G*(¢) + Q G*(¢) + Rcuando k —» 1y
k - 0. [FARO24].

| Gj(é) Gj(§) (k->1) Gj(§) (k- 0)
1 11 sn(é | k%) tanh(&) sin(€)

2 12 cd(€ | k%) 1 cos(€)

3 2 en(é | k%) sech(¢) cos(€)

4 3 dn(¢ | k%) sech(é) 1

5 41 ns(é | k%) coth(&) csc(€)

6 4.2 de(é | k) 1 sec(£)

7 5 nc(é | k?) cosh(&) sec(é)

8 6 nd(¢ | k%) cosh(&) 1

9 7 sc(¢ | k%) sinh(&) tan(¢)

10 8 sd(¢ | k%) sinh(&) sin(€)

11 9 cs(é | k%) csch(é) cot(¢)

12 10 —ds(é | k%) —csch(é) —csc(é)

13 11.1 ken(€ | k%) +dn(€ | k%) 2 sech(é) 1

14 112 ken(é | k%) —dn(é | k) 0 -1

15 121 cs(é | k?) +ns(€ | k%) coth(€) + csch(é) cot(£) + csc(é)
16 122 ns(¢ | k?) - cs(é | k%) tanh(%) tan(%)

17 13.1 nc(¢ | k%) +scé | k?) sinh(¢) + cosh(¢)  tan(é) + sec(é)
18 13.2 nc(¢ | k?*) —sc(é | k) cosh(é) —sinh(¢)  sec(€) — tan(é)
19 14.1 ds(¢ | k*) +ns( | k) coth(¢) + csch(¢) 2 csc(€)

20 142 ns(¢ | k) — ds(€ | k%) tanh(£) 0

21 15.1 sn(é | k%) +icn(€ | k%) tanh(&) + i sech(¢)  sin(€) + i cos(€)
22 152 sn(é | k*) —icn(€ | k%) tanh(&) — i sech(é)  sin(€) — i cos(é)
23 153 cd( | kD) +i 1K sd(€ |K?) 1 cos(€) + i sin(é)
24 154 cd( | kD) —i N1-I2 sd(€ |K?) 1 cos(&) — i sin(&)
25 16.1 ksn(é | k*) +idn( | k%) tanh(&) + i sech(¢) i

26 16.2 ksn(é | k*)—idn(¢ | k%) tanh(&) — i sech(¢) —i

27 16.3 %{lﬁ% tanh(%) tan(%)

28 164 1i2i|§|zk)2) coth(%) cot(%)

29 17.1 dj?;‘liji‘f; tanh(3) =

30 17.2 ks coth(£) csc(€) o

31 18.1 ﬁ‘{% cosh(é) — sinh(¢) 1
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32 182 %‘(% sinh(&) + cosh(¢) 1

33 19.1 %Lk)% cosh(¢) — sinh(&) sfno(sf()? -

34 192 12&;2) sinh(&) + cosh(¢) -

35 201 e A ﬂsk‘;ﬁ = - e tan(%)

36 20.2 W;;()ili)(Tch) Indeterminate cot( % )

2

37 211 ﬁl"iﬁ 1 cos()

38 212 %"niﬂk) ~1 (—sgn(sec(é))) oo
(o)

Tabla 2.12. Relacion Z(g de la ODE Eliptica de Jacobi (G'(£))? = P G*(€) + Q G*(€) + R cuando k — 1.
[FARO24].

= T
1 1.1 %w csch(é) sech(¢)
2 1.2 (k-1 Ilctil(éfi 2))Sd(f %) 0
s _ g B
- sogp s
5 4.1 - %‘Eﬁ"‘z) —csch(é) sech(é)
6 4.2 (=K I:icc(é;;))w({ [*) 0
7 5 %T;ﬁf"‘z’ tanh(¢)
» e e
9 7 —I—I—dc(gsiz(;;()f ) coth(¢)
10 8 Cdﬁm—ﬂk—z) coth(é)
n ¢ s —
12 10 - —Cs‘fg‘:(;‘;f ) —coth(€)
13 111 2 (o "‘?Zi?;ﬁlffi;ﬁ érllg)lkz) ) —tanh(¢)
o S e o
.- it o
6 122 dS(E[R) ns(EJd)—cs k) ds(éfe?) esch(®)

ns(é |k*)—cs(¢ k)
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17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

13.1

13.2

14.1

14.2

15.1

15.2

15.3

15.4

16.1

16.2

16.3

16.4

17.1

17.2

18.1

18.2

19.1

19.2

20.1

20.2

21.1

(

de(¢ ) ne(@ ) +do(€ k) sl k)
nc(é[k?)+sc(é|k*)

de(£[k?) scé ) —de(€ [k*) ne(€ k)
nc(é ) —-sc(é )

—cs(€]k?) ds(€]k?)—cs(€[k?) ns(€ k)

ds(&[k*)+ns(£[k?)

cs(ék*) ns(é k) —cs(é k%) ds(€ k)
ns(é ) —-ds(é[k*)

en(é[k*) dn(é[k?)—i dn(é[k*) sn(£[k?)

sn(£[k?)+i en(£[k?)

en(é[k*) dn(€[k?)+i dn(é[k*) sn(é|k?)

sn(£|k?)—i en(£[k?)

(%—1) nd(€[k?) sd(¢ k) +i 1=K cd(€[k?) nd(€[k)

cd(@k)+i 1K sd(é[k?)

(1) nd(£ ) sd(E[k*)—i 1=k cd(€}>) ndE[k)

cd(€f)—i 1K sd(€[?)

k en(é[k?) dn(é[k*)—i k* cn(é k*) sn(€ k)

k sn(é[k*)+i dn(]k?)

ken(€]k?) dn(é[k*)+i k* en(é[k*) sn(ék?)

ksn(éJP)—i dn(é )

dn(¢|k?)sn(é|k?)?  cn(¢?) dn(gf?)
(cn(§|k2)+1)( (m*’;fy{z)”‘)z N c‘n@y{z,j‘ )
sn(£[k?)
cen(¢k?)dn(¢k?)  dn(¢f?)sn(gk?)?
(1—cn(§|k2))( 1‘%“({%2)}1{ - (1—‘cn(€}k2)‘)2 )
sn(¢fc)
K2 cn(é[”) sn(¢ 2)2 cen(é 2)dn(§ 2)
(dn(§|k2>+1)( (dngzwf + df(glkz)f )
sn(£[k?)

3 oy (NP dnlef?) K2 en(efe?) snfef? )
(1-dn(éfk ))( T )
sn(é[k*)

ken(¢f?)dn(gk?)? k2 cn(ék?) sn([k?)

(ksn(§|k2)+1)(— (ksr}f(flkz)ﬂy)cz - ksn‘({}kz)ﬂ‘ )
dn(§|k2)

ken(¢)?)dn(g)?)? k% en(¢|k?) sn(¢k?)

(1—ksn(§|k2))( (l—l}cksn(flkz)‘)z - l—ky:n(flkz)‘ )
dn(€J)

en(¢f®)? dn(gle?)  dn(efe®) snf¢j?)

(Sn(§|k2)+1)(_ (si‘k2)+l)|zlc - snyzfllc2)+1}lcz)
cn(é[l®)

_ 2 cn(f}kz)z dn(f‘kz) _ dn(s}kz) sn({}kz)
(1-sn(é[k ))( P i) )
cn(é[k?)

1
) (en(é | k?) +dn(¢ | k*))
en@)A) dn?)  snfl) (2 (—en(€ ) sn(€k?)-dn(£ ) sn([k?)
en(é[e*)+dn(£[k?) (en(€[k?)+dn(£[k?))?
1 2y 2
sy (AR | 65 - en(& | k)

(

en(éfk?) dn(£ k%)

dn(é[k*)—cn(£[k)

_sn) (dnEf?) sn(é k) -k en(é]k*) sn(€[k*) )
(An(€J)—cn(E[®)?

ZCn zzsn 2 n| an 2
(dn(§|k2)+\/ﬁ)(k (¢fc)° sn(¢f®)  dnléfe) (f\k)J

(angj)s NIRZ) dn(ef)+ 1R

en@fe)

)

-1
—csch(é)
csch(é)
—isech(¢)
i sech(§)

0

—isech(é)

i sech(é)

csch(é)

—csch(é)

csch(é)

—csch(é)

-1

coth(¢)

—coth(¢)
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38 21.2

(VI ~dn(€k®) (_ 2 onlefsmef) __ dniefe) e} )

(VT —dn(e]e?)? A1k -dn(e]e?)
cen(é[k?)
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2.3. Problemas

2.3.1. Problemas (Low-Pass Electrical Lines-LPEL) ODE 2° Grado Lineal

E Problema 2.3.1. (ODE 2° Grado Lineal)
Sea la ecuacidn diferencial de segundo grado ODE:
(ODE) = £ v/ + K ~U) V@ +a U V@) - BU V) =0
(a) Sustitayase la solucion

V() = qg +a( (f)) a0

G@)
y las expresiones de V'(¢) y V”(¢) desarrolladas en series de potencias de ( %) en la

ecuaciéon (ODE): G©)

MGERS kak<kw+zm<z$> @K1k (&)

+(2k+1)/\(((};(§)) +(k=1) 12 (Cé(f)))

e (52)")

(a.1) Deduzcase el sistema (ODE) expresado en términos de las potencias de ( G (f)))
m GOV _
2o Pr (G(f)) N
’ k
ODE) = { 37" (Soy =
(ODE) Zico % | G
(a.2) Determinense los sistemas algebraicos de ecuaciones correspondientes agrupan los

G'©

G(g)) del lado izquierdo de la ecuaciéon y reduciendo los

términos del mismo orden de (
coeficiente a cero.
(b) Resuélvase el sistema algebraicos de ecuaciones en las variables {ay, a;, K, U}.

(c) Compruebense las soluciones obtenidas en el sistema algebraico.

SOLUCION

(a)
1
{(ODE == K2V2E) + (K- V(@) +a UV(EP-BU V(§)3) = o}

1 A+20) G 3AG(E)? 2G(&)3
{ODE’ 1ag (( +2u1) G'(é) .\ €3] . €3] +M]+
G(¢) G(¢)? G(é)?

a; G'(§) a; G'(§) . a; G'(¢) 3
K-U U -U , =0
( )( oo +a0)+a ( oo +a0) + 6 ( )( oo +a0) }
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1 2 3 a, K? 3 2 1 2 2 2
{ODE, Eal)LK Uty T—alﬁU +y (Zalle +aa1U—3a0a1ﬁU)+

1 1
y(E a1/12K2+ga1K2y+a1K+20/a0a1 U-3aia, fU-q U)+

aK+aalU-a)BU-a U}

GI

(G A praE-DreqUrag 1) =0
(%[j]])l: a1(%Kz(/12+2,u)+K—U)+2a/a1a0U—3a1a(2),8U =0
(%[j]])zi %a11K2+aa{U—3a0a%,8U =0
G KZ

(Ga™ 2 g} pU ~0

(b) Soluciones
Solucidn del sistema algebraico

A, u  Constantes arbitrarias

1% A

do = S_ﬁ(li—ﬂm)

Y= (A—4p)=0
K = _ 24

(2a%-98) (A*-4 )
U = 216a% B

(2a2-9 B (\2-4 p)

(c) Comprobacion de las soluciones

Fy = S AR p+ag(K-U)+aaiU+al f(-U)=0
Fi= a(5KX0+2m+K-U)+2ea1aU-3a,a3 U =0
F, = %a1AK2+aa%U—3aoa%ﬂU=0

F; = alfz—a%BUzo

A
¢ (1_ \M274u )
3B
_ 2a
38 (P4 p }
24 a?
(22?9 B) (A*-4 1)
216a% B8
(2a2-9 B (\*-4 p)

ag —

a; -
{(1) Regla (a),
K- -

U-
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Fo= S AR p+ag(K-U)+aaiU+al f(-U)=0
Fi= a(5 KW +2m+K-U)+2aa1a,U-3a1a3 fU =0

F, = JuAK*+aaiU-3apa} U =0
Fy= ok @ pU=0
a( ! +1]
VP-4n
ag — T
a; - e
{(2) Regla (b) 38 U-ap }
Ko —_ 24
(2279 B) (A*~4 )
216 0% B
U- (2a%-9 B (\2~4 p)
Fo= 0
Fl = 0
F2 = 0
F3 = 0

B Problema 2.3.2.

Sea la expresion que representa la solucion de Ecuacidon Propagacion de Ondas en Linea de

Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal:
G’(-f))

ul) = ap+ 01(%

donde los coeficientes a; son:

(1
o)
" an _ 2a _ 24 o? 21602 B
do = =35 Syl A peary Yy ey a9 Y (=40
A
a( +1
N ) 2a 24 a? 216 B
Qg > ———— 41 > —— - - _— =
0 38 L7 3 v 2a*-9 f) (\>~4 ) 2a*-9 p? (-4 p)

y siendo la relacion:

(GG,((E))) - % (_A A 1 -4 H (1 TG cosh(¢ \/m)fcc;sinh(.f =4 ) ))

\/XZT# Cy sinh(% & «//\2—4/1)+C2 cosh(% & \//\2—4/1) 1 )LZ AU>0
2 C cosh(% £ «/)LZ—4;1)+C2 sinh(% £ «/)@—4,4) 2 K
(G' (f)) = | Jaex ((-Cisin(3 & VAR JCooos(3 € VIR )Yy
G® > . — -2 A2-4u<o0
o8 cos(i & \Japu=-22 )+C2 sm(E £ «/4;1—)?) 2
_iy G A —4u=0

2 C2 f+C1
que viene de la solucion general de la (ODE) = G"(£) + A G'(€) + u G(¢€) = 0.
Determinense las soluciones siguientes, tomado ¢ = \/E (x—wt).

(a) Casol. X—4u>0 { Zli?;
2
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(b) Casoll. A2—4u<0 { Zzgg
4

us(§)
c) CasoIll. A>-4u=0 {
© : 1s(€)
by, Cy, C, constantes arbitrarias
£= Ak x-wh

&= 24 o? Y 216 B fow= 1 216 % B
T (2829 p)(NP-4) (22%-9 B)* (\2~4 p) A\ k(227987 (-4p)

SOLUCION

Tabla 2.13. Soluciones de la ODE lineal de 2° orden (ODE) = G”(¢) + A G'(¢) + u G(¢) = 0 en funcion del valor
de A —4pu.

Casos ui(é)

a(Cy sinh(5 L& Joap)+C h(s e o
CaSOI.AZ—4ﬂ>0 u1(§)=i_ 1s1n f ;t+2cos §1/ ’u)
3B 3p(Cysinh(; f \A%=4 11 )+C; cosh(5 g =4p))
))
)

cl i h A2—4 C2 h N2—4
Caso L2 —4u>0 up(é)= 2 + 12 2 € =4 )+C; cos gm
38 3p(c, smh( & \[A2=411)+C; cosh(; g J=4p))

CasoIL A2 —4pu<0 us(é) == — i@ (C; cos(3 & \AH=)=Cysin(3 € Au=1))
’ H 3 36 38(c, s1n(5§ NAp=2%)+Cy cos(%f A4 p-22 ))
CasoILA? =4 <0 uyé) = 5+ fa(Cocosl; € V)€ il € AU
' 4 38 38 (C sm(i E A pu-22)+¢ cos(% & \J4pu-2))
2aC
CasoIIL A2 -4 u=0 us() = 3% - SB(C2§+Z1)ZM
CasoTIL A2 —4u=0 ugé) = = + 206

3 3B(Cré+Cy) XP-4p
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B Problema 2.3.3.

Dadas las soluciones de la Ecuacion Propagacion de Ondas en Linea de Transmision Eléc-
trica de Paso Bajo no Lineal dada a continuacién:

(i) Casol. A2-4u>0
o @ (01 sinh(% £ \/IZTM)+C2 cosh(% £ \/PT;:))
(&) = 3 3ﬂ(C2 sinh(% £ \/PT;;)+C1 cosh(% I3 \/XZT,u))
a (C1 sinh(% & m)+C2 cosh(% & \/XZT#))
38 (Cz sinh(% £ M)+C1 cosh(% £ \/PT/;))
(a) Determinense las soluciones particulares u,(£), u,(€) para los siguientes casos:
CasoIV. 2—4u>0 C;#0,C,=0,1>0,u=0
CasoV. A>—4u>0 C,#0,C;=0,1>0, u=0,
siendo ¢ = \/E (x—wt)t.

u(é) = 3—0,8 +

SOLUCION
(a)
Tabla 2.14. Soluciones particulares de la ODE lineal de 2° orden (ODE) = G”(¢) + A G'(¢) + u G(¢) = 0 para los
casos IVy V.
Casos ur()
2 a(tanh(%)—l)
CasoIV.A* -4 u>0.C; #0,C,=0,u=0 uy(§) = ——
5 a (tanh(§)+1)
CasoIV.A" =4 u>0.C; £0,C, =0, u=0 ug(é) = —;
2 « (coth(%)—l)
CasoV. A" -4 u>0.C,#0,C; =0, u=0 ug(g):_T
2 a(coth(ﬁ)ﬂ)
CasoV.A* -4 u>0.C, +#0,C;=0,u=0 u10(§)=3—ﬁz
Casos ur()
2 a (tanh(E)—l)
CasoVI.A* -4 u<0.C; #0,C, =0, u=0 u11(§)=_3—ﬂz
2 a(tanh(E)+1)
CasoVL.A* =4 1u<0.C;#0,C,=0,u=0 u12(§)23—ﬁ2
2 a (coth(%g)—l)
CasoVIL A =4 u<0.C, #0,C1 =0, u=0 uy3(é) = B
5 a (coth( ; )+1)
Caso VILA* =4 u<0.C#0,C1 =0, u=0 u(é) = —F
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Problema 2.3.4.

Represéntense las graficas de las soluciones la Ecuacion Propagacion de Ondas en Linea de
Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal con los pardmetros indicados en los diferentes
casos:

(a) Casol. A2 -4u>0 JHa, B, 6 =1(2, 2 2}{A, u}={1.5,0.05 {C; -2, C,—>1}.
uy1(§), ux(8).

(b) CasoIl. A2 —-4u<0 f{a B, 6 =12,2,2}{, uy={1,2}{C;>2,Cy—1}.
uz(&), ug(é).

siendo
Ci, G, constantes arbitrarias
é=k x-wt)

_ _ 240’ 21602
f_ \/E(x_wt)— \/_62(2a2—9ﬁ)()k2—4,u) X = \/m t (Az - 4/-1 > 0)

6: \/E(x_wt): \/_ 52(202_294;)2(4“_/\2) X = \/% t ()Lz - 4/1 < 0)

(2a2-9 ) (4 u-22)
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SOLUCION

(a)

{CasoT.A* -4 pu >0}

{a, B, 6} {2,2,2)
(A, u} = {1.5, 0.05}
A2 —4p= 2.05
w= 2.90332
£= 1.082 x —2.90332 ¢
u(x, t)=

12 sinh(0.715891 (1.082 x—2.90332 t))+cosh(0.715891 (1.082 x-2.90332 t))
3 3 (sinh(0.715891 (1.082 x—2.90332 1))+2 cosh(0.715891 (1.082 x—2.90332 t)))

le(x, t) =
2 sinh(0.715891 (1.082 x—2.90332 t))+cosh(0.715891 (1.082 x—2.90332 t)) n 1
3 (sinh(0.715891 (1.082 x—2.90332 t))+2 cosh(0.715891 (1.082 x—2.90332 t))) 3
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(b)

{CasoILA* -4 <0}

{a, B, 6} {2, 2, 2}
{A, u} = {1., 2}
4u—2A°= 7.
w = 1.57117
E= 0.58554 x —1.57117 t
usz(x, t) =

i (cos(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t))—2 sin(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t)))

1
3 3 (sin(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t))+2 co0s(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t)))

usz(x, t)
5

u4(x9 t) =
1 n i (cos(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t))-2 sin(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t)))
3 3 (sin(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t))+2 cos(1.32288 (0.58554 x—1.57117 t)))

u4(x’ t)

|
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2.3.2. Problemas (Low-Pass Electrical Lines—-LPEL) ODE Generalizada de Riccati

B Ecuacion Propagacion de Ondas en Linea de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no
Lineal

Sea la PDEs no lineal que rigen la propagacion de ondas en linea de transmision eléctrica de
paso bajo no lineal [SHAH19] (Low-Pass Electrical Lines-LPEL)

4
(PDE) = Vi — @ (V) + BV =6 Vix— 5 Vigxx = 0

ot
(PDE) = uy; —a W)y + B (W) =6 Uex = 15 Uexzx =0

que se reduce mediante la transformacion
V=V )=VEé) &=k x-wh
V=ulx, )=u@ &=qkx-wh

enla ecuacic’)n diferencial de segundo grado no lineal (ODE)
(ODE) = S w' (@) +(K -D)u@) +a U - BUUNE) =

B Problema 2.3.5. (Ecuacion Generalizada de Riccati)
Sea la ecuacidn diferencial de segundo grado no lineal (ODE)
(ODE) = £ /(@) + (K - Dy u@+a Unk®) - BU1E) = 0
(a) Sustitayase la solucion param =1
G'©)
u(@ = S (S9) v ag = 51 0 (¢ 0@ + 55 +0) +a0=a (40 + 55 +p) + o

y las expresiones de u'(£) y u”(¢) expresadas como polinomios en términos de G (&) y G7*(&)
(k=0,1, 2, ---) enlaecuacién (ODE):

(a.1) Deduzcase el sistema (ODE) expresado como polinomios en términos de G¥(&) y
G_k(f) (k = 0’ 19 2a )

(ODE) = { ¥t [ak (GE)* + B (G@)™¥] =0

(a.2) Determinese el sistema algebraico de ecuaciones correspondientes agrupando los

términos del mismo orden de Gk(f) y G‘k(f) (k=0,1,2, ) del lado izquierdo de la
ecuacion y reduciendo los coeficientes a cero.

(b) Resuélvase el sistema algebraico de ecuaciones en las variables {ay, a;, K, U}.
(c) Comprutebense las soluciones obtenidas en el sistema algebraico.

Indicacion:
2a 24 2 216 p°a? B
an—-0, a1 > =—, K-> U -
{ 0 > Y1 3pgs’ (9 B-20%) p*+8qra?’ (9 8-20%) p*+8qra?)
2a 24 o? 216 2% B }
- - —, 7> - - —
{aO 0; al 3,3[) ’ r 0’ K pZ (9 ﬁ_z aZ) 5 p2 (9 ,3—2 0/2)2
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SOLUCION

()

p

u() a1 (q GE&) + g +p) + a0

u'(é) a1pqGE) - Ga +mq’ G’ - 55

u'(é) a1 p? q G + 55 +3a1 p g’ GEy + b +

3 3 2 2a;qr? 2a, 1
2a1q° G’ +2a,q°rG(&) + RIS +2a,pqr

{(a.1) Ecuacion (ODE).}
1
{(ODE =5 Ku' @+ EK-DuE+aUu@E®-pU u(§)3) = o}
1 2 2 1 ) 3,52 2
{ODE, G(‘f)(EChK p q+ga1K qgr+aqK-U)-3a;p"qU+2aaipqU -
6a0a%,8pqU—3af,8q2rU+2cxaoa1qU—3a(2)a1ﬁqU)+

L(ialepzr+1aleqr2+a1r(K—U)—3a3,6’p2rU+2cxa2prU—
G \12 6 ! !

6a0a%ﬁprU—3af’,8qr2U+20/a0a1rU—3aga1,8rU)+

1
G(&)* (Z aK*pq*-3a; Bpq* U+aal ¢* U-3apal Bq° U)+

ialeprZ—Sai,BprzU+aa%r2U—3a0a%,8r2U

> +
G(©)
1 2.3 3 3
1 ca K r-aipru
G(§)3(—a K*¢-ap 3U)+ +

6" T TP Gy
la K? K-U K-U)y-aBp’U 2pU -
p 1 pqr+a;p( )+ag( )—a; Bp +aajp

3apa; fp*U—6a; BpqrU+2aaga pU—3ata, SpU+
2aaiqrU—-6apa; fqrU+aaiU-aj BU, :0}
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{(a.2) Sistema algebraico de ecuaciones.}

(G(&))°: al(%szqr+Kp—p U)+ag(-3ai BU(P*+2qn+2aa;pU+K-U)+| =0
gt U(p*+2qn-ai fpU@*+6qn+ag(@U-3a; fpU)+a3 f(-U)
(GEN": a (-5 K*q(-p*-2qn+Kq-qU)-3a} qU (p* +qr)+ =0
ayRaaqU-6alpqU)+2aaipqU-3ata, fqU
(GEN* K pq?-3aifp? U+aai?U-3a0ai Bq* U =0
(GED*: ca K¢ -ai B’ U =0
(GED™: a1(—%K2r(—p2—2qr)+Kr—rU)—3a%,BrU(p2+qr)+ =0
aRaarU-6aBprU)+2aaiprU-3aia, BrU
(GEé)™% %alepr2—3a%,6’pr2U+aa%r2U—3a0afﬁr2U =0
(G(é)™: % a, K*r*—a} priu -0
(b) Soluciones del Sistema Algebraico
Solucidn del sistema algebraico
2a 24 a?
{a'()_)o’al_)—,lz_> )
3pB (9B-2a*)p*+8qra?
216 p* @?
U- P b 2}
(9B-2a*)p*+8qra?)
2a 24 o 216 % B
{ao—)o,a1—> ,V%O,K—)ﬁ,U—) 2}
38p p’Op-2a7 p’Op-2a%
(c) Comprobacion de las soluciones
a,—0
a4 - 22
177 3pp
(1) Regla (a), 2407
{ K- (9 8-2a%) p*+8qra? }
216 p*a? B
v- (9 p-20%) p*+8qra®)
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(G(&€)": al(%szqr+Kp—pU)+a0(—3a%,8U(p2+2qr)+2aa1pU+K—U)+ =0
@aiU(p*+2qn-ai fpU(p’+6qn+aj(@U-3a; fpU)+a; B(-U)

(GE": ar (-5 K*q(-p*-2qn+Kq-qU)-3a} BqU (p* +qnr+ =0
ayRaa,qU-6ai BpqU)+2aaipqU-3ata, BqU

(GE)*: %alepq2—3afﬁpq2U+aa%q2U—3aoa%ﬁq2U =0

(GEN*: ca K¢ - B’ U =0

GED a1(—%K2r(—p2—2qr)+Kr—rU)—3a%,8rU(p2+qr)+ =0
aRaarU-6aiBprUy+2aaiprU-3aka, BrU

(G(&) ™2 %aleprz—Sa%ﬁprzU+aa%r2U—3a0a%,Br2U =0

(G#é)~: Lo KPP -adpriu =0

6

a,—0
@ - 2
3pB
{(2) Regla (b), r-0 , }
K-> 2o
p* (9 B-20?)
216 a?
U- m
F, 0
FF= 0
F= 0
F,= 0
F,=0
F,= 0
F;= 0
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B Problema 2.3.6. (Ecuacion Generalizada de Riccati)

Sea la expresion que representa la solucion de Ecuacidon Propagacion de Ondas en Linea de

Transmisiéon Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

G'(é)
ul) = ap+ al(?{i)

donde los coeficientes a; son:

. 2a 24 a? 216 p* o* B
i a,—~0,a, > —,K~- U- }
(1) { 0 > ¥1 3pB’ (9 B-20%) p*+8qra?’ (9 p-20%) p*+8 qra?)
2a 24 2 21607 }
- > r- - -
{ao 01> 555 T2 0 K= by P’ (9522}

y donde la relacién:
( G'@ )
G©)
que viene determinada por las soluciones generales de la ODE generalizada de Riccati
(ODE)=G/(§) =r+pGE)+qG*&)  (Gy@é), k=1, -+, 27)

Determinense las soluciones siguientes, tomado ¢ = \/E (x—wt).

(a) Caso I (FamiliaI). p’-4qr>0 pg+#0 o qr+0 { ui(&), -+, u2(é)
(b) CasolII (FamiliaIl). p?-4qr<0 pgq#0 o qr+0 { U13(8), *-+, ux(f)
(c) CasoIII (Familia ITII). r=0 pq+0 { Us(&), -+, Uze(§)
(d) CasolIV (FamilialV). r=p=0 q+0 { u7(§)
r, p, q, Cy1, Cy constantes arbitrarias
E= Ak (x-wt)
_ | 24 o2 B 216 p*a* B
&= \/ 6% (20% (p>~4qr)-9 Bp?) X \/(2 o? (p*-4qr)-9 pp*) !
3 B p?
w=3 \/_ 20 (p*-4qr)-9pp*
SOLUCION
(a) Soluciones de la EDO Generalizada de Riccati. Caso I.
Casol. p>—4rp>0.
Coeficientes ay:
2a 24 o 216 p* a?
{a0—>0,a1—>—,K—> , U— P P }
3B8p 9B-2a*)p*+8qra? (9 B-20a%) p*+8qra?)
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Tabla 2.15. Soluciones de la EDO Generalizada de Riccati (ODE) = G'(¢) =r + p G(¢) + q G*(é) parael caso I.

u(§)

(p* 4qr)sech2 P —4qr§
55 | 2 yore o e )

( (p2—4qr)csch2 NS 4qr£;‘
2

p+\/p 4qrcoth( \/p —4qrf))

u(§) =

0L@é) = 155

Us(€) = (_ i(p*~4qr) )
= 3 ﬁ p \p*~4qr cosh([p?=4qr &)+p (sinh( \p?-4qr £)-i)

(p*-4qr) csch2 ! \/pz —-4qr E
uy(é) = 3/317 -
(p+ \/p —4qr coth( \/p —4qr f))
2w (p —4qr)csch2 \/p —4qr§
us(é) = 380 |~
(p+ \/p —4qr coth( \/p —4qr f))

(&) = 2a ( B (P*-4qrc (- \/cf+c§ cosh( \/p?—4 qr &)+c—sinh(\p*~4qr &) cs) )
6 T 3Bp (sinh( NpP-4qr E) c1+c2) (( \/p2—4qr cosh( \/p2—4qr §)+psinh( \pi-4qr E)) ci+pca— pP-4qr 1[cf+c§)
Uy (&) = 2a ( _ (P*—4qr)ci (4 +E cosh( [p?-4qr é)+c;—sinh( \p>~4 qr ) c)) )
ST 3Bp (sinh(\p>~4qr &) er+co) ((yJpP—4 qr cosh( \[p>~4 qr &)+psinh(\p?—4qr &) cr+pcat \[PP—4qr [G+c)

(p*—4q ) sech?(3 «/Tqrf
31819 (p—«lp —4qrtanh NS 4qr$

2 (p —4qr)csch2 \/p —4qr§
ug(é) = % (— - )

\/p —4qr coth( \/p —-4qr f))

ug(é) =

p*-4qr

ulO(f) 3ﬁp ( isinh( \/p2—4qr E p+p—i \/p2—4qr cosh( \/p2—4qr cf) )

(-f) (p*-4qr) csch2 w/ —4qr §
u —
1 3ﬁp 2(p—lp*-4qr coth 3 \PP-4qr é)
& = (p*>—4qr) csch2 \/p —4qr .f
u —
12 3ﬁp Z(p—\/p —4qr coth 5 AP —4qr§

(b) Soluciones de la EDO Generalizada de Riccati. Caso II.

CasolIl. p>?—4rp<0
Coeficientes ay:

ap—->0,ay > —, K-> , U—-
38p 9p-2a*) p*+8qra? (9B-2a*)p*+8qra?)?

{ 2a 24a? 216 p* @* B }
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Tabla 2.16. Soluciones de la EDO Generalizada de Riccati (ODE) = G'(¢) =r + p G(¢) + q G*(é) parael caso II.

u(§)

( (172—4(1")5302 - \4qr— P2 f )
2(p \/4qr p tan( \/4qr p §))
( (*-4qr) CSCZ 3 N4aqr- -p* £) )

2 p+\/4qr p? cot( \/4qr p? e’;‘))

u3(é) = ;Tap

u14(é) = %

p’=4qr
Uis(§) = ( —sm mf p+p— \/4qr—p2 cos( \/4qr—p2 §) )
( (P*~4qr)csc?(5 : Naqr-p? §) )

2 p+\/4qr p? cot( \/4qr p? e’,—‘))

u6(§) =

é = @*~4qnes(; Ear—p"§)
Uiz 351’ p+\/4qr p? cot( \/4qr p’ f))

u (f) ( (p*-4qr) 01 — \Jei=c3 cos w/4qr—p f +¢ +sin «l4q r—p? {-‘) cz) )
18 (sin( v4 qr—p* &) c1+cy) ((£f4 qr—p? cos(\J4qr—p? &)+psin( \J4qr—p? &))ci+pca— \JAqr—p* \Jci-G)
. (f) (p*-4qr)c ( N cos( \4qr-p? §)+c1+sin( 4 qr—p* §) c2)
19 s1n \/4 qr-p* ._f c1+c2 \/4 qr-p* cos( \/4 qr-p* §)+p sin( /4 q r—p? .f)) c1+p Crt+ A4 qr-p? \A—c3 )

Ux(é) =

(p2—4qr)sec?(5 S N4qr-p® &)
3ﬂp 2(

p+\/4qr p? tan( \/4qr p? E))

@-4qn csc?(; qr—p? &) )
\/4qr p? cot( \/4qr p? f))

wn® = 355 (5

p’-4qr )

un(é) = 3 ﬁp ( —sin( \/4qr—p? &) p+p+ \[4qr—p* cos( \[4qr—p* &)

© = (>4 qr)csc’(; (5 \*qr-p* &)
u
23 3ﬁP 2(p— \J4qr-p? cot( \aqr-p* &)

( (p2—4qr)csc2 Naqr-p? §) )
3ﬁP ( \/4qr p? cot( \Aqr-p? &“))

(c) Soluciones de la EDO Generalizada de Riccati. Caso III.

uxn(é) =

Caso IIl. r = 0.
Coeficientes ay:
2a 24 a? 216 a2
{a0—>0,a1—> F50,Ko— U5 }
38D p>(9B-20a% p*(9 B-20a?)
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Tabla 2.17. Soluciones de la EDO Generalizada de Riccati (ODE) = G'(£) = r + p G(¢) + q G*(£) para el caso IIL.

u(§)

2a p
u25(§) = m ( cosh(p &) c3+sinh(p €) c3+1 )

2a pcs
u26(§) = m ( cosh(p é€)+sinh(p é)+c; )

(d) Soluciones de l1a EDO Generalizada de Riccati. Caso IV.

CasoIV.r=0,q=0.
Coeficientes ay:

2a 24 a? 216 a2
, -0, K- }

{a0—>0,a1—> —2 2,U—> 5
3Bp p* (9 B-2a% p* (9 B—20a?)

Tabla 2.18. Soluciones de la EDO Generalizada de Riccati (ODE)= G'(§) =r+p G(é) + q G*(é) parael caso IV.

u(§)

Uy (&) = ;‘Tap(_qgﬁ)

E Problema 2.3.7. (Ecuacion Generalizada de Riccati)

Expresiones en Mathematica de la (a) Ecuacion Generalizada de Riccati y las soluciones de
la de (b) Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no
Lineal:

(8) (ODE)=G'(¢) =r+pG()+q G
*Gel&) = { Gi&), -, Gn(®

(b) (PDE) =ty — @ () + B (1) = 6 Uxx— 55 tyxnx = 0
(ODE) = £ /(@) + (K - D) u@+a U@~ BUUE) = 0
F Vi) = u® = { w(©), -+, un(®)

Indicacion: Las expresiones de las funciones Gi(€) y ui(€) provienen del problema anterior.

SOLUCION

(a)
Tabla 2.19. Expresiones de Gi(£) obtenidas a partir EDO Generalizada de Riccati (ODE) = G'(¢) =
r+p G(€) + q G*(¢) para cada valor de k.

Gr(§)

Gl((f) _ Wtanhi;q‘f W)+p

Gz(f) _ \p*-4qr COth(;q‘f N/ —4qr)+p

G _pt \p*=4qr (tanh(¢ \[p*~4qr)+isech(& \[p’~4qr))
GEE =
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G (f) \pi-4qr (coth(f N r)+csch(.§:‘ «lp2—4qr))+p
4(§) = - 3
Gs(é) JPP=4qr (tanh(3 & \p?=4qr)+eoth(5 & \p=4qr))+2p
5(6) = — g
m( W—cl cosh(§ ‘/EZT‘”)) B
G6(§) _ c1 sinh(f \/i?]wz
5 \jl?Tqr(cl cosh({ \jl?Tqr)+ W] B
G7(§) _ c smh(f \jzp?q—th)wz
Ga(&) = 2rcosh(% & \pP-4qr)
ST J—aqr sinh(2 ¢ \p—4qr)-pcosh(L & \pP—dqr)
Golé) = 2rsinh(% & \lp*-4qr)
? - p’—4qr cosh(%ef wlp2—4qr)—psinh(%§ «lp2—4qr)
Gro() = 2rcosh(¢ \Jp>—4qr)
10() = \Jp?=4qr sinh(¢ \Jp>—4qr)-pcosh(¢ \[p>—4qr)+i \p>—4qr
Gu (&) = 2rsinh(é \[p*-4qr)
1 f - -p sinh(f \/p2—4q r)+ \/p2—4q r cosh(f \/p2—4q r)+ \/p2—4q r
Gra(&) = 4rsinh(%§ \/p2—4qr)cosh(%§ \pP=4qr)
12 T2 \/m coshz(% & \/m)—Zpsinh(% £ m)cosh(% & \pP-4qr)-p*-4qr
4qr—p? tan lf 4qr-p?)-p
Gae) = LU £ hare)
VEar 77 sos € \Far )
Gu® = - i
_ Aqr-p? (tan(¢ \[4qr—p? )+sec(¢ \4qr-p?))-p
Gis(€) = =
Gre(é) = NAqr—p? (cot(é \J4qr-p* )+esc(é \J4qr-p®))+p
16(8) = — 2
Gir(&) = /4 q r—p? (tan(i & \4qr-p* )—cot(% & \J4qr-p? ))—2 p
17(8) = e
T (NFF ot cole T
Gise) = —— T
_ W(q Cos(§ 4qr-p ]+ \/gjcz—)_
Glg(é‘) — c1 sm(é \/é;qup[)wz
G (f) . ZVCOSGf \/W)
20 o 4 qr-p? sin(% & Jaqr-p? )+p cos(% £ AJ4q r—p2)
G (f) _ 2rsin(%§ \/W)
2 \/4 qr-p* cos(% & \/4 qr-p? )—p sin(% & \J4qr-p? )
G (f) _ 2rcos(f «l4qr—p2)
22 - \/4 qr-p? sin(f \/4 qr-p? )+p cos(f \/4 qr-p* )+ \/4 qr-p?
Gos() = 2rsin(é \[4qr-p?)
2 - —psin(é \J4qr—p? )+ \J4qr—p? cos(é \J4qr—p? )+ \J4qr—p?
4rsin(§ & \J4qr-p* ) cos(% £ 4\J4q r—pz)
Gu(é) =

2 \J4qr-p* cosz(if \4qr-p? )—Zpsin(;t & «l4qr—p2)cos(;1 3 \/4qr—p2 )— \/4qr—p2
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_ &GP
G25(8) = = JG—smne prroon@n)
__ __p(sinh(& p)+cosh(£ p))
G26(8) = q (c3+sinh(é p)+cosh(é p))
Grl) = -
(b)
Tabla 2.20. Expresiones de u;(¢) obtenidas a partir EDO Generalizada de Riccati (ODE) = G'(¢) =
r+ p G(é) + q G*(¢) para cada valor de k.
u(&)
© = 2a (p*—4 qr) sech’(5 ! 5 \P 2—4qr &)
h T 3Bp 2(p+p? —4qrtanh( \pP-4qr &)
(&) = 2_(1(_ s 4qr)csc:h2 N'a 4qr§ )
2 3pp (p+ \/p -4qr coth( \/p —4qr f))
) = 2a (_ i(p*-4qr) )
s (é’: - ﬂ \/p2—4 qr cosh( \/p2—4 qr §)+p (sinh( \p*-4qr f)—rz’)
& = (p*—4qr) csc:h2 ! ﬂpz -4qr §
u -_—
4 3ﬁP 2(p+p>-4qr coth( \pP-4qr ¢
© = (p*>—4qr) csch2 \/pz 4qr f
u —
2 3/3P 2(p+\p>—4qr coth( \pP—4qr ¢
Ue(&) = 2a ( a (p*—4qr)c (— \/c%+c§ cosh( \/p2—4q ré +c1—sir1h( \pP-4qr &) cz) )
6 T 3Bp (sinh(\p*=4qr &) er+cz) ((4/pP—4 qr cosh( \[p>~4 qr &)+psinh(\p?—4qr &) cr+pcr— \[PP—4qr JG+c3)
(&) = 2a ( 3 (P2-4qr)c; (3 +cE cosh( \[p?-4qr £)+c—sinh( \p*-4qr £)cy) )
(Y (sinh( \/W &) cr+c) ((y/p>—4 qr cosh( \[p?—4qr &)+psinh( \/m &) atper+t \/W W)

© = (p2—4qr)sech2 ! \/Tqrf
u
Sé: 3ﬁP (p—ﬂp —4qrtanh N'a 4qr$
U (f) _ 2a (_ (p2—4qr)csch2 N 4qr§
? 3 ( \/p —4qr coth( \/p —4qr ‘f))

p*-4qr

ulO(é‘:) 3,8p ( isinh(\/p2—4qr f p+p—i \/p2—4qr cosh( \/p2—4qr §) )
(p —4qr) csch2 \/p —-4qr f
un(é) =
- \p? 4qrcoth \/P —4qr§
(p —-4qr) csch2 «/pz —-4qr §
- 4/p* 4qrcoth AP —4qr§
( (*—4qr) SeCZ > V4aqr- P2 -f )
\/4qr p tan( \/4qr p §))
( (P2—4q7)0502 V4qr— P2 f )

p+\/4qr p? cot( \/4qr p? e’;‘))

up(é) =

u3(é) =

ﬂ

u4(6) = %

u5(§) =

p—4qr
she | S fear Ao yoar ]

( (p*~4qr)csc’(; ; Vaqr-p® ¢ )

p+\/4qr p? cot( \/4qr p? e’,—‘))

u6(&) = %
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& = ( (P*-4qr)csc?(5 - S NAqr-p* §) )
U7
3/31’ 2(pr\aqr-p? cot( Vaqr-p” )

U (rf) ( (p*-4qrc (— \Jei—c2 cos w/4qr—p f +c1+sin «Mqr—p2 f) cz) )
18 (sin( v qr—p* &) c1+cs) ((\f4 qr—p? cos(\J4qr—p? é)+psin(\J4qr—p? &))ci+pea— \JAqr—p* ci-G)
() — 2a ( (p* 4qr) c1 (AJ3—c% cos( /4 qr—p® é)+er+sin( 4 qr-p® &) cy) )
158) = 355 | (vrare e (Noarp oo Joar 7 Brpsin( AT ) srpess Aar YA2)

) = (PP—4q7r)sec(3 W ¢)
H20 3ﬁP 2(p+ /4 qr—p? tan(; \/4qr p? &)
& = (l’z—4qr)03<32 \Aqr-p* €

u
2 3r3P 2(p— \J4qr—p? cot( \aqr-p* €))

p*-4qr )

Uz (§) = 3 ﬁp ( —sin( 4 qr-p* .f) p+p+ \/4 qr-p? cos( \/4 qr-p? f)

(pP*—4qr)csc?(; E Vaqr-p? é)
uxp) = 3ﬁp( 2(p- \4qr-p? cot( \Aqr-p? f)))

(132—4qr)CSC2 Vaar-p’ ¢)
Ux(§) = 3ﬁp( 2(p- NFqr—p” cot(; NAqr—p? f)))

p
u25(§) 3ﬂp ( cosh(p &) c3+sinh(p &) c3+1 )

pPcs
Uz6(§) = 3 ,gp > (oo are )

Uy (&) = 3ﬁp (_q%cl)

B Problema 2.3.8. (Ecuacion Generalizada de Riccati)

Represéntense las graficas de las soluciones la Ecuacion Propagacion de Ondas en Linea de
Transmisién Eléctrica de Paso Bajo no Lineal con los parametros indicados en los diferentes
casos:

(a) Casol. p?’-4qr >0 J{a, B, 6, p, q =12 2,3,1.5,0.05 1}{C; > 2, C, > 1}.
u1(6), uy (&), ue(f).

(b) CasolIl. p>’-4qr <0 {a,B,6,p,q r}=1{2,2,3,15,1,2}{C; »2,Cy—1}.
u13(8), u14(8), us(6).

siendo
Cy, G, constantes arbitrarias
E= Ak x—wt)

) ) N e 3 216p°* B
E=k@-wn= \/ PR (pP-4qn-95p) \/(2az(p2—4qr)—9ﬁpz)2
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SOLUCION
(a)
{CasoI.p2—4qr>O}
{a, B} 2,2}
{p,q, 1} = {1.5, 0.05, 1}
pP-4qr= 2.05
w= 2.5873
&= 0.665282 x—2.5873 t
u(x, t)=

0.455556 sech?(0.715891 (0.665282 x—2.5873 1))
1.43178 tanh(0.715891 (0.665282 x—2.5873 t))+1.5

u(x, t)

0.455556 csch?(0.715891 (0.665282 x—2.5873 1))
1.43178 coth(0.715891 (0.665282 x—2.5873 t))+1.5

( uz(x, t) =

ux(x, )
5

—
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Ug(x, t) =
0.0828283 (—sinh(1.43178 (0.665282 x—2.5873 t))— \/E cosh(1.43178 (0.665282 x—2.5873 t))+2)
5inh(1.43178 (0.665282 x—2.5873 t))+1) (2 (1.5 sinh(1.43178 (0.665282 x—2.5873 t))+1.43178 cosh(1.43178 (0.665282 x—2.5873 t)))+4.70

ug(x, 1)
5

t

(b)
{CasoTL.p* -4qr<o0}
{a, B} {2, 2}
{p,q, 1} = {1.5, 1, 2}
pP—-4qr= -5.75
w= 0.720854
&= 0.351161 x —0.720854 ¢

u13(x9 t) =
127778 sec?(1.19896 (0.351161 x—0.720854 t))
1.5-2.39792 tan(1.19896 (0.351161 x—0.720854 t))

up3(x, t)
5
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Upa(x, t) =
127778 csc*(1.19896 (0.351161 x~0.720854 1))
2.39792 cot(1.19896 (0.351161 x—0.720854 £))+1.5

ul4(x’ t)
5

t
0

ulS(x’ t) =
_ 2.55556
—-1.55in(2.39792 (0.351161 x—0.720854 t))—2.39792 c0s(2.39792 (0.351161 x—0.720854 t))+1.5

uys(x, t)
S
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B Problema 2.3.9. (Ecuacion Generalizada de Riccati)

Represéntense las graficas de las soluciones la Ecuacion Propagacion de Ondas en Linea de
Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal con los pardmetros indicados en los diferentes
casos:

(a) CasoIlll. r=0 {a, B,0,p,q, r} =1{2,2,3,1.5 1,0} {C; »2,C, > 1, C3 - 1}.
Uss(&), uze(§).

(b) Caso IV.r=0,9q=0 {a, B,96,p,q, r} =12, 2,3, 1.5, 1, 0}
{Cl - 2, C2 - 1, C3 4 1}
us7(8).
siendo
Ci, Gy, C3 constantes arbitrarias
E= Ak x—wt)

_ _ _ | 24 o? _ 216 p?a® B
¢=Jk(-wn= \/ P (P 4qn95p) \/(202(132—4c1r)—9ﬁpz)2 :

SOLUCION

(a)

{CasoIll.r=0}

{a, B} {2,2)
{p,q,r} = {1.5, 1, 0}
p*—4qr= 2.25
w= 2.77128
E= 0.68853 x — 2.77128 t
Ups(X, t) =
0.666667

sinh(1.5 (0.68853 x—2.77128 t))+cosh(1.5 (0.68853 x—2.77128 t))+1
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Uze(x, t) =
0.666667
sinh(1.5 (0.68853 x—2.77128 £))+cosh(1.5 (0.68853 x—2.77128 £))+1

(b)
{CasoIV.r=0q=0.}
{a, B} {2, 2}
p.q, 1} = {1.5,1, 0}
pP—-4qr= 2.25
w= 2.77128
E= 0.68853 x —2.77128 t
Uy (X, t) =
0.444444

© 2.77128 1+0.68853 x+2

74



CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G’ /G)

2.3.3. Problemas (Low-Pass Electrical Lines—LPEL) ODE Eliptica de Jacobi

B Ecuacion Propagacion de Ondas en Linea de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no
Lineal
Sea la PDEs no lineal que rigen la propagacion de ondas en linea de transmision eléctrica de
paso bajo no lineal [SHAH19] (Low-Pass Electrical Lines-LPEL)

4

(PDE) = Vi — @ (V) + BV =6 Vix— 5 Vigxx = 0
ot

(PDE) = uy; —a W)y + B (W) =6 Uex = 15 Uexzx =0

que se reduce mediante la transformacion
V=V )=VE &=k x-wb
V=ulx, )=u@ &=qkx-wh
en la ecuacion diferencial de segundo grado no lineal (ODE) :

(PDE-ODE) = & w/(@)+ K - D) u@ +a Uk®) - BU WO = 0.

m Problema 2.3.10. Método de Expansién (% ): Solucion u(é) en la PDE.
Sea la ecuacion diferencial asociada al Método de Expansion (%)

(i) (ODE - Eliptica Jacobi) = (G'(£))* = PG*&) + QG*(€) +R
y la solucién aoptada para ecuacion (PDE — ODE) con m = 1

’ k ’
y _ m (<46) - ¢
(ii) u(g-“)_a0+2k21ak(6(§)) = u(g—“)—a0+a1(G(§) )
Realizando el cambio de variable
-(¢®
e = ( G )
deduzcanse las expresiones siguientes:

(a) Las derivadas u/(¢), u”(£), u®(€), u®(& como polinomios en términos de (%) y de

z(€), siempre que sea posible.
(b) Tabla con las expresiones de u(¢), u?(€), u*(¢) en funcion de la variable z(&).
Indicacion: Compruébese que so6lo la derivada u”(¢) se puede expresar como un polinomio

en términos de z(¢) = ( GO
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SOLUCION
(a)
Tabla 2.21. Expresiones de u(¢) y sus derivadas a partir de la ecuacién Eliptica de Jacobi (ODE) = (G’ (5‘?))2 =
PGY$+QG* (&) +R.
a; G'(¢)

u(é) oo T
u(é) a; 2(6) + ag

, G'&’ 2
w () a (-5 +2PG©?+ Q)
u'(§) a1 2P G +Q—-2z(&)?)

” 20,G¢°’  26,QG'@)
W) GE? 6
u”() 2a; 2(6)* -2a, Qz(é)
u® ) -0 112, PGP+ L2EE — 40, PQGEP -20) @
u®(&) 12a; PG'(¢€)* -4a, PQG)* -2 a; Q° +8a; Qz(é)* —6a; 2(6)*

@) 240, G’ 2 3 ey 8a PGE)P
wr(g) o TRUMPGECE - (gt

’ 1 e 1 Gl 3
484, PQ G(&) G'(¢) + =g — Rl
u®¢) 481 P* G’ G'(§) - LUETE
48a, PQG() G'(€) +16 ay Q* 2(6) —40 ay Q2(é)’ + 24 ay 2(¢)

(b)

Tabla 2.22. Expresiones de u(¢) y sus potencias a partir de la ecuacion Eliptica de Jacobi (ODE) = (G’ é)? =

PG*E)+QG* &) +R.

a; G'(¢)
u(é) —1G(!,—“) +ao

ul) | a1 z§)+ao

G/() 2
e (alc(;f)ér +a°)

u(@?* [ (a1 2(6) + ap)?

@ G'©) 3
u@)’ ( G +a°)

u(é)?|(ay z(€) + ap)®
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B Problema 2.3.11. Método de Expansion ( ) Aplicacion del Método (ODE Eliptica
de Jacobi).
Sea la ecuacion diferencial de segundo grado no lineal (ODE)

(PDE - ODE) = Bw@+E -Uu@+a U@ -pUuE) =

(a) Determinese la solucién param =1

WE) = Ao+ Ui % (?;((5))) = o+ Y ax @EF ez(d) = (G (f))

G(&)
y las expresiones de u?(€), u(€), w'(€) y u”(¢) expresadas como polinomios en términos de
k_ (@)
@E)" = ( G® ) '
(a.1) Deduzcase la ecuacion (PDE — ODE) expresada como polinomios en términos de la
expresion:

@) = (29} k=012

G

(PDE — ODE) = { 2o [ak(%)k] -

G©
(a.2) Determinese el sistema algebraico de ecuaciones correspondientes agrupando los

términos del mismo orden de (z(&))* = (%)k (k=0,1,2, --) del lado izquierdo de la
ecuacion y reduciendo los coeficientes a cero.

(b) Resuélvase el sistema algebraico de ecuaciones en las variables {ay, a;, K, U}.

(c) Escribanse las soluciones uy(¢) obtenidas del sistema algebraico.

(d) Comprutebense las soluciones obtenidas u(¢) en la ecuacion ODE.

(e) Créese una tabla con las soluciones y los siguientes datos:
G G
we€)|ao + a1 26) {2© - (G2} |K|U| {z&) - (T2))

*u§) =ap+ a1( i(ff) * ) = ap +ar 2(E)

(f)Indiquense los valores de los parametros de la expresion de & = \/E (x — wt) en fun-
ciondea, B, 9, P, Q, R.
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SOLUCION
(a)
u@) | 52 +ag
ul) | a1 z6)+ao
a; G'(¢ 2
u(éy” ( c@?) * ao)
u(€)?|(ay 2(é) + ao)?
a G 3

u@?|(“5” + o)

u(§)3 (ay z(6) + )’
u(é) S + ao
u(&) a; 2(§) +ag
W () a (-5 +2PG@?+ Q)
u'(§) a1 QP GEé)?* +Q -z

” 2a, G &} 2a,QG'(¢)
w(g) e G®
u’(é) 2a; 2(6)* -2a, Qz(é)
ud) 00D 1120, PGEP+ 20D _ 40, PQG®? 20 QP
u®) 12a, PG'(é)* -4 a, PQGé)? -2a; Q*+8a; Qz(é)* —6a; 2(&)*
u(4)(é‘:) 24 aGl(g;(f)S +48a, P2 G(§)3 G,(f) _ 48 alc}z;;/@)3 +
48a, PQG(&) G'(€) + =% G‘f;G'(f) - 40“16(%2”'@3
u@) 481 P2 G’ G'(§) - LUrTE
48a; PQG(¢) G'(&) +16 a; Q*2(&) —40 a; Qz(é)* + 24 ay 2(é)°
{(a.1) Ecuaciéon (ODE).}
1
{(ODE ~PDE= — K u/ @ +K-U)u@) +aUuE?-BU u(‘f)z) = 0}
1
{ODE (), 2(6) (—g @ K2Q+am K+2aa0a, U-3d2a; BU-a U)+
a; K2
2y’ ( —ai B U)+a0K+aa(2) U+ayB(-U)+z&)*(@ai U-3agai BU)-ag U}
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(b)

(©)

(d)

(e)

®

{(a.2) Sistema algebraico de ecuaciones.}

@) =(Ga)": ay(K-U)+aagU+a3 B(=U) =0
(@) =(GhL: al(—K—Q+K—U)+2aa1a0U—3a1agﬁU -0
¢
(2(&))?=( G[[j]] aa?U-3apd? BU =0
2
@&’ =(Ga* X _aipU 0
i ao aq K U
1 a | a _ 6a? 54 0% B
3| 384Q| Q(207-98)|Q(2a*-9p)
2 a a _ 6a’ 54azﬁ
38| 384Q Q(2a°-98) [ Q(20?-9 )
G/
(M(sc) alG(f) + ao)
- @ __eG® __ 6a _ S4B
ul(f) - 38 38 \/6 Gl Q(Z 22—9 ,B) U- Q(z @?-9 ,8)2
- o, _aG® __ 6 _ S4B
(&) = 38 3B4QG® Q(20*-9p) U- Q(22*-9p)
(ul(f) ODE = 0)
u(¢) ODE= 0
. . G'(%)
Tabla 2.23. Coeficientes {aq, a;, K, U} de las solucionesu (¢) = ag+ a; .

u(&)| ap+a; z() K U
G
{Z(f) ( G(&) )}
a  aG@ _ 6 o? 5402 B
i (&) 38 3B4QG® Q(2a°-98) [ Q(20%-9 )
a a G (&) _ 6 o 5402 B
@)\ 3 B 3pQGE | Q2e*-98) | Q(2a>-9 )

{(f) Expresién de £ = k (x - w 1))

___62
6> Q(2a*-9B)

B
30 - 2098

E=Ak(x-wh= %x/ézZzgﬁ 3(t/2a9ﬁ

G(6)
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i Ao a, K U

1 @ | a _ 6a’ 5402,8
3| 38Q| Q95| Qa2-9p)]

o) o a _ 6a’ 5402 B
38| 384Q Q(22*-98) [ Q(2a*-98)

B Problema 2.3.12. Método de Expansion (% ) Expresiones de las Soluciones.

Sea la expresion que representa la solucion de Ecuaciéon de Propagacion de Ondas en Linea
de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(PDE — ODE) = 11<_2 WE+EK -Du@+aUu?*@-BUuE) =0
G’ k Gl
u(é) = ao+ 2ty ak (%) =0ao+ 0 (%)
donde los coeficientes ay, a; son los coeficientes reales calculados y expresados en la Tabla
G'©

2.22,y donde la relacion (Té)) se deduce de los valores del problema 2.3.12 que viene deter-

minada por las soluciones generales de la ODE Eliptica de Jacobi:
(ODE — Eliptica Jacobi) = (G'(£))> = PG*é) + Q G*(€) + R

Calculense las siguientes tablas de soluciones:
(a) Tabla con las soluciones G;(¢) de la ODE Eliptica de Jacobi.
(b) Tabla con los coeficientes:

i Ao |y K|\U
(c) Expresion de las soluciones u; j(§) (i =1, 2; j =1, 2, 3 ---) considerando dos casos:
i (o1 a;
Casol(i=1) [T (- o | { ua® - wia®
3 3B4Q
i Ay a;
Caso1(i=2) [ST = [—=—]{ wa®, -+ u2a(®
381384/Q

Tabla con las soluciones u; ; y los pardmetros K, U.

(d) Tabla con las soluciones u; ; cuando (k —» 1) y (k — 0).

{ R, P, Q constantes arbitrarias
Cla CZ

.g:\/ﬁ(x—wt):\/é—?zx—g&gr:%@x—ﬁt.
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SOLUCION
(a) [FARO24].

Tabla 2.24. Soluciones G (¢) de la ODE Eliptica de Jacobi (ODE - Eliptica Jacobi) = (G’ (f))2 =
PG + QG + R

! J Gi(é) p Q R

1 11 sn(é | k?) k* —k*-1 1

2 12 cd(€ | k%) k? -k*-1 1

3 2 en(é | k%) -k 2k* -1 1-k?

4 3 dn(¢ | k) -1 2-k? k-1

5 41 ns(é | k) 1 k-1 k?

6 42 de(é | k) 1 -k*-1 k?

7 5 nc(é | k?) 1-k? 2k?-1 —-k?

8 6 nd(¢ | k%) k-1 2-k -1

9 7 sc(é | k%) 1-k? 2-k? 1

10 8 sd(¢ | k?) -k (1-k)  2k*-1 1

119 cs(é | k%) 1 2-k? 1-k?

12 10 —ds(é | k%) 1 2k* -1 kK (k* - 1)

13 111 ken(é [k +dn(€ | k?) -2 SUF+1) -2 (-

14 112 ken(é | k?) - dn(é | k) -3 S+ -5 Q-

15 121 cs(¢ | k%) + ns(€ | k?) : S(1-2k?) :

16 122 ns(é | k?) - cs(¢€ | k) : >(1-2k?) :

17 131 ne(¢ | k2) +sc(¢ | k?) -k S+ ;A-K)

18 132 ne(é | k?) —sc(¢ | k) -k S+ 11—k

19 141 ds(¢ | k2) + ns(& | k) - L@-2) £

20 142 ns(é | k) — ds(& | k) ! L -2 £

21 151 sn(¢ | k) +icn(¢ | k) £ L -2 2

22 152 sn(é [ k) —icn(¢ | k) 2 L -2 2

23 153 cd(€ |KY)+i 1-K sd(€ | k%) £ (K -2) £

24 154 cd(€ |K¥) —i 1-K2 sd(€ | k) £ Tk -2) £

25 161 ks |k?) +idn | k) : S(1-2k?) :

26 162 ksn |k} —idn | k?) : 2(1-2k? :
sn(é[k*) 1 1 2 1

27 163 S : 2(1-2k?) :
sn(E[l) 1 Lok 1

28 164 e e : S (1-2kY !

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos Dindmicos y
Andlisis de Bifurcaciéon — Paula Garcia-Gasco Solano



CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G//G

(b)

(©

29 171
30 17.2
31 18.1
32 18.2
33 19.1
34 19.2
35 20.1
36 20.2
37 21.1
38 21.2

sn(é[k?)

dn[3)+1
sn(é[k?)

1—dn([?)
dn(£|k?)

ke sn(&[k*)+1
dn(£[k?)

1-ksn(é[k*)

cn¢f)

sn(£[k*)+1
cn(éJe)
1-sn(€k)
sn(é[k%)
en(é[k*)+dn(€[k?)
sn(é[k?)
dn(é[k*)—cn(é[k?)
cn(€[k?)
dn(€l®)+ 1-k*
cn(é[k%)
V12 —dn(é i)

1
3 (k* -2)

1
3 (k* - 2)

Lk2-1) %(k2+1)

SU*-1) S+

1 1
;A=K S+

-k S(K*+1)

-k S+

-k S K+

1
3 (k* —2)

1
3 (2 -2)

1

4

1

4
1 92
; (k-1
12
; (k°-1)
1 2
; A1-k%)
1 2
; A—k%)

1

4

1

1

1

4

1

4

Tabla 2.25. Coeficientes de las soluciones de la ODE Eliptica de Jacobi (ODE) = (G’ (f))2 =

PGY¢) + QG*é) + R

i (o1)) a, K U

1|2 |-« 540% _ 6 a?
38 38+Q|Q2a2-9p7 | Q(207-9p8)

P @ 5402 B8 _ 6a?
38| 384Q | Q(2a2-987 | Q(20°-98)

Tabla 2.26. Soluciones de u; j(£) y los pardmetros K,
U de la ODE Eliptica de Jacobi (ODE) = (G'(¢))*> = PG*¢) + Q G*(¢) + R.

no u; j(§) K U
Caso I.
_a acn(¢f?) dn(éf?) 6a’ 540% B
1 wmil) = - —F—7—=— - P Y
36 38 K21 sn(e) Q(202-95) Q(20*-95)
@ a(k2—1)sn(§‘k2) 60 540% B
2 ui12(8) = 38 = 2 - o 2 g2
B 38 K21 cng®) dn(ge) Q2a*-98) Q(2e*-94)
a adn(é[k®) sn(£[k) 6 a? 5402
u =—+————"- -
3 12(8€) 35 ¥ 35 Vo1 enle) Q(2a?-95) Q(2a?—9p)
A Uy 5(&) = oy ak? en(¢[k*) sn(é ) _ 60 5402 B
LS 38 38 217 dn(¢]?) Q(2e*-9p) Q(2a*-9 )
@ acn(é?) dn(¢f?) 6 a? 5402 B
u =—+ —— -
5 1,4.1({;:) 38 3B [C2-1 Sn(flkz) Q(Z a279ﬁ) Q(Z a?-9 ﬁ)z
_a a(1-k?) sn(¢f?) 6 a? 5402 B
6 Ura2&) = — - 5 7 3 - 2 2 952
38 38 \K2-1 cn(ef) dn(¢]?) Q(20°-9p) Q(2¢-95)
; 1y 5(&) = o adn(gf’)sn(ek?) 6 5402
15 38 3pNZIE1 en(é}e?) Q(20%-98) Q(2a2-9 8
. Uy (&) = o ak? en(¢[k*) sn(é ) _ 6 a? 540%
1.6 3B 3p 212 dn(gf?) Q(20*-9p) Q(20*-9p)
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9 ws@=1- adn(ef?) __62 _sep
7 36 35 2R cnlel)sn(ef) Q2?95 QR 957
acn(¢fk?) 6a’ 5402 B
u = — -
10 186) = 3 35 N2E1 dn(efe) el Q(22?-95) Q22?9 B
adn( ‘_;f|k2 6a? 5402 B
u _
W 8= 55 L o el i) QRa-9) Q2?97
acn(¢f?) 6a? 5402 8
u = — -
12 110(6) = 3 35 NZE1 dn(efe) (e ) Q(22?-9p) Q22?9 B
" () = -~ VZ a (k? (~en(¢e?)) sn(¢je?)—k dn(é ) sn(é ) 62 540’ B
L1L1 3p 3 NI (ken(efe) +dn(ef) Q(207-95) Q(2a*-9 4
o« V2 a(k? cn({f‘kz) sn(§|k2)—k dn(g‘kz) sn(§|k2)) 6 a? 5402 B
14 U126 = o o7 I z z G 291
B T (ken(e?)-dn(gk2) Q(20*-9p) Q(202°-95)
N _cn(flkz ) dn( Elkz) dn|( g‘kl
15w (a—~—-'ﬁ [ wlef? @w] __ba? _sta’p
112146) = 3% » '\/7[01(5 1 ] Q(2a?-98) Q(20a%-9 p)?
sn(é] Pc
dn(; f}k2 cn| Elkz )dn(g lk
16 uaé=— - v [sanfz fP{“ ] L o’
112206) = 35 » [ )] Q(20%-98) Q(2a2-9 )
snl §)kz
dn(. f}kz snl f}kz
17 y (g) _ ‘/f [ ¢|k2)2 2 ] 6 540% B
L131(8) = 3% = o T Q(20*-9p) Q2a?-9pP
38 [cn(fy}]; +cn Elk )
dn(éj)sn(¢f?)  dn(ej?
_ \/5(1[ C“fl"z) C"fycz)z] _ 602 5402 B
18 u1328) =35~ > el Q(22?-95) Q(2a?-9 B
[cn chZ cn(; chz)]
7cn§}k dng}k cnf}kz
19 um@=— - ﬁa[ sl salef?)? ] __ 6 Sl
1,14.1 35 \p T [ f‘kz 1‘k2 J Q(20%-98) Q(22*-9 p)
n(¢
cn(fP{z cn| §|k2 ) dn( flkz
” . © o ﬁa[snf}kzz wle]PF ] 6 2 5402 B
1,14.2 =z 2) - 2 2 2
3B —— dn(¢ Q(20°-98) Q(20%-9p)
3 =2 [snf}kz snfy}]; ]
. 1) = - — VZ a (en(¢ ) dn(¢ )i dn(é %) sn(é ) 62 540”8
L151(8) = 3 35 22 (sn(ee?) enfe) Q(20*-98) Q(2a*-9 B}
- 152(E) = - — V2 a (on(é}?) dn(é))+i dn(é}e?) sn(é}?)) 6 540’ B
1,15.2 38 3p m(sn E\kz )-icn é:‘kz Q(20%-98) Q(2a2-9 B
(kz-l)sn(é’\kz i T T cnfycz
23 wass@ =5 - \/m[ anfefe? dnfe}e)? ] __oa s4a’
1153(6) = 35 1 g 3 n(ef) ¢ VIE T snfef) Q(20%-98) Q(2a%-9 8
(dn(glkz dn(¢}e?) ]
(kz sn(f}kz i \Tok AlFT en(; Elkz
24 Ur154(6) = — ﬁw[ dnlefe)? ane}e?)? ] 6o’ L]
L154%6) = 35 — cnef®) i yIE Rl snef?) T Qe?-9p) QP94
34 P2 (dn J}; e £ EF TS ]
o 42 @ (ken( S|k2 dn(.f;“|k2 —i k2 cn| .€|k2 sn| §‘k2 ) 6a? 5402 B
u =— - -
25 1161(8) = 35 N2 (ksn(ef) o dn(efe) Q(2e>-95) Q(2a?-9
V2 a(ken(¢ |k2 n(§|kz)+zz k2 cnf |kZ sn ‘kz 6a? 5402 B

(43
u = - =
26 1,162(6) 5 35 12K (ksnlel) i dn(e}e?)

2 snl 2 2 en| 2 n| 2
V2 a(cn(f‘kz)ﬂ)[ ole V‘( > iyc + (iﬁs);(ﬁ( )] 6 540% B
(enfe}e?) £k Q(20%-98) Q(2a%-9p)?

Q(20%-98) Q(2a2-9 B

27 U163 = — —

3B 38 \1-2K2 sn(f|k2)
cnf 2 n| 2 n| 2 sn| 2)2
ﬁa(l—cn(gpcz))[ Ep)e (fyc e e (jycz) ] 602 5402 B
B Ur164(€) = 5 - o) (el T Q2e?-95) Q2?94
ol 38 38 A1-212 sn(¢}e?)
NE oanfepe) (L SO ) s saap
29 U7 = - - Chiey - e T Q2a*9p) Q2?9
1,17.1 38 3 ’k2—2 sn(.f|k2)
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V2 @ (1-dn(¢) [ (ef)anlef) i enlefe?) nlefey? ]

6a? 5402 B

30 _ o _ 1-dn(é}e?) (1-dn(efe?)? - 2 2 7
U726 = 35 38 NP2 sniefd) Q(20?-9p) Q(20°-9 )
VZ a (ksn(ef)e1) (_" enlefe?) dnlef?)? &2 C"(EP‘Z)S"(EP‘Z)) 602 s4a B
31 u @)= o (ksn(¢f?)+1)? ksn(gf)+1 - Q2a>95) Q2?94
1,181 38 38 A1 dn(éf)
cnf 2 n| 2)2 2 cn| 2 sn| 2
32 L, el e [k (ﬂ;n};y}fﬁz) = LiP;n()fP‘(;)P( )] - e
== = - o PReYE
Ur182(8) = 25 NPT dnife) Q(20?-98) Q(2a*-9p)
cn| 2)2 n| 2 n| 2 sn| 2
33 . VPl (f EE%(E)P@C)IT)& - (j(;;@)(i% )] oo St s
- — _ a?- - 2
Ur91(8) = 25 VT el Q(20?-9p) Q(2a*-9p)
cnl 2)2 n 2 n| 2 sn| 2
Vo sfepe) (S ) 6@ _sep
34 " @ = @ (1-sn(¢]e)) 1-sn(£e?) - Qza—95) Qa* -9}
R 3p 38 lZ+1 en(gf?)
143 1
U =2 2 acnE |k +dn | kK3
12010 = 55~ e N2 @ (en(E [ + dnE | K2) i sas
35 ( cn(f‘kz) dn(f‘kz) B sn({|k2) (k? (~en(# ‘kz)) sn(& ‘kz)—dn(f ‘kz) sn(f‘kz))) Q(20%-98) Q(202-9 )
cn(é |k2]+dn(§ |k2] (cn(& |k2)+dn(§ ‘kz))2
@ 1
u S S—
” 1202(8) 3B 3B Ak*+1 sn(§|k2) \/— ¢ 6? 5402 8
2 5 cn| §|k2 ) dn( §|k2 B sn(§|k2) (dn(f‘kz) sn(‘f|k2)—k2 cn(§|k2) sn(f‘kz)) Q(20%-98) Q(202-9 8
(Ens i) =) (dn £|k2 —en(ef) (dn(efe)-<n(el@)F )
1
=—-—— 2
u1’21‘1(§) 3B 3B k22 cn(§|k2) \/7 ¢ 6 a2 5402
37 2 2\2 2 2 2 - 2 2 2
5 e I en(¢®)? sn(gfe®)  dn(éfe?)sn(éfe?) Q(20°-98) Q(20%-9p)
(dl‘l((f | )+ N1-k Nk+1 ) ((dn(f‘k2)+ Ik A1) dn(éj)+ N1k k+1
@ 1
= ———_— 2
2128 = 33 38 A2 enfe]k?) e 602 5402
38 B
k2 cn(§|k2)Z sn(§|k2) dn(§|k2) sn(§‘k2) Q(20%-98) Q(2a2-9 B
— f— 2 [ -
( \’1 k Vk ar dn(f | k )) ( ( ‘\/ﬁ \/m—dn(ﬂkz))z f_l—k ’k+1 —dn(flkz))
no u;j(&) K U
Caso II.
acn §|k2 ) dn( §|k2 6 o? 5402 B
1 U116 = —3ﬁ NE ) Q(20%-98) Q(2a2-9 )
a(k*-1)sn ¢§|k2 62 5402 B
2 Up1.2(6) = 3]8 NPT cn (€) dniefe) Q(20%-98) Q(202-9 )
_ e dn(. §|k2 sn| §‘k2 6a? 540% B
3 Uy (6) = 3 15 N2 enleld) Q(20?-98) Q2029 P
_ ak? en(é?) sn(é|k?) 6a? 5402 B
4 Up3(6) = 35 N2 dn(éle?) Q(20%-98) Q(202-9 8
_ o o« cn(§|k2) dn[.f|k2) 6 a? 540% B
5 U416 = Y —3/5 Naomy snlefe) Q(2a*-98) Q(20a%-9 p)?
a (1-K*)sn(¢[k*) 6a? 5402 B
6 Up42(8) = 3/3 T cnlefe) dngle) Q(20?-9p) Q(20a?-9pP
@ dn(£[k*) sn(¢[k*) 602 5402 8
= — 4+ — "7 —
7 Uz,5(6) 35 " 15 N2 enleld) Q(20?-94) Q(2a?-9pP
_ ak? en(é}?) sn(¢fe?) 6a? 54a* B
8 Uz (&) = 36 N2 dn(ef) Q(20%-98) Q(2a2-9 B
_ @ a dn(§|k2] _ 6 a? 540% B
9 u27(6) = 35 35 N2 anlefe) i) Q(2a*-95) Q(2a*-9
e acn(f‘kz) 6 a? 5402 B
10 u2s(6) = 35 35 \2EE1 dniele) sniefe) Q(20*-95) Q(20*-9 B
_ e @ dn(§|k2] : 6a? 5402 B
11 Uz o(é) = 38 3p ch(ﬂkz)sn(ﬂkﬂ Q(2a*-98) Q(20%-9 )

84



CAPITULO 2 — METODO DE EXPANSION (G’ /G)

12 Uz10(6) = — acnlefe’) 6 54028
10 38 3p \2K-1 dn(ef) sn(g]) Qza-95) QRa2-9p}
13 u © = K V2 a(k? (—cn(§|k2)) sn(f|k2)—k dn(f‘kz)sn(ﬂkz)) B 6a? 5402 B
2,11.1 Y 35 «/m(kcn(f‘kz)+dn(§‘k2)) Q(20%-98) Q(202-9 8
14 Up112(6) = @ V2 a(k? cn(§|k2) sn(§|kz)—k dn(§|k2)sn(§|k2)) - o 5402
T 3B 38 Al+1 (ken(€jk?)-dn(z[k?)) Q(2a°-9 ) Q(202%-9 p)?
en(¢f?) dn(éj?)  dn(éf?) ]
2 |l -——L 2
15 @)= «Fa( i f%n Lt e
212, cn(ef) _ _
SNy [sn(;yj + ] Q(20°-9p) Q(20*-9)
a( n(gf?) en(e? ( ]
- flkz 2 Snfy(z) 6a? 54 o2 B
16 Uz 1226 = — 2 - 2
e 38 n(¢je?) Q(20%-98) Q(2a2-9 8
3B A1-2k? [SMP{Z )]
dn()kz sn{)kz )
17 Uz131(6) = — v ( onléfe)? “] __6 s4a”
AT T 3 sn(éf2) Q(2a?-98) Q(20%-9 )
38 K (Cn( P};Z + 5}1@ ]
dnflkz n( |k2 5%2)
18 Uz132(8) = — b ( = A ] - o )
e 3B yc ] Q(20%-98) Q(2a2-9 8
38 I2+
£ (cnf)kz cn( )k)
cn(f}kz ) dn( 5}1{2 Ik ) ]
2| -—L L
19 Upa1(é) = = ‘/_Q( gl ( e - 6(:2 54:2ﬁ 2
o 3B dn(¢ 1 Q(2a%-98) Q(2a%-9 B
38 k32 [ gy}tz mﬂkz]
EP(Z can(2 dan{2
ﬁ ( 22 ] 2 2
20 Uz142(8) = = i) %) - 63 54: £ )
, 3B » ‘/_[ dnfyc ] Q(20*-98) Q(20%-9p)
snfycz sn| flkz)
)1 u @) = ks \Z a(cn(§|k2 ) dn( f|k2 —i dn(§|k2)sn(§‘k2)) _ 6a? 5402 B
2,15.1 Y 35 \/H(Sn(flkz)”c“(ﬂkz)) Q(20%-98) Q(20?-9 8
2 Uy 152(8) = = V2 a (cn(¢f?) dn(¢?)+i dn(gf?) sn(é}e)) T S0
T 3B 38 k22 (sn(¢]k?)-i en(£]?) Q(20%-98) Q(2a2-9 8
(P-1)sn(¢j?) i Tk k=T en(gf)
23 Uz153(6) = ﬁa( d"fP‘“ anefe? ] __sa? _s4a’p
2,1536) = Y 1 g 3 cnle ‘/— Wﬂnf}k Q(20%-98) Q(2a2-9 8
[ 6%2 dn(ef?) ]
sngycz i ATk Akl can(z
24 Wsa© =+ ﬁa( anlefP anlefP? ) 62 stalp
215.4%6) = 35 (] i NTE A sn(e) T Q@2a?-9p) Q(2a>-94)
3p 2 (dn;ycz el ]
a V2 a(ken(# ‘kz dn(f‘kz) —i k2 cn ‘kz sn| |k2 6 a2 5402 B
u = — + —
25 216.1(6) v 35 N12 R (csn(ef i dn]C) Q(20-95) Q(20?-9 g
@ x/fa(kcn(f‘kz) dn(é[k®)+i k* en(k®) sn(¢ ) 6a? 5402 8
u = — + —
26 2162(6) = 75 35 N1-2 (ksnlel)rdnle]e) Q(2a*95) Q2?94
snl 2 2 2 n| 2
27 . VEalnery ( (iycz ifz : ilxk(eyi)i}k )] LU
= — + 2_ 2 0 a2
U2163(6) = 35 25 N2 (el Q(20?-9p) Q(2a*-9p)
cn| 2 il 2 n| 2 sn| 2)2
N | e (L) s et i
u = — + 7 2WOVE2
2,16.4(£) 35 35 NI2l niefd) Q(22-9p) Q(20°-9 )
2Cn 2 sn| 2)2 cn| 2 n| 2
29 ., a(dn(f\kz)u)(k (df(gfz)f;f i fhf};ﬂ( )] 6 540%
= —+ a?— o?-9 B}
U2171(8) = 25 VP2 ) Q(202-95) Q(20*-95)
cnf 2 n| 2 ch 2 sn| 2)2
ﬁ“(lfdﬂ(sz))( e (iV‘ e ﬂ{ ) ] 602 5402 B
= Ur1726) = = + o) Lol T Q@20*-9p) Q2?95
o 3B 38 22 sn(¢]e?)
cn| 2 n| 2)2 ZCH 2 sn| 2
. Sk S Lo S
u = — + i ~ 2_ 2_, 2
2181(6) = 25 N ) Q(207-9p) Q(2a*-9p)
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32

33

34

35

36

37

38

(02
Uz182(8) = Al

(03
Uz191(6) = 35 +

Uz102(8) = ﬁ +

@
Uz 20.1(€) = 35 +

V2 a(1-ksn(¢[)) [

(1-k sn(flkz))z

k cn(fycz) dn(£ Pcz ? ~ 2 cn(§|k2) sn(§|k2) ]
1-ksn(¢ Pcz)

38 Vk*+1 dn(§|k2)

) _cn(fP{2)2 dn(fP{z)_dn(fP(Z)sn(fP(Z)
V2 afenléf’)) [ ()P salef)n ]
38 \K*+1 cn(¢ ‘kz)

VZ e 1-snie)

(1-sne?)?

cn(£ Pcz)z dn(¢ P(z) B dn(¢ P(Z) sn(é P(Z) ]
1-sn(é Pcz)

£°)

1
3B AJk*+1 sn(¢

38 I2+1 cn(§|k2)

V2 @ (en(€ [k?) + dn(€ | k)

( cn(é |k2) dn(¢ |k2)
cn(é]k*)+dn(é )

(dn(¢ | k%) - en(€ [ k)

(VI=F T —dné [i) (~;

Us202(6) = 3% +

cn(¢ ‘kz) dn(¢ |k2)

(en(e |k2]+dn(§ |k2))2

1
38 2+1 sn(¢j?)
sn(¢ |k2) (dn(z |k2) sn(& |kz)—k2 en(¢ |k2) sn(¢ |k2)) )

sn(£ ‘kz) (k? (~en(¢ |k2)) sn(¢ |k2)—dn(§ |k2) sn(¢ |k2)) )

N

Up1.1(8€) = ﬁ +

(dn(¢ [k + VT—k m)(

dn(¢ |k2)—cn(§ |k2)

1
35 k?-2 cn(§|k2)

k% cn(¢ |k2)2 sn(¢ |k2)

(dn(éfe?)-en(é}e))?

V2o

Uz212(6) = =+

(dn(¢ |k2)+ VIE Al )?

1
38 3p kP2 cn(¢)?)
Kk* en(¢ ‘kz)2 sn(¢ |k2)

B dn(& ‘kz) sn(& |k2) )
dn(gj?)+ ATk k+T

Vza

VIE T —dniec)F

_ dn(gj) snlef) )
VTE KT -dn(g[)

6a? 5402 B

Q(20%-98) Q(2a2-9 8

6 5402 B

Q(20%-98) Q(2a2-9 8

6a? 5402 B

Q(2a*-98) Q(2a%-9 B

6 5402

Q(20%-98) Q(2a2-9 B

6a? 5402 B

Q(20%-98) Q(2a2-9 B

60’ 5402 B

T Q(202-95) Q(20?-9pP

60 5402

Q(20%-98) Q(202-9 8

(d)
Tabla 2.27. Soluciones de u; j(€) (k — 1) yu; j(€) (k — 0) de la ODE Eliptica de Jacobi (ODE) = (G’(g‘f))2 =
PGYé) + QGXé) + R

neo

u; j(§) (k > 1)

Caso I.

10

11

12

13

U116 =
U126 =

U () =
u3(6) =

U416 =
Uy 42(6) =

us5(é) =
ue(é) =
U7 (6) =
ug(é) =
u9(é) =

uy10(6) =

uy,11.1(6)

a+i 4/2 acsch(2¢)
3B
a
3p
a (tanh(é)+1)
3B
a (tanh(é)+1)
3B
a—i 42 acsch(2¢)
3B
o3
3p
a—a tanh(¢)
3B
a—a tanh(¢)
3B
a—a coth(¢)
3B
a—a coth(¢)
3B
a (coth(é)+1)
3B
a (coth(é)+1)
3B
a (tanh(é€)+1)
3B

u; j(§) (k > 0)
U116 = —Mu;;o“f)
U126 = a—_izt;n@)
u1,2(§ ) = a—_i;l;m@
U3 = %
Ura1() = %;Ot@
Ura2(8) = %;m@
i 5(§) = T

Uy 6(&) = %
@ (2 csc(é) sec(é4)-2)

u7(§) = - a
urg(é) = ‘”%;"t@
mﬂ@:“wﬂﬁ?M%a
Ui 0() = %;‘)t@

U116 = %
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14 upn2(6) = %ﬁgh@ U126 = 3“_/3
1> t,121(8) = %(;th@ U216 = %
o th122(6) = %ZCSCM Ur122(8) = %‘;CSC@
17 u13.1(6) =0 U131 = %}ZSEC@
18 ui132(8) = i—; U1132() = \/ﬂ%;@)m
o t141(6) = %ﬁ;mh(f) U141() = %;Ot(f)
- t142(6) = %ﬁ;mh@ Ur142(8) = (H%;Ot@
21 tr151(8) = \/MS;—C;(E)W Uy15.1(8) = i—z
i ti152(8) = %ﬁmh@ Ui152(6) =0
23 U153(6) = % U153(6) =0
24 Uy154(6) = % Uy 546 = i—z
25 U16.1(6) = ms:—cﬁh@m Up161(€) = 3“_,8
26 ui162(8) = %;ech@ U1 162(6) = 30_/3
77 t163(8) = %;CSCM@ U163 = %‘;CSC@
= t164(8) = %;Cscw u164(6) = %ﬁc@m
29 t17.1(8) = %c;csch(f) Uy 1716 = M%;Ot(f)
- 7.2 = %ﬁsmh(s) ur172(6) = %;Ot@
31 U118.1(8) = i_g Uy18.1(6) = ;—ﬁ
32 Uy,182(6) =0 Uy 182(8) = %
33 U19.1(6) = i—(/; Ui 191(8) = ﬁ*ﬁc(s)m
34 U1192() =0 Ui 192(8) = (2 COS@;(;?S(;:(;i(l )\/E tan(é)+1))
35 U1,20.1(6) = %;th@ Uy 201(8) = %c;csc(é‘)
36 Ui 202(8) = %}f)ﬂ) U1,202(6) = @%;(g)m
> H2116) = % U 211(8) = %;m@
i 2126) = % Ui 1.2(8) = M%;m@
no u; j(§) (k - 1) u; j(¢) (k - 0)
Caso II.
' Up11(§) = TEIERED gy (6 = TP
2 U212(6) = 35 1 2(&) = %;m@)
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23
24

25

26

27

28

29

30

31

Up2é) = ==
Up3(€) = %/?h(f)
Uy s1(6) = %ﬂmh@f)
Uy 42(6) = %
Uys(&) = %;E)H)
Uy (&) = %}f)ﬂ)
Uz 7(§) = %f)“)
Uzs(§) = %}3‘9“)
Uz (&) = %‘;ﬁh(@
Uz 10(€) = %‘)ﬁth@)
Uz11.1(6) = %‘,‘gh@
Uz 112(6) = %;f)ﬂ)
Uz 121(6) = %‘;C“h@
Uz 122(8) = %ﬁ;c%h@
Uz131(8) = i—z
Uz132(6) =0
Uz41(8) = %ﬂ;csch(@
Uz142(8) = %f;csch(é“)
Uz51(8) = %ﬁmh@
Uz 152(8) = \/706836—0;1@%“05
Uz153(6) = %

«

Uy 154(&) = 5

Us16.1(6) = 5
U 162(6) = ‘/Mze—cﬁh(‘f)”
Uz16.3(8) = %‘;C“h@)
Uz164(&) = %‘;C“h@
Uz 17.1(8) = %‘;C“h@
Uz17.26) = %‘;C“h@
Uz181(6) =0

oo tanh(®)

@ 2 asech(@)

a+ietani)

2(é) = =5
U3(6) = %
Uza1(8) = ‘”%;Ot@
Uza2(8) = %‘;I‘@
Up,5(&) = %}?n@
Uz6(&) = %
(&) = 22 =5 sec()+2)
Uz8(6) = %;"t@
Uzo(&) = — a(2 Cscéfﬁ) sec(¢)-2)
Uz 10(6) = f”%;"t(f)
Uz11.1(6) = ﬁ
Uy 11.2(6) = %
Uz12.1(8) = %‘;m@
Uz122(8) = %
Uz13.1(8) = «/ﬂ*ﬁc@w
U 132(8) = %};SEC(S)
Uz141(8) = ‘”%;0“5)
Uz142(8) = %;"t@
Uz151(6) =0

20

Uz 52(8) = S

U536 = i—;
Uz 154(&) =0

a

Uz161(&) = 5

a

Uz 162(6) = 5

Uz163(6) = \fﬂ%ﬁc@“)m
Uz164(&) = %‘;CSC@
Uz171(8) = %;"t@
Uz172(6) = ‘”%;"t@)

Uz181(6) = %
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32 Uz182(8) = i—; Uz 182(8) = %

33 Uz191(§) =0 Uz19.1(6) = ‘E‘;Sec(f)
34 Uz192(8) = i—z Uz192(8) = —«/fa;eﬁc(g)m
35 Uz201(6) = %E)H) Uz20.1(6) = V2 acsc@ra Q;S;(‘f)m
36 w2 = TEEE () = SIS0
37 Uz .16 = % Up11(€) = a”(;;m(f)
38 Uz012(8) = % Up12(E) = %;m(f)

m Problema 2.3.13. Método de Expansion ( ) Graficas Caso I.

Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea

de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):
(ODE) = (L Cyw? —k*) U() =L Covw? Ué) + L Co fu? UAé) - 5 K U"() =

(PDE) = L Co Vit = Vix = 55 Vixxx—LCV (V) + LC B(VP),,
con los pardmetros indicados en los diferentes casos:
. b) = { x e [0, X]=[-10, 10]
| te]lo, T] =[-10, 10]

siendo
Ci, G, constantes arbitrarias
{E:dfu—wn
18+3 2
{a-3 80264 Va2, 6 22 ko 12 - (5

{C1-1,C,->1)
Caso I.
{ U126 = upa(x, )

Uy 2(5) = upx,t), t=0
a(k*-1) sn(§|k2)
Lll 2(5) ,B 3ﬁ (2 kZ_l Cn(f|k2) dn(£|k2)

(@ (k-2 Ko (aﬂ

(b) heJ_kz
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SOLUCION

(a)

£=k (x-

{a, B, 0, k) {3., 51.923, 0.980552, 0.75, 0.5625}
{P,Q,R} = {-0.5625, 0.125, 0.4375})
{C1, G} {Ci~»1,C -1}
K= 0.961481
U= 1.
1
3 \/E 1.
w= \/E 1.
wh=:VKx- Ut L.x—1.t¢

9
U2 (&) =u 3 (x, 1) k= —)
16

U2 (&)= Uy » (x,0) (t=0 k2 = 1-96)
u(x, 1)

A
03+

0.2

01
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(b)
(@, B, 6, k?} (3., 51.923, 0.980552, 0.866025, 0.75)
{P, Q’ R} = {_0.75, 0.5, 0.25}
{C1, Ca} {Ci1->1,C> 1}
- 0.24037
- 0.25
1
1K 0.5
w= AU 0.5
_ I B ~
=k x-wn=1\JKx- Ut 0.5x-05¢t

3
Uz O =uy; (x, ) (K= Z)

)

= 1w

U ) =u2(x, 0 (t=0 k? =
u(x, 1)

w
=
(=]

—0:10
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B Problema 2.3.14. Método de Expansion ( ) Graficas de Varias Soluciones: k* - (i)z.
Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmisién Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(ODE) = (L Cyw? —k*>) U(¢) =L Covw? U*()+ L Cy Bw? U3(é) - k“ U’ (&) =

2
(PDE) = L Co Vi = Vix = 5 Vixxx =L CV (V2 + LC B(V?),,

con los pardmetros indicados:
{ Ci, Gy constantes arbitrarias

E= Ak (x-wi)
{a—>3,,3—>26+4\/5,5 Vlg” \f k2 -

b

(i) Casol. Gréficas de las soluciones uy  (x, t).

(ii) CasoIl. Gréficas de las soluciones u, ; (x, f).
e e {xe[—X,X]:[—lO, 10]
S ’ te[-T, T] = [-10, 10]
xe[-X, X]=[-10, 10]
* Uy,j (x, 1), Uz, j (x, 1) (x, 1) = { t= T
2

donde i = {1, 2, 3, 4, 13, 31, 37}y las soluciones son:
Uy (&) uzya (6)
U2 (6 U2 ()
Uz (&) uz3 (&)
Uy (&) uzi ()
uip11 (§) uzo1a (6)
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SOLUCION

(a)
U1 (6) =upiq (X, 0
Up11 (6) =uz1q (X, 0)

w111 ) =u1y (x5, 0 (K= %)

U1y ) =uy1y () (=5 k= i)
u(x, t)
3

X

up11 E) =uz1y (6,0 (t=5 k* = i,
u(x, t)

A
PO | [

X
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U2 (&) = U2 (X, 0)
U1z (&) = Ui (X, 1)

U1z €)=z (x, 1) (k2= 3)

U2 @) =u12(xt) (=35 K= i

u(x, )
\ i

. S

L L

e e e - 0005 - - - — - -

10

U2 ) =Uz12 (x5, (t=5 k> = i)
u(x, t)
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U3 (§) =u3(x,0)
U3 (§) =uy3 (x,0)

w3 @ =u3(xt) K==

Uz (€)=

Uy (Xt (E=
ux, 1

5 k%=

= s

U3 (&) =up3 (x, 1) ==z

Uz 3 (£)

=u2,3(x. 0 (= 5 k2=

u(x, )

3
Z)

U -
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U111 () =upqa (x, f)
Uz 111 (€) = uzq11 (X, 1)

U1 € =uyag (x, 0 (K= %)

g.; S K 0
Sove

U111 (&) =upna (0 (=5 k= i)
u(x, )
A

U111 €) =uz1 (%, 1) (K= %)
G % 10
0
=3 LAY
ZATN Y "'"”” '
MRS
N

Ugar () =gy 6 6 @ =5 k2= i)
u(x, t)
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U211 (&) = Ui (X, 1)
Uz 211 (&) = Uz211 (X, 1)

U211 ©=wu 1 (x, 1) (K= 3)

Uy (&) =uyny (x50 (t=5 k2= i)
u(x, t)

X

Upo11 (&) = a1 () (t=5 k*= %)
u(x, t)
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m Problema 2.3.15. Método de Expansion (% ). Graficas Varias Soluciones: (k - 1).
Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(ODE) = (L Cy w? —k*) U(é) =L Covw? U*(&) + L Cy Bw? U3(é) - % kK*U”(&) =0
(PDE) = L Co Vit = Vix = 55 Vixxx = LCV (V) + LC B(VP),,
con los pardmetros indicados:

Cy, Cy constantes arbitrarias
£= Ak x-wh
2 \/18+3 /42 5
{a—>3,,8—>26+4 Va2, 6 ECE o1k —>1}

(Ci=>1,C,-1) {k->1,k*>1)

(i) Casol. Gréficas de las soluciones u j (x, t).

(ii) CasoIl. Gréficas de las soluciones u, ; (x, f).

xe[-X, X] =[-10, 10]
te[-T, T] = [~10, 10]
xe[-X, X]=[-10, 10]

_TI
t_z

s Uy (X, 1), Upj(x, t) (x, 0 = {

° ul,j (xa t)a uz,]’ (X, t) (X, t) = {

donde j ={1, 3, 5, 9, 15} y las soluciones son:

U1 (6 uzia (6
Ui (6) Uz (6)
Urg1 (&) uza1 (6 |
U7 (&) U7 ()

U121 (&) uUz121 (6)
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SOLUCION

(a)
U1 (6) =upiq (X, 0
Up11 (6) =uz1q (X, 0)

11 @ =up1; (x,0) K =1)

Uy ({) =Uy1a (6.0 =2 k2 =1
u(x, 1)

uZ,l.l (f) = Ll2,1.1 (x, b (t= 5 k2 = 1)
u(x, 1)
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Solucion (1, 2)
Uy (§) =upp (x, 1)
Uz (§) = Uy (X, 1)

w2 () =u, (x,t) (K2 =1)

U (€)=upa(x, 0 (t=5k*=1)

u(x, )
T

5 1 | SRR U A
< PR

- IONEL - -

75%) &)= U (x, t) (t=5 k? = 1)

u(x, 1)
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U g1 (6) =Urgr (X, 0)
Uzaq (§) = Uzaq (X, 0)

Urgy @ =upqy (x, 0 (K =1)

U1 () =uygy 06 0) (1=5k*=1)

u(x, 1)

A
] ;

Upa1 € =uzq1 (1) (t=5Kk*=1)

u(x, t)
A
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U7 (§) =uy7 (x,0)
U7 (§) =uyy (x,0)

w7 @ =u;x0 K*=1)

U7 @ =up7(x,t) t=5k*=1)
u(x, t)

\

U7 ) =up7(x, 1) t=5k*=1)
u(x, )

A

0.05} -
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U121 (6) = U1 (X, 1)
Uzi21 (§) = uzi21 (X, 1)

U121 @ =up121 (%, 1) (K> =1)

up21 (O =upny (50 (t=5k*=1)

ux, 1

I A

Uz21 (©) =Uzppy (X, 1) (E=5 k*=1)

u(x, t)
A
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m Problema 2.3.16. Método de Expansion (% ). Graficas de Varias Soluciones: (k > 0).
Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(ODE) = (L Cy w? —k*) U(é) =L Covw? U*(&) + L Cy Bw? U3(é) - % kK*U”(&) =0
(PDE) = L Co Vit = Vix = 55 Vixxx = LCV (V) + LC B(VP),,
con los pardmetros indicados:

Cy, Cy constantes arbitrarias
£= Ak x-wh
{a—>3, B—26+442,5 Z—W k-0, k2—>0}

{Ci-1,C -1}

(i) Casol. Gréficas de las soluciones u j (x, t).

(ii) CasoIl. Gréficas de las soluciones u, ; (x, f).

xe[-X, X] =[-10, 10]
te[-T, T] = [~10, 10]
x € [-X, X]=[-10, 10]

_TI
t_z

s Uy (X, 1), Upj(x, t) (x, 0 = {

° ul,j (xa t)a uz,]’ (X, t) (X, t) = {

donde j ={1, 3, 5, 9, 15} y las soluciones son:

U1 (6 uzia (6
Ui (6) Uz (6)
Urg1 (&) uza1 (6 |
U7 (&) U7 ()

U121 (&) uUz121 (6)
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SOLUCION

(a)
U1 (6) =upiq (X, 0
Up11 (6) =uz1q (X, 0)

U111 @ =up11 (x,0) (K> =0)

U1l @ =u111(x, 0 (t=5 k*=0)
u(x, t)

A

0.05+ -

—0.05+

Usy1 E)=upp1(x 1) (t=5 k*=0)
u(x, t)

A

0.05+
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U (§) =uin (x,0)
Uy (£) = Upy (X, 1)

U @ =u,(x, 0 K =0

Uy &)= Uy 7 (X, 1) (t=5 k? = 0)
ux, t)

A

- _003f-
0.02

0.01+

Uz E)=Ups (X, 1) (t=5 k? =0)
u(x, t)

= s
3
’M

SO

QRN

-0.03] -
.7 . | —

001l

-10 =
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U g1 (6) =Urgr (X, 0)
Uzaq (§) = Uzaq (X, 0)

U1 (€) =upgy (x, 1) (K*=0)

Urgr @) =uygy 60 (1=5 k2=0)
u(x, 1)

A

0.05+

X

Upg1 (€)=Ups1 (X, 1) (t=5 k?=0)
ux, 1)

k,,
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U7 (§) =uy7 (x,0)
U7 (§) =uyy (x,0)

w7 =u; 1t (K=0)

U7 &)= Uy 7 (x, ) k=35 k2= 0)
u(x, 1)

\

U7 €)=up7(x, 1) (t=5k?=0)
u(x, 1)
3
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U121 (6) = U1 (X, 1)
Uzi21 (§) = uzi21 (X, 1)

U1121 (€) =up121 (%, ) (K2 =0)

U121 () =up121 (5, 0) (t=5k*=0)
ux, 1)

A

U121 (6) = uz121 (%, 1) (=5 2 =0)
u(x, t)

I nt I
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Capitulo 3

3. El Método de Expansién (G' [ G?)

3.1. Descripcién del Método de Expansién (G’ [/ G?)

En el presente capitulo se procederd a estudiar el método andlitico (G’ / Gz) para encon-

trar soluciones a las EDPs fraccionarias del comportamiento dindmico de ondas de los
solitones en funcién del espacio y tiempo. A través de este método, las ecuaciones no lin-
eales fraccionarias se transforman en ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE) de orden
entero, lo cual simplifica notablemente su anélisis y resolucién [ARSH18], [NURU21].

Ademads, proporciona un enfoque sobre el comportamiento de los solitones muy util,
especialmente en contraste con otros métodos analiticos aplicables.

El método de expansion (G’ / G2) proporciona tres unicos tipos de soluciones posibles:
soluciones hiperbdlicas, soluciones trigonométricass y soluciones reacionales.

Se considera que la EDP fraccionaria no lineal general es:
| P(u, D u, Dy u, D}*u, DY DS u, D2*u)=0, O<a <1 (=0 (3.1.1)
siendo u = u(x, t) una funcién desconocida de las variables independientes x y ¢t y P represen-

tando un polinomio de u y sus derivadas parciales.

Para poder estudiar la solucion exacta de la ecuacion (3.1.1), se debem seguir una serie de
pasos:

Paso 1.

Para la resolucion de la ecuacién (3.1.1), se utilizarad la siguiente transformacion frac-
cionaria lineal:

u(x, 1) =U (§)
ki x* kyt* 3.1.2
E= o2 , paraky, ko, #0 ( :
@ a

Paso 2.

Aplicando la transformacion anterior sobre la ecuacion (3.1.1), se consigue una EDO de la
forma:

| oU, U, U, U", ..)=0 (3.1.3)

donde ’ representa la derivada ordinaria de U respecto a &.
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Paso 3.

La solucién general de la EDO se puede escribir como:

N G\ G’ \-i
U(f) =Qap+ (ai (—) + bi (—) ) (3.1.4)
| ; G2 G2

siendo G = G(€) la solucion de la siguiente ecuacion:

G’ ’ Gl 2
I (_2) :,Ha(—z) (3.1.5)
G G
En la ecuacion (3.1.5), se cumple que ¢ y A son nimeros enteros y y # 1y A # 0. Ademas,
ap,a,ya, (paran=1, 2, 3, .., N)son constantes desconocidas a determinar.

El valor de N se obtiene a partir de la realizacién de un balance homdgeneo entre los
términos no lineales y las derivadas de orden més alto de la EDO transformada, la ecuacion
(3.1.3).

Paso 4.

Se sustituye la ecuacion (3.1.4), mediante el uso de la ecuacion (3.1.5),en la ecuacion
(3.1.3). A continuacién, todos los coeficientes obtenidos se igualan a cero para conseguir un
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales. Este sistema se resuelve con ayuda del
sofware de Mathematica para obtener los valores de las constantes desconocidas ay, a, y a,
paran=1, 2, 3, ..., N.

Paso 5.

La solucién general de la ecuacion (3.1.5) tiene tres posibles tipos de soluciones en fun-
cion de los valores de u y A:

Casol:siud >0

(3.1.6)

’ Ccos (/A &)+ Dsin([uA &)
(%): \/g(Dcos(\/:_/lf)—CSin(\/Z_l)f].

En este caso se obtiene como solucién una funcion trigonométrica en funcion de las
constantes C'y D, cuyos valores son distintos de cero.

Caso2:siud <0

(G’)_ JluAl ( Csinh(2 \fluAdl &)+ Ccosh(2 AfluA| é+D
G? A (Csinh(2 |z Al €)+Ccosh(2 \fluAl é)-D

En este caso se obtiene como soluciéon una funcién hiperbdlica en funciéon de las con-
stantes C'y D, cuyos valores son distintos de cero.

. (3.1.7)

Caso3:siu=0yA+0

G C
(—) = (3.1.8)
I G? A(CE+D)

En este caso se obtiene como solucion una funcion racional en funciéon de las constantes
Cy D, cuyos valores son distintos de cero.
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Los tres tipos de soluciones (trigonométrica, hiperbdlica y racional) se obtienen sustituyen-
do las ecuaciones (3.1.6), (3.1.7) y (3.1.8) en la ecuacién (3.1.4).
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CAPiTULO 3 — METODO DE EXPANSION (G’ / G*)

3.2. Aplicacién del Método de Expansién (G' [ G?)

En el siguiente apartado, se particularizara el método de expansion (G’ / Gz) a la ecuacién

diferencial que describe la propagacion de ondas en lineas eléctricas de paso bajo en funcién
del espacio y tiempo [ARSH18], [NURU21].

En primer lugar, la ecuacion diferencial que describe la propagacion de ondas en lineas
eléctricas de paso bajo es:

52

2 2 4
«LCyD** V(x, t)— D> V(x, ) - 5 Dixx V06 ) - (3.2.1)

LCov DI VA(x, ) +LCoy BDIEV3(x, ) =0

donde a, §y ¢ representan constantes positivas y reales. Por otro lado, V (x, t) representa el
voltaje de las lineas de transmision eléctrica, x la distancia de propagacion y ¢ el tiempo.
Dy D/ denotan las derivadas de Caputo de V(x, t) de orden « respecto a x y ¢, respectiva-
mente, para los valores 0 < a < 1.
Asimismo, cabe destacar que si se considera LCy = 1, la ecuacion (3.2.1) es equivalente a

la ecuacion diferencial parcial de espacio-tiempo en lineas de transmision eléctrica de paso
bajo. Es por ello, que se va a fijar dicho valor.

Usando las siguientes transformaciones:

Vix, ) =U()
x* (3.2.2)
E=k—+c—,
(01 [0

e intengrando dos veces la ecuacion resultante respecto a ¢ e igualando las constantes a
cero, se obtiene la siguiente EDO:

1
I (LCo?-K*)U-LCoyvc® U+ LCoBc? U3—Ec52k4U”:0 (3.2.3)

De acuerdo con el método de expansion (G' / Gz), la solucion general de la EDO tiene la
siguiente forma:

N G i G \-i
e Sl (S n( 2] ) o2s
| ; G2 G2

Sin embargo para resolver la EDO a través del método de expansion (G’ / Gz), es necesario
encontrar el valor de N mediante el principio del balance homogéneo entre los términos no
lineales y las derivadas de orden maés alto. En este caso, se obtiene un valor de N = 1. Es por
ello, que la solucion general de la EDO que describe la transmision de ondas en lineas eléctri-
cas de paso bajo tiene la forma:

Gl Gl -1
I U(f) =Qqp+a; (—)+b1(—) (325)
G? G?

donde ay, a; y b; son constantes arbitrarias a determinar.
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Introduciendo la ecuacién (3.2.5) en la ecuacion (3.2.3), agrupando todos los coeficientes
del mismo orden de (G’ / G?)}, parai =0, + 1, +2, + 3, e igualandolos a cero, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones algebraicas no lineales:

—é54k4a1/1/1—a1 k*5*+3Bc*ada;+3Bctaib;—2vctapa;+a; =0
—é64k4b17t,u—bk262+3,802a(2)b1+3,8c2b%a1—2vc2a0b1+b1 2=0
Btai+6Bctagarby—ctvai-2c*va; by -6*k*ag+ctap=0
—é ka2 +BEad=0 (3.2.6)
—§54k4b1ﬂ2+ﬁc2b3 =0
3B agat-vctai=0
3Bctagbi-vc’bi=0
A partir de los valores obtenidos de este sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, se

obtienen varios conjuntos de valores para las constantes arbitrarias, que nos permiten cono-

cer la solucion de la ecuacion que describe la transmision de ondas en lineas eléctricas de
paso bajo.
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3.3. Propagacion de Ondas en Linea de Transmision Eléctrica
de Paso Bajo no Lineal

Los conjuntos de valores de las constantes arbitrarias al sistema de ecuaciones algebraicas
anterior son: [SHAH19]|, [NURU21]

Conjunto de soluciones 1:

(3.3.1)

. v 6 6v 3 B
= — B — C= —m8 —_—
o\ (2v-9B8)ul 6(2v2-9B) \ 2 LCoud

Para este conjunto de valores de las constantes arbitrarias, se obtendrd una solucion
exacta a la ecuacion que representa el potencial de las lineas de transmision eléctrica de
paso bajo en funcion de los valores de u y A, diferenciando los casos en los que uA es mayor o
menor que cero.

Siud > 0:
B 1v v [1 CCOS(«/,uz\f)+Dsin(«/,u/\§)]
== —+— [—- :
3B B 9 (Dcos(fud &)-Csin(/ul &) (332)
x® t*
b=k —+c—.
a o
En este caso se obtienen soluciones de la forma de funcién trigonométrica.
Siud < 0:
VZ(xa t) =
1v v 1A 4/luAl CSinh(Z NI §)+Ccosh(2 Al §)+D (3.3.3)
3B BN 9u A& |\Csinh(2 |zl €)+Ccosh(2 |uAl €)-D
En este caso se obtienen soluciones de la forma de funcién hiperbolica.
Conjunto de soluciones 2:
1v v 1
ag = — — (11:0 b1:— ——ﬁ
30 B 9 A
(3.3.4)

. v 6 6v 3 B
= — _— C= —m8M8M8M8M8— —_—
6\ (2v*-9B)ud 5(2v*-9p) 2 LCoud

Para este conjunto de valores de las constantes arbitrarias, se obtendrd una solucion
exacta a la ecuacién que representa el potencial de las lineas de transmision eléctrica de
paso bajo en funcidén de los valores de u y A, diferenciando los casos en los que uA es mayor o
menor que cero.
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SiuA>0:
veno LY,y [T (Peoslke)-Csin({kh ¢)
X, = - — <4 — -~
3 38 B 9 Ccos(\/ﬁé")‘i‘DSin(\/ﬁ‘f) (3.3.5)
x ¢
of:k—+c_~

@ 104
En este caso se obtienen soluciones de la forma de funcién trigonométrica.

Siud<o:

Valx, t) =
1v v 1A A (Csinh(2 +/lzAl &)+ Ccosh (2 \ludl &)+D (3.3.6)
38 B\ 9u NI [Csinh(z VLAl €)+Ccosh (2 /lu Al €)-D
En este caso se obtienen soluciones de la forma de funcién hiperbdlica.
Conjunto de soluciones 3:
1v v 1 v 1
“35 T8 "Tns i
36

(3.3.7)

X v 3 6V 3 B
= - c:— — =
6 \2(2v-98)ul 6(2v*-98) \ 8 LCoud

Para este conjunto de valores de las constantes arbitrarias, se obtendrd una solucion
exacta a la ecuacién que representa el potencial de las lineas de transmision eléctrica de
paso bajo en funcion de los valores de u y A, diferenciando los casos en los que uA es mayor o

menor que cero.
La expresion del potencial de las lineas de transmisién eléctrica de paso bajo queda en

funcién de dos constantes arbitrarias, C'y D.
Ccos(/ud &) +D sin(\/,u_/lf)]
+

Sip A >0:
1v v [ 1
§E+EVE;;1nm@ﬂ7g—cmm@ﬁf)
Y lxm“¢;AQ_C$n“@A§q (3.3.8)
36,8\/%

Ccos (/ud &)+ Dsin(/ul &)

01 ta'
b=k —+c—.
(0 (01

En este caso se obtienen soluciones de la forma de funcién trigonométrica.
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Siud<o0:
Vel 1) 1v
X, 0)=———
6 35
v T X +luAl (Csinh(2 \[ludl &)+ Ccosh (2 |luAl €)+D
BN 36pu A \Csinh(24/lzAl &) +Ccosh(2 AfluAl &)-D
1 1 A (3.3.9)
36 B \/_L& NI
36 u
. xa’ ta/
Csinh (2 4/|u Al §)+Ccosh(2 | Al (k;+c ;))—D
Csinh (2 \/luAl &)+ Cosh (2 \fluAl &) -D
Se obtienen soluciones de la forma de funcion hiperbdlica.
Conjunto de soluciones 4:

1v 14 1 2 1 v 1
Qp=—— a1 =— _— = b1=———

3 B\ 18 u 18 B [a

8 (3.3.10)
v 3 343y B
k: — -_— C =

6 (2v*-9p)ur 6(2v2-98) Y LCoua

Para este conjunto de valores de las constantes arbitrarias, se obtendrd una solucion
exacta a la ecuacién que representa el potencial de las lineas de transmision eléctrica de
paso bajo en funcién de los valores de u y A, diferenciando los casos en los que ¢ A es mayor

0 Menor que cero.
Siud>o0:

1v v [1 (Ccos(+Jud &)+Dsin(+/ul ¢)
——t— | — +
3 B V18 Dcos(\/ﬁg)—Csin(\/ﬁf)
(3.3.11)
1 v (Dcos(/ul &)= Csin(y/ul €)

J18 B Ccos (/A &)+ D sin(/ud &)

En este caso se obtienen soluciones de la forma de funcién trigonométrica.
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Siud<o0:

VS(X7 )=
1
— (C'sinh (2 fluAl &)+ Ccosh(2 +/luA| &)+ D)/

v | Al
B\ 18

A

sinh (2 \/u_/lf)+Ccosh( \/|,u—)t|(f)—D))—

(c
NiT é \/g \/Ijt_ll ((C sinh(z m§)+Ccosh(2 \/W-f)—D)/
(Csinh(Z\/I,u_/ll )+Ccosh( mg) ))

v A
B Ju

(3.3.12)
1

En este caso se obtienen soluciones de la forma de funcion hiperbélica.

En los siguientes apartados, se estudiardn las soluciones generales de las ecuaciones
diferenciales auxiliares siguientes:

(a) Ecuacidn diferencial generalizada de Riccati:

| G'(¢) = r +p G(€) + q G*(&). (3.3.13)
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3.4. Problemas

3.4.1. Problemas (Low-Pass Electrical Lines—-LPEL) ODE de Riccati:
G(f)) b( (f)) C(ﬂ)z_

( G%(9) G%(9) G%(9)

[SHAH19], [NURU21]

B Ecuacion Propagacion de Ondas en Linea de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no
Lineal

Sea la PDEs no lineal que rige la propagacion de ondas en linea de transmision eléctrica de
paso bajo no lineal (Low-Pass Electrical Lines—-LPEL) [NURU21].

52 2 3
*(PDE) = LCo Vit = Vix - = Vixxx—LCv(V?), +LCB(V?), =0

que se reduce mediante la transformacion
V=V t)=U¢) é=kx+wt
en la ecuacion diferencial de segundo grado no lineal (ODE) :
(ODE) = (L Co w? —k*) U(é) =L Cov w? UX&) + L Co Bw? U3 (&) - i FkrU"E) =0

(ODE - Ricatti) = (gz_(é))) =a+b( ¢ ) e ¢ )2

G G2©®

Cambio de Variable
G' (&) G (&) ” G'(&) \
16 =(52) 70=(%2) v©=(52)

(ODE — Ricatti) = Z/(¢€) = a + b z(£) + c z(£)?

/@) =bZ(E)+2c2é) 7 (E) = (b+2c 2é) (a+bz@) +cz()?)
€ =ab+2aczé)+b*zé) +3bczE)? +2c (&)
Si la solucién a la ODE es

‘ wO=ao+ar( £9)' + b, (£G)"

u(é) = ag +ay 2(é) + by 7' (€)
al derivar, resulta

wé) =a12@)- bz XOZE) = (a1~ b z7%)2 @)
« (@) =a+bz@) +cz@é)?

u@é) = (a1 — b1 z7%®) (a + b z(é) +czé)?)
W =aja+a; bz +a;cz2(€-bby z71(¢) —ab 22 () -ch

I u@ = a0+ 5, (ak(&)k * bk(w)_k)

G2(©) G2(©)
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m Problema 3.4.1. Método de Expansion ( ) (ODE de Riccati).

Sea la ecuacidn diferencial de segundo grado no lineal (ODE)
(ODE) = (L Cyw?* —k*) U(¢) = L Covw? U*(€) + L Co Bw? U3 (&) - é k*U” (&) =

(a) Sustitayase la solucion para m = 1:

U) = u@ = ap+ 5, (ak(@)k - ﬁk(%)_k)

G2(¢) G2(¢&)
_ G’ (&) G (&)
u(é) = ay +011( 2(5))+ﬁ (Gz(‘f))

y las expresmnes de uz(f), 3(f), u’'(é) y u”(¢) expresadas como polinomios en términos de

G’ G (&) K
2o =0,1,2, ) enl ODE).
( Gz(f)) y (Gz(g)) ( ) en la ecuacidn ( )

(a) Determinense las expresiones de
7@ '@ 2P®
en funcién de z(¢) = (g ©) ) partiendo de la ODE de Riccati:

(ODE — Riccati) = (gz(é))) =a+b| (G}Z((?)) re ;((?))

(ODE - Riccati) = 2'(€) = a + bz(é) +cz(é)?

(b) Determinense las expresiones de u(¢), u’(¢), u”(¢) en términos de z(¢) = (

G’(f))
G2(é)
(b.1) Deduzcase el sistema (ODE) expresado como polinomios en términos de

2@ = (52 ya@* = (52 k=012, )

(ODE) = { ao+ T, [ox 2@ + ficz@™*] =0
(b.2) Determinese el sistema algebraico de ecuaciones correspondientes agrupando los

’ k ’ —k
términos del mismo orden de G € y ¢ € (k=0,1, 2, ---) del lado izquierdo de la
G G2

ecuacion y reduciendo los coeficientes a cero.

(c) Resuélvase el sistema algebraico de ecuaciones en las variables {ag, @1, B1, k, w}.
(d) Exprésense las soluciones obtenidas:

cu@=ag+a(G2)+ (G2 cu@ = a0 a2+ Bz

(e) Comprutebense las soluciones obtenidas uy(¢) en la ecuacién ODE.
(f) Créese una tabla con las soluciones y los siguientes datos:

w®]ao + a1 2@ + pre@) ko] (@ (25 ).
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SOLUCION
(a)
Reglas
e~ (G2 )

(&) > a+bz@)+czé))

{27(©) > 2&) (2ac+b*)+ab+3bcz@)?+2 2 2é))

(2@ >z (8abc+bd)+cz@? (8ac+7b*) +a(2ac+b?)+12bc? z(é)* +6 ¢ 2(&)*)

(b)

Tabla 3.1. Expresiones de u(¢) y sus derivadas a partir de la ecuacion
_ L L G'@&y G'(&) G'(§) \?
Generalizada de Riccati (ODE — Riccati) = |—— | =a+b +c .

G2(¢) G2(¢) G2(¢)
u(é) o+ ay 2(6) + %
G'(&) B1
u(é) o+ a ( o2 )+ 7o
(G(f)z)
u'(é) aal—a—ﬂlz+01bZ(§)—m—/310+0102(§)2
2(&) z2(&)
/ __ap GO\ bp G'(¢) \2
G#)? G©)?

” 242 B1 (2ac+b?

u’(é) ;(g)/;l +a12é) (2ac+b?)+ %

3

baay+pc)+ “é’)fl 130 beg@? +2a; A 7€)
Z(¢

24
(G’ B )3
G&)?

G &) ) B1 (2 a c+b2)
G®)? (G’(§))
G()?

u” (&) +a; (2 ac+ bz) (

3ab By 6@ \2 2( G@ 3
b(aal+ﬁlc)+(6f(f>]2+3“1bc(c<§)2) t2mc (G@)Z)

G(&?

{(b.1) Ecuacion (ODE).}

1
{(ODE = (L Co w* - k) u(@) - L Covw® u(é?® + L Co fw® u(€)’ - 5 6% k* u2(§)) = o}
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BB CoLw?—1a? B 6%k*
{ODE—Z, : +
Z(&)

1
galz(f)(6C0Lw2(3a(2)ﬁ+3a1ﬁﬁ1—2010v+1)—k2(ac52k2+6))+

Bi(6CoLw?(3a3 B+3a1 BP1—-2aov+1)—k*(acs*k*+6))
6 2(¢)

+

1
(&) (aiﬁcosz—galc252k4)+a0(coLw2(6alﬁﬁ1+1)—k2)+

a3 BCoLw* —2ay 1 CoLvw* —af Cy Ly w? -

B CoLw® (v—3aB)
0} Co Lo’ 2(6)° v=3 a0 ) - ; . =0
(&)
{(b.2) Sistema algebraico de ecuaciones.}
’
(z(f))oz(gz—g)": @3 BCoLw?+6a;ayffr CoLw?+ -0
(044) COLw2—2a/1 ,81 COLva)z—a% C()LV(,Uz—CZ()kz
(Z(f))l—(gz((?))li éal (6 Co L w?* —k? (ac62 k2+6))+ -0
3a3ay BCoLw?+3a2 BB CoLw?—2aya; CoLvw?
’
(z(f))2=<gz—g)2: 300 a2 BCoLw? —a? Co Ly’ 0
(2(6)=( S )3; @B BCoLw? -ty E 52K _o
G* (&) 6
@O =GO LB (6CoLw?— K2 (ace? I +6))+ -0
3ay BBICoLw?+3a3 BB CoLw?—2ay B CoLvw?
- G (&) -
(2()) 2=<G2—g) 2. 3ao B2 CoLw? — B2 Co Ly’ =0
G
(&) 3—(Gz(('?)) 3, BB CoLw? -1 a? by K _0
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(©)

(d)

u1(§)

U (&)

us (&)

uy(§)

(e)

1| Qo aq ﬁl k w
6 B
e v —2 0 Vo (2v2-9 ) 346w “acColL
3| 3 s §(2v2-9 )
6 B
ol o | | 2 acerog |26y aeer
38 3B 6 6(2v2—9,6)
3 v v —g v \/—gv\lac(2v2—9ﬁ) \/—5 acCOL
38| 68 68 |- 1 5(2v2-9 )
3 - B
Al v v\/g . V3 (2v2—9/3) 343 acCoL
313428 3\/5,3\/5 6 §(2v2-9 B)
© B1
[”@ @0t (G<§)2)+ (G’(é—‘)])
G(&)?
c V6 | 36 |-—£
vi-g Z(§)+L . ac(2v?-9p) - Vo 2acCOL
38 3B 5 §(2v=-9 )
6 e B
v —% v Vo ac(2v2—9ﬁ) 346V _acCOL
v ° . 2 k > w - 5
3pa&) 3B 6(2v —9,8)
C 5V Ty 3
v ‘,_E Z(€) .\ , v . \/j \lac(2v2—9ﬁ) \/T acCoL
64 6 _2 2&) 3B 0 2v —9,8
3 - B
v\/gz(s‘f) v v Vi (2v2—9,8) 343V acColL
+ +— k- w - 5
V2B 32 \[Gae 3P 6 §(2v2-9 )
u1(€) EDO= 0
uy(¢) EDO= 0
us€) EDO= 0
uy& EDO= 0
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®
Tabla 3.2. Soluciones obtenidas para "ui(¢)" partiendode la ecuaciéon
. —_— o _(GOY G'(é) G'(€)
Generalizada de Riccati (ODE — Riccati) = — | =a +b 5 +c 5 .
G“(&) G“(&) G(&)
ue@)| @ + g 2 + Br A k w
G'(¢)
{Z(f) ” ( G&)? )}
6V |——— B
v,l—g (&) v Vo ac(2v2—9,8) 36 “acColL
ui(é) — t = 3
3B 3B 6 §(2v=-9 B)
6V |[———— B
v /—% v Ve ac(2v2—9,8) 36 “acCyL
Uz (é) —+t— 3
3pzE&) 3B 6 §(2v —9/3)
C 5V [/
Vv [-= 2 \/Z \ac(2v2-98 c L
u3(§) a " v _ LV ( ) \/T ac 0
63 68 _az(f) 36 0 2v —9ﬁ
3y [-———— B
v\/gz(f) v v Vi ac(2v?-9p) 33 acCoL
M4(é‘:) + z + — D)
328 3\513\/;%5) 38 ) §(2v=-9 B)

B Problema 3.4.2. Método de Expansion ((G; ) (Expresiones de las Soluciones).

Sea la expresion que representa la solucion de Ecuacidon Propagacion de Ondas en Linea de
Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):
(ODE) = (L Cyw* —k*) U(€) = L Covw? U*(€) + L Co Bw? U3 (&) - i kK*U” (&) =0
— _ G’ G'@\1
U =ul) = ap+ 01(—G2(§)) + b1 (_Gz(f))
donde los coeficientes ag, ak, B son los coeficientes reales calculados y expresados en la

Tabla 28.16, y donde la relacion ( © ) es:
G2
Na G cos(Jac €)+Cysen(+Jac &)

Ve Cycos(~fac €)-Cpsen(+fac é) (@>0 b=0
(G;(f)) _ ] Alad ( C1 (sinh(zf Vlacl)+cosh(2& +flacl))+Cy @e)<0 b=0
G“ () c Cy sinh(2¢ \flacl)+Cy cosh(2¢ +flac)-Cp
LS B a=0 c#0
cCpé+cCy

que viene determinada por las soluciones generales de la ODE de Riccati:

(ODE — Ricatti) = (g’((?)) =a+b (g;((é;))) 4 C( g;(é)) )2

Determinense las soluciones siguientes u; j(£), tomado § =k x + w t.

(a) Caso I (Soluciones Trigonométricas). (ac)>0 b=0 { uy1(8), -+, upa(é)
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(b) Caso II (Soluciones Hipérbolicas). (ac)<0 b=0. { Uz 1(8), -+, up4(§)
(c) Caso III (Soluciones Racionales). a=0 c=0. { us (&), -+, uza(é)
{ a, b, ¢, C;, C, constantes arbitrarias
E=kx+wt
SOLUCION

Tabla 3.3. Coeficientes de las soluciones u; j(§) partiendo de la Ecuacion

) . L (G'(f) )’ [G'(f)) [G'(f) )2
Generalizada de Riccati (ODE — Riccati)=|—— | =a+b +c .

G*(¢) G*(¢) G*(¢)
I (044) (03] ,81 k w
_ B
RN ¥ 0 R e R
3p| 38 5 5(2v2-9 )
6 _— B
S| 0 v —% Vo ac(2v?-9p) 3\/81)\,—@

§(2v2-9 )

0
v — / B
3 v |Y _5 v \/—Zj ac(2v2—9,8) 3\/§v _acCOL
5 5 )
a

3| 68 | 6 [-C (21295
3V [-— B
4 v v\/g . \/— ac(2v2—9ﬁ) 3\5]} acCylL
38|3V28 328 2 ) §(2v2-9 )
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(a) Casol.

Tabla 3.4. Soluciones u; j(&) del caso I partiendo de la Ecuacion

. . ) . ) ( G'(é) )’ [ G'(é) ) [ G'(é) )2
Generalizada de Riccati (ODE — Riccati)=|—— | =a+b +c .

G*©® G*©® G*©®
u;, j(§) k w
Casol. (ac)>0 b=0.
av |-< (Cysin ac )+Cq cos ac \/gv ——F=—— 346V —L
= |- (Casinlé Vac) Leosle VES) |y ey LA ey
3B e (Cacos(¢ Nac)-Cysin(¢ Nac))  3p 5 §(2v2-9 )
o = 2R Cacale TR G ol ), N Py R A
1,257 73 Va B(Cysin(¢ \ac)+Cq cos(¢ Nac)) 38 5 5(2v2-9 )
© Jav \/% (Cy sin(¢ Nac)+Cy cos(¢ vac))
u = +
1.3 6 B e (Co cos(é vJac)-Cy sin(é ac)) \/—gv m 3 \/—gv A l‘%
Ve v (Cp cos(¢ Vae)-Cysin(¢ Vac)) LY 5 §(2v2-9 )

6 a B —2 (Cysin(¢ ac)+Cy cos(¢ Vac)) 3B
\a v \/g (Cysin(¢ \Jac)+Cq cos(¢ vac))
+
3 2 B e (Cy cos(¢ Vac)-Cq sin(é ac)) BV [-——————  34Bv L

Ne v (Cy cos(é vJac)-Cy sin(é ac)) v
32 \a B \/g(cz sin(¢ yac)+Cy cos(¢ Vac)) 38

U146 =

5 §(2v2-9 )
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(b) Caso II.

Tabla 3.5. Soluciones u; j(&) del caso II partiendo de la Ecuacion

. . ) . ) ( G'(é) )’ [ G'(é) ) [ G'(é) )2
Generalizada de Riccati (ODE — Riccati) = =a+b +c .

G*©® G*©® G*©®
u;, j(§) k w
CasoIl. (ac)<0 b=0.
uz1(8) =
’ L B
L oS Vad (C simb2 Vad)scosn(2£ \adT))+C) Vv Jeemioeg VO aegr
Y _ 2_
3B 3B¢(Cy (sinh(2¢ ~flacl)+cosh(2¢ ~lacl))-C») g 6(2v7-95)
uz2(8) =
’ L B
I H (C1 (sinh(2& +flacl)+cosh(2¢ flacl))-Cp) Al \ ac(2v?-9p) 36w \lz acColL
38 38 \lad (Cy (sinh(2€ yladl)rcosh(2€ NIad))}C2) 5 I

Uz 3(6) =
v ﬁ Jiad (€1 (sinh(2& fad J+cosh(2¢ lad))+C)

6 Bc(Cq (sinh(2¢ +flacl)+cosh(2¢ \flacl))-C3) £ L E, [P
cv(Cq (sinh(2¢ +flacl)+cosh(2¢ flacl))-C3) \/—ZT W \/—ZZ( \/TCOL

_ + 2v2-9 ,3)
68 -3 Vlacl (Cq (sinh(2¢€ +flacl)+cosh(2¢ \flacl))+C3)

3B
Uz 4(§) =
v E Jiad (€1 (sinh(2& fad J+cosh(2¢ lad))+C)
T V2 Be(Cq (sinh(2 € vacl J+cosh(2& +flacl))-Cp) - B |- I 33y [ B
ac(2v?- ac
cv(Cq (sinh(2¢ yflacl)+cosh(2¢ \lacl))-C3) N - (2v'-25) @2 ;OL
3428 \/g Jladl (€1 (sinh(2¢ iad J+cosh(2& iad ))+C)

v

38
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(c) Caso III.
Tabla 3.6. Soluciones u; j(&) del caso III partiendo de la Ecuacion
. — GOy G'(¢) G'(&) Y
Generalizada de Riccati (ODE — Riccati) = — | =a+t b > el — .
G“(©) G“(&) G=(&)
u; j(§) k w
Casolll. a=0 c#0.

um(f)zl_i \l 2V —9ﬁ 3 Ve V aCCOL

38 3B(cCpétcCy) 5(2v2-9 p)
a
u32(§)=l_v g MRl \/ ac(2v2-9p) i V aCCOL
’ 3B 380, 5(2v2-9 p)

C
Civ [—=
U3 5(6) = - LCLEECD S V2 \/ c2op N2 VacCoL
a

Civ ¢ 3
u3,4(§)=_ v(cCq é+cCy) \/: v I 9ﬁ \3v JacCOL

3\/_/501\/7 3NZBCCIEreCy) | 35 52?9 5)

B Problema 3.4.3. Método de Expansion (g ) Graficas Caso I.

Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(ODE) = (L C w? —k*) U(é) =L Covw? UX&) + L Co Bw? U3 (&) - i k*U” (&) =0

52 2 3
(PDE) = LCo Vit —Vix— 3 Vixxx—LCv(V?), +LCB(V?),

con los pardmetros indicados en los diferentes casos:
x, £) = {xe[O,X]:[O, 10]
| te]lo, T] =0, 10]

siendo
{ Ci, G, constantes arbitrarias
E=kx+wt

{v->0.015, § - —-0.0025,6 - 0.1,L—>1,Cy>1,a—>1,b—0, c— 2}
{Ci—>1,Cy > 1}

Casol. (ac)>0. b=0
{ u,1(6) = upa(x, t)

U1 = up(x, 0, t=
ANa -2 (cos(\/_.f) Cy+sin(~ac &) Ca)v L
3 e ﬁ(COSWﬁ £)Cy-sin(Nacg)Cy) | 3P

T
4

U 1(6) =
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6 B
K Ve ac(2v2—9ﬁ) B 346 “acLCy
5 “= (2v2-98)6
(a) a=0.25.
(b) a=0.85.
(c) a=1.
SOLUCION
(a)
{v, B, 9, L, Cp} {0.015, —0.0025, 0.1, 1, 1}
{a, b, c} = {1, 0, 2}
{C1, C3} {Ci-1,C-> 1)
= 0.25
k= 1.71499
w = 1.69809
k() w (D)= 171499 (2 4 1.69809 (222
@ @ 0.25 0.25

e, D ugal* @=0.25

luy1(x, O (@=0.25 t= 2)
lu(x, 1)
150
100
X U k
LS\
2 4 6 8 10
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(b)

{v, B, 9, L, Cy}
{a, b, c} =
{C1, Co}

o =
k =

w =

E=k(S)+w(=

{0.015, —0.0025, 0.1, 1, 1}
(1,0, 2)
{C1-1,Cy> 1}
0.85
1.71499
1.69809

.85

~ 40 085
)= 171499 () + 1.69809 (=)

85

lup1(x, 1> @=0.85
10

lu(x, £)

T
100

80
60
40

lup(x, B? (@=0.85t="2)
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(©

v, 8,90, L, Cp} {0.015, —0.0025, 0.1, 1, 1}

{a, b, c} = {1, 0, 2}
{C1, Co} {C1—-1,C - 1}
= 1
k= 1.71499
W= 1.69809

_ x¥ @ _ xl tl
E=k(=)+w(—)= 1.71499 (=) + 1.69809 (—)
@ @ 1 1

lup (x, D> @=1
10

10

lup 1, O (@=1t=2)

lu(x, 1)

| |

100+

50+
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E Problema 3.4.4. Método de Expansion (G—;) Graficas Caso 1.
Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):
(ODE) = (L Co w? —k*) U(é) —=L Covw? UX&) + L Co Bw? U3 (&) - i k*U” (&) =0
_ &2 2 3
(PDE) = L Co Vi = Vix— = Vixxx—LCv(V?), +LCB(V?),,
con los pardmetros indicados en los diferentes casos:
x € [0, X] =10, 100]
(x, t) =
t [0, T] = [0, 100]

{v - 0.0025, 8 - 0.0025,6 - 0.1, L->1,Co—>1,a—>1,b—>0,c— 2}
{Cl—)l, C2—>1}

Casol. (ac)>0. b=0
U116 = upa(x, t)
T
U116 = upa(x, t), t= 3
X
upp (&)= upax, 1), x= >
(a) a=0.25
(b) a@=0.95
SOLUCION
(a)
v, B, 0, L, Cy} {0.0025, 0.0025, 0.1, 1, 1}
{a, b, c} = {1, 0, 2}
{C1, Ca} {Ci1—>1,C,-> 1}
a= 0.25
k= 0.+ 0.288755 ¢
w= 0.—-0.288836 1

X @ x0'25 t0'25
E=k(E)+w(E)= 0.+0.2887551 (=) + 0. — 0.288836 1 (——)
a a 0.25 0.25

Modelo Fraccionario de las Lineas de Transmision Eléctrica de Paso Bajo: Comportamientos
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lup1(x, ) @=0.25

i lup1(x O (@=0.25 t=50)
[u(x, )|

20 40 60 80 100

2 lup1(x 6 (@ =0.25 x = 50)
u(x, B

A
0.4}
0.3+

0.2+

0.1F
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(b)
{v, B, 9, L, Cp} {0.0025, 0.0025, 0.1, 1, 1}
{a, b, c} = {1, 0, 2}

{C1, Ca} {C1-1,C > 1}
o= 0.95
k = 0.+0.2887551i
w= 0.—-0.288836 i

X g x0-95 0.95

E=k(=)+w(—)= 0.+0.2887551( )+ 0.—0.288836 1 (—)
a a 0.95 0.95

luy1(x, ) @=0.95
100

|u(x, 1)

lup 1 (x, ) (@ =0.95 t = 50)

0.4+

03}

0.2t

0.1}

\

20 40 60 80 100
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luy1(x, > (@=0.95 x = 50)

lu(x, B

A

0.4} (

0.3}

0.2}

0.1}
A A JL 4 PRI S S t
20 40 60 80 100

Problema 3.4.5. Método de Expansion (g—;) Graficas Caso II.
Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmisién Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(ODE) = (L Co w? —k*) U(é) =L Covw? UX&) + L Co Bw? U3(&) - i K*U”(&) =0

52 2 3
(PDE)=LCo Vi —Vix— 3 Vixxx—LCv(V?), +LCB(V3),

con los pardmetros indicados en los diferentes casos:
x € [0, X] =10, 100]
(x, ) =
t € [0, T] = [0, 100]
vo1,8-1,0-1,L->1,Cy—>1,a—»>-1,b—-0, c—> 2}
{C1-1,C -1}

Caso II. (ac)<0. b=0

uz1(8) = uz(x, 1)

(@) = W =

uzy () = uzi(x, 0, x= f

o —% cv((cosh(2& +flacl)+sinh(2& +flacl)) C1-C3)
U1 (6) = 5 B 3B \flacl ((cosh(2& +flacl)+sinh(2& +flac)) C1+C3)
o Vo ac(2v2—9ﬁ) L 3\/61)\/_%

- 5 “= (2v2-9p)5
(a) a=0.25.
(b) a=0.95.
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SOLUCION
()
{v, B,9, L, Co} 1,1,1,1, 1}
{a, b, c} = {-1,0, 2}
{C1, C3} {C1->1,C, > 1)
a = 0.25
k= \/?
7
w= _343
7
_ X @, 3 025 343 {025
f—k(a)+w(a)— \/:(0.25)+ . (0.25)
luz 1 (x, O @ =0.25
100
t .
* 100
lua (x, O (@ =0.25 t=50)
lu(x,
A
2.0f
1.5}
1.0}
0.5
2IO 4IO 6lO 8'0 l(l)O A
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(b)

luz1(x, D (@ =0.25 x = 50)

lu(x, 1)
A
1.2f
1.0f
0.8F
0.6F
0.4}
0.2F j
- - - >t
20 40 60 80 100
{v, B, 0, L, Co} {1,1,1, 1, 1}
{a’ b’ C} = {_19 01 2}
{C1, Ca} {C1-1,C -1}
= 0.95
k= \F
7
- 33
7
_ X @ _ E x0'95 3 3 \/g E
f_k(a)er(a)_ \/:(0.95)Jr 7 (0.95)

luz1(x, I* @ =0.95
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luz (x, DI (@ =0.95 t=50)
lu(x, 1)
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A
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B Problema 3.4.6. Método de Expansion (g—;) Graficas Caso 1.

Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(ODE) = (L Co w? —k*) U(é) —=L Covw? UX&) + L Co Bw? U3 (&) - i kK*U”(&) =0

52 2 3
(PDE)=LCo Vit Vix— 3 Vixxx—LCv(V?) +LCB(V?),

con los pardmetros indicados en los diferentes casos:
x € [0, X] =10, 100]
x, ) =
te[0, T] =10, 100]

{v - 0.0025, 8 - 0.0025,6 >0.1,L>1,Cy—>1,a—>1,b—>0,c— 2}
{Cl—)l, C2—>1}

Casol. (ac)>0. b=0
U1 4(&) = urax, o)

Ui 4(&) = upalx, t), t= g

ura&) = ualx, t), x= f

Va \/E(COS(W‘?) Cr+sin(ac £) Ca)v N Ve (cos(fac &) Cy—sin(~fac &) Cy)v
342 e Blcos(Vac &) Co-sin(Vac €)C1) 38 3.2 \a \/gﬂ(cos(\/ﬁf) C+sin(ac &) C3)

v [ — L B
k—\/—v ac(2v2—9ﬁ) 33 acLCy

uya(é) =

s = (2v2-9 )6
(a) a=0.25.
(b) a =0.50.
(c) a=0.75.
(d) a=1.
SOLUCION
(a)
v, B, 6, L, Co) {0.0025, 0.0025, 0.1, 1, 1}
{a,b, c} = {1, 0, 2}
{Cq, Cy} {C;-1,C, > 1}
o = 0.25
k= 0.204181
w= —0.204238
k() +w (D)= 0204181 () + —0.204238 (222
a a 0.25 0.25
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luza(x, OI* @=0.25

luy 4(x, DI (@ =0.25 t = 50)
lu(x, D2
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(b)
{v, B, 9, L, Cp} {0.0025, 0.0025, 0.1, 1, 1}
{a, b, c} = {1, 0, 2}
{C1, Co} {C1-1,C > 1}
a = 0.5
k= 0.204181
w= —0.204238
X @ x0'5 tO.S
E=k(=)+w(—)= 0.204181 (—) + —0.204238 (—)
[0 a 0.5 0.5

luya(x, DI @=05
100

[ug 4(x, D (@ =0.5 t=50)
jux, >

wn

b W
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luy 4(x, DF (@ =0.5 x = 50)
lu(x, 1)

W

—

R . v el

20 40 60 80 100
(©)
v, B, 0, L, Cyp} {0.0025, 0.0025, 0.1, 1, 1}
{a, b, c} = {1, 0, 2}
{C1, C} {C1-1,C -1}

a= 0.75

k = 0.204181

w= —0.204238
k(= )= 0204181 (20) + ~0.204238 (=2

&= (;)4‘60(;)— . (0‘75)"'—- (m)
luy 4(x, 1> @=0.75
100
t
u
100
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|ty 4(x, D> (@ =0.75 t = 50)

]|

lux, )

JUU)

|ty 4(x, P (@ =0.75 x = 50)
lu(x, 1)

VLU

60 80
(d)
v, 8,0, L, Cy} {0.0025, 0.0025, 0.1, 1, 1}
{a,b, c} = {1, 0, 2}
{Cl, Cz} {Cl - 1, Cz - 1}
a= 1
k= 0.204181
w = —0.204238
x® @ x! i
§:k(;)+w(;): 0.204181 (T)+—0.204238(T)
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Iu1,4(x, f)lz a=1
¢ 100

100
luy 4(x, DF (@ =1 t=50)
lu(x, B>
A
6+
44
= 3 x
20 40 60 80 100
lup4(x, OF (@ =1 x=50)
lu(x, O
"
61
4l
y : ] t
20 40 60 80 100
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B Problema 3.4.7. Método de Expansion (g—;) Graficas Caso 1.

Represéntense las graficas de las soluciones de la Ecuacién Propagacion de Ondas en Linea
de Transmision Eléctrica de Paso Bajo no Lineal (LPEL):

(ODE) = (L Co w? —k*) U(é) —=L Covw? UX&) + L Co Bw? U3 (&) - i kK*U”(&) =0

52

(PDE) = L Co Vit = Viex— 5 Vixxx—L Cv(V?), ,+LCB(V?),,

con los pardmetros indicados en los diferentes casos:
b = { x € [-X, X] = [-200, 200]
: t € [0, T] = [0, 100]
{v--0.015, 8 - —0.0025, 6 - 5.85, L—>1,Cy—>1,a—>1,b -0, c—> 2}
{C; -1, Cy > 1}
Casol. (ac)>0. b=0
U 4(&) = upax, 1)
U146 = ua(x, t), t=50
U146 = ualx, t), x=50
Va \/g (cos(Vac &) Cy+sin(~fac &) Ca)v v Ve (cos(fac &) Cy—sin(~fac €)Cy)v
3 2 e B(cos(~ac &) Cy—sin(~Jac £)Cq) i 3B " 342 AJa \/gﬁ(cos(\/ﬁg) Cy+sin(+ac &) Cy)

° k = \/gv v_aC(sz—Qﬁ)

uya(é) =

B
33 acLCy

5 = (212-98)6
(a) «=0.25.
(b) a =0.50.
(c) a=0.75.
(d) a=0.95.
SOLUCION
(a)
v, B, 6, L, Co} {—0.015, —0.0025, 5.85, 1, 1}
{a, b, c} = {1, 0, 2}
{Cl, C2} {Cl d 1, Cz d 1}
a= 0.25
k= 0. -0.0207295 i
W= 0. —0.0205253 i
X g x0.25 t0'25
E=k(=)+w(=)= 0.-0.02072951 ( ) + 0. —0.0205253 1 (—)
a a 0. 0.25

25
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lupa(x, 1> @=0.25
t 100

lupa4(x, O (@ =0.25 t = 50)

2
lu(x, 1

St
20 —100 100 -
luy 4(x, P (@ =0.25 x = 50)
lu(x, 1)
|
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40 60 80 100
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(b)
{v, B, 0, L, Cp} {—0.015, —0.0025, 5.85, 1, 1}

{a, b, c} = {1, 0, 2}

{C1, Co} {C1-1,C > 1}
a = 0.5
k= 0. —-0.02072951i
w= 0. -0.0205253 i

e @ x0'5 tO.S

E=k(=)+w(—=)= 0.-0.02072951(=—) + 0. — 0.0205253 1 (—)
a a 0.5 0.5

lura(x, OIF @=05
100

|ty 4(x, t)l2 (@=0.5 t=50)
lu(x, 1)l
A

Y
=

—200 -100 100
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luy4(x, OF (@ =0.5 x = 50)
lue(x, 1.‘)[2
/
15
10+
5l
1 1 i i L > t
20 40 60 80 100
()
{v, 8,6, L, Co} {-0.015, —0.0025, 5.85, 1, 1}
{a,b,c} = {1, 0, 2}
{Cl’ CZ} {C1 - 1, C2 - ]_}
= 0.75
k= 0. —0.0207295 i
w = 0. —0.0205253 i
_ xa’ ta/ _ x0.75 t0'75
E=k(Z=)+w(=)= 0.-0.02072951 (*—) + 0. — 0.0205253 I (—)
¢ @ 0. 0.75

75

|ty 4(x, H? «=0.75
¢ 100

u20
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luy 4(x, D (@ =0.75 t = 50)
lu(x, 1)

A

40

A il " " i " i " " Il i - x
-200 —-100 100
luy4(x, D (@ =0.75 x = 50)
lu(x, HI?
A
sl
6l
4l
2L
i 1 Il I i - t
20 40 60 80 100
(d)
v, B, 0, L, Cy} {-0.015, —0.0025, 5.85, 1, 1}
{a,b, c} = {1, 0, 2}
{Cls CZ} {Cl - 11 CZ - 1}
a = 1
k= 0. —0.0207295 i
w= 0. —0.0205253 i
x¥ @ x! ¢l
E=k(=)+w(—)= 0.-0.02072951 (T) + 0. —-0.0205253 1 (T)
04 a

150



CAPiTULO 3 — METODO DE EXPANSION (G’ / G*)

lupa(x, ) =1
100

lug 4(x, DP (@ =1 t=50)
lu(x, )

A
0+

—200 -100 100

|ty 4 (x, HPF (@=1 x =50)
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Capitulo 4

4. Conclusion y Lineas Futuras de Investigacion

4.1. Conclusiones

El estudio del comportamiento dindmico de los solitones en lineas de transmision eléctri-
ca de paso bajo a través de los métodos empleados ha permitido obtener resultados significa-
tivos en el andlisis de los modelos fraccionarios, ajustindose con creces a la solucién exacta
y obteniendo resultados concluyentes en tiempos reducidos.

A continuacién, se expondrdn las conclusiones obtenidas con cada uno de los métodos
estudiados:

4.1.1. Método de Expansion (G'/G) en Funcion de la Ecuacion
Diferencial de 2° Orden

El método de expansion (G’ /G) aplicado a la ecuacion diferencial de 2° orden demuestra
ser una técnica de gran utilidad para obtener soluciones exactas de ecuaciones diferenciales
no lineales. Para ello se han resuelto una serie de problemas, con los cuales se han logrado
alcanzar resultados satisfactorios. La exactitud de las soluciones obtenidas es una ventaja
significativa, pues permite una representacion precisa de fendémenos dindmicos complejos,
como es el caso de la ecuacion que describe el comportamiento dindmico de los solitones.

Asi mismo, las soluciones obtenidas se expresan como combinaciones lineales de térmi-
nos de la forma (G’ / G), lo que facilita su aplicacion.

Al aplicar este método se facilita la transformacién de ecuaciones no lineales complejas
de segundo orden en ecuaciones mds sencillas y manejables, simplificando asi el proceso de
resolucion. Este método facilita el anélisis y obtencion de soluciones exactas.

4.1.2. Método de Expansion (G'/G) en Funcion de la Ecuacion
Generalizada de Riccati

El método de expansion (G’ /G) aplicado a la ecuacién generalizada de Ricatti permite
obtener soluciones esenciales para describir una amplia gama de fendémenos en los campos
de las matematicas y la fisica.

Tras la realizacion de una serie de problemas aplicdndola sobre la ecuacién que describe
el comportamiento dindmico de los solitones, se concluye como este método admite una
gran variedad de soluciones en funcién de una serie de pardmetros (p, q, r), que se clasifi-
can en diferentes familias segun si el valor de si el valor de (p?> -4 qr) es mayor, menor o
igual a 0. Cada una de estas familias proporcionan una perspectiva diferente sobre la e-
cuacion estudiada.
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Ademas, este método se caracteriza por la facilidad que tiene a adaptarse a diferentes
condiciones iniciales y parametros especificos.

4.1.3. Método de Expansion (G'/G) en Funcion de la Ecuacion Eliptica
de Jacobi

El método de expansion (G’ / G) aplicado a la ecuacion eliptica de Jacobi permite alcanzar
una serie de soluciones en términos de funciones elipticas, permitiendo alcanzar una gran
precision en la resolucion de ecuaciones periddicas o de simetria eliptica.

Tras la realizacién de un conjunto de problemas sobre la resolucion de la ecuacion que
describe el comportamiento dindmico de los solitones, se concluye como este método ofrece
una descripcién detalla de la transicién entre diferentes regimenes del comportamiento di-
namico. Esto se debe a que esta técnica permite el ajuste de las soluciones en funcién del

modulo k2.

Ademads, las soluciones obtenidas a través de este método se expresan en términos de

funciones elipticas como sn(¢, k?), cn(é, k?), dn(&, k?) y sus relaciones. Estas funciones son
fundamentales para la descripcion de fendmenos periddicos y quasi-periodicos.

Pese a ser no ser el método mads sencillo, este se trata del método mads eficaz y precioso a
la hora de analizar el comportamiento dindmico y bifurcaciones de los solitones.

Este método no entraba dentro de los objetivos iniciales del proyecto, pero finalmente fue
desarrollado debido a su importancia en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales no linea-
les de forma eficaz y precisa.

4.1.4. Método de expansién (G'/G?) en Funciéon de la Ecuacién
Generalizada de Riccati

Finalmente, el método de expansién (G’/G?) aplicado a la ecuacion generalizada de
Riccati extiende la metodologia del método de expansién (G’/G), proporcionando una
mayor flexibilidad y capacidad de resolucion de ecuaciones diferenciales no lineales comple-
jas. Ademads, permite alcanzar soluciones mas generales, abarcando una variedad mas com-
pleta de aplicaciones.

Este método destaca por su capacidad para manejar una mayor diversidad de ecuaciones
no lineales, siendo asi més eficaz para sistemas con gran complejidad y no lineales.

En lineas generales, mientras que el método (G’ / G) resulta mas eficaz para ecuaciones de

segundo orden no lineales y problemas relativamente simples, el método (G’ /G?) resulta
maés preciso y eficaz en ecuaciones mas complejas que requieren soluciones mas generales.

154



CAPITULO 4 — CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

4.2. Lineas Futuras de Investigacion

Los métodos de expansion (G’ / G) y (G’ / G*) han demostrado ser una herramienta de gran
utilidad y eficaz en la obtencién de soluciones exactas para ecuaciones diferenciales no
lineales.

Pese al andlisis exhaustivo de este método a lo largo del proyecto, existen varias direcciones
futuras en las que se podrian ampliar y profundizar en estos métodos. A continuacion, se
detallan una serie de lineas futuras de investigacién més prometedoras:

4.2.1 Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior

En primer lugar, la extension a ecuaciones diferenciales de orden superior. El objetivo
seria adaptar y aplicar el método (G’ / G) a ecuaciones de tercer y cuarto orden lineales para
su resolucion.

La ODE de tercer grado lineal viene expresada como:
i GCOE) +aG"(E)+bG (&) +cGE) =0. (4.2.1)
Por otro lado, la ODE de cuarto grado lineal se define como:

| CYE)+aG? (@) +bG (&) +cGE)+dGE) =0. (4.2.2)

Particularizando el método de expansion (%) a la PDE no lineal que rige la propagacién

de ondas de transmision eléctrica de paso bajo no lineal:

& 2 PPV
I (ke ko) V+ako? V2 - Bk V2| = 0. (4.2.3)

dé';Z 12 Cﬂfz

Introduciendo en la ecuacién (4.2.3), la ODE de tercer o cuarto grado lineal y despejando

- G\ . . . .
todos los coeficientes de (5) parai=0, 1, 2, ..., se obtiene un sistema de ecuaciones alge-

braiccas con el cual se obtienen el valor de las constantes que definen las ecuaciones (a, b, c,
d, K U).

4.2.2. Método de Expansion (G / G°) a la Ecuacién Eliptica de Jacobi

Otra posible linea de investigacién se trata del desarrollo del método de expansion

(G’ / G?) a la ecuacion eliptica de Jacobi. Obteniendo asi, otro método con el que solucionar
ecuaciones mas complejas.

La ecuacion Eliptica de Jacobi se describe como:

| (G'()* = R+QG*&) + PGH&). (4.2.4)

Por otro lado, la ecuacion diferencial que describe la propagacion de los solitones en las
lineas eléctricas de paso bajo es la siguiente:

2

*L Co Dy VX, =D VX, = — Dy VI, ) = (4.2.5)

LCyv D} V3(x, )+ L Co BD; V3 (x, ) =0
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A cerca de esta ecuacion cabe destacar que LCy =1y a , y 6 representan constantes
positivas y reales.

De acuerdo con la el método de expansion (G’ / G?), la solucion general de la ODE tiene la
siguiente forma:

N G’ i G —i
U¢) = ap+ Z(ai (—2) +b; (—2) ) (4.2.6)
<\ "\g G

Combinando las ecuaciones (4.2.4), (4.2.5) y (4.2.6), se obtiene un sistema de ecuaciones
algebraicas con el cual se consiguen los valores de las constantes que definen las soluciones
exactas de la ODE que define el comportamiento dindmico de los solitones.

4.2.3. Diseno de Nuevos Métodos Analiticos

(a) Otras lineas de investigacion actuales son la aplicacion de los métodos analiticos
estudiados (i) método de Expansion (E) y (ii) el método de Expansion (@) para deducir las
nuevas soluciones exactas para ecuaciones diferenciales fraccionarias no lineales (nonlinear
partial differential equations-NPDEs), tales como la ecuaciéon de tiempo fraccionaria no

lineal de Harry Dym (HD)

DY u(x, ) = u (X, ) Uyex(x, £) O<a<1

34b )
u(x, 0) = (a _ ;/7 x] (4.2.7)

D] = derivada fraccionaria de orden « en el sentido de Caputo
y la ecuacién de onda larga regularizada simétrica (symmetric regularized long wave-SRLW)

D;*u+Dy"u +uD{(Dfu) + DyuDju + D;* (D;"u)=0, 0<a=<1
(4.2.8)
D} = derivada conformable de orden .

(b) Asi mismo, son objeto de estudio y disefio de nuevos algoritmos basados en un tercer
método: (iii) el método de la funcién multi-exp (multi-exp-function method-MEFM) que
calcule las soluciones de ondas multiples (multiple wave solution-MVS) en ecuaciones no
lineales de dimension (2+1), determinando las soluciones de ondas multiples para el Mode-
lo de Gilson-Pickering que contiene soluciones de tipo uno, dos y tres solitones y en la e-
cuacion (2+1)-dimensional Bogoyavlenskii-Kadomtsev-Petviashvili (BKP):

Ugxt+ Uxxxxy T 12Uy Uxy + 8 Uy Uyxy + 4 Uyxx Uy =Y Uyyy. Y =%1

4.2.9
(uxt+uxxxy+8uxuxy+4uxxuy)x:yuyyy ( :

*u(x, y, t) = amplitud de la onda
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4.2.3. Desarrollo de Modelos Predictivos

Otra posible linea de investigacion se trata del desarrollo de modelos predictivos para su
aplicacion en empresas del sector energético.

La demanda de energia varia notablemente en el tiempo debido a la influencia de factores
como los cambios estacionales, eventos climaticos o habitos de consumo. Gracias al desarro-
llo de estos modelos predictivos se podran anticipar estas fluctuaciones de la demanda de
energia, facilitando a las empresas llevar a cabo una mejor planificacion y gestion de los
recursos energéticos disponibles.

Asimismo, estos modelos predictivos facilitardn la prediccién de energia renovable, opti-
mizando su integracién en la red eléctrica y reduciendo la dependencia sobre fuentes no
renovables.

Por otro lado, el control y mantenimiento de las infraestructuras eléctricas es muy cos-
toso, pero sin embargo es necesario para la eficiencia del sistema. Estos modelos desarrolla-
dos podran prever fallos, minimizando los tiempo de inactividad y sus costes asociados.

En lineas generales, el desarrollo de estos modelos les permitird reducir a las empresas
energéticas enormemente sus costes de mantenimiento y controlar las fluctuaciones en la
demanda, para optimizar asi su produccién y transporte.
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Capitulo 5

5. Estudio Economico del Proyecto

5.1. Antecedentes

El sector energético se enfrenta a varios desafios criticos, como la reduccién de pérdidas
de energia durante la transmision y distribucion eléctrica para poder cumplir con las estric-
tas regulaciones medioambientales, y la adopcién de tecnologias avanzas para mejorar la
eficiencia. Otro gran desafio al que se debe enfrentar es la reduccion de emisiones de CO2.

En este capitulo se analizard desde una perspectiva econémica el efecto que este proyecto
puede tener sobre el sector energético, en general, e Iberdrola, en particular, con el estudio
del comportamiento dindmico de los solitones en lineas eléctricas, analizando las eficiencias
y reducciones de costes, asi como la mejora de la percepciéon de los usuarios con la
compafiia.

5.2. Mejoras del Proyecto

5.2.1. Mejoras para el Sector Energético

Analizando este proyecto desde una perspectiva econémica y de mercado, el estudio del
comportamiento dindmico de los solitones en lineas de transmision eléctrica de paso bajo de
paso bajo tiene multiples aplicaciones.

Para empezar, este proyecto genera valor a las empresas del sector energético optimizan-
do el uso de sus recursos para reducir las pérdidas de energia en las lineas eléctricas, lo cual
conlleva una mayor eficiencia operativa y una reduccion de costes operativos.

Por otro lado, la reduccion de pérdidas energéticas contribuye al cuidado del medio ambi-
ente, reduciendo las emisiones de CO2, alineando las empresas con los Objetivos de Desarro-
llo y Sostenibilidad (ODS). Este aspecto aporta un gran valor y reputacion a las empresas de
cara al publico y los clientes, haciéndolas destacar sobre la competencia.

Finalmente, el estudio del comportamiento de los solitones en las lineas eléctricas de paso
bajo permite su conocimiento en profundidad y mejoras en las infraestructuras eléctricas,
haciéndolas mas fuertes y eficientes.
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5.2.2. Mejoras Para Iberdrola

m 5.2.2.1. Beneficios para Iberdrola

En este caso, el centro de estudio va a ser los beneficios y mejoras que aportaria este
proyecto a Iberdrola.

Como se ha mencionado anteriormente, una de las mayores aportaciones de este proyecto
en el mundo laboral es la reducciéon de pérdidas energéticas, lo cual le permite a Iberdrola
mejorar la eficiencia de sus redes de transmision, minimizando las pérdidas eléctricas du-
rante el transporte.

Ademas, esta reduccion de pérdidas energéticas supone un notable ahorro econémico. Al
desperdiciar menos energia, se minimizan los costes operativos, maximizando los margenes
de beneficio.

Iberdrola, al igual que la mayoria de las compafiias, se encuentra dentro de un mercado
laboral energético muy competitivo. Es por ello que, para destacar, es muy importante
adoptar nuevas tecnologias y emplear métodos avanzados de andlisis para poder posicionar
a Iberdrola como la empresa lider en innovacion dentro del sector energético.

Finalmente, la mejora de la eficiencia energética y reduccidon de las emisiones de CO2
supone de gran ayuda a Iberdrola para cumplir con las regulaciones medioambientales y los
ODS impuestos por el Gobierno.

B 5.2.2.2. Beneficios para Iberdrola

Iberdrola se ha estado centrando durante los tltimos afios en invertir en diferentes proyec-
tos de mejora de la eficiencia energética. Uno de estos proyectos se ha basado en el des-
pliegue de redes inteligentes (Smart grids), las cuales integran de forma dindmica las ac-
ciones de los usuarios conectados a ellas, con el fin de suministrar electricidad de manera
eficiente, sostenible, econdmica y segura. Este proyecto tiene tres retos principales para
conseguir construir ciudades inteligentes y colaboradoras con el medio ambiente:

- Integrar un mayor volumen de energia renovable proveniente de fuentes limpias: viento,
sol y agua.

- Electrificar otros usos, como la climatizacion y transporte energético, puesto que actual-
mente, las pérdidas en el transporte causan més del 25% de las emisiones de CO2.

- Responder a las demandas de un consumidor més conectado que, empoderado por la
tecnologia, quiere tomar decisiones que le permitan optimizar y/o adaptar su consumo a sus
hébitos de vida y tener la posibilidad de convertirse en productor de la energia que consume
en su casa, a través de férmulas como el autoconsumo.

Es concretamente en el segundo reto en el que entra en juego este proyecto, para mini-
mizar las pérdidas del transporte energético. Gracias a él, obtendremos un estudio y
conocimiento exhaustivo del comportamiento de solitones para poder crear modelos que
predigan su comportamiento y bifurcaciones, las cuales generan las pérdidas de energia.
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B 5.2.2.3. Caso de Aplicacion del Proyecto

Estos modelos predictivos de comportamiento de los solitones pueden ser esenciales en la
gestion de la red eléctrica inteligente, ayudando a equilibrar la cargar y optimizar la distribu-
cion eléctrica, especialmente en situaciones de alta demanda o fluctuaciones significativas.
Tras la aplicacion de estos modelos se podria reducir el riesgo de apagones, asegurando un
suministro de energia fiable a los consumidores, ya que se podria identificar con antelacién
los picos de demanda.

En el primer trimestre de 2024, Iberdrola experimentd problemas debido a un aumento
inesperado en la demanda de energia durante un periodo de condiciones climaticas adver-
sas. Este evento gener6d una sobrecarga en algunas de sus instalaciones de generacién y
distribucion. El estudio y modelado del comportamiento y bifurcaciones de los solitones
podria haber tenido un gran impacto positivo en este incidente. En condiciones estables, los
solitones son ondas solitarias con propagacion constante. Es por ello, que sus bifurcaciones
pueden ser utiles para entender y predecir fendmenos no lineales en sistemas eléctricos. Si
Iberdrola se hubiese apoyado en modelos predictivos sobre el comportamiento de los soli-
tones, podria haber previsto este pico de demanda, para gestionar la estabilidad de la red de
manera eficaz y ajustar la carga de manera preventiva, evitando sobrecargas y apagones y
proporcionando alertas tempranas y recomendaciones de accion.

Por otro lado, otra situacion donde podria haber tenido gran utilidad un modelo predicti-
vo sobre el comportamiento dindmico de los solitones mas reciente ha sido las caidas del
precio de la electricidad a cero debido a la alta produccion de energia renovable combinada
con una demanda notablemente mas baja de lo esperado, ocurrida en repetidas ocasiones
durante la semana del 17 al 23 de junio de 2024. En este caso, este modelo predictivo habria
previsto los fendémenos no lineales ocurridos en la demanda eléctrica, permitiendo a Iberdro-
la ajustar su oferta de energia y evitar que los precios caigan a cero. Asimismo, con estos
modelos se podria optimizar el almacenamiento energético y la integracién de fuentes de
energia renovable, mejorando la estabilidad y eficiencia de red. Con estas herramientas
predictivas, Iberdrola podria anticipar los cambios en la produccion y en la demanda, ajustan-
do sus estrategias de gestion.

H 5.2.2.4. Impacto econd6mico sobre Iberdrola

A continuacion, se va a realizar una estimacion aproximada basada en la suposicion de
que estos modelos reducen las pérdidas energéticas en un 1-2%, lo cual es conservador
dado el potencial de optimizacion mencionado, ya que se podrian evitar picos y caidas
exponenciales en el precio de la electricidad. Para comenzar, la produccion anual de Iberdro-
la se encuentra alrededor de los 100 TWh anuales, con una tasa de pérdidas del 7%. Esto
conlleva unas pérdidas energéticas de 7 TWh aproximadamente. Ademads, tal y como se ha
supuesto, en la mejora de la eficiencia energética seria de un 1-2%, lo cual reduciria las
pérdidas en 0.7-1.4 TWh anuales.

El valor econémico del ahorro energético dependerd del precio de la electricidad. No
obstante, aplicando el precio medio del afio 2023 en Espafia, siendo este 147.192 €/ MWh, se
obtiene un ahorro econémico de entre 103,034 y 206,067 millones de euros anuales. Se
puede observar que, aun siendo conservadores con la reduccién de pérdidas energéticas
gracias a la aplicacion de modelos predictivos, los beneficios econdmicos son importantes.
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B 5.2.2.5. Propuesta del plan de negocio

Actualmente, el impacto medioambiental es uno de los KPIs (Key Performance Indicators)
mas importantes para la mayoria de los usuarios, junto con el tradicional “mejor precio”. El
cliente de mayor valor econ6mico para una compafiia energética no es aquel que se mueve
por el mejor precio. El cliente més rentable es aquel que busca en esta compafia valores cua-
litativos, como es el caso de la reducciéon de emisiones de CO2 y la contribucién con el
medio ambiente. El cliente mds sensible a las cuestiones medioambientales obtendra un
valor percibido superior al valor real generado por el ahorro econémico, fruto de la apli-
cacion de los modelos predictivos.

Asi, aunque el valor real pueda ser cuantificado entre 100 y 200 millones de euros anuales
aproximadamente, el valor percibido por los usuarios serd notablemente mayor.

El plan de negocio a proponer serd el siguiente:

- Se propondra un incremento de un 1% en los precios del KWh a los usuarios, a cambio de
asegurarles una estabilidad energética, con caidas y picos controlados, y con un aporte al
medio ambiente, reduciendo las emisiones de CO2.

- Por otro lado, Iberdrola saldra beneficiado desde varias perspectivas. Por un lado, desde
una perspectiva mds cualitativa, Iberdrola destacard dentro del sector energético por ser
lider en la innovacidn, ademéas de estar comprometida con el medio ambiente, una de las
grandes preocupaciones de la poblacion actualmente. Por otro lado, desde una perspectiva
mas econdmica y cuantitativa, Iberdrola aumentard sus ingresos, debido al aumento de
precio de las tarifas, y reducird sus pérdidas econémicas, fruto de las pérdidas energéticas, lo
que aumentard su margen de beneficio.

B 5.2.2.6. Percepcion del Publico

Como se ha mencionado anteriormente, la adopciéon de tecnologias mads eficientes y
ecologicas tendrd un impacto medioambiental y maximizacion de beneficios de las empre-
sas, pero también supondrd un impacto significativo en la percepcién de la marca por el
publico.

En primer lugar, las empresas que invierten en tecnologias avanzadas y eficientes se
posicionan como lideres en innovacion dentro del sector energético. Esto puede crear cierto
atractivo a la empresa de cara al publico y sus posibles futuros clientes. Ademas, mejorara la
percepcion publica de la empresa.

Asimismo, supondrd la reduccion del impacto negativo. Cada vez la poblacion le da mas
importancia al cuidado del medioambiente y, muchas veces, a la hora de en qué empresa
invertir o contratar, uno de los factores predeterminantes a tener en cuenta, ademads de la
calidad y el precio, es si la empresa es ecoldgica y colabora con el medioambiente. Gracias a
las tecnologias ecoldgicas se conseguirdn reducir las emisiones de CO2 y la huella de car-
bono, mejorando la reputacion de la empresa a largo plazo.

Por otro lado, obtener certificaciones reconocidas a nivel internacional, como ISO 14001
(gestion ambiental) o LEED (construccion sostenible), y destacarlas en el material de marke-
ting puede reforzar la credibilidad y compromiso ambiental de la empresa.

Ademads, la implementacion de tecnologias ecoldgicas, le permitird a la empresa realizar
campafias de “Marketing Verde”, con la finalidad de dar una mejor imagen de cara al publi-
co. Un ejemplo de una campafia de Marketing Verde exitosa es la de Patagonia, conocida
como “Don’t Buy This Jacket”. Esta campafia alentaba a los consumidores a considerar el
impacto ambiental de sus compras.
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m 5.2.2.7. Estrategia de Venta del Proyecto

Como objetivo final, tras analizar el impacto econémico que puede llegar a tener este
proyecto sobre Iberdrola, se pretende vender este proyecto. Para ello, se realizard un Eleva-
tor Pitch, el cual se enfocard en los beneficios desde dos perspectivas diferentes, la del
cliente y la de la empresa.

ELEVATOR PITCH

(Quieres ganar 100 millones adicionales y fidelizar a tus mejores clientes?

A través de la inteligencia artificial, se puede conseguir mejorar la eficiencia en el trans-
porte energético, previendo las posibles fluctuaciones en la produccién y demanda y mini-
mizando las pérdidas en la red eléctrica, reduciendo asi la huella de carbono. Siendo este el
factor mdas determinante a la hora de fidelizar a los clientes mas rentables, los que no buscan
el mejor precio, sino la mejor calidad.

Con el apoyo de esta resolucion de ecuaciones que describen el comportamiento dindmi-
co de los solitones, se podran crear modelos predictivos que permitan reducir las pérdidas
energéticas. Suponiendo que esta reduccién es de en torno a un 2%, el ahorro econémico
sobrepasaria los 200 millones de euros anuales.

(PONEMOS TODA NUESTRA ENERGIA EN SER LA EMPRESA MAS VERDE CON EL
MEDIOAMBIENTE?

5.3. Conclusion

El estudio del comportamiento dindmico de los solitones en lineas eléctricas de paso bajo
ofrece una enorme oportunidad para transformar el sector energético y mejorar la eficiencia
operativa de empresas, como es el caso de Iberdrola. A través de la implementacion de
tecnologias, se pueden alcanzar reducciones notables en las pérdidas de energia, lo cual no
solamente genera un ahorro econémico sino también una menor huella de carbono.

En este caso en concreto, Iberdrola se beneficiard en gran medida de este proyecto, posi-
ciondndose asi como empresa lider en innovacion tecnolégica y compromiso con el medio
ambiente. La adopcién de modelos predictivos basados en el comportamiento de los soli-
tones le permitird gestionar de una forma mads eficiente la transmision y distribucién la
energia, anticipando picos de demanda.

El impacto econémico de la reduccién de pérdidas energéticas, estimado en hasta 200
millones de euros anuales, demuestran como pequefias mejoras en la eficiencia energética,
en este caso de un 2%, pueden generar beneficios significativos. Ademds, la percepcion
positiva hacia la empresa del publica fortalecerd su reputacion, aumentando la fidelidad de
sus clientes més rentables.

En lineas generales, la integracion de esta tecnologia no solo representa una mejora opera-
tiva y econdmico, sino también un avance estratégico para Iberdrola en su misiéon de ser la
empresa lider del sector energético, transmitiendo una imagen de compromiso con la sosteni-
bilidad e innovacion.
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Lista de Acronimos

Se indican en la siguiente tabla todas las abreviaturas, acrénimos e iniciales utilizadas en
este Proyecto.

Acronimo Descripcion

BKP Bogoyavlenskii — Kadomtsev — Petviashvili.

EDP Partial Differentia Equations — Ecuaciones en derivadas parciales.

HD Harry Dym.

LPEL Low Pass Electrical Lines — Lineas de transmision eléctrica de paso bajo.
MEFM Multi —exp Function Method — Método de la Funcién Multi — exp.

MVS Multiple Wave Solution — Soluciones de Ondas Multiples.

ODE Ordinary differential equation — Ecuacién diferencial ordinaria.

PDE Partial differential equation — Ecuacion diferencial parcial.
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