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Resumen

Este trabajo consiste en una revision sistematica de los métodos de integracion analiticos
de la ecuaciéon de Black Scholes dando una breve introducciéon sobre la historia de la
ecuacion, su formulacion original, algunas de las mas importantes variaciones que ha ido
sufriendo a lo largo de los anos, y su aplicacién en el mundo de las finanzas. Para ello
se resolverd la ecuacién mediante el método de transformada de Fourier y mediante el
método de descomposiciéon en polinomios de Adomian. Finalmente, sacaremos las respec-
tivas conclusiones respecto a las soluciones obtenidas y al impacto que sigue teniendo esta
ecuacion en el mundo financiero a dia de hoy.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introducciéon al trabajo

El presente trabajo busca resolver de forma analitica la ecuacién diferencial de Black-
Scholes (BS) ampliamente utilizada para calcular el valor de opciones financieras. Antes
de entrar a comentar sobre la ecuacion debemos hablar sobre los antecedentes historicos
que permitieron dar lugar a esta ecuacion en 1973. Para ello, primero de todo debemos
remotarnos a 1900, cuando Louis Bachelier publicé su tesis “Teorfa de la especulacion” [1]
. Aqui fue donde se defini6 por primera vez lo que era un proceso estocastico, algo que
como sabemos hoy en dia es un proceso que evoluciona de forma aleatoria a medida que va
avanzando el tiempo, como vemos en [2]. Como dice Lawler (1995) “mds precisamente, un
proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias X; indexadas por el tiempo”
(p.1) [2]. Es decir, son aquellos procesos que se describen mediante modelos matematicos
y que incorporan un componente de incertidumbre inherente, lo que resulta en un com-
portamiento que no puede preverse en su totalidad.

Bachelier propuso que los valores de los activos financieros de
los mercados se regian por un proceso estocastico, esta pro-
posicion realizada por el matematico francés utilizara de la
definiciéon del movimiento browniano realizada por el bidlo-
go Robert Brown en 1827. Bachelier argumenta que las leves
fluctuaciones en los precios de las acciones a lo largo de bre-
ves periodos de tiempo son independientes del valor preciso
de la accion en un instante determinado de tiempo ty; y que
ademads, estas fluctuaciones son independientes del pasado |
comportamiento del activo. Con estas dos hipétesis, Bache- 3 ; : ; -
lier deduce que los precios de las acciones son independientes '

y que tienen una distribucion log normal 1.1. Es decir, Ba- Figura 1.1: Distribucién Log
chelier introdujo los estudios de Brown sobre la vibraciéon de pormal

granos de polen en el agua para asi modelizar el comporta-

miento de los activos financieros. Brown observo que los movimientos de las particulas
de polen en el agua realizaban movimientos erraticos concluyendo que esto se debia a
un proceso fisico. Pero fue Albert Einstein quien en 1905 con su articulo “Sobre el mo-
vimiento de particulas suspendidas en liquidos estacionarios bajo el prisma de la teoria
cinética” quién explico que los movimientos erraticos que Brown habia observado podian
ser el resultado del choque entre las particulas de polen y las moléculas del agua [3].




El problema de partir del movimiento browniano es que no es diferenciable en niguna
parte (es decir, que no tiene derivada definida en ningin punto de su dominio), y es ahf
donde entra en juego el andlisis estocastico. El movimiento browniano no es diferenciable
porque su trayectoria, al estar impulsada por colisiones aleatorias de moléculas, es muy
irregular y llena de fluctuciones como se puede ver en la 1.2b. El movimiento browniano
lo podriamos definir cémo:

Definiciéon 1.1. Un proceso estocéstico X (t) es un movimiento browniano estandar o
proceso de Wiener si cumple que:

1. X(0)=0

2. El proceso tiene incrementos independientes t¢,,, es decir, que para cualquier incre-
mento ty < t; < s9...5, < t, los incrementos X (¢,) — X (¢,—1) son independientes

3. Para todo ¢t > 0 los incrementos X (t,,) — X (¢,_1) tienen una distribucién normal.

Por lo que el movimiento browniano estandar es un proceso con distribucién normal, de
media 0y 02 =1 [2].

Veamos entonces por qué el movimiento browniano no es diferenciable. Si definimos
el browniano como una funcién respecto del tiempo t tal que B(t) tendriamos que su
derivada seria:

dB . B(t+h)— B(t)

a R h
Para calcular el limite limj,_,q w, donde A representa una variaciéon en t, vamos a
calcular la varianza de la funcién w. A dicha funcién la vamos a renombrar como
X:

B(t+h) — B(t 1 1
vix| = v | BEEN =BOT_Lopg gy - gy = L
h h h

Como ademas el browniano es un proceso de media 0 y distribuciéon normal [2,1]. X tiene

también dichas propiedades y la podemos expresar como su desviacion estandar por una
variable z con distribucion normal estandar:

1
X = —=z,
Vh
1

quedando el limite como limy,_,q 7 En el limite, donde h — 0, sabemos que con proba-

biliad 1, X es mayor que cualquier nimero arbitrario k, y nos queda entonces que:

P[|X| > k] = P[|z| > Vhk] = 1.

Si evaluamos el limite cuando h — 0, nos queda que:

lim P[|X| > k] = P[|z| > Vhi] = P[|z] > 0],
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que es igual a decir cudl es la probabilidad de que una variable con distribucion normal
estandar, tome valores mayores de 0, lo cudl obviamente es 1, y P[|z|] > 0] = 1. Por
tanto, con probabilidad 1, el limj,_ X, siendo X = ﬁz, toma valores de oo y por tanto
el limite (tanto superior como inferior) no existe, y por ende la funcién no es diferenciable.

Y asi, lo que hace Bachelier es llevar al limite un random walk, como podemos ver en la
secciébn New Determination of the probability Law de [1], donde considera la probabilidad
de distintos precios en funcion del tiempo, y deriva dicha probabilidad considerando el
proceso de precios como el limite de un random walk. Un random walk no es més que el
estudio de las propiedades estadisticas de las sumas de niimeros arbitrarios de variables
aleatorias. Por ejemplo, en el articulo de David Fraser (1973) podemos ver el estudio de
convergencia de un random walk al movimiento browniano, definiendo al primero como
“una secuencia de variables aleatorias independientes expresada en forma de suma”(p.1)
[5]. Para entender mejor cémo se puede construir un random walk, podemos considerar el
juego de la ruina del jugador que propone [6]. De ese modo podemos observar como las
trayectorias discretas de 1.2a pueden llegar a las trayectorias continuas de 1.2b. El juego
consiste en que el jugador tiene la misma porbabilidad de ganar P = %, que de perder.
Ademas, este empieza con una fortuna inicial de Sy, si gana recibe un euro, y si pierde
entrega dicho euro. Podemos definir entonces que la fortuna final del jugador al cabo de
n tiradas sera:

n

Sn:SO+ZXz

i=1

donde X; son las variables independientes aleatorias, que pueden tomar un valor de +1
con probabilidad p, o de —1 con probabilidad 1 — p. Si reducimos el tiempo entre apuestas
llevamos al limite las trayectorias que se iran haciendo cada vez més cortas dando lugar
a movimiento browniano 1.2b.

S0 @/\

Random
Wa llK

tiempo

(a) Grafica de random walk (b) Grafica de movimiento browniano

La idea principal en la formulacion de precios de Bachelier era que la transaccion debia
ser un juego de suma cero. Un juego de suma cero implica que las ganancias y pérdidas
netas de los particpantes sumadas es cero, es decir, que los recursos o puntos en juego son
fijos y se redistribuyen entre los distintos jugadores que participan.

Bachelier fue uno de lor primeros matematicos que consiguié realizar el paso de esquemas
discretos a continuos. Su idea de que el verdadero precio del activo era aquel que no pro-
porcionaba ningun retorno al inversor, combinada con la propiedad de falta de memoria,
daba lugar a que el precio verdadero fuera una martingala.



Definicién 1.2. Una martingala es una secuencia de variables aleatorias en la que la
esperanza condicionada futura del valor actual de la variable, dado el conocimiento del
pasado, es igual al valor de la variable en el tiempo presente. En otras palabras, una
martingala es un proceso estocastico que, en promedio, no cambia en el tiempo, dada la
informacion disponible hasta el momento actual. Si consideramos un proceso estocastico
X(t),t > 0 diremos que es una martingala si para todo conjunto de momentos:

T <o <t3... <ty <Tlpt1

E[X (thi1)| X (t1)... X (t,]) = X (tn),

donde cada t es un momento en el tiempo que conforman una secuencia creciente, y donde
E es la esperanza, o valor esperado condicionado por la informaciéon actual y pasada de
la que disponemos.

Esto es clave, ya que a pesar de que Bachelier no hiciera uso del término (el término no se
definirfa en el campo matemético hasta varios anos después) si que senté las bases para
la definicién de la propiedad de martingala.

Para llegar a su idea de que la transaccién debia de ser un juego de suma cero, Bachelier
combiné la propiedad de la pérdida de memoria o propiedad de Markov, las martingalas y
la ecuacion de calor. Algunos de estos términos no se definirian hasta anos mas tardes en
las matemadticas, pero fue Bachelier quién intuy6 que todos estos elementos combinados
podian llevar a la modelizacién de los mercados financieros y a la correcta valoracién de
activos financieros. Al tener un gran conocimiento del mercado, lo que Bachelier definio
era que, en todo trade hay dos partes, uno que compra y uno que vende, y como no
existe ningun prejuicio en favor de uno o de otro, el precio al cual se vende el activo
hoy debe ser igual al valor esperado del activo en una fecha concreta en el futuro al
que se vende, exactamente la propiedad de martingala. Desplies de que Bachelier hubiera
obtenido que las variaciones en los precios de los activos eran aleatorias e independientes,
uso la propiedad de falta de memoria para llegar a lo que ahora se conoce como la ecuacion
de Chapman-Kolomgoérov [1], que describe como evoluciona la probabilidad de transicién
entre estados en un proceso de Markov en intervalos sucesivos.

Definicién 1.3. Una cadena de Markov es un tipo de proceso estocéastico que exhibe
la propiedad de falta de memoria, lo que significa que la probabilidad de moverse de un
estado a otro depende tnicamente del estado actual y no del camino seguido para llegar a
ese estado. Formalmente, una cadena de Markov es una secuencia de variables aleatorias
Xo, T1, T2... Donde, cada x, representa el estado del sistema en un momento dado n y
que ademas cumple la propiedad de Markov. La propiedad de Markov puede expresarse
matematicamente de la siguiente forma:

P(Xyi1 =jlro=d,20 =11, ...,xy = 1) = P(xpy1 = jlo, = 1)

Esto significa que la probabilidad de transicién al estado j en el siguiente paso, dado el
historial completo de estados anteriores, es igual a la probabilidad de pasar al estado j
en el siguiente paso, dado solo el estado actual. Es decir, que el futuro es independiente
del pasado, dado el presente.
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La propiedad de falta de memoria seria entonces:

n+m) Z P n)P m)

] PZ(?JFW). es la probabilidad de transicion de estar en el estado 7 en el tiempo 0 al

estado 7 en el tiempo n + m.

. Pf k) es la probabilidad de transicién de estar en el estado 4 en el tiempo 0 al estado
k en el tiempo n.

] k(rjn) . es la probabilidad de transicion de estar en el estado k en el tiempo n al estado

j en el tiempo n + m.

Al desarrollar esta ecuacion, Bachelier intuyé que existia una relaciéon con la ecuacién de
calor, pero no desarroll6 estd relacion de forma matematica y rigurosa, esta relacion no
llegaria hasta muchos anos después con la llegada del matematico nipén Kiyoshi Ito. De
la ecuacion de calor hablaremos mas adelante pues es uno de los ejes para la resolucion
analitica de BS. La propiedad de falta de memoria que utiliz6 Bachelier es conocida ahora
como la propiedad de Markov, y fue formalizada por el matematico ruso Andréi Markov
en 1906 cuando estudiaba sistemas con variables aleatorias conectadas en cadena. Estos
procesos se llaman a dia de hoy cadenas de Markov en su honor, y son las que hemos
definido en 1.3.

Pero el paso definitivo para poder llegar a la ecuacién de Black-Scholes (EBS) no se di6
hasta la decada de los cuarenta con el mateméatico Kiyoshi Ito. La puerta de entrada para
poder comprender el lema de Ito es saber lo que es la diferencial de una funcién.

Definicién 1.4. La diferencial de una funcién proporciona una aproximacion lineal al
cambio en el valor de la funcién debido a un cambio en su variable independiente. Por
ejemplo, si f es una funcién de x, la diferencial de f(df), representa el cambio en la funcién
f, a raiz de un cambio infintesimal dx en la variable z. Geométricamente, la diferencial
de una funcién f(x) en el punto xg, se puede interpretar como la pendiente de de la recta
tangente a la grafica de la funcién en ese punto. En el caso de que sea una funcién con
dos variables, x e y por ejemplo, la diferencial pasa a ser un plano tangente a la grafica
de la funcién en un punto dado (z,y). En ese plano tangente las derivadas parciales de
la funcion, representan las pendientes del plano en los ejes x e y, y los diferenciales dx y
dy son los vectores directores del plano [7]. Matematicamente su definicién seria: Sea f:
R? — R una funcién diferenciable entonces se tiene que:

f 0f

—d
x+6y

df = dy.

Esto es relevante ya que el lema de Ito extiende la nocion del diferencial de una funcion
al calculo estocastico, cuando las funciones dependen de un proceso aleatorio en concreto
(conocidos como procesos de It6). Para definir estos procesos, [t6 pensé en el comporta-
miento de una particula que seguia un proceso de Markov y asi formulé las ecuaciones
diferenciales estocdsticas que regian los caminos de los procesos de Markov [9]. “Observé



que una particula markoviana realizaria un proceso diferencial homogéneo en el tiempo
para el futuro infinitesimal en cada instante, y llegué a la nocién de una ecuacion diferen-
cial estocdstica que rige las trayectorias de Markov” (Ito, 1987) [9].

Definicién 1.5. Un proceso de Ito se define como un proceso aleatorio con una cierta
deriva (parte determinista) y una parte aleatoria, que es el término de difusion donde
aplicamos el movimiento browniano estandar. Por lo que la ecuacién diferencial estocéstica
que It6 formuld quedaria de la siguiente forma:

Siendo S; un proceso de It6, que es un proceso estocastico Sy, t > 0], que se expresa en
forma de integrales definidas

t t
Stzso—l—/o a(SS,s)ds+/0 o(S

La ecuacion diferencial estocéstica (EDE) resultante seria (S desaparece en la EDE por
ser una variable aleatoria independiente del movimiento browniano para toda t > 0):

dS(t) = CE(St, t)dt + U(St, t)th

donde la funciéon « se conoce como el coeficiente de deriva (que descrie la tendencia
promedio del proceso) y o es la funcién de difusién que contiene el dW; que representa el
diferencial del movimiento browniano estdandar (también llamado proceso de Wiener [/]
1.1, que aporta al proceso una aleatoriedad intrinsica.

Definicién 1.6. El lema de Ito nos sirve para calcular la diferencial de una funcién
f(S;,t) que depende de un proceso de 1t6 1.5 y de la variable tiempo. La diferencial de
dicha funcién seria pues:

1d*f

fdt+ det ——=(dS,)?

d —
(S t) = dt ds, 2dS2

por lo tanto, el lema de Itd es la diferencial de una funcién de dos variables, con la
dificultad anadida de que una de esas variables es un proceso estocéastico. Lo primero que
debemos sacar es el cuadrado de la diferencial de It6 dS(t), que resulta:

(dS(t)? = ®dt* + o*dW} + 2aodtdW,

dt? — 0, asi como el producto entre el diferencial de ¢ y el del browniano. Por lo que nos
queda que:

(dS(t))* = o*dW}? = o?dt.

Asf pues el lema de It6! nos da la diferencial de una funcién que depende del proceso de
It6 previamente definido, que queda de esta manera:

f st Cf 2

St
* s, 2 d52

df (S, t) =

ntroducido por vez primera en [3] en 1944
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Con todos estos elementos definidos, podemos ver cémo calcularon Black y Scholes su
famosa ecuacién en 1973 [10]. La idea principal era que, en funcién de unas condiciones
ideales que enumeraremos mas adelante, el precio de la opcion dependia solo del precio
del activo subyacente, del tiempo y de una serie de variables que se toman constantes.
La idea es construir una cartera de cobertura Il que incluya solo un derivado V' y una
posicién corta en el activo subyacente S;. Tenemos entonces un derivado tal que V (.S, 1)
y una cartera tal que I =V — AS| siendo S el valor del activo subyacente. De este modo
tenemos que dIl = dV — AdS y que:

d d 1 2
avi = Drap M gg, o 1L

- 2dt.
at " ds, 25z’

Ademas, sabemos que A = % por lo que la diferencial de I es la siguiente:

v, dvy 1d*V; Vi

dll = —dt + —dS; + = 2dt — —dS
R T W= R P TR
v, 1d*V, ,
dll = —dt + = dt. 1.1
a2z (1.1)
Ahora tenemos esa expresion para la diferencial de la cartera IT. En [10], The Pricing of

Options and Corporate Liabilities, Black y Scholes senalan que fue Robert Merton quien
les indico que si el precio del activo subyacente sigue un random walk continuo y si la
varianza del retorno del subyacente es constante (es decir, que el riesgo del activo es
siempre el mismo), entonces la covarianza entre el retorno del subyacente y de la opcién
es 0. La varianza indica cémo de dispersos son los retornos del activo en comparacion con
su promedio, y por tanto, sirve para designar el riesgo de un activo. La covarianza por su
parte, mide como dos variables se mueven conjuntamente. Si cuando una aumenta la otra
disminuye, la covarianza sera negativa, y si no hay relacion lineal entre ellas la covarianza
es 0 (como en este caso). Ademds, si la covarianza entre el retorno del subyacente y el
retorno del mercado r es constante, el retorno de nuestra cartera de cobertura II debera
ser igual al retorno del mercado en la tasa libre de riesgo r. Es decir, hay una ausencia
de arbitraje, y con esa condicién podemos sacar la igualdad de que dIl = rIldt, y con
esa expresion introduciéndola en la ecuacién (1.1) ya podemos despejar la ecuacién de
Black-Scholes.

d 1d?
Drgpq 100

A%
— 2 — -
o > 457 odt = r(V Sy)dt (1.2)

as

AV 1, L,V dV
- - — 1.
dt+2USdSQ+TSdS rV =0 (1.3)

la ecuacion 1.3 se obtiene de 1.2 integrandola en .



1.2. Descripcion de los términos de la Ecuaciéon de
Black Scholes

La ecuacion de Black-Scholes fue propuesta por primera vez en 1973 por los ma-
tematicos Fisher Black y Myron Scholes en el articulo [10]. Antes de entrar en la situacién
previa a la llegada de BS y su impacto, vamos a explicar unos términos financieros:

1. Derivado: es un instrumento financiero cuyo valor de cotizaciéon en el mercado se
basa en el precio de otro activo (subyacente).

2. Opcidn: es un contrato que otorga al comprador el derecho, pero no la obligacién,
de comprar o vender un activo subyacente (como acciones, bonos, divisas, etc.) a un
precio predeterminado, llamado precio de ejercicio (o strike price) en o antes de una
fecha especifica (llamada fecha de vencimiento). En general, el comprador paga una
prima al vendedor por este derecho de ejercicio de la opcién. Las opciones se utilizan
comunmente como herramientas de cobertura, especulacion o para gestionar riesgos
en los mercados financieros. Hay dos tipos principales de opciones, las opciones de
compra (call options), que otorgan el derecho a comprar el activo subyacente al
strike price, y las opciones de venta (put options), que otorgan el derecho a vender
el activo subyacente de nuevo al strike price. Con esta estructura una opcion esta
in the money segun lo que describiremos ahora.

3. Strike price: se establece en el momento de compra de la opcion, y determina el
precio al cual se puede ejercer la opcidon a vencimiento.

4. Tipos de opciones: en funcion de cuando se puede ejercer el derecho de compra o de
venta, tenemos dos tipos de opciones:

= Opcién americana: con este tipo de opcion, el titular tiene el derecho de ejercer
la opcién en cualquier momento entre la fecha de compra y la fecha de venci-
miento. Es decir, puede ejercerla en cualquier momento antes o en la fecha de
vencimiento.

= Opcién europea: en cambio, con una opciéon europea, el titular solo puede
ejercer su derecho en la fecha de vencimiento, no antes. Es decir, el ejercicio
solo puede ocurrir en una fecha especifica, que es la fecha de vencimiento.

5. Vencimiento: fecha limite hasta la decision del ejercicio de la opcion.

6. In the money: describe la situacion en que la opciéon tiene un valor intrinseco positivo
para el titular, y su ejercicio resultaria en un beneficio para él.

= Para una opcion de compra europea, esto ocurrird cuando el strike price sea
menor que el precio del activo subyacente en el momento de vencimiento. Por-
que en ese momento el comprador puede ejercer su derecho de compra sobre el
activo, a un precio menor que el precio actual de mercado.

= En una opcién de venta europea esto ocurrira en el caso contrario, el poseedor
de la opcién ejercitara su derecho de venta cuando el strike price sea mayor
que el precio del activo subyacente en el momento de vencimiento. Ya que en
ese momento, el comprador puede vender el activo a un precio mayor que el
precio de mercado.
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7. Payoff: es el valor que obtiene el titular de la opcion si decide ejercerla. Su formula
varia si es para un call o para un put:

» Call:
Payoff = max(Precio del subyacente — Strike price,0)

n Put:
Payoff = max(Strike price — Precio del subyacente, 0)

La formula del Payoff se escribe asi porque representa el valor que nos va a granjear
nuestra opcién en el momento 7' de vencimiento, que en el caso del call va ser el
maximo entre el precio del subyacente S menos el strike price E, vy 0. Esto se debe a
que, como titular de la opcién, en caso de que S — E < 0, no tendria sentido ejercer
la opcion de compra, y por tanto a vencimiento el call tendré un valor de 0 para el
titular.

Antes de la llegada de la EBS nadie sabia muy bien como valorar correctamente estos
contratos de derivados, lo maximo que se aplicaba para conocer su precio era, cuanto mas
tiempo quede para el vencimiento del contrato, mas probabilidad de que el subyacente
acabe in the money, y por tanto mas debe valer la opcién. Luego, cuanto mas volatil sea
el subyacente, més deberia valer la opcion, pues mas probabilidad hay de que el activo
acabe in the money. Es decir, el precio de las opciones se podia intuir pero no se le
podia dar un valor exacto. Black y Scholes propusieron en su articulo original una serie
de condiciones para poder calcular el precio de la opcién. La mas notoria y limitativa de
ellas era la condicion de que la accion subyacente no pagaba dividendos, cuando en verdad
sabemos que la mayoria de ellas si lo hacen. Es aqui donde juega un papel verdaderamente
importante el economista Robert C. Merton, que a partir del modelo original de BS,
desarroll6 una ecuacioén que permitia evaluar opciones cuando el activo subyacente pagaba
dividendos. La EBS original publicada en 1973 es la siguiente

daw dW 1 4 ,d*W
ﬁ_rw_mjdx —va dx?

= 1 = precio de la accién
» v2 = dispersién de la rentabilidad

» W(x,t) = valor de la opcién en funcién del precio del subyacente y del tiempo

r = tasa de interés libre de riesgo

A raiz de esta ecuacién y considerando los flujos de dividendos pagados por la acciéon
subyacente, fue como Merton llegd a la ecuaciéon de Black-Scholes-Merton sobre la cual
vamos a trabajar. Esta es una ecuacion diferencial en derivadas parciales, cuasilineal en

V', ya que su término % esta multiplicado por el valor del activo subyacente al cuadrado
52

av. 1 , ,d*V av

T‘i‘i(f S TS’Q_FTSﬁ_TV_O

= V' = variable dependiente de S y t; valor de la opcién
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= % = derivada parcial de V' respecto de ¢
v _ . )
" S = derivada parcial de V' respecto de S

= S = variable independiente; precio del activo subyacente
» { = variable independiente; tiempo
= r = tasa libre de riesgo

= 0 = dessviacion estandar del precio del activo subyacente

La férmula de Black-Scholes no solo se aplic a las opciones estandar (call y put), sino
que también proporcion6 la base para el desarrollo de una amplia gama de productos
derivados mas complejos, como opciones exoticas, warrants y productos estructurados.
Esto permitio a las instituciones financieras ofrecer soluciones de inversion y cobertura
mas sofisticadas, ayudando a mejorar la gestion del riesgo en los mercados. Ademas, sento
las bases para futuros desarrollos en la modelizacion de derivados. Tal fue su impacto que
Myron Scholes y Robert Merton recibieron el Premio Nobel de Economia en 1997. Fischer
Black, quien habia fallecido en 1995, también fue reconocido péstumamente.

En este trabajo nos vamos a centrar en resolver la EBS para el caso de opciones europeas
(méds en concreto para calls) ya que son las que nos permiten alcanzar una solucién
analitica de la EBS. En el caso de las opciones americanas no existe una solucion analitica
aceptada, debido a la complejidad introducida por la posibilidad de ejercicio temprano.
Una cosa que si podemos mencionar desde un punto de vista econémico es que una opcion
americana siempre va ser mas cara que su analoga europea, pues en finanzas el valor de
un instrumento (un derivado en este caso) que permite mds flexibilidad en el tiempo de
ejercicio es mayor que el de otro que solo permite ser ejercitado en un momento concreto.



Capitulo 2

Resolucion analitica de la ecuacion
diferencial de Black Scholes

En este capitulo veremos como resolver la EBS de manera analitica, primero mediante
el método de las transformadas de Fourier, y después mediante la descomposicion en
polinomios de Adomian. En ambos casos partiremos de la EBS anteriormente mencionada:

AV 1, LBV dV B

y en ambos casos resolveremos la ecuacion para el caso particular de un call europeo, que
como mencionabamos en la introduccion, es una opciéon de compra que se puede ejercitar
unicamente en el momento de vencimiento.

2.1. Transformacion de la ecuacién de Black Scholes
a una ecuacion diferencial parabolica

Ya que la EBS no tiene una resolucion analitica en general, para poder llegar a la ecua-
ciéon de una opciéon concreta debemos imponer unas condiciones iniciales y de frontera
a la ecuacion. En nuestro caso impondremos estas condiciones para adaptarnos al caso
particular de un call europeo. Al tratarse de un call, el inico cambio que vamos a hacer a
la ecuacién es cambiar V(S,t) por C(S,t). Esto se debe a que la EBS sirve para calcular
tanto opciones de venta como opciones de compra y lo tinico que varia son las condiciones
que imponemos. Quedandonos una ecuacion:

ac 1, ,d*C dC
e = _ =0. 2.2
dt+2anS2+TSdS rC =0 (2.2)

Como en cualquier ecuacion diferencial la condicion inicial viene determinada por la va-
riable tiempo, la cual es

» Cuando t = T entonces C(S,T) = max(S — E,0). Siendo E el strike price. Real-
mente aqui estamos viendo la férmula del payoff que introduciamos en el anterior
capitulo. El valor que nos va a granjear nuestro call en el momento 7" de vencimiento
va ser el maximo entre, el precio del subyacente S menos el strike price E, y cero.
Esto se debe a que, como titular de la opcién, en caso de que S — E < 0, no tendria

11
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sentido ejercer la opcion de compra, y por tanto a vencimiento el call no tendra
ningun valor para el titular.

La condicién frontera viene determinada por la variable que no es el tiempo, en este caso
S. Nosotros vamos a imponer la condiciéon de frontera S = 0 y cuando a S — infinito.

= Si 5 =0;C(0,t)=0.

» SIS — o0; limg_o C(S,t) ~ S, Ya que si el precio de la accién tiende a infinito,
el precio del call debe tender hacia el precio de la accion.

Ahora pasaremos a buscar la solucién general al problema propuesto de la EBS definida.
Primero, necesitamos transformar la ecuacion a otra con la que podamos trabajar, y para
ello introducimos una serie de cambios de variable. Los cambios de variable que vamos a
definir son los siguientes:

2
S = Ee”; t=T -, C = Ev(z,T) (2.3)

o2’
= T es el tiempo a vencimiento.
» [ es el strike price.

r consider nuevas vari x vy 7 en funcion de v, n itam Trivi
Al haber considerado las nuevas variables en funcién de v, necesitamos las derivadas
: dv d*v dv? : :
parciales 97, 95y 9. Por lo que empezando por 7 que sustituye a ¢ calculamos la derivada
parcial de v respecto de 7

Ur

_dv_dC_ 1 (dCds dCdr) 1.
T dr drE E\dSdr " dtdr) E'T
Como Cg' estd multiplacado por 0 (pues S no depende de 7 y por lo tanto la derivada

S; es 0) solo tenemos que sacar C; y t,. Segin los cambios de variable antes definidos
tenemos

—(t —T)o?
e””:E—mU:lnS—lnE; 7':7( 5 )o

y la derivada parcial ¢, seria entonces
27 202 —0(21) —202 -2
bh=T—-—=0-— =1 =3

y v, quedaria como:
1 —2 —2C;
b -2 o

Debemos sacar ahora la siguiente derivada parcial v,, la nueva variable x sustituye a la
variable S.

1Para la notacién de las derivadas parciales vamos a hacer uso tanto de la notacién % como de la

notacién con subindice Cg



2.1. Transformacion de la ecuacion de Black Scholes a una ecuacién diferencial
parabolica 13

_dC_1dcds dCd 1
 dxE  E‘dS dx dt dv’ E

Uy

(CsS, + C0).

En este caso debemos sacar la derivada parcial S,. Sabemos que S = Ee*, por lo que
su derivada respecto de x seria S, = Fe®. Esta derivada la introducimos en la ecuacion
de arriba para sacar v,. Hay que tener en cuenta que segin los cambios de variable
introducidos en (2.3).

1 CsS
Vg = EC’S(eIE) = (Cge” = % (2.5)

Finalmente, debemos sacar v,,.

d?v 1 dCs dS 1 d?CdS d*C dt
mfig@dx+@99—g(sﬁwmx+dpm»+ﬂ%>

Sabemos que ¢, es 0, por lo tanto eliminamos un término del parentésis, y como hemos

visto antes S = .5, = Fe”. Por lo que si introducimos estas igualdades en la ecuacion de
arriba nos queda:

1 S
Vpy = E(SQCSS + SCs) = E(SCSS + CS) (2'6)

Ahora que tenemos nuestras ecuaciones (2.4) (2.5) y (2.6), podemos despejar y sacar las
derivadas parciales para nuestra funciéon C. Que nos quedan:

_ —Eod*y, _ FEu, Evge Cs  Bug,  Evy  E(Vgr —02)

S? S S? S? S2
Introduciendo estas derivadaas parciales en la ecuacion (2.2), sacamos la siguiente ecua-
cion:

—Eo%v,
2

E xx — Uz
@521})> +rEv, —rEv=0.

L 5
+ —0°S

2 <
Para simplificar la ecuaciéon podemos multiplicarla por E_—; Quedandonos la siguiente
expresion:
—2rv,  2rv

Ur + Vg — Ugy — 2 +72 :O,
g o

dr der | dn

dv v dv (27“ ) 2rv

o2

Si definimos una constante k como, k = %, y lo introducimos en la ecuaciéon anterior, nos
queda una ecuacion que solo va a depender de la constante k, y que ademas va a igualar
una derivada parcial con una segunda derivada parcial, por lo que podremos transformarla
a una ecuacion de calor para resolver el problema.
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dv  d*v dv
o0 - 1) — k. 9.
i de T gk (2.7)

Pero con los cambios de variable introducidos, no solo hemos realizado cambios en la ecua-
cién (2.2), sino que también hemos alterado la condicién frontera e inicial. La condicién
inicial que tenfamos originalmente era C'(S,T) = max(S — E,0), pero al introducir el
cambio de variable S = Fe”, la condicion inicial nos queda de la siguiente forma:

C(S,T) = max(Ee" — E,0)
C(S,T) = E max(e® —1,0)
C(S,T)=FE v(x,7) = E maz(e® —1,0)
v(z,0) = max(e® —1,0).

De esta forma, hemos consguido transformar la (2.2) en (2.7), que es una ecuacién para-
bolica en derivadas parciales de segundo orden. En la siguiente seccién nos ocuparemos
de resolver (2.7) mediante el método de la Transformada de Fourier.

A. Resolucion de la ecuacion de Black Scholes mediante el método
de la Transformada de Fourier

Como menciondbamos antes, la idea ahora es transformar la ecuacion (2.7) en una ecuacion
de calor para poder resolverla mediante el método de transformadas de Fourier. La forma
més simple de la ecuacién de calor (EC) es la siguiente % = 2273, como vemos es bastante
similar a la (2.7). La diferencia entre ambas ecuaciones estriba en el término convectivo
g—;(k: — 1). El término de conveccién generalmente representa la energia o cantidad de
movimiento que transporta un fluido en movimiento, en la teoria de opciones financieras
se puede interpretar como el efecto del cambio del precio del subyacente en el precio de
la opcion [11]. Pero para poder realizar la transformacion a la EC necesitamos realizar
otro cambio de variable definido como v = e***#7y(z, 7) siendo a y 3 constantes. Ahora

tenemos que derivar parcialmente v respecto a 7 y x, con el cambio de variable definido.

dl — /Beaer,BTu + eaaz+ﬁ7'd7u
dr dr
dl — CY€ax+BTU + eoax—kﬁrdj
dx dx
dv* . du du du d*u
_ +06T ax+06T _ ax+06T ax+06T az+06T ax—+06T _
— = e u-+t+e — = a(ae u+e —)+ e —+te — =
dx? dx ( da:) dx dx?

2
a2€o¢x+ﬁ‘ru + 2a6ax+ﬁ7d7u + eoz:c«#ﬁ‘rdiu

dz dz?’

Una vez se han realizado las derivadas parciales debemos introducirlas en (2.7) para
después poder igualar la ecuacion resultante a la EC.

2
6eax+ﬂ‘ru + eaer,B‘r@ _ QQGax+67u + 2Q6a1+ﬁ‘rd7u + ea:p+67d7u

dr dz dz?
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d
(k—1) (aeo‘”mu - ea”BTdu> — ke Py,
T

ax+06T

Para simplificar la ecuacién se puede factorizar e , ya que aparece en todos los

términos de la ecuacién:

Bu+ur =u(a® +alk—1) — k) +uy (20 + (k= 1)) + Uy (2.8)

Ahora vemos que tenemos en un lado de la igualdad los términos fu y u,, y en el otro
lado términos que estan multiplicados por u, u, v u.,. Entonces, para que esta ecuacion
coincida con la de calor u, = u,, debemos tener que:

{ﬁu =(@*+alk—1)—k)u
(2a+ (k—1))u, = 0.

Si resolvemos el sistema de ecuaciones podemos sacar los valores de o y 3.

k—1
a=-"— B~

(k+1)?
4

tenemos entonces que
=1 (k+1)2

v(x,T) =€ 2 = Tu(x,T) (2.9)

y para la ecuacion 2.9 tenemos

(k—1) , (k+1)2
u(z,7) =e z *t 1

v(x,T).
Si recordamos la condicion inicial para 7 =0

(k—1) (k—1) (k—1)
u(z,0) =e 2 “v(x,0) =€ 2 “max(e” —1,0) = max(e’e 2z *—e 2z *0)

u(z,0) = ug(x) = max(e(k;n =N

Esta 1ltima ecuacién se puede resolver mediante la transformada de Fourier (TF). Para
poder realizar la solucion de la ecuacién de calor del modelo de BS, primero debemos
considerar una serie de propiedades. En primer lugar tenemos la condicion inicial en el
tiempo que hemos definido antes, que es u(z,0) = ug(z) = max(e(HTl)z - e(%l)’”, 0). Des-

pués, debemos definir lo que es una TF.

Una transformada de Fourier es una herramienta que nos permite descomponer una fun-
cién como combinaciéon de funciones periddicas (una base de senos y cosenos), permi-
tiéndonos analizar el comportamiento de la funcién en diferentes frecuencias. Esto nos
va a servir para convertir la EC en una ecuacién algebraica méds manejable en el espacio
de las frecuencias. La funcién de la TF se define de la siguiente manera: sea f € L(R),
donde L(R) es el espacio de funciones que podemos integrar sobre todo el conjunto de R
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y cuyo resultado nos da un nimero finito, se llama transformada de Fourier a la funciéon
fR—C

fwy= [ emfgy aeR

sabemos que f estd bien definida porque para z € R |e™ f(y)| = | f(y)] lo que significa
que el moédulo no varia, es decir, es integrable. Si definimos asi la TF, la inversa se puede
definir de la siguiente forma:

1
o

FUf@) = 5 [ e f(a)da.

Debemos establecer también las propiedades de la TF

Proposicién 2.1. Sean f,g € L(R)

= (f+ag)=[+ag

n |f(2)] < 2 f(y)dy  para todo z € R

= lim, o f(z) = 0.
Lo siguiente es definir la derivada de la TF.

Proposicion 2.2. Si definimos una funcién g(x) tal que g(x) = ixf(x) siendo f integra-
ble, entonces tenemos que:

fi(x) = gx) = /2% e™iy f (y)dy.
Por 1ltimo, debemos definir es la transformada de la derivada

Proposicion 2.3. Siendo f € L(R) tal que f' € L(R) tenemos que la transformada de
la derivada de f respecto de x es:

(@) = iyf(x)

en caso de que fuera una sequnda derivada la TF seria:

f'(x) = =y’ f(2).

Para resolver ahora nuestra EC original aplicamos las propiedades de la proposicion
2.3 y aplicamos la TF a ambos lados de la ecuacion, cambiando x por s:

» 12 Término: Z—Z. En este caso, al realizar la transformada con respecto a x y al
tener la derivada parcial con respecto a 7, este término se resuelve como la derivada
parcial de 7 con respecto a la TF de u(x, )

di
dr’
d%u

= 292 Término: o
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asi nos queda que:

W e, =0
— + s“u(x,7) = 0.
dt

Ahora nos queda una ecuacién lineal de primer orden que podemos resolver mediante el
método de variables separadas

di
/Tu:/—SQdTHlnﬂ:—S%'—Fk
U

- 2 ~ 2 ) .
M= T =" TeF = Ke™® (siendo K una constante)

con la condicién inicial u(z,0) = uy(z) nos queda que

(x,0) = K = tp(x) = uo(s)

—s2 —s27

w(x,7) = ap(x)e” " = up(s)e

Finalmente, podemos calcular nuestra solucion u(x, 7) como la TF inversa de la ecuacién

que acabamos de sacar, que es 4(x,7) o también u(s, 7). Lo que nos deja:

u(z, ) = F_1|u0(s)e_827|

para resolver esto podemos usar la definicién de la convolucion, que se define de la si-
guiente forma.

Definicién 2.4. Sean dos funciones f y g donde ambas dependen de x su convoluciéon se
expresa de la siguiente forma:

[e.9]

(9)@) = [ Fw)ale — y)dy

—0o0

y si aplicamos la TF a la convolucion de ambas funciones nos permite separar las funciones
como producto en dos TF diferentes:

F(f+g) = F(f(x)F(g(x)) = f(s)g(s).

Aplicando esto a nuestro problema, consideramos la f(s) como nuestra ug(s) evaluando
z en yy la g(s) como nuestra u(s, ) evaluando x en x — y

u(z,7) = /O:O Fuo(s)|F~u(s, 7).

La TF inversa de nuestra ug(s) es igual a ug(y). Por lo que nos queda la ecuacién de la
siguiente forma:

o 1 oo 2
U(ZL‘,T):/ uo(y) / e e ds.

—00 2T —00

Nos centramos en la integral que depende de diferencial de s. Podemos reescribir la mul-
. . ., . e o2
tiplicacion de ambas potencias como la suma de ambos exponentes e***~°"7 el exponente
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isx — 527 lo podemos reescribir completando el cuadrado como —(+/7s — W) - = Que
al introducirlo de nuevo en nuestra integral queda como:

1 / N R =
o

sacamos el término que no depende de s de la integral

iei‘f /OO VT3 s
2w —00

y ahora realizamos un cambio de variable que lo vamos a definir como z = QZ\”E y
dz = dsy/Ts. Permitiéndonos reescribir nuestra integral como:
2
1 ear [
2 /T
. . . .2 .
Dejando como resultado una integral gaussiana [ e~ * dz, que como sabemos tiene como
resultado /7. Hallando as{ la TF inversa F~'|u(s, )|, que estabamos buscando

)
e “dz.

1 a2
F~ u(s,7)| = e,

2\/TT

y que podemos introducir en nuestra ecuacién de u(z, 7):

_z2

2\/ﬁe A ug(y)dy.

Ahora bien, cuando hemos definido la convolucién, estabamos evaluando la = en x — y
para la TF inversa de u(s, ), y por tanto debemos realizar esta sustitucién en nuestra
integral. Sacando ademaés los términos que no dependen de y, nos queda nuestra solucion
de la siguiente manera:

—<z )2

T ug(y)dy. (2.10)

u(z, T)
( 2\/7'77
Después de todo este proceso de TF, ahora debemos resolver la integral de 2.10 y después
deshacer los cambios de variable 2.3, para obtener la solucién del problema de BS 2.2.
Para resolver esta ecuacién Vamos a realizar un cambio de variable que vamos a definir
de la siguiente manera p = y dy = dpv/ 2t

2

uo(pV/2r 4+ x)e™> (V27)dp.

u(z, ) =

2\/7'7r
(k+1) (k 1)

Al haber definido ug de la forma maz(e 2 *—e 2z * 0), nos van a quedar dos integrales

—X

separadas, con el limite inferior cambiado debido al cambio de variable realizado, p = f’/?
y dy = dp\/2r1 :

[e.e]

e T VT = (\/Z)dp— ! / e(kf;l)(p@”)e%ﬁ(@)dp.

2\/7’7‘(‘ z_ 2/ TT -
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Vamos a centrarnos en la primera integral de todas, a la que podemos llamar I; ya que

una vez tengamos su solucion, la soluciéon de la otra I es igual cambiando £+ 1 por k—1.
2

Si nos centramos en el exponente —5- + (kgl) (pV27 + ) podemos factorizar el —% que

nos deja:

—;[zf —(k+ Dpv2r — (k + 1)2]

separando el término que no es funcién de y, y sumando y restando términos para esta-
blecer un cuadrado perfecto se obtiene:

(’le)x_; [( 2_[k+1]p@+<W)2_ (Wﬂ

esto lo podemos reescribir como:

e - e (R

y simplificado a:

(k+ 1)z 1 (p_ [k;+w§>2+ (k + 1)27
2 4 ’

Asi nuestro primer término de la integral es:

o0 +1]v2r ) ?
I = 1 e%(kﬂ)x/ ei(k+1)276—%(1)—“‘“§ : ) dp —
V2 - =
2
_ 6%(k+1)xei(k+1)%/°° 6—%<P—7[k+12]m) dp.
V2 - =

Donde si introducimos otro cambio de variable definido como z = p — W y dz = dp,
la integral nos queda como:

1 o 1 2. [ 10 1 il 2
I = \/%62(/%1) o1 (k+1) /_\/%_;[kﬂ]\/ge 32 4z = e3 (DTG N (1)
donde
d1=L+1[k+1]\/Z
V2r 2
y
N(dy) = \/12—7T /_d:o e 27 dp
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es la funcién de distribucion acumulativa para la distribuciéon normal.

Como ya mencionabamos la solucién de la segunda integral I, es idéntica a la de Iy,
cambiando el (k 4+ 1) por (k — 1). Por lo que, volviendo a nuestra ecuaciéon (2.9), que
recordemos era:

k=1 (kD)2

v=e 2 T Tu(x, ),

y considerando nuestros cambios de variable (2.3) que hemos realizado al principio del
todo. Asi, nos queda finalmente, el resultado para una opciéon de compra europa o call
europeo:

C(S,t) = SN(dy) — Ee " T=YN(d,)

(2.11)

i In (%) + (r + 203)(T - 1) "
oVl —1t

In (%) + (r—10*)(T —t)

oVvT —t

Aplicacién a caso real para un call del Banco Santander

Vamos a introducir valores a nuestras variables para calcular el valor de la opcion C(S, 1),
en funcién de la solucion analitica que hemos conseguido gracias al método de la trans-
formada de Fourier. Para este problema vamos a considerar los parametros de una opcion
de compra del Banco Santander que tiene como activo subyacente la propia acciéon del
Banco. Los parametros los tenemos a fecha 19/03/2024, y han sido proporcionados por
el banco. Lo que vamos a realizar es una tabla comparativa del precio real, con distintos
vencimientos y strike prices, con el precio que nos da nuestra ecuacion (2.11) si le metemos
los mismos valores. Los unicos valores que van a permenecer constantes son o = 0,025
que representa la volatilidad, r = 0,03 que es la tasa libre de riesgo?, y el precio del activo
subyacente (en este caso la acciéon del banco), que a 19 de marzo es de S = 4,19

Strike Tiempo a | Precio Solucién | Error
Price(€) | Vencimiento | Call(€) TF(€)

2.7 3 dias 1.38 1.49 0.07
2.60 1 mes 1.50 1.59 0.056
1.70 3 meses 2.5 2.5 0.00
1.90 6 meses 2.2 2.3 0.043
1.60 1 ano 2.4 2.63 0.095

Cuadro 2.1: Tabla de valores de opcién Banco Santander. Comparativa TF

2Para esta tasa se usa como benchmark el rendimiento de un bono del Estado espaiiol a 10 afios
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2.2. Resolucion mediante Polinomios de Adomian

En esta seccion vamos a integrar analiticamente la misma ecuacion 2.2, mediante otro
procedimiento, que es el denominado método de polinomios de Adomian (MDA). De
nuevo la ecuaciéon de la que vamos a partir es una ecuacion diferencial en derivadas
parciales, cuasilineal en V| de primer orden en ¢ y de segundo orden en S, pues involucra
la primera derivada respecto de t y la segunda respecto de S. La ecuacién, recordemos,
es la siguiente:

dv. 1 , ,d*V dV B
7 —|—2US 15 —|—rSdS —rV =0.

La resolucion de la EBS mediante el método de Adomian, consiste en la descomposicion
de la solucién de una ecuacion no lineal, en una serie de polinomios conocidos como poli-
nomios de Adomian (PA).

Este método consiste en dividir la EBS en dos operadores, uno lineal y otro no lineal,
para poder descomponer la parte no lineal de la ecuacién en polinomios de Adomian. En
este caso lo vamos a usar para resolver una ecuacién diferencial parabélica (como es la
EBS) con términos no lineales complejos que pueden representar fenémenos fisicos como
difusion, transporte, o dinamica de fluidos.

Z A, donde A,, representa los polinomios de Adomian
n=0

Los coeficientes de esta serie se determinan utilizando la técnica de Adomian, que implica
calcular las llamadas funciones de Adomian. Vamos a empezar por definir unas variables:

= T tiempo a vencimiento
» [ strike price
= S;: precio de subyacente a vencimiento

La idea, al igual que menciondbamos en la introduccion, es que el poseedor de una opcion
de compra o call debe ejercer su opcién si S; es mayor que E a vencimiento. De este
modo podemos definir la retribucion del poseedor de la funcion de compra de la siguiente
manera

St—E si St>E

C (S, T) = max(S; — E,0) = {O . s -
t .

En el caso del vendedor, la ecuacién para la retibucion de la opcién a vencimiento, seria
a la inversa. Porque al vendedor se le paga una prima en el momento de la transaccion
(dicha prima se suele considerar implicita en el strike price, y a él lo que le interesa para
generar benficio es que a vencimiento, S; < E, para que el comprador no ejerza la opcion
y el se lleve como beneficio la prima. En su caso, la ecuacion quedaria de este modo para
t =T, con una prima k:

k si Sy < E

C(S:, T) = max(k,0) = {0 q 5 >E
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Las condiciones frontera que vamos a imponer en este caso para calcular el valor de la
opcion de compra son las mismas que veiamos antes en el caso de las TF:

» Cuando S =0; C(0,t) = 0. Evidentemente, si el valor del subyacente es 0 el valor
de nuestra opciéon es también 0.

» Cuando S — o0; limg ., C(S,t) ~ S. Deciamos en el anterior apartado que si el
precio del subyacente tendia a infinito el precio de la opcién debia tender al precio
del subyacente. Esto se explica porque si S tiende a un valor muy grande en el
momento del vencimiento, es logico que se ejercitaria la opcion y se obtendria una
retribucion igual S; — E. Por lo que el valor de la opcién hoy se podria aproximar
como S — Ee "T=1  ya que el término e "~ es el factor de descuento que ajusta
el valor futuro de la acciéon al valor presente, teniendo en cuenta la tasa libre de
riesgo y el tiempo hasta el vencimiento. Pero como S toma valores muy grandes,
podemos despreciar Fe "(T~% estableciendo que:

lim C(S,t) ~ S.

S—o0

La estructura basica es la siguiente, si tenemos una ecuacion diferencial:

Fu(z,t) = g(z,t) (2.12)

donde ¢ es una funcion independiente de u, y F es el operador diferencial que involucra
términos lineales y no lineales. El siguiente paso es descomponer F' en su parte lineal y
no lineal, como Fu(x,t) = Lu(x,t) + Ru(z,t) + Nu(t), que reescribiendo en (2.12) queda
como:

Lu(x,t) + Ru(z,t) + Nu(t) = g(x, 1),

siendo L la parte lineal del operador F', y R el resto no lineal. Ademés L representa la
derivada parcial respecto de ¢ y su inversa es L™!'(L(z)) = x [12]. N finalmente serfa el
operador no lineal. Si despejamos en funcién de Lu(t) y aplicamos el operador integral
inverso L~!, a ambos lados de la ecuacién, nos quedaria

L_I(L(U(ZL‘, t)) = L_lg(x’ t) - L_I(R(u(m,t))) - L_l(N(u(x, t)))
u(z,t) =+ L g(x,t) — L' Ru(x,t) — L™ Nu(z, t), (2.13)

definiendo 1 como una constante de integraciéon. Este MDA asume como solucion del
problema una serie que se puede expresar como:

u(t) = iun(:v,t). (2.14)

Como menciondbamos al principio de la seccién, la parte no lineal del operador F, es
decir, N, supondremos que puede expresarse como una suma inifinita de polinomios de
Adomian.
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Nu(z,t) =Y An(ug,w, ..., up,) (2.15)
n=0

los PA se expresan de la siguiente forma:

L
Ap(uo, us .oy uy) = Hw[N(Z Ny ) a=o. (2.16)
: k=0

A es un parametro de expansion, introducido para facilitar el desarrollo de los polinomios.
segin [13] vemos que el célculo de cada A, se realiza asf:

Ap(ug) = N(ugp)
Al(U,O,Ul) = N,(U())Ul

2
As(ug, ul, us) = N'(ug)us + %N”(UO)

3
As(ug, ul, ug, uz) = N'(ug)us + N"(ug)uius + %N"'(uo).

Introduciendo entonces (2.14), (2.15) y (2.16) en la ecuacion (2.13) nos queda

S (o, t) = o+ Lg(0 ) = LR wn(,t) = LY Aoy tr, s, . un)
n=0

esto nos da una serie, donde sus términos ug y u, 1 se definen de la siguiente forma:

{U()(J], t) = ¢L_lg(x’ t)

unJrl(x?t) = _LilRun(x>t> - LilAn(umulu U2s -+ - 7un>

la solucién, ya que no podemos determinar todos los términos de la serie Y >, u,,, viene
dada por la k-ésima aproximacion wy:

wi(z,t) = ioun(x, t).

Las condiciones de convergencia del MDA han sido estudidadas en los papers [11-10].

Con lo que hemos definido, si consideramos la ecuaciéon que estamos usando de base en
ambas resoluciones (2.1), podemos descomponerla en los operadores R, L y N que hemos
definido antes. En este caso los operadores tomarian estos valores. Para este caso no hay

g.

d. 1 d?. d.
I = . _t 2024 a. N —o0.
R QUSdSZ_'_TSdS r; 0

L es un operador diferencial que representa la derivada parcial respecto de ¢, sabemos
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entonces que L~! es un operador integral %71. Si reescribimos (2.1) y aplicamos L™! nos
queda

% 1 d?V dv
e — -1(_ - 2g27 7 -
L o L < 50 S 757 'r’SdS —|—7’V)
1 2
V(S,t) =1 — 50%—1 <S2%> —rL! (S%) +rL'V (2.17)

® vuelve a ser una constante de integraciéon. Si asumimos como mostrdbamos en la es-
tructura general que la solucién se puede expresar en forma de serie infinita dada como
V(S,t) = >0, Vi(S,t), e introduciéndolo en (2.17), tienes una ecuacién de la forma
siguiente:

o] o] 2 e’} [oe)
> Val(Sit) =4 - ;UQS2L1 (Z C;;;) —rSL7! (Z %”) +rL7' >V, (2.18)
n=0

n=0 — =
cuyos términos Vj y V,, se pueden definir como:
Vo(S,t) =1
Vo1 (S,t) = —;UQSQL1 <d2vn> _ rSLt <M> +rL (V). (2.19)

ds? s

Considerdndose (2.19), (2.17) y (2.18), podemos plantear el problema de Cauchy de una
opciéon de compra europea. El problema de Cauchy, se refiere al planteamiento de una
ecuacion diferencial parcial bajo ciertas condiciones iniciales y de contorno. De nuevo lo
primero que vamos a hacer es sustituir nuestro V(x,t) por un C(x,t) para mostrar que
estamos hablando de un call. Recordemos que las condiciones de frontera y el valor inicial
eran los siguientes:

Condicién inicial de tiempo:
» Retribucién en el momento de vencimiento T

S—F si S>F

C(S,T) = max(S — E,0) = {O g s p

Condiciones de frontera:
» Si S =0 entonces, C(S,t) =0
= Si S —o0; C(S,t) =9 — Ee (=1
asi nuestro problema de Cauchy seria el siguiente:

dC 1 , ,d*C ac B

E+§O'S TSQ-FT’Sﬁ—TC—O

C(S,T) = max(S — E,0)

C(S,t)=8—Ee ™Y § 50
= 0.

0(0,1)
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Nosotros para esta resolucion vamos a reducir el problema a una EC, que vamos a resolver
descomponiéndola en una serie de integracion sucesiva. Para ello vamos a introducir una
serie de cambios de variable, que son los mismos que introduciamos para la seccion de

TF, (2.3):

r= ;UZ(T —t) xz=In (g) C(5,t) = Ev(r, x)

Al partir del mismo sistema de ecuaciones e introducir los mismos cambios de variable
(2.3) llegamos a la misma soluciéon que alcanzabamos en las TF (2.9) que es:

2
_G-n, ()

v(xz,T)=¢e T Tu(x,T)

con
o 2r

o2

Lo tnico que varia ahora es la resolucion de la ecuacién de calor mediante el MDA. La
e, (k+ Dz (k—1)
condicion inicial es u(x,0) = ug(z) = max(e” 2 —e =z *,0). Para usar el MDA, podemos

definir los operadores diferenciales L =% R=$ N =0y g =0,

Lu = Ru. (2.20)

Si aplicamos la inversa del operador L~ = %_1 en (2.20), nos queda:

L 'Lu= L 'Ru.

u(z,7) = u(z,0) + L' Ru. (2.21)

Y si ahora aplicamos el inverso de R, R, en (2.20) nos queda otra ecuacién asf:

R 'Lu= R 'Ru.

u(z,7) = u(0,t) + R~ Lu. (2.22)
Sumando 2.21 y 2.22 nos queda:
1 Lo -1
U= i[u(O,t) +u(z,0)] + §[L Ru+ R~ Lu]
Como vefamos en (2.14), la solucién de u(z, 7) se puede expresar como:

u(z, ) = i)un(a:, T)
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La solucion de cada uno de estos términos se puede expresar de la siguiente forma [12]:

(k+1)x (k—1)

1

Uy = i[u(O,t) +u(x,0)] =maz(e 2 —e 2z *0)
1

Uy = 5[L—lRu + R™'Lu) ug
1

Uy = E[L_IRU + R7'Lu) wy

1
Uy = §[L’1Ru + R Lu] up,_g.

La solucion viene dada entonces por la enésima aproximacion
n—1
Pz, 7) = un(z,7) ~ ulz,T)
n=0
Asi nos queda v(z, 7) igual a:
(k=) . (k+1)?

v(r,T) =€ 2 T Tp(x,T)

De este modo hemos conseguido resolver nuestro problema de Cauchy mediante su trans-
formacién a una EC. Lo tinico que hay que hacer para calcular entonces C(.S, t), es deshacer
dichos cambios de variable (2.3), para dejar la ecuacién en sus pardmetros originales. La
formula para el call europeo nos queda entonces como:

-1 -1 1 20‘2
C(S,t) = El_kTSkTe_%(T_t)qb(x, )

con k = 22 la férmula para el call europeo nos queda entonces cémo:
pR)

r—o? 2r—g?2 2r+02)2

C(S,t) = BV F 77 ¢ wr T 0¢(z, 7). (2.23)

Aplicaciéon a un caso real para un call del Banco Santander

Al igual que en la seccién anterior, vamos a introducir valores a nuestras variables pa-
ra calcular el valor de la opcién C(S,t), en funcién de la solucién analitica que hemos
conseguido gracias al método de descomposicion de Adomian. Para este problema vamos
a considerar los parametros de una opcion de compra del Banco Santander que tiene
como activo subyacente la propia acciéon del Banco. Los parametros los tenemos a fecha
19/03/2024, y han sido proporcionados por el banco. Lo que vamos a realizar es una tabla
comparativa del precio real, con distintos vencimientos y strike prices, con el precio que
nos da nuestra ecuacion (2.23) si le metemos los mismos valores. Los tnicos valores que
van a permenecer constantes son o = 0,025 que representa la volatilidad, » = 0,03 que la
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tasa libre de riesgo, y el precio del activo subyacente (en este caso la accion del banco),
que a 19 de marzo estaba a S = 4,19. Para este caso del MDA, ademéds tenemos que
especificar que la convergencia que menciondbamos en | |, nos permite calcular solo
los seis primeros términos de ¢(z, 7), ya que a partir de seis la serie converge y no importa
que incrementemos el ntimero de términos calculados.

Strike Tiempo a | Precio Soluciéon | Error
Price(€) | Vencimiento | Call(€) MDA (€)

2.7 3 dias 1.38 1.45 0.048
2.60 1 mes 1.50 1.55 0.032
1.70 3 meses 2.5 2.38 0.050
1.90 6 meses 2.2 2.22 0.00
1.60 1 ano 2.4 2.60 0.077

Cuadro 2.2: Tabla de valores de opcion Banco Santander. Comparativa MDA




Conclusiones

En este trabajo se ha conseguido fundamentalmente tres cosas

1. Hacer un recorrido por la historia del caclculo estocastico para llegar finalmente a la
ecuacion de Black-Scholes, una de las ecuaciones més importantes de a historia de las
finanzas, y que permitié por primera vez valorar opciones de manera precisa, siendo
ademas la piedra angular del desarrollo matematico de nuevos derivados financieros.

2. Realizar la integracion analitica de la ecuacién mediante dos métodos distintos.
Primero, mediante el uso de la transformada de Fourier, que consiste en:

» Mediante cambios de variable, llegar de la EBS original a una ecuaciéon dife-
rencial similar a la EC?.

= Luego se aplica la TF a dicha ecuacion diferencial, para que nos quede una
ecuacion lineal de primer orden que podemos resolver(en nuestro caso mediante
el método de variables separadas).

= Posteriormente, se aplica la transformada inversa a nuestra ecuacion resuelta
u(z, ), para conseguir u(z, 7). En este paso aplicamos también la condicién
inicial impuesta por nosotros, que nos sirve para calcular la solucién analitica
particular que habiamos definido en la secciéon 2.1A.

= Por 1ltimo, se deshacen los cambios de variable hechos a la EBS, y asi con-
seguimos una solucién analitica en funcién de los términos originales de la
ecuacion.

El siguiente método que hemos aplicado ha sido el de descomposiciéon en polinomios
de Adomian:

» Identificando primero los distintos operadores diferenciales en la ecuaciéon de
la opcion financiera.

» Luego hemos planteado el problema de Cauchy, donde hemos reducido el pro-
blema a uno de difusién. Para desarrollar la soluciéon como una serie de inte-
gracion sucesiva.

= Una vez tienes la EC calculada como una serie, deshaces los cambios de variable
para calcular el valor de la opciéon de compra.

3. En ultima instancia, lo que se ha buscado ha sido realizar el calculo del precio de
una opciéon de compra europea a través de dos formas distintas. Ambas con una
integraciéon analitica, donde se ha resuelto el problema de Cauchy mediante el uso
de la TF primero, y mediante el MDA después. Las dos soluciones a las que hemos

3Para desarrollo de diferencia entre ambas ver seccién 2.1A.

28
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llegado, bajo los mismos parametros, son las de las tablas 2.2 y 2.1. Por comparara
un poco, la media de error para cada método ha sido de:

a) Solucién analitica TF: 0,0284.
b) Solucion analitica MDA: 0,0413.

En definitiva, este trabajo no solo refuerza mi conocimiento teérico sobre el célculo es-
tocéstico y la valoracion de opciones, sino que también ofrece una base solida para mis
futuras investigaciones y aplicaciones en el campo de las finanzas cuantitativas. Ademas
hemos conseguido validar la robustez y utilidad de las metodologias empleadas, ya que,
aunque presentan ligeras diferencias en los errores medios, muestran su proximidad a la
realidad para un rango de precios y valores.



Declaracion de Uso de Herramientas

de Inteligencia Artificial Generativa
en Trabajos Fin de Grado

ADVERTENCIA: Desde la Universidad consideramos que ChatGPT u otras herra-
mientas similares son herramientas muy ttiles en la vida académica, aunque su uso queda
siempre bajo la responsabilidad del alumno, puesto que las respuestas que proporciona
pueden no ser veraces. En este sentido, NO esta permitido su uso en la elaboracién del
Trabajo fin de Grado para generar cddigo porque estas herramientas no son fiables en
esa tarea. Aunque el cédigo funcione, no hay garantias de que metodoldgicamente sea
correcto, y es altamente probable que no lo sea.

Por la presente, yo, Alvaro Pereiia Rego, estudiante de ADE y Derecho de la Uni-
versidad Pontificia Comillas al presentar mi Trabajo Fin de Grado titulado Resolucion
analitica de la ecuacion diferencial de Black Scholes. Aplicacion al estudio de activos
financieros”, declaro que he utilizado la herramienta de Inteligencia Artificial Generati-
va ChatGPT u otras similares de TAG de codigo sélo en el contexto de las actividades
descritas a continuacion:

1. Referencias: Usado conjuntamente con otras herramientas, como Science, para iden-
tificar referencias preliminares que luego he contrastado y validado.

2. Metodologo: Para descubrir métodos aplicables a problemas especificos de investi-
gacion.

3. Estudios multidisciplinares: Para comprender perspectivas de otras comunidades
sobre temas de naturaleza multidisciplinar.

4. Constructor de plantillas: Para disenar formatos especificos para secciones del tra-
bajo.

5. Generador de problemas de ejemplo: Para ilustrar conceptos y técnicas.

6. Revisor: Para recibir sugerencias sobre como mejorar y perfeccionar el trabajo con
diferentes niveles de exigencia.

Afirmo que toda la informaciéon y contenido presentados en este trabajo son producto
de mi investigacion y esfuerzo individual, excepto donde se ha indicado lo contrario y se
han dado los créditos correspondientes (he incluido las referencias adecuadas en el TFG

30



2.2. Resoluciéon mediante Polinomios de Adomian 31

y he explicitado para que se ha usado ChatGPT u otras herramientas similares). Soy
consciente de las implicaciones académicas y éticas de presentar un trabajo no original y
acepto las consecuencias de cualquier violacion a esta declaracion.

Fecha: 5/05/2024

Firma: Alvaro Perena



Bibliografia

1]

2]

[10]

[11]

Introduccion

BACHELIER L. Theory of Speculation: The origins of Modern Finance. Princeton
University Press (2006)

LAWLER G.F. Introduction to Stochastic processes. 2°% edition, Taylor and Francis
Group (2006)

EINSTEIN. A. Investigations on the Theory of the Brownian Movement. Dover Pu-
blications (1956)

Mazo R.M. Brownian Motion, Fluctuations, Dynamics and Applications. Oxford
University Press (2002)

FRrRASER D. The Rate of Convergence of a Random Walk to Brownian Motion. The
Annals of Probability, Vol. 1, n°4, pp. 699-701 (1973)

http://www. jstor.org/stable/295943970rigin=JSTOR-pdf

P. GrIFrIN, T. MCCONNELL Gambler’s Ruin and the First Exit Position of Random
Walk from Large Spheres. The Annals of Probability, Vol. 22, n°3, pp. 1429-1472
(1994)

10.1214/a0p/1176988608
EULER L. Foundations of Differential Calculus. Springer (2000)

ITO0 K. Stochastic Integral. Proceedings of the Imperial Academy, Vol. 20, n°8, pp
519-524 (1944)

https://doi.org/10.3792/pia/1195572786
ITO K. Kiyoshi Ité Selected papers. Springer-Verlag (1987)

F. BLACK, M. SCHOLES The pricing of options and corporate liabilities. The journal
of political economy, Vol.81, n®3, pp 637-654 (1973)

http://www. jstor.org/stable/1831029

HurL J.C. Options, Futures, and Other Derivatives. 5 edition, Pearson Education
(2003)

32



Bibliografia 33

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Método de descomposiciéon de Adomian

ADOMIAN G. Nonlinear Stochastic Operator Equations. Academic Press (1986)

ABDUL-MAJID WAZWAZ A new algorithm for calculating adomian polynomials for

nonlinear operators. Applied Mathematics and Computation, Vol. 111, n°1, pp 33-51
(2000)

https://doi.org/10.1016/30096-3003(99)00063-6

K. ABBAOUI, Y. CHERRUAULT. Convergence of of Adomian’s method applied to
differential equations. Computers Math Applied, Vol.8, n®5, pp 103-109 (1994)
https://doi.org/10.1016/0898-1221(94)00144-8

Y. CHERRUAULT, G. ADOMIAN Decomposition methods: Anew proof of convergence.
Mathematical and Computer Modelling, Vol. 18, n®12, pp 103-106 (1993)
https://doi.org/10.1016/0895-7177(93)90233-0

CHERRUAULT Y. Convergence of Adomian’s method. Mathematical and Computer
Modelling, Vol. 14, pp 83-86 (1990)
https://doi.org/10.1016/0895-7177(90)90152-D



