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1. Introduccidn

La creciente complejidad de los mercados financieros ha provocado el desarrollo de herramientas
analiticas capaces de capturar patrones que trascienden los enfoques estadisticos tradicionales. En
este contexto, la Hipotesis de Mercado Eficiente (EMH), formulada por Fama (1970), continGa
siendo un pilar fundamental para el estudio del comportamiento de los precios, especialmente en
su version débil, que sostiene que los precios actuales ya reflejan toda la informacidn contenida en
los precios pasados, imposibilitando la obtencidn sistematica de beneficios anormales mediante

analisis técnico.

No obstante, la validez empirica de esta hipdtesis ha sido cuestionada en numerosos contextos,
particularmente ante la evidencia de fendmenos como la persistencia, la heterocedasticidad, las
burbujas especulativas o las crisis financieras. Ante estas limitaciones, el analisis de series
temporales ha incorporado enfoques alternativos basados en geometria fractal y multifractal, que
permiten detectar patrones complejos, no lineales y dependencias de largo plazo que no son

captadas por los modelos clasicos.

Este trabajo se enmarca en este enfoque metodoldgico alternativo. En lugar de partir del analisis
de un mercado en particular, el objetivo central es explorar en profundidad el conjunto de
herramientas cuantitativas disefiadas para evaluar la eficiencia de los mercados desde una
perspectiva fractal y multifractal, contrastandolas con los enfoques estadisticos mas tradicionales.
Para ello, se toma como caso préactico representativo el comportamiento de los precios de los
futuros del mercado europeo de derechos de emision de CO2 (EU ETS) en el periodo comprendido
entre 2017 y 2024. Este activo presenta un interés creciente tanto desde el punto de vista
econémico como medioambiental, al ser uno de los instrumentos clave de la Union Europea en su
lucha contra el cambio climatico. Sin embargo, su eleccion aqui responde sobre todo a que

constituye un escenario adecuado para aplicar herramientas metodoldgicas avanzadas.



El analisis metodoldgico se organiza en tres grandes bloques. En primer lugar, se aplican tests
estadisticos clésicos para evaluar la estacionariedad y aleatoriedad de la serie: el test de Dickey-
Fuller aumentado (ADF), el test KPSS, las funciones de autocorrelacion (ACF y PACF) y el Runs
Test. Posteriormente, se calcula el exponente de Hurst, tanto de forma simplificada como mediante
el método clasico de Rango Reescalado (R/S), para detectar la posible existencia de memoria de
largo plazo. Finalmente, se implementa un andlisis multifractal basado en el algoritmo MF-DFA
(Multifractal Detrended Fluctuation Analysis), que permite estimar la dependencia multiescala
mediante el calculo del exponente generalizado H(q) y del espectro multifractal f(a). Ademas, se
introduce una clasificacion interpretativa que permite distinguir entre estructuras multifractales
simples y complejas, asi como fuertes y débiles, lo que afiade una dimension cualitativa relevante

al analisis.

2. Enfoque general y justificacion metodologica

2.1. Motivacion del enfoque fractal y multifractal

Este trabajo adopta un enfoque metodoldgico centrado en herramientas fractales y multifractales
para el andlisis de la eficiencia débil en mercados financieros. Esta eleccion responde a la
necesidad de superar las limitaciones de los métodos estadisticos tradicionales, que tienden a
asumir linealidad, independencia temporal y estructuras homogéneas en las series de precios. Sin
embargo, numerosos estudios han evidenciado que las series financieras presentan
comportamientos no lineales, dependencia de largo plazo y fenémenos como la agrupacion de
volatilidad (Mandelbrot, 1997; Peters, 1994). En este contexto, las técnicas inspiradas en la
geometria fractal permiten capturar patrones complejos que escapan al alcance de los modelos

clasicos.



Los fractales, introducidos formalmente por Benoit B. Mandelbrot en la década de 1970, describen
estructuras con autosimilitud, es decir, patrones que se repiten a diferentes escalas (Mandelbrot,
1982). Aunque inicialmente aplicados en la fisica y las ciencias naturales, su incorporacion al
analisis financiero ha permitido modelar irregularidades observadas en los precios, como la
persistencia de eventos extremos o la variabilidad dependiente del horizonte temporal (Mandelbrot
& Hudson, 2004). Esta observacion ha dado lugar al desarrollo de modelos de series temporales

basados en teorias fractales y multifractales.

Desde el punto de vista metodoldgico, el presente trabajo se apoya en dos herramientas clave: el
exponente de Hurst y el andlisis multifractal mediante el algoritmo MF-DFA (Multifractal
Detrended Fluctuation Analysis). Ambas técnicas permiten evaluar la existencia de estructuras de
dependencia més alla de las correlaciones lineales de corto plazo, considerando también memorias
de largo alcance y heterogeneidades en el comportamiento temporal de los precios (Kantelhardt et
al., 2002). Esta aproximacion permite una caracterizacion més rica y realista de los mercados

financieros.

El exponente de Hurst, desarrollado inicialmente para el analisis de series hidroldgicas (Hurst,
1951), mide la persistencia de un proceso estocastico. Valores mayores a 0.5 indican persistencia,
es decir, una tendencia a mantener la direccion de los movimientos pasados, valores menores,
antipersistencia, tendencia a revertir, y un valor de 0.5 es caracteristico de un proceso puramente
aleatorio (paseo aleatorio). Dado que la eficiencia débil implica aleatoriedad en la evolucién de
los precios, encontrar evidencia de persistencia seria incompatible con dicha hipdtesis (Peters,
1994).

El analisis multifractal, por su parte, permite estudiar cbmo varia la dependencia temporal de la
serie en funcién del tamafio de las fluctuaciones. El algoritmo MF-DFA, propuesto por Kantelhardt

et al. (2002), permite calcular funciones como H(q), 1(q) y el espectro multifractal f(a), que
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capturan la estructura jerarquica y multiescalar de la serie. La presencia de multifractalidad implica
que el comportamiento de la serie no es homogéneo, sino que existen distintos regimenes de
dependencia, lo cual contraviene también la idea de aleatoriedad implicita en la Hipotesis de
Mercado Eficiente (Di Matteo, 2007; Zunino et al., 2008).

La eleccion del mercado de futuros del EU ETS como caso de aplicacion empirica responde tanto
a su relevancia actual en el marco de las politicas climaticas europeas como a su idoneidad para
testar estas herramientas. Se trata de un mercado relativamente joven, expuesto a factores
regulatorios y con periodos de alta volatilidad, lo que lo convierte en un entorno propicio para el
analisis de eficiencia desde una perspectiva no convencional (Chevallier, 2012).

El anélisis se organiza en dos grandes bloques. En primer lugar, se aplican herramientas
estadisticas convencionales, tests de estacionariedad como ADF (Dickey & Fuller, 1979) y KPSS
(Kwiatkowski et al., 1992), funciones de autocorrelacion (ACF y PACF), y el Runs test, que
permiten establecer un punto de referencia en linea con la literatura tradicional. En segundo lugar,
se incorporan los enfoques fractal y multifractal, con el objetivo de detectar dinamicas que podrian

pasar desapercibidas bajo analisis lineales.

En suma, este trabajo se inscribe en un marco cuantitativo que combina técnicas tradicionales con
enfoques avanzados de anélisis fractal. La eleccion de estos métodos no se basa inicamente en una
preferencia teorica, sino en una necesidad metodolégica derivada de la complejidad observada en
los mercados financieros. Evaluar la eficiencia débil a partir de este marco mas amplio permite no
solo contrastar la hipdtesis de aleatoriedad, sino también explorar la presencia de memoria,
dependencia jerarquica y no linealidad en las series de precios.

En el desarrollo de este trabajo se han utilizado herramientas de inteligencia artificial, como

asistentes de redaccién automatica, con el fin de optimizar la claridad expositiva y mejorar la
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coherencia y precision en la presentacion de los contenidos, siempre bajo supervision y criterio

académico propio.

2.2. Hipdtesis de eficiencia débil y conexion metodoldgica

La hipdtesis de eficiencia de mercado (Efficient Market Hypothesis, EMH), en su formulacién
clasica por Eugene Fama (1970), sostiene que los precios de los activos financieros reflejan en
todo momento la informacion disponible. Dentro de esta teoria, la eficiencia en su forma débil
afirma que los precios actuales ya incorporan toda la informacion contenida en los precios pasados.
Bajo esta premisa, ningin anélisis basado exclusivamente en datos historicos (como el anélisis

técnico) permitiria generar rentabilidades sisteméaticamente superiores al promedio del mercado.

Formalmente, si Pt representa el precio de un activo en el momento t, la eficiencia débil implica
que:
E[Pt+1||t]:Pt

donde I denota la informacion pasada disponible hasta el momento t. Esto equivale a suponer que
las series de precios siguen un paseo aleatorio, es decir, sus variaciones son independientes e
impredecibles. En términos estadisticos, esta propiedad puede contrastarse mediante pruebas de
autocorrelacidn, tests de raiz unitaria o tests de aleatoriedad como el Runs test (Campbell et al.,
1997).

No obstante, una parte creciente de la literatura ha puesto en cuestion esta hip6tesis en contextos
reales, donde las series financieras muestran indicios de persistencia, dependencia temporal de
largo alcance y estructuras jerarquicas no homogéneas (Di Matteo, 2007; Mandelbrot & Hudson,

2004). Estos fendmenos contradicen los supuestos del paseo aleatorio, sugiriendo la posible
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existencia de patrones explotables y, por tanto, de ineficiencias.

En este trabajo, se plantea precisamente evaluar la eficiencia débil desde dos frentes metodoldgicos

complementarios:

1.

2.

Diagnostico clasico: Se aplican tests estandar como ADF, KPSS, autocorrelaciones y el
Runs test para detectar posibles sefiales de no aleatoriedad en los precios. Estos métodos
permiten establecer si las series son estacionarias, si presentan memoria corta o si hay

evidencia directa contra la independencia serial.

Analisis fractal y multifractal: Se emplean herramientas como el exponente de Hurst y
el anélisis MF-DFA (Kantelhardt et al., 2002), que permiten identificar estructuras mas
profundas, como memoria de largo plazo o multifractalidad, indicadoras de
comportamientos no lineales y dependientes de la magnitud de las fluctuaciones. Estas
propiedades son especialmente relevantes porque pueden permanecer ocultas bajo métodos
tradicionales, pero tienen implicaciones directas sobre la predictibilidad de los precios y,

por tanto, sobre la validez de la eficiencia débil.

En particular, encontrar un valor del exponente de Hurst significativamente distinto de 0.5 sugiere

que los precios no siguen un proceso puramente aleatorio. Un valor mayor a 0.5 indica persistencia,

es decir, que los movimientos actuales tienden a prolongarse en la misma direccién, mientras que

un valor menor refleja antipersistencia, lo que también contradice la hipotesis de eficiencia débil
(Peters, 1994).

Asimismo, la presencia de multifractalidad, identificada mediante la curvatura del espectro f(a) y

la variabilidad del exponente H(q), revela la existencia de una dependencia jerarquica entre las

fluctuaciones, lo que se interpreta como una sefial de heterogeneidad temporal e ineficiencia
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estructural (Zunino et al., 2008).

3. Fundamento teodrico, muestra y metodologia empirica

3.1. Seleccion y justificacion de la muestra
3.1.1. Introduccion al EU ETS

El Sistema de Comercio de Derechos de Emisidn de la Union Europea (EU ETS, por sus siglas en
inglés) constituye el principal instrumento de politica climética de la Unién Europea para reducir
las emisiones de gases de efecto invernadero (GEI) de forma econdmicamente eficiente.
Establecido en 2005 como parte de la implementacién del Protocolo de Kioto, el EU ETS opera
bajo un enfoque de “cap and trade”, en el que se fija un tope total de emisiones para determinados
sectores emisores, y se permite a las empresas comprar y vender derechos de emision (EUAS)
segun sus necesidades operativas (Ellerman et al., 2010).

El sistema cubre sectores clave como la generacion eléctrica, la industria pesada y, desde la fase 3,
también la aviacion intraeuropea. En su evolucion, el EU ETS ha atravesado distintas fases
regulatorias, caracterizadas por ajustes en el volumen total de derechos, mecanismos de subasta, y
mayor cobertura geogréafica y sectorial. La introduccién de la Reserva de Estabilidad del Mercado
(MSR) en 2019 y la paulatina reduccion del volumen total de derechos son ejemplos de medidas
disefiadas para reforzar la eficiencia del mercado y su funcion de sefial de precio del carbono

(European Commission, 2020).

Desde el punto de vista financiero, los derechos de emisidén se comportan como activos negociables

cuya cotizacion responde tanto a factores regulatorios como a dindmicas de oferta y demanda,
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expectativas econdmicas y volatilidad energética (Chevallier, 2011). Estas caracteristicas hacen del

EU ETS un caso de estudio especialmente relevante para analizar su grado de eficiencia débil desde

una perspectiva fractal, sin que su eleccion responda exclusivamente a un interés medioambiental,

sino a su idoneidad como mercado con suficiente profundidad, liquidez y complejidad para aplicar

técnicas avanzadas de andlisis de series temporales.

3.1.2. Descripcion de la muestra y fuente de datos

Para llevar a cabo el analisis empirico, se ha utilizado una serie temporal de precios de cierre
diarios del contrato de futuros mas liquido del EU ETS, obtenida del proveedor financiero
Barchart. La muestra abarca desde enero de 2017 hasta marzo de 2024, cubriendo asi el final de la
Fase 3 (2013-2020) y parte de la Fase 4 (2021-2030), dos periodos significativos en la evolucion

normativa y econémica del mercado europeo de derechos de emision.

Los datos fueron extraidos directamente del portal especializado Barchart, una fuente reputada de
datos financieros, utilizando el simbolo CKJ24, correspondiente al contrato de futuros del EU ETS.
Este simbolo hace referencia al contrato activo con vencimiento proximo, que suele emplearse
como referencia de mercado por su elevada liquidez. El archivo se obtuvo en formato CSV e
incluia todas las variables tipicas del mercado de futuros: fecha, precio de apertura, maximo,
minimo, precio de cierre y volumen, aunque para el andlisis se ha trabajado exclusivamente con
los precios de cierre diarios, por ser el valor méas representativo del consenso de mercado al

finalizar cada jornada.

Una de las principales ventajas de utilizar futuros en lugar de precios spot (precios de adjudicacion
en subastas) es su regularidad temporal. A diferencia del mercado spot, donde las subastas no se
celebran todos los dias laborables ni siguen una periodicidad fija, el mercado de futuros de

derechos de emision opera de manera continua de lunes a viernes durante todo el afio, sin
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interrupciones ni vacios de datos significativos. Esta continuidad garantiza la coherencia temporal
necesaria para aplicar con fiabilidad herramientas estadisticas sensibles a la regularidad del
calendario, como las funciones de autocorrelacion, los tests de estacionariedad o los modelos
multifractales, que pueden verse gravemente afectados por huecos temporales o saltos irregulares

en la serie.

La limpieza de los datos fue minima, dado que la serie proveniente de Barchart ya venia libre de
valores nulos, dias sin actividad o anomalias evidentes. No fue necesario eliminar festivos ni fines
de semana, ya que el propio dataset contenia Unicamente observaciones correspondientes a dias de
cotizacion efectiva. Tampoco se identificaron outliers extremos, valores atipicos o precios nulos,

lo que permitié trabajar con la serie original sin modificaciones adicionales.

En cuanto al tratamiento estadistico, los retornos logaritmicos diarios fueron calculados como>

=108 ()
Vo

donde P es el precio de cierre del dia t. Esta transformacion, comdn en estudios financieros, se
aplic a toda la serie con el objetivo de garantizar la estacionariedad y estabilizar la varianza,
requisitos esenciales para los métodos estadisticos empleados, tanto clasicos (ADF, KPSS, ACF,
PACF, Runs test) como avanzados (Hurst y MF-DFA) (Campbell, Lo & MacKinlay, 1997; Cont,
2001).Ademas, los retornos logaritmicos son aditivos en el tiempo y permiten una mejor

modelizacién del riesgo acumulado (Cont, 2001).

3.1.3. Estadisticas descriptivas de la muestra

Antes de aplicar cualquier metodologia econométrica o fractal, es esencial conocer las
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caracteristicas basicas de la muestra utilizada. La Tabla 1 presenta las estadisticas descriptivas de
las dos variables clave: el precio de cierre diario de los futuros del EU ETS y el volumen de

negociacion asociado.

Estadistico Close Volume

Observaciones (n) 3,641 3,465

Media 25.50 23,667.69

Desviacion estandar 26.43 15,428.87

Minimo 2.75 5.00

Percentil 25 (Q1) 6.91 12,658.00

Mediana 14.79 21,679.00

Percentil 75 (Q3) 26.42 31,618.00

Maximo 100.34 129,967.00

Tabla 1: Estadisticas descriptivas del precio de cierre y volumen de los futuros del EU ETS (2017-2024)

Se observa una amplia dispersion en ambas variables, con un rango de precios que va desde los
2,75 € hasta los 100,34 €, reflejando la evolucién significativa del mercado a lo largo del tiempo.
El volumen también muestra fuerte heterogeneidad, lo cual es tipico en mercados con actividad

especulativa o regulaciones cambiantes.

17



Los siguientes graficos siguientes ayudan a visualizar esta informacion:

Distribucién de precios de cierre (Close) Distribucién del Volumen

i oo 7
400 1 1

r
h ) S—

0 20 a0 60 80 100 0 20000 40000 60000 80000 100000 120000
Close Volume

Figura 1: Distribucion de precios de cierre y volumen

Ambas distribuciones son asimétricas a la derecha, mostrando colas largas. Esta caracteristica
sugiere la existencia de eventos extremos o puntas de liquidez, lo cual es relevante para el anélisis

multifractal posterior.

Boxplot del Precio de Cierre (Close) Boxplot del Valumen

o 20 40 60 80 100 0 20000 40000 60000 80000 100000 120000
Close Wlume

Figura 2: Boxplots de precios de cierre y volumen

Los boxplots confirman la presencia de outliers, especialmente en el volumen, y revelan la falta
de simetria en la distribucion de ambas variables. Esta informacién justifica la necesidad de
emplear métodos robustos y no paramétricos en las siguientes fases del analisis.

3.1.4. Calculo de los retornos logaritmicos

Antes de aplicar cualquier prueba estadistica 0 metodologia fractal, ha sido necesario transformar
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la serie original de precios de cierre diarios en una serie de retornos logaritmicos, mediante la

formula:

=105 5"
e = 108 Pt_l

donde P: representa el precio de cierre del dia t. Esta transformacion es estandar en finanzas

cuantitativas y se justifica por varias razones fundamentales:

Centra la serie en torno a cero, facilitando la comparacion entre periodos y mejorando la
interpretabilidad.

e Reduce la influencia de tendencias deterministas.

e Favorece la estacionariedad, lo que resulta crucial para la validez de pruebas como el ADF,
KPSS, o el Runs Test.

e Estabiliza la varianza y facilita el andlisis de escalabilidad, esencial para el estudio fractal
y multifractal posterior.

e Ademas, los retornos logaritmicos son aditivos en el tiempo, lo que permite modelizar
acumulaciones de riesgo o rentabilidad de forma coherente (Campbell, Lo & MacKinlay,
1997; Cont, 2001).

En consecuencia, esta serie transformada ha sido la base comun utilizada en todos los analisis

estadisticos y empiricos presentados en este trabajo, incluyendo:

e Pruebas de estacionariedad (ADF, KPSS)
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e Funciones de autocorrelacion (ACF, PACF)

e Runs Test de aleatoriedad

e Estimacion del exponente de Hurst

e Y el analisis multifractal (MF-DFA)

La Figura 3 ilustra un fragmento de la serie de retornos logaritmicos calculados a partir de los
precios diarios de los futuros del EU ETS durante los primeros dias de 2017.

Date Close Log Return

0 2017-02-06  5.09 NaN
1 2017-02-07 5.16 0.013659
2 2017-02-08 5.21 0.009643
3 2017-02-09 5.28 0.013346
4 2017-02-10 5.1 -0.032727
5 2017-02-13 4.89  -0.044007
6 2017-02-14 5.12 0.045962
7 2017-02-15 5.06 -0.011788
8 2017-02-16 493  -0.026027

9 2017-02-17 497 0.008081

Figura 3: Fragmento de los retornos logaritmicos calculados a partir de los precios diarios de los futuros del EU ETS

3.2. Pruebas estadisticas convencionales aplicadas a la eficiencia del

mercado

La Hipotesis de los Mercados Eficientes (HME), sostiene que los precios de los activos financieros
reflejan toda la informacion disponible en el mercado. En su forma mas bésica, conocida como

forma débil, esta teoria afirma que los precios actuales ya incorporan toda la informacion contenida
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en los precios pasados. Si esto se cumple, entonces el comportamiento histérico de los precios no
puede utilizarse para predecir movimientos futuros, y las series temporales deben comportarse
como un paseo aleatorio (Fama, 1970; Lo, 2004).

Para contrastar empiricamente este supuesto en el contexto del mercado europeo de derechos de
emision (EU ETS), se aplica un conjunto de pruebas estadisticas ampliamente utilizadas en la
literatura financiera. Estas herramientas permiten detectar la posible existencia de memoria,
autocorrelaciones significativas o patrones sistematicos que contradecirian la eficiencia débil (Lim
& Brooks, 2011; Worthington & Higgs, 2006).Esta subseccion describe y aplica tres tipos de
pruebas ampliamente aceptadas en la literatura para evaluar la validez de la EMH en su forma
débil:

1. Tests de estacionariedad (ADF y KPSS)
2. Anélisis de autocorrelacion (ACF y PACF)
3. Runs Test (test de aleatoriedad no paramétrico)

3.2.1. Tests de estacionariedad - ADF y KPSS

Una serie de precios que sigue un paseo aleatorio es, por definicion, no estacionaria. Por tanto,
comprobar la estacionariedad de la serie es un primer paso esencial para evaluar la validez de la
Hipdtesis de los Mercados Eficientes en su forma débil (Fama, 1970; Brooks, 2019).

(a) Test de Dickey-Fuller Aumentado (ADF):

El test ADF contrasta la siguiente hipotesis nula:
e Ho: La serie tiene una raiz unitaria (es no estacionaria)

e Hi: La serie es estacionaria

La especificacion del modelo ADF es:
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Aye =@+ Bt +yyes+ ) Sibye i+ e
i=1

donde:
e y,: variable dependiente (precio de los futuros)
o Ay, =y, — y,_41: primera diferencia
e t:tendencia temporal
e : coeficiente clave que indica la presencia o no de raiz unitaria

e &, término de error

Si el coeficiente y no es significativamente distinto de cero, no se puede rechazar la hipotesis nula de
raiz unitaria, y se concluye que la serie es no estacionaria (Dickey & Fuller, 1979; Said & Dickey,
1984).

(b) Test KPSS (Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin):
El test KPSS toma un enfoque contrario al ADF:
e Ho: La serie es estacionaria alrededor de una tendencia

e Hi: Laserie tiene una raiz unitaria (es no estacionaria)

Se basa en una descomposicion de la serie temporal como:
Ye=Tt &
donde:
e 1.: componente deterministica (tendencia estocéstica)

e & ruido blanco

Se calcula la suma acumulada de residuos del modelo y se normaliza para obtener el estadistico

KPSS, que se compara con valores criticos obtenidos de simulaciones (Kwiatkowski et al., 1992).
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El uso conjunto del ADF y el KPSS permite una evaluacion robusta de la estacionariedad, ya que
sus hipdtesis nulas son opuestas. Esta estrategia es comdn en estudios empiricos sobre eficiencia
de mercado (Narayan, 2005; Lim & Brooks, 2011).

3.2.2. Analisis de autocorrelacion - ACF y PACF

El segundo enfoque se centra en identificar dependencias temporales en la serie de precios. En un
mercado eficiente en su forma débil, no deberia existir autocorrelacion significativa, ya que los
movimientos pasados de precios no deberian tener relacion con los futuros (Fama, 1970; Lim &
Brooks, 2011).

(a) Funciones de autocorrelacion (ACF):

La funcion de autocorrelacion mide la correlacion entre la serie y sus rezagos:

_ COV()’D yt—k)
Pk = "Var(y,)

donde p; es la autocorrelacion de orden k.

Se calcula para distintos valores de k, y si muchas autocorrelaciones son significativas (es decir, salen
fuera del intervalo de confianza). Si muchas autocorrelaciones exceden estos limites, se puede concluir
que existe dependencia temporal, lo que seria incompatible con la hipétesis de eficiencia débil
(Brooks, 2019).

(b) Funciones de autocorrelacion parcial (PACF):

La PACF mide la correlacién entre y, y y,_, eliminando el efecto de los rezagos intermedios

Ve-1 o) Ye-k+1)-

Se estima a través de regresiones maltiples y permite identificar la estructura exacta de dependencia

sin la distorsion acumulada de la ACF:
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i=1

Este enfoque permite identificar de forma mas precisa el orden del modelo autoregresivo adecuado
y detectar patrones de dependencia no evidentes en la ACF (Tsay, 2010). Si las funciones PACF
muestran valores significativamente diferentes de cero para ciertos rezagos, esto indica una

estructura de memoria que contradice la aleatoriedad pura de los precios.

El anélisis conjunto de ACF y PACF es una practica estandar para explorar la estructura temporal
de series financieras y evaluar si los precios siguen un comportamiento de paseo aleatorio o

presentan patrones de dependencia (Hamilton, 1994).

3.2.3. Runs Test (test de secuencias aleatorias)

El test de secuencias, 0 Runs Test, es una herramienta no paramétrica destinada a evaluar la
aleatoriedad de una serie binaria. A diferencia de otros tests que requieren suposiciones fuertes
sobre la distribucion de los datos, como normalidad o linealidad, el Runs Test resulta
especialmente Gtil en el analisis financiero, donde los rendimientos frecuentemente violan estos
supuestos (Knoke & Bohrnstedt, 1994; Brooks, 2019).

En el marco de la Hipotesis de los Mercados Eficientes (EMH), una serie temporal verdaderamente
eficiente deberia mostrar un comportamiento aleatorio, sin estructura predecible (Fama, 1970). En
consecuencia, el nUmero de secuencias positivas y negativas deberia situarse dentro del rango

esperado bajo la hipotesis de aleatoriedad.

Fundamento matematico del runs test:

El principio basico del Runs Test es contar el nimero de "runs" o secuencias consecutivas de signos
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iguales (ya sean positivos 0 negativos) en una serie de datos. Por ejemplo, en una secuencia de
rendimientos como [+,+,-,-,+], existen tres runs: dos positivos, uno negativo y uno positivo
nuevamente.

Sea:

n,: nimero de observaciones positivas (p. ej., dias con rendimiento positivo).

n,: nimero de observaciones negativas.

R: nimero total de runs observados en la serie.

Bajo la hipdtesis nula de aleatoriedad, la esperanza matemaética del niumero de runs es:

E[R] =

ny +n,

2nn
12 41

Y su varianza asociada:

2n1n2 (annz - Tl1 - le)

Var R = G )2 Ty — 1)

El estadistico de prueba Z se calcula como:
R — E|R
7 - RZEIR]
Var[R]
Este valor se compara con la distribucion normal estandar para evaluar si el namero de runs difiere

significativamente del esperado bajo aleatoriedad (Sprent & Smeeton, 2001).

Aplicacion préactica en el estudio:

En este trabajo, se aplica el Runs Test a la serie de rendimientos diarios de los futuros del mercado EU
ETS. Primero, los rendimientos se convierten en una serie binaria: se asigna 1 a los dias con
rendimiento positivo y 0 a los negativos. Los rendimientos exactamente nulos se excluyen del anélisis

para evitar ambiguedad.

Una ventaja clave de este enfoque es que no depende de la magnitud de los cambios, sino

Unicamente de su direccion, lo que lo convierte en una prueba robusta frente a valores atipicos o
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heterocedasticidad (Sing & Makridakis, 1977).

La interpretacion es directa:
e Siel nimero de secuencias es excesivamente bajo, se infiere persistencia (tendencia a mantener
el signo del rendimiento), lo que puede interpretarse como memoria en la serie.
e Siel nimero es excesivamente alto, se interpreta como anti-persistencia o reversion a la media.
e Si se encuentra dentro del rango esperado bajo la hipotesis nula, no se puede rechazar la

aleatoriedad.

Este analisis complementa los resultados obtenidos con los tests de autocorrelacion y de
estacionariedad, aportando una evaluacién robusta e independiente de los supuestos sobre la
distribucion de los datos. Es particularmente Gtil para apoyar o refutar la existencia de patrones en la

direccion de los precios, lo que seria incompatible con la forma débil de la EMH.

3.2.4. Limitaciones de los métodos clasicos y necesidad de enfoques

complementarios

A pesar de su amplia utilizacion en estudios de series temporales financieras, las herramientas
clasicas utilizadas para evaluar la eficiencia en su forma débil, como los tests de raiz unitaria, las
funciones de autocorrelacion y el Runs Test, presentan una serie de limitaciones metodoldgicas y
conceptuales que deben ser reconocidas y abordadas (Lo & MacKinlay, 1988; Charles & Darng,
2009). Estas limitaciones justifican la incorporacion de enfoques mas sofisticados, capaces de
capturar estructuras no evidentes y dindmicas complejas en los datos, como es el caso del analisis

fractal y multifractal.

En primer lugar, los tests de estacionariedad (como el ADF y el KPSS) parten de supuestos que,
si bien son apropiados en contextos lineales o de corto plazo, pueden resultar insuficientes para
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caracterizar procesos con comportamiento no lineal, memoria de largo plazo o multiples escalas
de variabilidad (Greene, 2018; Serletis & Rosenberg, 2009). Por ejemplo, el test ADF esta
disefiado para detectar raices unitarias bajo una forma funcional lineal especifica. Sin embargo, si
la dependencia en la serie sigue una forma no lineal, este test podria no tener poder suficiente para
rechazar la hip6tesis nula, lo que implicaria un diagnostico erroneo sobre la naturaleza estocéstica
del proceso (Cipollini & Molteni, 2004).

Asimismo, tanto la Funcion de Autocorrelacion (ACF) como la Funcion de Autocorrelacion
Parcial (PACF), aunque utiles para identificar patrones de dependencia de corto plazo, se ven
afectadas por la seleccion del numero de rezagos, asi como por la presencia de ruido o
fluctuaciones estacionales. La significacion estadistica de los coeficientes estimados en estas
funciones también se ve influenciada por el tamafio muestral y la varianza del proceso, lo que
puede generar resultados inconsistentes en situaciones de alta volatilidad, como suele ocurrir en

mercados financieros (Tsay, 2010).

El Runs Test, por su parte, representa un intento de evaluar aleatoriedad desde una perspectiva no
paramétrica y direccional (basada en la secuencia de signos positivos y negativos), lo cual
constituye una ventaja respecto a métodos basados en correlaciones. Sin embargo, este test también
se limita a detectar patrones secuenciales relativamente simples. La informacién utilizada por el
Runs Test se basa Unicamente en la direccidn de los cambios de precios, sin considerar la magnitud
de dichos cambios ni su posible variabilidad dependiente del tiempo. Ademas, su poder estadistico
puede verse reducido cuando la serie contiene largos periodos de estancamiento o fluctuaciones
simétricas, como ocurre en mercados parcialmente eficientes o en transicion (Sprent & Smeeton,
2001).

De forma general, una limitacion transversal a todos estos métodos es su incapacidad para detectar

estructuras no lineales, dinamicas multifactoriales o comportamientos que evolucionan a lo largo
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del tiempo. En mercados financieros, especialmente aquellos sometidos a regulaciones,
externalidades ambientales o dinamicas especulativas, como es el caso del mercado de derechos

de emision de CO-, estas caracteristicas pueden ser especialmente relevantes (Alvarez-Ramirez et

al., 2008).

Por ejemplo, un mercado puede mostrar independencia lineal en primera instancia, pero presentar
fendmenos de persistencia o0 antipersistencia en ventanas temporales concretas, o patrones cuya
magnitud varia en funcion de la escala temporal (diaria, semanal, anual). Estos comportamientos
no son captados adecuadamente por los tests clésicos, ya que su concepcidn se basa en supuestos
de homogeneidad temporal y linealidad.

Por todo lo anterior, en el presente trabajo se considera esencial complementar los métodos
clasicos con herramientas mas modernas y robustas, capaces de capturar la complejidad inherente
al comportamiento de los precios en mercados financieros contemporaneos. En concreto, se recurre
a la estadistica de Hurst, que permite identificar la presencia de memoria de largo plazo en las
series (Hurst, 1951), y al analisis multifractal (MF-DFA), que ofrece una visién mas rica y
profunda de la heterogeneidad y autosimilitud de los datos a través de diferentes escalas y

momentos estadisticos (Kantelhardt et al., 2002).

Ambas metodologias se desarrollan en las secciones siguientes de este capitulo metodolégico, con
el objetivo de proporcionar una evaluacion mas completa y matizada de la eficiencia del mercado
de futuros del EU ETS. De este modo, se intenta superar las limitaciones de las pruebas
tradicionales y ofrecer una caracterizacion mas precisa del grado de eficiencia informacional en el

mercado analizado.

3.3. Estadistica de Hurst
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3.3.1. Fundamento tedrico del exponente de Hurst

El exponente de Hurst, denotado como H, es una medida de la dependencia temporal o "memoria”
en series de tiempo, originalmente formulada por el hidrélogo Harold Edwin Hurst (1951) en su
estudio sobre los flujos del rio Nilo. Desde entonces, ha sido aplicado extensamente en campos
como la economia, la climatologia, la biologia y la fisica estadistica (Mandelbrot & Wallis, 1969;
Peters, 1994). En el contexto financiero, el valor de H proporciona informacion clave sobre la
persistencia o aleatoriedad en la evolucion de los precios de activos, incluyendo los futuros del
mercado EU ETS (Di Matteo, 2007).

Naturaleza y significado del exponente:
Matematicamente, el exponente de Hurst se basa en la relacién de escalado del rango reescalado R/S

con el tamafio de la muestra n:

donde:
e R(n) es el rango acumulado ajustado de la serie sobre ventanas de tamafio n,
e S(n) es la desviacion estandar correspondiente,
e Ces una constante de proporcionalidad,
e H es el exponente de Hurst que determina la tasa de crecimiento del rango reescalado con el

tamafio de la ventana.

Esta expresion refleja que, para una serie con dependencia temporal, el rango acumulado aumenta
con n de forma mas o menos acelerada en funcion de la persistencia de la serie.
El valor de H se interpreta del siguiente modo:

e Si H=0.5 la serie se comporta como un camino aleatorio puro, sin memoria: cada

observacién es independiente.
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e SiH > 0.5, la serie exhibe persistencia: un incremento es mas probable que sea seguido por
otro incremento (y lo mismo para las caidas).
e Si H < 0.5, hay anti-persistencia: los movimientos tienden a revertirse en el corto plazo, es

decir, una subida es seguida de una bajada, y viceversa.

Relacion con la autocorrelacion y la dependencia temporal:

Aunque el analisis de autocorrelacion (ACF y PACF) permite explorar la dependencia lineal entre
observaciones en distintos rezagos, el exponente de Hurst permite capturar la dependencia de largo
plazo, que puede no ser visible con las herramientas convencionales (Greene, 2018). A diferencia de
la autocorrelacion, el exponente H condensa en un Unico valor el grado de dependencia temporal
global, lo que resulta especialmente Util para procesos estocasticos complejos o no lineales (Beran,
1994).

Desde el punto de vista de los procesos estocasticos, el exponente de Hurst estd vinculado con la
fractalidad y la autosimilitud de la serie. En particular, un proceso con H # 0.5 no solo tiene
dependencia temporal, sino que también presenta una estructura fractal: su comportamiento

estadistico es similar a distintas escalas temporales (Mandelbrot, 1982).

Modelos tedricos asociados:
El valor de H esta relacionado con ciertos modelos tedricos de series temporales. Por ejemplo, un
proceso de caminata aleatoria (random walk) tiene H = 0.5, mientras que un proceso de ruido rojo o
persistente tendra H > 0.5, y un ruido azul o antipersistente mostrard H < 0.5. En particular, para un
proceso fraccionalmente integrado ARIMA (ARFIMA), el exponente de Hurst puede expresarse en
términos del pardmetro de memoria larga d como:

H=d+0.5

Esto evidencia como la estimacion de H también puede informar sobre la necesidad de modelar
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un proceso con memoria larga en un contexto econometrico (Granger & Joyeux, 1980).

Estimacion practica:
La estimacion del exponente de Hurst puede llevarse a cabo mediante varios métodos, entre ellos:
e Método R/S (Rango Reescalado): técnica clésica introducida por Hurst (1951) que evalta
como varia el cociente R/S con el tamafio de la ventana n mediante un ajuste log-log.
e Método de la varianza agregada: evalla como varia la varianza al agrupar los datos en
bloques de distintos tamafos.
e Método de la desviacion estdndar de la media: se basa en el comportamiento de la
desviacion media de blogues agrupados.
e Analisis de espectro de potencia: relaciona H con la pendiente del espectro de Fourier en el
dominio de frecuencia (Tagqu et al., 1995).
e MF-DFA (Multifractal Detrended Fluctuation Analysis): una extension multifractal del
método DFA que permite estimar H(g) para distintos momentos g, capturando multiples

regimenes de comportamiento.

En este trabajo, se aplican dos enfoques:
e El método simplificado basado en librerias (por ejemplo, compute_Hc).
e El método clésico de R/S, implementado paso a paso para reforzar la comprension

matematica del procedimiento.

3.3.2. Estimacion simplificada del exponente de Hurst

Una de las formas mas accesibles y ampliamente utilizadas para estimar el exponente de Hurst es
mediante algoritmos simplificados implementados en bibliotecas estadisticas especializadas. En el
presente trabajo, se ha empleado la funcién compute Hc() del paquete hurst en Python,

ampliamente reconocida por su eficiencia computacional y su adecuacién al analisis preliminar de
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series financieras (Weron, 2002; Taqqu et al., 1995).

Fundamento del método simplificado:

La funcion compute_Hc() proporciona una estimacion rapida del exponente de Hurst a partir de una
serie temporal, mediante una version optimizada del método clasico de rango reescalado (R/S),
propuesto originalmente por Hurst (1951). Este enfoque permite evitar el calculo manual de los
subcomponentes, haciendo que el procedimiento sea mas eficiente desde el punto de vista

computacional.

Formalmente, dado un vector de precios Py, la funcion realiza los siguientes pasos:
1. Se calcula la serie acumulada del perfil centrado Y (t) = X_,(r; — 7).
Se divide la serie en ventanas de diferentes escalas (longitudes).
Para cada ventana, se calcula el rango acumulado R y la desviacién estandar S.

Se obtiene el cociente R/S para cada ventana.

o ~ D

Se ajusta una relacion de tipo log-log: log(R/S) = Hlog(n) + ¢ , y se estima H como la

pendiente.

Este procedimiento se condensa en la funcién mencionada, que devuelve tres resultados:
e El exponente estimado de Hurst H.
e La constante de proporcionalidad c.

e Unarray con los valores de R/S usados para la estimacion.

Ventajas y limitaciones:

La principal ventaja del método simplificado es su rapidez y facilidad de implementacién, lo que lo
convierte en una herramienta util para andlisis exploratorios incluso en series extensas. Ademas, su
interpretacion se alinea con el marco conceptual del analisis fractal y de la dependencia temporal.

No obstante, el método también presenta limitaciones importantes:

e Essensible a valores atipicos o tendencias no estacionarias.
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e Al basarse en una Unica técnica, puede inducir sesgos si no se contrasta con métodos

alternativos.

e Tiende a sobreestimar el valor de H en presencia de estructuras de volatilidad o

heterocedasticidad (Barunik & Kristoufek, 2010).

Por este motivo, en el presente estudio se complementa esta estimacion con el método clasico de
R/S (seccion 3.3.3) y un analisis desagregado por afios (seccion 3.3.4), lo que permite una
evaluacion mas robusta y matizada del comportamiento dinamico de los precios del mercado de

carbono.

3.3.3. Estimacion complete - Método de rango reescalado (R/S)

El método de rango reescalado (Rescaled Range, R/S), introducido por Harold Edwin Hurst (1951)
en sus estudios sobre la capacidad de almacenamiento del Nilo, constituye uno de los enfoques
mas clasicos y robustos para estimar el exponente de Hurst (H). A diferencia del método
simplificado empleado anteriormente, el procedimiento de R/S proporciona una aproximacién mas
rigurosa, especialmente adecuada para detectar memoria de largo plazo en series temporales
financieras (Mandelbrot & Wallis, 1969; Lo, 1991).

Este método ha sido ampliamente utilizado en economia, hidrologia y fisica estadistica, y
representa un componente fundamental del analisis fractal en series temporales financieras (Peters,
1994; Greene & Fielitz, 1977).

Fundamento del método:

El procedimiento comienza dividiendo la serie temporal de interés X = {x;, x5, ..., X7} en bloques o

subseries de longitude n, variando este parametro a lo largo del analisis para construir una

representacion log-log del comportamiento de la serie.
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Para cada subserie de longitud n, se procede del siguiente modo:

1. Calculo de la media de la subserie:

2. Serie acumulada centrada:

t
Y, = Z(xl- —X,) parat=1,..,n
i=1
3. Rango acumulado:

R(n) = max(Yy,...,Y,) —min(Yy, ..., Yy)

4. Desviacion estandar:

n
1
— — — v )2
S = |2 G = %)
t=1
5. Calculo del R/S:

5™ =56

Este proceso se repite para diferentes tamafios de ventana n, y se representa graficamente
log(R/S)(n) frente a log(n). Si la serie presenta una dependencia persistente (memoria de largo

plazo), se espera una relacion de la forma:

E [g (n)] o nfl

Por tanto, al ajustar una regresion lineal simple en el plano log-log, la pendiente de la linea

corresponde a una estimacion del exponente de Hurst H.
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3.3.4. Analisis temporal de Hurst por ventanas anuales

Una vez estimado el exponente de Hurst sobre la serie completa, resulta metodolégicamente
pertinente descomponer el anélisis en intervalos temporales méas reducidos, en este caso, ventanas
anuales, para examinar la evolucién dinamica del grado de eficiencia del mercado a lo largo del
tiempo. Esta estrategia es habitual en estudios empiricos donde se busca evaluar la estabilidad
temporal de la dependencia de largo plazo en los mercados financieros (Grech & Mazur, 2004;
Cajueiro & Tabak, 2005).

Justificacion de la segmentacion:

El andlisis por subperiodos anuales responde a la hipétesis de que la eficiencia de mercado no es
necesariamente constante, sino que puede estar influenciada por factores exdgenos variables: reformas
regulatorias, eventos macroecondmicos, crisis energéticas o cambios en la demanda de derechos de
emision. Como destacan Lo (2004) y Di Matteo (2007), una evaluacion estatica del mercado podria

ocultar dindmicas relevantes que solo se manifiestan en intervalos temporales especificos.

El enfoque por ventanas anuales, ademas, permite detectar episodios de ineficiencia temporal que
podrian estar relacionados con condiciones particulares del sistema EU ETS, como los ajustes en
el mecanismo de reserva de estabilidad de mercado (MSR) o la volatilidad generada por cambios
en la politica climatica europea (Benz & Triick, 2009).

Procedimiento aplicado:

Para cada afio comprendido entre 2017 y 2024 (con 2024 tratado como incompleto), se extraen los
datos correspondientes y se aplica la estimacion simplificada del exponente de Hurst (como la descrita
en el apartado 3.3.2) sobre la subserie anual. En el caso de 2023 y 2024, al ser 2024 parcial, se

combinan ambos afios para obtener una muestra suficientemente representativa.
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El calculo sigue los siguientes pasos:
1. Filtrado por afo de la serie df_futuros, previamente limpiada y ordenada por fecha.
2. Aplicacion de compute_Hc(), funcién simplificada que estima el exponente H bajo el supuesto
de una relacion de potencias en la varianza de las diferencias.
3. Registro de resultados en un diccionario de Python indexado por afio (por ejemplo,
hurst_results[2018] = 0.89).

4. Visualizacion final en un grafico de barras o lineas, representando el valor de H por afio.

Este analisis permite detectar si ciertos episodios temporales rompen con la hip6tesis de eficiencia
en su forma débil. Por ejemplo, varios afios consecutivos con valores de H significativamente
mayores a 0.5 podrian interpretarse como evidencia de un comportamiento fractal sostenido,
sefialando ineficiencias estructurales o una dependencia prolongada en la evolucion de precios
(Barunik & Kristoufek, 2010).

3.4. Analisis multifractal (MF-DFA)

3.4.1. Fundamento tedrico del analisis multifractal

El analisis multifractal constituye una herramienta estadistica avanzada disefiada para caracterizar
de forma precisa la complejidad de las series temporales financieras. A diferencia de los enfoques
clasicos, que se centran en detectar dependencias lineales de corto plazo, el analisis multifractal
permite identificar relaciones no lineales, dependencias de largo alcance y heterogeneidad de
escalas dentro de una misma serie (Mandelbrot, 1997; Calvet & Fisher, 2002).

Este enfoque se fundamenta en la teoria de los sistemas complejos, segun la cual los movimientos
de precios no son producto de un proceso aleatorio uniforme, sino el resultado de mdaltiples
mecanismos interactuando en diversas escalas temporales. En este contexto, la multifractalidad
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puede entenderse como la superposicion de multiples estructuras de comportamiento, cada una
con una intensidad de fluctuacion distinta, lo que no puede explicarse mediante una Gnica métrica

como el exponente de Hurst clasico (Kantelhardt et al., 2002).

Perfil acumulado y detrended fluctuation analisis:

La base del método MF-DFA (Multifractal Detrended Fluctuation Analysis), introducido por
Kantelhardt et al. (2002), consiste en analizar como fluctla la serie de tiempo a distintas escalas de
observacion. Para ello, se parte de una transformacion inicial sobre la serie original de precios o

retornos, que consiste en construir su perfil acumulado:
i

YD) = Z[xk —)], i=1,..N

k=1

donde xk representa los retornos logaritmicos (habitualmente centrados), (x) es su media, y N es

el niUmero total de observaciones.

Posteriormente, este perfil acumulado se divide en segmentos no solapados de longitud s, y en
cada uno se ajusta una tendencia local (generalmente mediante regresion polindmica). La

desviacion respecto a dicha tendencia se utiliza para definir la fluctuacion local en ese segmento:

N

F2(v,s) = %Z[Y(vs + 1) =B

i=1

donde P\(i) es el polinomio ajustado (tipicamente de orden 1 o0 2). Esta medida se calcula en todos
los segmentos y se promedia mediante una generalizacion para distintos momentos g, dando lugar

a la funcioén de fluctuacion:

1
2N /q

1
2N Z[Fz(v. )17z

v=1

F,(s) =
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paraq # 0,yenelcasoq = 0:

2N,
Fy(s) = exp 211V ZIn[FZ(v, s)]

N
v

La relacion entre Fq(s) y la escala s sigue una ley de potencias:
Fy(s) ~ st@

donde H(qg) es el exponente de Hurst generalizado, cuya dependencia respecto a q permite
distinguir entre series monofractales y multifractales. En una serie monofractal, H(q) es constante.
En una multifractal, H(q) varia significativamente con @, revelando distintos regimenes

estadisticos para fluctuaciones pequefias y grandes (Kantelhardt et al., 2002; Jiang & Zhou, 2008).

Espectro multifractal y singularidades:

La informacion contenida en la funcion H(q) puede transformarse para obtener el espectro multifractal

f(o)), que ofrece una representacion mas intuitiva de la estructura interna de la serie. Para ello, se define

la funcién de masas 7(q):
7(q) = qH(g) — 1

y a partir de ella, se calcula el conjunto de singularidades a y su dimension de Hausdorff asociada

f(a), mediante una transformacion de Legendre:

. dr(q)
dq '’

f(a) = qa —1(q)

El espectro multifractal f(a) representa como se distribuyen las distintas regularidades locales
dentro de la serie. Un espectro ancho indica una alta diversidad de comportamientos, es decir, alta
complejidad. Un espectro estrecho refleja homogeneidad o estructura monofractal (Muzy et al.,
1991; Barunik et al., 2012).
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Origen de la multifractalidad:
La multifractalidad en los mercados financieros puede tener diversas fuentes. Existen dos
explicaciones principales:

e Distribuciones con colas pesadas: los retornos financieros no siguen una distribucion normal,
sino que presentan colas gruesas que aumentan la probabilidad de eventos extremos, lo que
introduce multifractalidad (Ghashghaie et al., 1996; Mandelbrot, 1997).

e Dependencia temporal de largo alcance: las correlaciones persistentes en los valores
absolutos o cuadrados de los retornos, tipicamente asociadas con la volatilidad agrupada,
generan multifractalidad, incluso en ausencia de autocorrelacion lineal directa (Liu et al., 1999;
Koscielny-Bunde et al., 2006).

Ambos mecanismos pueden actuar simultdneamente, y su identificacion es clave para evaluar la
eficiencia de mercados como el EU ETS, que combinan elementos financieros y regulatorios. En
contextos donde los precios muestran estructura jerarquica y dependencia temporal variable, el
MF-DFA resulta una herramienta idénea para complementar los enfoques clasicos de eficiencia
(Kristoufek, 2012; Wang et al., 2016).

3.4.2. Preparacion de los datos para MF-DFA

Antes de aplicar el Analisis Multifractal de Fluctuaciones Detrendizadas (MF-DFA), es necesario
transformar adecuadamente la serie de precios originales en una forma que refleje mejor su
dindmica interna y permita evaluar su comportamiento a maltiples escalas. Para ello, se parte de
la serie temporal de precios diarios de futuros del EU ETS descargados desde la plataforma

Barchart, en el intervalo comprendido entre enero de 2017 y marzo de 2024.

El primer paso de esta preparacion consiste en calcular los retornos logaritmicos, que constituyen
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la variable fundamental para el anélisis multifractal. A diferencia de los precios brutos, los retornos
permiten analizar las variaciones relativas entre periodos consecutivos, y son especialmente Utiles
para detectar patrones de volatilidad y estructuras jerarquicas. Dado un precio Pt en el instante t,

el retorno logaritmico rt se define como:
Py
r; = log(P,) —log(P,—,) = log (P_>
t—1
Esta transformacion es ampliamente utilizada en econometria financiera por sus ventajas analiticas:
convierte la serie en una variable centrada en cero, estabiliza la varianza, y permite sumar retornos de
distintos periodos gracias a su propiedad aditiva (Cont, 2001; Tsay, 2010). Ademas, facilita el analisis

de distribuciones con colas pesadas y la deteccion de comportamientos anomalos a lo largo del tiempo.

o . . . P, — P;_
Los retornos logaritmicos son ademas preferidos frente a los retornos simples (P — P 1)/Pt .

porque se ajustan mejor a los supuestos de normalidad asintética en grandes muestras y
proporcionan una escala adimensional, lo que permite comparar periodos con distinta volatilidad
relativa (Campbell et al., 1997):

n

l0g(P,) ~10g(Pe—) = ) Tt iess

k=1

Una vez obtenida esta serie de retornos logaritmicos, se construye el perfil acumulado Y (i),
necesario para la ejecucion del algoritmo MF-DFA. Este perfil se define como la suma acumulada

de los retornos centrados:
i

Y(i) = Z(rk —(r)), parai=1,..,N

k=1

donde (r) es la media muestral de la serie de retornos, y N es la longitud total de la serie. Esta
construccién transforma la serie en una trayectoria similar a una caminata aleatoria centrada, lo
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que facilita el analisis de las fluctuaciones en diferentes escalas y permite eliminar tendencias

locales mediante ajustes polinémicos (Kantelhardt et al., 2002).

La eleccion de precios de futuros en lugar de precios spot se justifica por su mayor regularidad
temporal. A diferencia de las subastas del mercado spot, los contratos de futuros cotizan
diariamente de lunes a viernes, sin interrupciones, lo que permite aplicar métodos estadisticos
sensibles a la homogeneidad del calendario (Kristoufek, 2012). Esta continuidad es especialmente
importante en el analisis multifractal, donde huecos o valores ausentes pueden distorsionar la

estimacion de escalas y singularidades.

En términos técnicos, el tratamiento de los datos se ha realizado en Python, utilizando estructuras
pandas para garantizar trazabilidad, reproducibilidad y orden cronoldgico. La serie no ha requerido
imputaciones por festivos ni fines de semana, ya que los datos extraidos contenian exclusivamente
dias de negociacion efectiva. No se identificaron valores nulos ni atipicos extremos que

comprometieran la calidad estadistica de la muestra.

3.4.3. Estimacion de H(q)

Una vez preparada la serie de retornos logaritmicos y construido su perfil acumulado, se procede
a estimar el exponente de Hurst generalizado H(q) mediante el método Multifractal Detrended
Fluctuation Analysis (MF-DFA). Esta técnica permite capturar la rugosidad y correlacion de la
serie a multiples escalas temporales, evaluando si los distintos momentos estadisticos exhiben
comportamientos diferenciados, lo cual indicaria la presencia de multifractalidad (Kantelhardt et
al., 2002).

Fundamento metodoldgico:

El MF-DFA generaliza la idea del exponente de Hurst clasico, que mide la persistencia de una serie,
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extendiéndola a una familia de exponents H(q) asociados a los distintos momentos estadisticos de
orden g. La dependencia de H(q) respecto a q revela la presencia de multifractalidad: si H(q) es
constante para todos los g, la serie es monofractal; si varia significativamente, entonces presenta

multifractalidad.

El procedimiento de estimacion se compone de los siguientes pasos técnicos:

Paso 1: Division en segmentos
El perfil acumulado Y(i), de longitud N, se divide en segmentos no solapados de tamafio s, donde s
representa una escala temporal. Para una mejor cobertura de la serie, se repite el proceso desde el final,

obteniendo un total de 2Ns segmentos por cada escala s, donde:

-l

Paso 2: Eliminacion de tendencias locales
En cada uno de los segmentos, se elimina la tendencia local mediante un ajuste polinomial de orden
m (en este trabajo, m=1, es decir, ajuste lineal), generando un detrending. Para cada segmento v, se

calcula la varianza:

N

F2(v,s) = %Z[Y((v —Ds+i)—P,0)°

=1

donde Py (i) es el valor estimado por el polinomio de tendencia en el segmento.

Paso 3: Calculo de la funcién de fluctuacién

Para cada orden ¢, se calcula la funcion de fluctuacion:

2Ng 1/q

1
N Z:[Fz(v,s)]w2 , siqg#0
S

v=1

F,(s) =
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2Ng

1
Zln[Fz(v,s)] , siqg=0
Sy=1

Fo(s) = exp 4N

Esto proporciona una medida de las fluctuaciones caracteristicas a la escala s para cada orden q.

Paso 4: Estimacion de H(Q)
Se representa graficamente log. Fq(s) frente a logz s para cada valor de g. Si existe una relacion de

escala, los puntos se alinearan en una recta, y la pendiente de esta recta corresponde al exponente H(q):

F,(s) sH@ = Jog, F,(s) =H(q) -logys +C

El ajuste se realiza mediante regresion lineal ordinaria sobre los puntos en el espacio log-log. Este
procedimiento se repite para cada valor de g en un rango que usualmente va de -5a5 o de -10 a

+10, dependiendo de la robustez de la serie.

Interpretacion de H(q):
El valor del exponente H(q) proporciona informacion sobre el tipo de correlacion en los datos:
e Si H(q) = 0.5: La serie presenta comportamiento aleatorio tipo caminata browniana (ruido
blanco).
e Si H(g) > 0.5: La serie muestra persistencia, es decir, las subidas (0 bajadas) tienden a
continuar.
e SiH(q) < 0.5: Laserie presenta antipersistencia, las subidas tienden a ser seguidas de bajadas

y viceversa.

El comportamiento de H(q) respecto a q es clave para distinguir entre procesos monofractales

(cuando H(q) es constante) y multifractales (cuando H(q) varia significativamente con q).

En este trabajo, el rango de momentos q elegido ha sido [—5, +5] con 21 valores equidistantes, lo

que proporciona un espectro suficientemente amplio para caracterizar las posibles estructuras
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multifractales. La eleccion del rango de escalas s también ha sido cuidadosamente seleccionada
entre 10 y N/4, con 25 valores logaritmicamente espaciados, para garantizar una cobertura

adecuada de todas las escalas temporales relevantes.

Implementacion computacional:

El calculo de H(q) se ha llevado a cabo utilizando scripts en Python, con funciones implementadas
manualmente siguiendo el esquema metodoldgico anterior. Esto ha permitido un control exhaustivo
sobre cada paso del analisis, desde el ajuste de las escalas hasta el calculo de las pendientes. La
visualizacion del resultado se ha realizado mediante graficos de H(q) frente a g, que permiten
apreciar visualmente la variabilidad del exponente y, por tanto, la complejidad fractal de la serie.
Esta estimacion constituye el paso previo a la construccion del espectro multifractal f(a), que se

desarrollara en la siguiente subseccion.

3.4.4. Calculo y visualizacién del espectro multifractal (o)

Una vez estimados los exponentes generalizados H(q), el siguiente paso del analisis MF-DFA
consiste en construir el espectro multifractal f(a). Este espectro proporciona una descripciéon mas
completa y visual de la distribucion de singularidades locales en la serie temporal, ofreciendo una

medida de su complejidad estructural.

Mientras que H(q) describe cémo fluctian los datos a diferentes escalas y momentos, el espectro
f(a) cuantifica la dimension fractal de los subconjuntos de la serie que comparten un mismo grado
de regularidad estadistica, representado por la singularidad de Hoélder o (Muzy et al., 1994;
Kantelhardt et al., 2002).

Transformacion de H(q) al dominio f(a):

El calculo del espectro multifractal requiere aplicar una transformacion de Legendre sobre la funcion
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de escalamiento:
1. Primero, se define la funcion de escalamiento t(q) a partir de los valores de H(Q):

7(q) = qH(q) — 1

Esta funcién describe como se escalan los momentos de orden g con el tamafio de la ventana s en

el MF-DFA.
2. Segundo, se calcula la derivada de t(q) respecto a g, o que nos proporciona los valores de

singularidad Holder a:

_dt(q) dH(q)
= dg H@+q ——

dq
3. Tercero, se calcula f(o) mediante la transformacion:

a(q)

fla) =q-a—1(q)

Este valor indica la dimension fractal del conjunto de puntos que comparten el mismo valor de

singularidad a.

Interpretacion de f(a):
El espectro f(a) describe la complejidad local del proceso de generacién de la serie temporal. Su
forma y amplitud permiten clasificar la naturaleza de la multifractalidad:
e Una serie monofractal se caracteriza por un nico valor de a, por lo tanto, f(o) se reduce a un
punto (0 una curva muy estrecha).
e Una serie multifractal débil presenta un espectro con amplitud moderada, lo que indica que
existen distintas estructuras locales pero no muy divergentes.
e Una serie multifractal fuerte y compleja mostrard un espectro ancho y asimétrico, indicando

una alta heterogeneidad en la dinamica del mercado.
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El pico de la curva f(a) representa el valor de a. mas frecuente, es decir, la regularidad dominante en
la serie. La anchura del espectro (Aa=omax - omin) €S un indicador directo de la intensidad de la
multifractalidad. Cuanto mayor sea, mayor es la complejidad y heterogeneidad del sistema (Barunik
etal., 2012).

Visualizacion del espectro:
En la préactica, una vez calculados los valores a y f(a), se construye un grafico con:
e Eje x: Valores de a (singularidad Holder).

e Ejey: Valores de f(a) (dimension fractal).

Este grafico permite visualizar de forma inmediata si la serie presenta un espectro:
e Simétrico y estrecho — indica una estructura monofractal o casi monofractal.

e Asimétrico y ancho — implica multifractalidad compleja.

En el contexto del presente estudio, esta visualizacién ha sido esencial para evaluar hasta qué punto
el comportamiento del mercado de futuros de CO: exhibe regularidades estadisticas heterogéneas a
lo largo del tiempo, una sefial que refuerza la hipétesis de que no se comporta como un sistema

puramente aleatorio.

Implementacién en Python:
El célculo del espectro multifractal se ha llevado a cabo de forma computacional en Python,
utilizando las siguientes operaciones:

1. Estimar t(q) directamente desde H(q) con la formula 7(q) = qH(q) — 1.

2. Calcular @ como la derivada numérica de t(q) con respecto a g, mediante numpy.gradient.
3. Obtener f(o) a partir de g - a — t(q).
4

Visualizar el resultado con matplotlib.

Esta implementacién manual garantiza el control de cada paso del andlisis y permite adaptar el

cddigo a diferentes configuraciones de escala, orden polinomial o valores de q.
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Conclusion de la subseccion:

El espectro multifractal f(a) constituye el paso culminante del anélisis MF-DFA. Su forma, amplitud
y simetria proporcionan una firma estadistica del comportamiento del mercado. Un espectro amplio
y asimétrico, como el observado en el presente estudio, implica que los precios de los futuros del EU
ETS presentan una dinamica altamente heterogénea en diferentes escalas temporales, lo que desafia
la vision clasica de la eficiencia en su forma débil.

Este enfoque permite ir mas alla de los métodos lineales, revelando estructuras complejas que
podrian estar asociadas con ciclos de oferta-demanda, choques regulatorios o dinamicas
especulativas, y abre la puerta a investigaciones futuras en la prediccion y modelado no lineal de

mercados ambientales.

3.4.5. Clasificacion y taxonomia de la multifractalidad

Una vez estimados los exponentes generalizados H(q) y calculado el espectro multifractal f(a), es
necesario interpretar su significado practico. La simple obtencion de estas métricas matematicas
no garantiza una comprension adecuada de la estructura subyacente del proceso. Por ello, este
trabajo propone una clasificacion conceptual basada en dos dimensiones clave: la fuerza de la
multifractalidad y su complejidad geométrica (Kantelhardt et al., 2002; Jiang et al., 2019).

a) Ejes conceptuales: fuerza'y complejidad
1. Fuerzade la multifractalidad: Se refiere al grado de variacion que experimenta el exponente
de Hurst generalizado H(q) a medida que cambia el valor del momento g. Si H(q) permanece
practicamente constante para todos los valores de g, la serie se considera débilmente
multifractal o incluso monofractal. En cambio, si se observa una pendiente pronunciada o
curvatura en la funcion H(q), esto indica la existencia de una multifractalidad fuerte, con

diferentes dinamicas de escala para distintas intensidades de fluctuaciones.
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2. Complejidad de la multifractalidad: Esta dimension se evalla a partir del espectro
multifractal f(a), que representa la distribucion de las dimensiones fractales asociadas a
distintas singularidades a. Si el espectro es estrecho, la mayoria de las caracteristicas locales
del proceso tienen un comportamiento similar, 1o que sugiere una estructura simple. Por el
contrario, un espectro ancho refleja alta heterogeneidad local, es decir, diversidad de regimenes

dindmicos, es una estructura compleja (Muzy et al., 1994; Barunik et al., 2012).

b) Tipologia resultante

Combinando ambos ejes se obtienen cuatro categorias principales de estructuras multifractales:

Estructura Simple Estructura Compleja
H(q) casi constante H(q) con leve variacion
Multifractalidad Débil ‘
f(a) angosto f(o) muy amplio
H(q) con alta variacién H(q) muy variable
Multifractalidad Fuerte @ (@) muy )
f(a) angosto f(o) muy amplio

Tabla 2: Tipologia de estructuras multifractales segiin fuerza y complejidad geométrica

Cada una de estas combinaciones representa un tipo diferente de dinamica interna:

e Débil y simple: Series casi monofractales, tipicas de procesos aleatorios sin memoria (como
el movimiento browniano).

e Débil y compleja: Procesos que aparentan homogeneidad en su estructura de escala, pero cuya
diversidad de comportamientos locales se manifiesta en un espectro amplio.

e Fuerte y simple: Series con dependencias marcadas segun la intensidad de fluctuacion (alta
variabilidad de H(q)), pero que, en términos locales, no presentan una diversidad significativa.

e Fuerte y compleja: Sefial de estructuras profundamente heterogéneas, tipicas de mercados
especulativos, ineficientes o afectados por multiples factores (Zunino et al., 2008).

c) Ejemplos ilustrativos
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Esta taxonomia puede visualizarse mediante ejemplos graficos que permiten apreciar las diferencias
entre las estructuras. A continuacion se representan los graficos tipicos de H(q) y f(a) para cada una
de las combinaciones mencionadas:
1. Multifractalidad débil y simple:
e H(q) es casi plano (constante)

e f(a) tiene forma parabolica muy estrecha

H(q): Débil y Simple

0.51f

Sos0f
I

0.481

L B
q
Figura 4: Ejemplo de multifractalidad débil y simple

2. Multifractalidad débil y compleja:
e H(q) apenas cambia con g

o f(o) muestra una parabola més ancha, lo que revela heterogeneidad local

H(qg): Débil y Compleja
0.5100}

0.5075}
0.5050
0.5025

T o.5000}

u
0.4975}
0.4950
0.4925 |
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Figura 5: Ejemplo de multifractalidad débil y compleja
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3. Multifractalidad fuerte y simple:
e H(q) varia claramente con ¢

e f(a) es relativamente angosto

H(q): Fuerte y Simple

0.70}
0.65}
0.60}
0.55}
Sosof
0.45}
0.40}
0.35}

0.30f

—y = 0 2 r
Figura 6: Ejemplo de multifractalidad fuerte y simple

4. Multifractalidad fuerte y compleja:
e H(q) varia fuertemente con ¢
e f(o) es amplio y asimétrico
H(q): Fuerte y Compleja
07l
o6l
0al

0.3f

-2 -2 0 2 7
Figura 7: Ejemplo de multifractalidad fuerte y compleja

Estos patrones permiten no solo clasificar la estructura del proceso, sino también relacionarlo con

posibles propiedades dinamicas del mercado. En particular, una estructura fuerte y compleja, como
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la observada en algunos mercados financieros o de commaodities, podria interpretarse como una sefial

de ineficiencia informacional, dado que implicaria la existencia de dinamicas multiples, no

aleatorias, persistentes y altamente heterogéneas.

4. Resultados del analisis empirico

4.1. Evidencia empirica mediante pruebas estadisticas tradicionales

4.1.1. Resultados de los tests de estacionariedad: ADF y KPSS

Con el objetivo de evaluar si la serie de precios de cierre diarios del mercado de futuros del EU
ETS se comporta como un paseo aleatorio, condicion necesaria para asumir eficiencia débil, se
han aplicado dos pruebas complementarias de estacionariedad: el test de Dickey-Fuller Aumentado
(ADF) y el test KPSS (Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin).

Test de Dickey-Fuller Aumentado (ADF):

El resultado del test ADF aplicado sobre la serie de retornos logaritmicos diarios arroja un
estadistico de —27.9817 y un valor-p de 0.0000. Este valor-p extremadamente bajo permite
rechazar con contundencia la hipotesis nula de presencia de raiz unitaria, lo que indica que la serie

es estacionaria segun este test.

Los valores criticos para los niveles de significancia habituales fueron los siguientes:
o 1%:—3.4343
o 5%:—2.8633

e 10%: —2.5677
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Dado que el estadistico ADF (—27.9817) es mas bajo que todos los umbrales criticos, se concluye
con alta confianza que los retornos logaritmicos no siguen un proceso de paseo aleatorio, al menos
desde el punto de vista de la estacionariedad. Esta propiedad es coherente con lo que se espera en
muchas series financieras transformadas a retornos, las cuales suelen ser estacionarias aun cuando

los precios originales no lo son.
Test KPSS:

Como contraste metodoldgico, se aplico el test KPSS, que invierte las hipétesis del test ADF: en
este caso, la hipotesis nula postula que la serie es estacionaria. El test devolvid un estadistico de
0.3069 y un valor-p de 0.1000, superior al umbral del 5%. Esto impide rechazar la hipotesis nula,
lo que sugiere que la serie de retornos logaritmicos diarios puede considerarse estacionaria segun

este criterio.

Los valores criticos reportados por el test fueron:
o 10%: 0.347
e 5%:0.463
o 25%:0.574

e 1%:0.739

El estadistico observado (0.3069) no supera ninguno de estos umbrales, lo cual refuerza la

conclusidn de que la serie no muestra evidencia significativa de no estacionariedad bajo este test.

Conclusion conjunta:
Tanto el test ADF como el KPSS, pese a partir de hipdtesis opuestas, convergen en su diagndstico: los
retornos logaritmicos del mercado de futuros del EU ETS presentan propiedades de estacionariedad.

Esto es coherente con la literatura financiera, donde los precios suelen no ser estacionarios en niveles,
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pero sus retornos si lo son. Esta propiedad es compatible con la hipétesis de eficiencia débil, aunque

no suficiente por si sola para confirmarla. Por ello, se aplican en las siguientes secciones pruebas

complementarias de autocorrelacion y aleatoriedad.

4.1.2. Anélisis de autocorrelacion: funciones ACF y PACF

Para explorar la posible presencia de dependencia temporal en los retornos logaritmicos diarios
del mercado de futuros del EU ETS, se han calculado las funciones de autocorrelacion (ACF) y
autocorrelacién parcial (PACF) para los primeros 40 rezagos. Los resultados se muestran en la

Figura 8.

Tanto la ACF como la PACF muestran que la mayoria de los coeficientes se encuentran dentro de
las bandas de confianza al 95%, lo que indica que no existe evidencia estadisticamente significativa
de autocorrelacién lineal en los retornos. Este comportamiento sugiere que los movimientos
pasados de los precios no ofrecen informacion predictiva inmediata sobre los futuros, al menos en

términos de dependencia lineal.

En concreto, la ACF no presenta un patron de decrecimiento sistematico, y la PACF muestra una
caida inmediata después del primer rezago, sin valores destacables en rezagos posteriores. Esto no

es consistente con un proceso AR(p) claro ni con una estructura autoregresiva persistente.

Estos resultados respaldan la hipotesis de aleatoriedad en los retornos, al menos en su dimension
lineal, y refuerzan la idea de que el mercado podria ser eficiente en su forma débil. No obstante,
esta conclusion es preliminar, ya que el analisis de eficiencia debe complementarse con pruebas

no lineales y multifractales que exploran estructuras de dependencia mas complejas.
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Figura 8: Funciones de autocorrelacion (ACF) y autocorrelacion parcial (PACF) para la serie de precios de cierre del EU ETS
(2017-2024)

4.1.3. Runs Test (test de secuencias aleatorias)

El Runs Test es una prueba no paramétrica utilizada para evaluar la aleatoriedad de una secuencia
binaria. En este caso, se aplico sobre la serie de rendimientos logaritmicos diarios de los futuros
del EU ETS, codificandola como una sucesién de signos: 1 para rendimientos positivos y 0 para

negativos. Los rendimientos nulos fueron excluidos del anélisis para evitar ambigtedad.

Este test contrasta la hipdtesis nula de que los signos ocurren de manera independiente y aleatoria,

tal como se esperaria en un mercado eficiente en su forma débil. Los resultados obtenidos fueron:
e Estadistico Z: 3.5250

e Valor-p: 0.0004
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Dado que el valor-p es significativamente inferior al umbral del 5%, se rechaza la hipotesis nula
de aleatoriedad. Esto indica que la secuencia de signos presenta patrones no aleatorios, lo que
sugiere una cierta estructura direccional en la evolucion de los precios, ya sea en forma de

persistencia o de reversion sistematica.

Este resultado aporta evidencia adicional en contra de la eficiencia débil, al menos desde la
perspectiva direccional de los rendimientos. En conjunto con los resultados de los tests de
estacionariedad y autocorrelacion, refuerza la idea de que los precios no siguen un comportamiento

puramente aleatorio.

4.2. Resultados del analisis de memoria larga (Hurst)

4.2.1. Estimacion simplificada del exponente de Hurst

Como primera aproximacion al andlisis de persistencia en la serie temporal de precios, se ha
estimado el exponente de Hurst mediante el método simplificado implementado en la funcion
compute_Hc() de la libreria hurst. Este procedimiento, basado en la técnica del rango reescalado
(R/S), permite obtener de forma rapida y eficiente una medida general del grado de dependencia

temporal en la serie.

La estimacion se ha realizado sobre los rendimientos logaritmicos diarios de los futuros del EU
ETS correspondientes al periodo enero de 2017 a marzo de 2024, tras una revision basica de

limpieza para garantizar la calidad de los datos. El resultado obtenido fue:
e Exponente de Hurst (H): 0.651

Este valor se encuentra claramente por encima del umbral de 0.5, lo cual sugiere la presencia de
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persistencia en la serie. Es decir, los movimientos pasados tienden a prolongarse en la misma
direccion: una subida tiene mayor probabilidad de ser seguida por otra subida, y lo mismo ocurre

con las bajadas.

Desde el punto de vista de la eficiencia de mercado, este resultado indica una posible violacion de
la hipétesis de eficiencia débil, ya que implica que los precios contienen algiin grado de memoria

estadistica y, por tanto, potencialmente informacion Gtil para predecir su evolucion futura.

No obstante, esta es una estimacion preliminar. Por ese motivo, en los siguientes apartados se
complementa este andlisis mediante el método clasico R/S y una evaluacion desagregada por afios,

lo que permitird confirmar o matizar el grado de persistencia observado.

4.2.2. Estimacion completa del exponente de Hurst mediante el método R/S

Para contrastar la estimacion obtenida mediante el enfoque simplificado, se ha aplicado el método
clasico de Rango Reescalado (R/S) desarrollado por Hurst (1951). Este procedimiento, mas
detallado, analiza la relacién entre el rango acumulado y la desviacion estandar de la serie a
distintas escalas temporales, proporcionando una estimacion mas robusta del exponente de Hurst

(H).

La serie de rendimientos logaritmicos diarios de los futuros del EU ETS fue segmentada en
subgrupos de tamafio creciente n. Para cada segmento, se calculd el cociente R(n)/S(n), y se
representaron los valores en una escala logaritmica doble: log(R/S) frente a log(n). A continuacion,

se ajustd una recta a los puntos obtenidos, cuya pendiente corresponde al valor estimado de H.

El resultado visual de este andlisis se presenta en la Figura 9:
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Log-Log Plot of R/S vs n
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Figura 9: Representacion log-log de log(R/S) frente a log(n)

El ajuste lineal muestra una pendiente H = 0.53, lo que indica un comportamiento ligeramente
persistente, pero muy cercano al umbral de 0.5 que caracteriza un proceso aleatorio puro. Este
resultado matiza el obtenido mediante el método simplificado (H = 0.65), sugiriendo que, aunque
existe cierta dependencia de corto plazo, la serie se aproxima al comportamiento de un paseo

aleatorio.

Desde la perspectiva de eficiencia de mercado, este valor no proporciona evidencia solida de
ineficiencia, pero si justifica explorar mas a fondo la posible existencia de estructuras dinamicas

més complejas, como se hara en el siguiente apartado mediante el analisis por ventanas anuales.

4.2.3. Anélisis del exponente de Hurst por ventanas anuales

Con el objetivo de examinar si la eficiencia del mercado de futuros del EU ETS se ha mantenido
constante a lo largo del tiempo o ha experimentado cambios significativos, se ha estimado el
exponente de Hurst de forma anual para el periodo comprendido entre 2017 y 2024. La estimacién

se ha realizado mediante el método simplificado basado en la funcion compute_Hc(), previamente
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descrita. Dado que el afio 2024 solo contiene datos hasta marzo, se ha agrupado junto con 2023

para obtener una muestra representativa.

Los resultados se visualizan en la Figura 10:

3.3. Evolucion del Exponente de Hurst por Afio

-- H = 0.5 (Eficiencia Débil)

0.9

0.8

Exponente de Hurst

2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023-2024
Afio

Figura 10: Evolucion del exponente de Hurst por afio (2017-2024)

Se observan fluctuaciones notables entre afios. En 2018 (H = 0.68) y 2021 (H = 0.71), el mercado
muestra una alta persistencia, es decir, los movimientos pasados tienden a prolongarse en la misma
direccion, lo cual es incompatible con la hipotesis de eficiencia débil. En cambio, en 2019 (H =
0.51) y 2020 (H ~ 0.52), los valores se acercan al umbral teérico de H = 0.5, lo que sugiere un

comportamiento mas cercano a un paseo aleatorio.

El afio 2022 destaca con un valor claramente inferior (H = 0.42), lo que podria indicar
antipersistencia o reversion a la media. Finalmente, el periodo 2023-2024 muestra un valor de H

~ 0.47, también por debajo del umbral de aleatoriedad.

Estas oscilaciones pueden reflejar la influencia de eventos especificos, como reformas en el disefio
del EU ETS, episodios de alta volatilidad en los precios energéticos o cambios en la percepcion

del riesgo climatico por parte de los inversores. En conjunto, los resultados sugieren que la
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eficiencia del mercado no ha sido una propiedad estable, sino que ha estado sujeta a variaciones
estructurales a lo largo del tiempo.

4.3. Resultados del analisis multifractal (MF-DFA)

Para complementar el andlisis de eficiencia de mercado, se aplica la técnica de Analisis Multifractal
de Fluctuaciones Detrendizadas (MF-DFA), una herramienta robusta y ampliamente utilizada para
estudiar la complejidad de series temporales financieras. Esta metodologia permite identificar
estructuras de dependencia no lineales y variabilidad a multiples escalas, ofreciendo una vision mas

rica del comportamiento dindmico de los precios.

3.1.5. Estimacion del exponente generalizado de Hurst H(Q)

A continuacion, se estima el exponente de Hurst generalizado H(q), el cual describe cémo varia la
rugosidad de la serie segun diferentes momentos q. Este andlisis permite detectar la existencia de
multiples estructuras de escala: si H(q) es constante, la serie es monofractal; si varia

significativamente, se confirma la presencia de multifractalidad.

Los valores obtenidos de H(q) para q€[—5,5] muestran una clara dependencia del parametro g, lo
que indica que la serie no presenta una dinamica homogénea en todos los niveles de fluctuacion.
En particular, se observa que:
e Para valores negativos de g, que ponderan mas las fluctuaciones pequefias, H(g) es mas alto.
e Para valores positivos de ¢, que priorizan las grandes fluctuaciones, H(q) disminuye

notablemente.

Estos resultados, mostrados en la Figura 11 evidencian la existencia de un espectro multifractal no

trivial en los retornos del mercado de futuros del EU ETS.
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Exponente H(q) vs Momentos q (MF-DFA manual)
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Figura 11: Curva del exponente de Hurst generalizado (H(q)) frente a momentos (q)

3.1.6. Calculo del espectro multifractal f(o)

Con base en los valores de H(q), se construye el espectro multifractal f(a) aplicando una
transformacion de Legendre, donde a representa las singularidades locales de la serie y f(a) su

dimensién fractal asociada.

El espectro obtenido, representado en la Figura 12 presenta una forma parabdlica amplia, lo que
indica una alta heterogeneidad en la dinamica de los retornos. La amplitud del espectro sugiere
que coexisten multiples regimenes de comportamiento, desde regiones con pequefias fluctuaciones

y alta regularidad hasta zonas dominadas por fuertes variaciones y mayor irregularidad.
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5.3. Espectro Multifractal f(a) vs a

104

0.9 4§

0.8

0.7 4

0.6

0.5 4

f(a) (dimension fractal)

0.4 4

0.3 1

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
a (singularidad de Holder)

Figura 12: Espectro multifractal (f(o)) vs (o)

Estos hallazgos refuerzan la hipétesis de que el comportamiento del mercado de futuros de
derechos de emision de carbono no puede ser explicado adecuadamente por un modelo lineal o
por la hipétesis de eficiencia débil. La existencia de multifractalidad implica que existen patrones
estructurales en la serie que podrian reflejar la influencia de factores como intervenciones
regulatorias, variaciones en la demanda energética, 0 eventos externos de tipo econdémico o
politico.

3.1.7. Prueba de shuffling: validacion de la multifractalidad estructural

Para evaluar si la multifractalidad observada en la serie de retornos del EU ETS es una propiedad
genuina del mercado o una consecuencia de efectos estadisticos (como colas pesadas o distribuciones
sesgadas), se aplico una prueba de control basada en el método de shuffling. Este procedimiento,
propuesto por Kantelhardt et al. (2002), consiste en desordenar aleatoriamente la serie de retornos,

eliminando cualquier dependencia temporal pero conservando su distribucion marginal.

El analisis MF-DFA aplicado a la serie aleatorizada revela un espectro f(a) mucho mas estrecho, con
una forma mas simétrica y centrada en torno a a = 0.5, tal como muestra la Figura 13. Esta reduccion

de la amplitud del espectro multifractal confirma que la estructura multifractal observada en la serie
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original no es producto de la distribucion, sino de dependencias temporales reales en los datos. Por lo
tanto, la multifractalidad del EU ETS no es espuria, sino estructural.

Comparacion del Espectro Multifractal: Original vs Barajada
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Figura 13: Comparacion del espectro multifractal entre la serie original y la version desordenada (shuffled)

La contraccion del espectro en la serie aleatorizada indica que la multifractalidad del EU ETS tiene

base en la estructura temporal, no solo en la distribucién de los retornos.

3.1.8. Comparacion con un proceso de referencia (fGn simulado)

Para contextualizar la complejidad multifractal del mercado EU ETS, se ha generado una serie
sintética de ruido gaussiano fraccional (fGn) con un exponente de Hurst H = 0.7, empleando el modelo
de Mandelbrot y Van Ness (1968). Esta serie representa un proceso monofractal con memoria de largo
plazo, pero sin multifractalidad.

Los resultados, ilustrados en la Figura 14, muestran que la serie fGn presenta un espectro mas estrecho
y simétrico, caracteristico de un proceso monofractal, mientras que el espectro del EU ETS es mas
ancho y asimétrico. Esta diferencia evidencia que la multifractalidad del mercado de carbono es mas
compleja que la que puede generar un proceso con memoria pero sin multifractalidad, como el fGn.

En consecuencia, el comportamiento del EU ETS no puede modelarse Gnicamente con procesos de
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memoria larga simples, sino que incorpora heterogeneidades en diferentes escalas.

Comparacion del espectro multifractal f(a)
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Figura 14: Comparacion del espectro multifractal entre el EU ETS y una serie simulada de ruido gaussiano fraccional

La mayor amplitud del espectro del EU ETS sugiere una dindmica mas rica y compleja que la de un

proceso puramente monofractal.

5. Conclusiones

El presente trabajo ha tenido como propdsito aplicar y evaluar un conjunto de metodologias
estadisticas y multifractales avanzadas para el anélisis de eficiencia débil en mercados financieros,
con especial atencion a su capacidad para detectar estructuras no lineales, persistencia temporal y
heterogeneidad en la dinamica de precios. Como aplicacién empirica ilustrativa, se ha utilizado el
mercado europeo de futuros de derechos de emision de carbono (EU ETS) entre 2017 y 2024, sin

que ello condicione el alcance general del enfoque propuesto.

Desde una perspectiva tedrica, los resultados obtenidos cuestionan la validez de la Hipotesis de
los Mercados Eficientes en su forma débil aplicada al mercado de futuros del EU ETS. Mientras
que los métodos clasicos ofrecen sefiales mixtas, aleatoriedad en los signos pero dependencia en

las magnitudes, los anélisis fractales y multifractales muestran evidencia clara de persistencia y
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complejidad en la dindmica de precios. Esta estructura multifractal sugiere que el mercado no
refleja toda la informacion disponible de manera inmediata y completa, al menos no de forma

homogénea en el tiempo ni en todas las escalas.

Desde el punto de vista practico, esta conclusion tiene implicaciones importantes. Si el mercado
no es plenamente eficiente, entonces los precios podrian no reflejar adecuadamente los costes
marginales de reduccion de emisiones, lo que distorsionaria las sefiales econdémicas que orientan
la inversion en tecnologias limpias. Una subestimacion o sobreestimacion sistematica del precio
del carbono podria afectar negativamente la efectividad del sistema como herramienta de politica

ambiental, generando incentivos inadecuados o ineficiencias en la asignacion de recursos.

Ademas, la existencia de estructuras persistentes y multifractales abre la puerta al desarrollo de
modelos predictivos alternativos, basados en la teoria del caos, sistemas dindmicos o inteligencia
artificial, que puedan captar las sefiales débiles y patrones ocultos en los precios. Aunque estos
enfoques deben ser utilizados con cautela, dado el carécter incierto y evolutivo del mercado,
representan una oportunidad para mejorar la comprension y la gestion del sistema de comercio de

emisiones.

En definitiva, el analisis realizado permite cuestionar la supuesta eficiencia informacional del
mercado de futuros del EU ETS bajo un enfoque empirico riguroso y multidimensional. Al
combinar herramientas econométricas clasicas con enfoques fractales y multifractales, se ha
podido explorar con mayor profundidad la complejidad subyacente en la formacion de precios del
carbono. Lejos de responder Gnicamente a dindmicas aleatorias, el comportamiento del mercado
muestra signos persistentes, patrones estructurales y una heterogeneidad que escapa a los supuestos
de linealidad y racionalidad perfecta. Estos hallazgos no solo invitan a reconsiderar la aplicabilidad
de la Hipotesis de los Mercados Eficientes en contextos regulados y de alta volatilidad, como el

del comercio de emisiones, sino que también subrayan la importancia de adoptar marcos
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metodoldgicos mas ricos y flexibles, capaces de captar la complejidad real de los fendmenos
econdmicos contemporaneos. En este sentido, el estudio no solo contribuye al conocimiento
académico sobre eficiencia de mercado, sino que también aporta elementos de reflexion valiosos

para el disefio y evaluacidn de politicas climaticas basadas en mecanismos de mercado.
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columnas = [

"Date", "Symbol", "Open", "High", "Low", "Close", "Change", "MA_200", "MA_50",

"Volume", "Open Interest",
"RSI", "RSI_Avg", "MACD", "MACD_Signal", "MACD_Hist"

]
df = pd.read_csv(
'C:\\Users\\ignac\\OneDrive\\EscritorioMICAINICAI MIT (29)\\TFG ADE skiprows=2,

names=columnas

)
df["'Date"] = pd.to_datetime(df["Date"], errors="coerce") df =

df.sort_values("Date").reset_index(drop=True)
df.head()

{

df['Close'] = pd.to_numeric(df['Close"], errors='coerce’)
df['Volume'] = pd.to_numeric(df['Volume'], errors="coerce’)

stats = df{['Close’, "Volume']].describe()
print("Estadisticas Descriptivas:\n", stats)

plt.figure(figsize=(14, 6))

plt.subplot(1, 2, 1)

sns.histplot(df['Close], kde=True, bins=20)
plt.title('Distribucion de precios de cierre (Close))
plt.xlabel('Close")

plt.ylabel('Frecuencia’)

plt.subplot(1, 2, 2)

sns.histplot(df['VVolume'], kde=True, bins=20, color="orange’)
plt.title('Distribucion del Volumen')

plt.xlabel("Volume’)

plt.ylabel('Frecuencia’)

plt.tight_layout()
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plt.show()
plt.figure(figsize=(14, 5))

plt.subplot(1, 2, 1)
sns.boxplot(x=df['Close)
plt.title('Boxplot del Precio de Cierre (Close)")

plt.subplot(1, 2, 2)
sns.boxplot(x=df['Volume"], color="orange")
plt.title('Boxplot del VVolumen')

plt.tight_layout()
plt.show()

df = df[["'Date", "Close"]]
df_2017_2024 = df[(df["Date"].dt.year >= 2017) & (df["Date"].dt.year <= 2
df_2017_2024.head()

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot(df_2017_2024["Date"], df_2017_2024["Close"], marker="0", linesty
plt.title('Futures Price €tCO2 2017-2024")

plt.xlabel('Date")

plt.ylabel('Futures Price €/tC0O2")

plt.grid(True)

plt.xticks(rotation=45)

plt.tight_layout()

plt.show()

df _2017_2024['Close'] = pd.to_numeric(df_2017_2024['Close'], errors='coer
df_2017_2024['Log Return'] = np.log(df_2017_2024['Close"] / df_2017_2024[
df 2017 _2024[['Date’, 'Close’, 'Log Return].head(10)
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serie_precio = df_2017_2024['Log Return'].dropna()

adf_result = adfuller(serie_precio)
print('--- Test de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) ---)
print(f'Estadistico ADF: {adf_result[0]:.4f})
print(f'Valor-p: {adf_result[1]:.4f})
print("Valores criticos:")
for key, value in adf_result[4].items():

print(f' {key}: {value:.4f})

kpss_result = kpss(serie_precio, regression='c', nlags="auto")
print(\n--- Test KPSS ---

print(f'Estadistico KPSS: {kpss_result[0]:.4f})
print(f'Valor-p: {kpss_result[1]:.4f})

print("Valores criticos:")

for key, value in kpss_result[3].items():

print(f' {key}: {value})

serie_precio = df 2017 _2024['Log Return‘].dropna()
fig, axes = plt.subplots(2, 1, figsize=(12, 8))

plot_acf(serie_precio, lags=40, ax=axes[0])
axes[0].set_title('Funcion de Autocorrelacion (ACF))
axes[0].set_xlabel('Rezagos')
axes[0].set_ylabel('Autocorrelacion’)

plot_pacf(serie_precio, lags=40, ax=axes[1], method="ywm")
axes[1].set_title('"Funcion de Autocorrelacion Parcial (PACF))
axes[1].set_xlabel('Rezagos')
axes[1].set_ylabel('Autocorrelacion parcial’)

plt.tight_layout()
plt.show()
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returns = df_2017_2024['Log Return’].dropna().pct_change().dropna()
signs = np.where(returns > 0, 1, 0)

z_stat, p_value = runstest_1samp(signs, correction=False)
print(‘--- Runs Test ---"

print(f'Estadistico Z: {z_stat:.4f})

print(f'Valor-p: {p_value:.4f})

if p_value < 0.05:

print("Resultado: Se rechaza la hipotesis nula — La serie NO es aleat
else:

print("Resultado: No se rechaza la hip6tesis nula — La serie podria S

hurst_simple = df_2017_2024.copy()

hurst_simple['Date'] = pd.to_datetime(hurst_simple['Date')
hurst_simple = hurst_simple.sort_values(by='Date")
auction_prices = hurst_simple['Log Return'].dropna()

H, ¢, data = compute_Hc(auction_prices, kind="change’, simplified=True)
print("Hurst Exponent:", H)

def calculate_rs(series, n):
subsets = [series[i:i+n] for i in range(0, len(series), n) if len(ser

RS _values =]
for subset in subsets:
mean = np.mean(subset)
std = np.std(subset)
cumulative_deviation = np.cumsum(subset - mean)
R = max(cumulative_deviation) - min(cumulative_deviation)
RS =R/std if std =0 else O
RS_values.append(RS)
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return np.mean(RS_values)

n_values = range(10, len(auction_prices) // 5, 10)
RS_list = [calculate_rs(auction_prices, n) for n in n_values]

log_n = np.log(n_values)
log_RS = np.log(RS_list)

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.scatter(log_n, log_RS, color="blue’, label='R/S values’)
plt.title('Log-Log Plot of R/S vs n’)

plt.xlabel('log(n)")

plt.ylabel('log(R/S)")

slope, intercept, r_value, p_value, std_err = linregress(log_n, log_RS)
plt.plot(log_n, intercept + slope*log_n, 'r', label=f'Hurst Exponent = {s

plt.legend()
plt.show()

hurst_comp['Date] = pd.to_datetime(hurst_comp['Date)
hurst_comp = hurst_comp.sort_values(by='Date")

hurst_comp['Year] = hurst_comp['Date].dt.year
hurst_results = {3
years = hurst_comp.groupby(‘Year")

for year, group in hurst_comp.groupby(‘Year:
if year == 2023:
group = pd.concat([group, hurst_comp[hurst_comp['Year] == 2024]]
series = group['Log Return’]
if len(series) >= 100:
H, c, data = compute_Hc(series, kind="change', simplified=True)
hurst_results[year] = H
else:
hurst_results[year] = None
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hurst_results[(2023, 2024)] = hurst_results.pop(2023)
hurst_results.pop(2024, None)
hurst_results

labels = [f'{k}" if not isinstance(k, tuple) else f'{k[0]}-{K[1]}' for k
values = list(hurst_results.values())

plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.plot(labels, values, marker='0", linestyle="-', color="navy")
plt.axhline(y=0.5, color="gray’, linestyle="--", label="H = 0.5 (Eficienc
plt.title('3.3. Evolucion del Exponente de Hurst por Afio")
plt.xlabel("Afio")

plt.ylabel('Exponente de Hurst')

plt.ylim(0.4, 1.05)

plt.grid(True)

plt.legend()

plt.tight_layout()

plt.show()

def hurst_multifractal(series, q_vals=np.linspace(-5, 5, 21), m=1):
N = len(series)
Y = np.cumsum(series - np.mean(series))
scales = np.unique(np.logspace(np.log10(10), np.log10(N // 4), num=25
Hg =1

for g in q_vals:
Fa_s=1[
for s in scales:
n_segments =N //'s
Fs=[

for v in range(n_segments):
idx_ini=v*s
idx_fin=(v+1)*s
segment = Y[idx_ini:idx_fin]
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t = np.arange(s)

coef = np.polyfit(t, segment, deg=m)

trend = np.polyval(coef, t)

F = np.sgrt(np.mean((segment - trend) ** 2))
F_s.append(F)

F_s=np.array(F_s)
ifq==0:

Fq = np.exp(0.5 * np.mean(np.log(F_s ** 2)))
else:

Fg = (np.mean(F_s ** q)) ** (1/q)
Fq_s.append(Fq)

log_s = np.log2(scales)

log_Fq = np.log2(Fg_s)

slope, _ = np.polyfit(log_s, log_Fq, 1)
Hg.append(slope)

return g_vals, np.array(Hq), scales

serie = df_2017_2024['Log Return’].dropna().values
g_vals, Hg_values, used_scales = hurst_multifractal(serie)

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(g_vals, Hg_values, marker="0")

plt.title('Exponente H(q) vs Momentos g (MF-DFA manual)")
plt.xlabel('Momento q)

plt.ylabel('Exponente de Hurst Generalizado H(q)")
plt.grid(True)

plt.show()

def calcular_espectro_multifractal(q_vals, Hq):
tau gq=q_vals*Hqg-1
d_tau = np.gradient(tau_qg, q_vals)
alpha =d_tau
f_alpha = g_vals * alpha - tau_q
return alpha, f_alpha
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alpha, f_alpha = calcular_espectro_multifractal(g_vals, Hg_values)

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(alpha, f_alpha, marker='0")
plt.title('5.3. Espectro Multifractal f(a) vs o)
plt.xlabel('a (singularidad de Holder)")
plt.ylabel('f(a) (dimension fractal)’)
plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()

shuffled_serie = np.random.permutation(serie)
g_vals_shuf, Hg_shuf, _ = hurst_multifractal(shuffled_serie)
alpha_shuf, f_alpha_shuf = calcular_espectro_multifractal(q_vals_shuf, Hq

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(alpha, f_alpha, marker='0", label="Original’)
plt.plot(alpha_shuf, f_alpha_shuf, marker="x', linestyle="--', label="Ser
plt.title('Comparacion del Espectro Multifractal: Original vs Barajada’)
plt.xlabel('a (singularidad de Holder)")

plt.ylabel('f(o) (dimension fractal)')

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()

from fbm import FBM
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

H simulado = 0.7
N = len(serie)
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fbm_obj = FBM(n=N, hurst=H _simulado, length=1, method='daviesharte")

fbm_series

fbm_obj.fbm()
fgn_series = np.diff(fbm_series)

plt.plot(fgn_series[:500])

plt.title(f'Serie fGn simulada (H={H_simulado})")
plt.xlabel( ' Tiempo")

plt.ylabel('Valor")

plt.grid(True)

plt.show()

g_vals_fgn, Hg_fgn, = hurst_multifractal(fgn_series)
alpha_fgn, f_alpha_fgn = calcular_espectro_multifractal(q_vals_fgn, Hg_fg

plt.figure(figsize=(8, 4))

plt.plot(alpha_fgn, f_alpha_fgn, marker="0', label="fGn")
plt.plot(alpha, f_alpha, marker="x", label="EU ETS")
plt.title('Comparacion del espectro multifractal f(a)")
plt.xlabel('a")

plt.ylabel('f(c)")

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()
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