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1. Resumen y abstract

a. Resumen

La incertidumbre es una realidad humana innegable y que afecta a muchas ramas del saber.
En la economia y en las finanzas son varios los caminos que toman los distintos autores de
los modelos de valoracion clasicos para enfrentarse al problema que presenta la escasez de

informacidn sobre el futuro.

Las ciencias matematicas ofrecen herramientas que permiten teorizar sobre la naturaleza de
los activos y los agentes econdmicos. El objetivo es obtener de las distintas variables del

modelo un valor de pardmetro que asigne, por ejemplo, un precio a un activo.

Los modelos financieros se distinguen entre estaticos y dindmicos segun haya uno o mas
periodos temporales a ser considerados, respectivamente. Los modelos estaticos suelen
definir un Unico periodo de equilibrio (CAPM y Arrow-Debreu).

Dentro de los modelos dindmicos nos encontramos con los que presentan la evolucion de las
variables en tiempo discreto (binomial) y continuo (Black-Scholes). Presentamos

intencionalmente un ejemplo para cada tipo de modelo.

Todos ellos guardan similitudes en su forma de modelizar la incertidumbre. Por ejemplo,
Arrow y Debreu (1954) presentan las bases tedricas que serviran de estructura a los deméas
modelos: lo que para un periodo se hace en Arrow-Debreu, se puede hacer para varios

periodos en el llamado proceso estocastico.

Se presentan cronoldgicamente a los modelos, haciendo hincapié no sélo en la forma como
los modelos beben de las teorias de unos y otros para exponer sus ideas, pero también en sus

peculiaridades.

Todo esto lo acompafiamos con un riguroso tratamiento matematico de las ideas, yendo
siempre a lo mas elemental y explicando de forma intuitiva las ideas de tal forma que una
persona que no sea versada en finanzas, pero si en matematicas, pueda entender a los modelos

clasicos de la valoracion financiera.
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b. Abstract

Uncertainty is an undeniable human reality that affects many branches of knowledge. In
economics and finance, there are many tools that authors use in classical valuation models to

tackle the issue that is the lack of information about the future.

Mathematics provides us with the tools that allow us to theorize over the nature of economic
agents and assets. The objective of these models is to obtain from its variables a value of a

parameter that could indicate, for instance, the price of a financial asset.

Financial models can be either static or dynamic depending on whether we consider one or
many time periods. Static models often define one period of equilibrium (CAPM and Arrow-
Debreu).

Dynamic models can in turn present the evolution of variables in either a discrete (binomial)

or continuous (Black-Scholes) time set. We intentionally present an example for each type.

All these models hold similarities in their ways of interpreting uncertainty. For instance,
Arrow and Debreu (1954) present a theoretical basis that will provide structure to other
models: what Arrow-Debreu does for a single period can be done for each period of a

dynamic model in a so-called stochastic process.

We present these models chronologically, emphasizing not only the way in which they

resemble and use each other’s ideas, but also the peculiarities that make them unique.

We accompany these ideas with rigorous mathematical language, never leaving even the
most elemental concept unexplained, going over the intuition of ideas in such a way that
someone who does not have a background in finance, but has the sufficient mathematical
knowledge nonetheless, can understand these classical models of financial valuation through
this text.

KEYWORDS: Markowitz, CAPM, risk, uncertainty, valuation, Black-Scholes, binomial,
Arrow-Debreu, sigma-algebra, information, filtration, mathematics, finance, modelling,

stochastic.



2. Introduccion
a. Objetivo

Formalmente, el objetivo es poder describir en los modelos mas relevantes del mundo
empresarial (académico y profesional), como son el CAPM, Arrow-Debreu, el binomial, y
Black-Scholes, el acercamiento matematico y estadistico que hace cada uno+ a lo incierto

del mundo econdémico futuro.

Desde la cadena de aminoacidos mas simple hasta el ser humano en su capacidad y dimension
intelectual, la complejidad del entorno natural somete a todos sus elementos, incluso a los
abidticos y los meramente conceptuales, en un constante, dindmico, y muy a menudo

impredecible proceso de cambio y evolucion.

Cuando el bidlogo observa la motilidad bacteriana, o cuando el fisico mide el movimiento de
particulas en fluidos, realmente se detienen sobre algo que es intrinseco a los propios objetos

en cuestién: su aleatoriedad.

En ciencias donde esta propiedad es el eje en torno al cual gira el objeto de estudio, véase la
meteorologia o la politica, el rigor mateméatico ha sido capaz de modelizar innimeros

fendmenos empiricos de forma innegablemente (til a la sociedad humana.

En economia, esta incertidumbre no es menos importante ni esta menos presente. En el afan
de describir el activo financiero, el proceso histérico-econémico nos llevo a la reciente
elaboracidn de varios modelos cuya utilizacion se manifiesta desde el tejido empresarial hasta

incluso el mas humilde individuo econémico con riqueza invertible.

En esta disertacion, abordaremos como se enfrentan cada uno de estos modelos al problema
central que es la incertidumbre. Buscaremos describir como fue el proceso evolutivo de la
modelizacion de esta incerteza en cada uno de los ejercicios, y como se difiere y se asemeja
cada acercamiento académico, respetando su orden cronoldgico, teniendo en cuenta su

objetivo y presente su naturaleza.

En especial, pretendemos con este trabajo resumir las matematicas mas esenciales que cubren

los modelos mas importantes y méas abordados en estudios de ciencias econdémicas y



empresariales en todo el mundo. Creemos que es importante que el alumno de estas ciencias
se gradie con un conocimiento profundo del esqueleto l6gico que sostiene estas
construcciones utilizadas ampliamente en el mundo empresarial, por lo que tanto la
recopilacién de informacidn pertinente y nuclear de estos modelos, como su posterior estudio

y lectura a lo largo de la carrera profesional, aportaran valor a la ejecucion de esta.

Complementamos el estudio puramente financiero con definiciones y abstracciones
matematicas de valor que apoyen y fomenten esta idea de un aprendizaje profundo de los
modelos, como es, por ejemplo, la definicidbn matematica pura de algo discreto; o incluso se

explica en el trabajo qué es algo binomial en su esencia mas abstracta.

También, con esa misma intencion, en mente explicamos el trabajo realizado en el mundo
académico hasta alcanzar la forma dltima del modelo, como es el inevitable abordaje al
modelo de Markowitz antes de desarrollar el CAPM como tal. En este &mbito, buscamos
ofrecer una perspectiva historica y contextualizacion a los hechos, incluso curiosidades y
referencias culturales, no sélo para completar al entendimiento de los modelos, sino para
también amenizar la lectura. Nuestra intencidén es hacer del trabajo algo que exija una
comprension muy minima de finanzas, aunque sea conveniente la versacion en célculo,

algebra, y estadistica basica.

La opinion del autor es que hay aportacion académica en tanto que el trabajo de investigacion
requirio la recopilacién de muchas obras de temas directa o indirectamente relacionados con
estos resultados, pero que de todas formas son de alto valor académico e intelectual. Se aporta
como contenido una lista bibliogréafica que puede ser accedida por cualquier estudioso o
interesado en el tema de las finanzas cuantitativas, que tiene a su disponibilidad a través de
este trabajo una considerable cantidad de conocimiento (autores y obras), expuesto y
compartido de forma préctica y precisa, y acompafiados de una cuidada cronologia, bastante

curiosa.



b. Metodologia

El trabajo requiere un riguroso analisis y sintesis de varios articulos, disertaciones, apuntes y

en especial libros académicos sobre las matematicas financieras.

A lo largo del trabajo se han utilizado diversas obras para entender a las matematicas en que
se apoyan los modelos, llegando a utilizarse referencias bibliogréficas para lo mas puntual.
Esto es necesario en un tema donde un libro explica mejor una ecuacion que otro por

cualquier motivo estilistico o conjetural.

El trabajo requirid no solo la comprension tedrica de los modelos, ya que esto es lo que
realmente exponemaos, sino también la realizacion de ejercicios practicos propuestos en su
mayoria por la tutora con el afan de confirmar dicha comprensién y de ser subsecuentemente
capaz de poder traducirlo a palabras propias. Una parte significativa del trabajo,
especialmente en el trato de los modelos financieros para derivados, los cuales estan tratados
pero breve y sutilmente en Opciones, futuros, y otros derivados (1988) de Hull, son
deducciones del propio autor, que se puso el reto de demostrar algunas ideas de forma
autdnoma, aunque obviamente las demostraciones estén ampliamente disponibles en fuentes
alternativas. Hemos pensado que el trabajo ganaria “personalidad” si el proprio autor tratara

de exponer las matematicas con su propia metodologia y razonamiento.

Se utilizd la herramienta Excel simplemente para la realizacion de algunas gréficas

explicativas con simulaciones empiricas.



3. Laincertidumbre en los modelos estaticos: el modelo CAPM
a. Definicion del tipo de modelo y del modelo ejemplar

En trazos muy generales, la valoracién financiera busca modelizar variables economicas que
se relacionan entre si y se manifiestan a menudo en patrones determinados, con el fin Gltimo
de obtener un precio (o el valor de un parametro) de uno o mas activos para un tiempo
presente o futuro, dependiendo de la naturaleza del objeto de estudio. Es una actividad muy
relevante para inversores y analistas en actividades de lo més variadas (aseguradoras,
analistas de fusiones y adquisiciones, gestores de carteras, entre muchas otras). Requiere
tanto un acercamiento cientifico riguroso, como un solido nivel de intuicion por parte del

valorador.

Los primeros modelos en la valoracion financiera se caracterizan por su caracter estatico. En
los modelos estaticos no se considera una evolucion temporal de las variables, sino que se

estudian sus relaciones cuantitativas para un solo momento de equilibrio.

Un clésico ejemplo de esta préctica es el Capital Asset Pricing Model estatico usado en la
optimizacion de la relacion riesgo-rendimiento para cualquier cartera de un inversor. El
CAPM estatico se caracteriza por la simplicidad afiadida de que se asume que la
incertidumbre del rendimiento del activo capital se resume a la desviacién tipica de sus
rendimientos historicos, desarrollada a partir del trabajo de Markowitz y explicada con mas
detenimiento mas adelante. La gran aportacién del CAPM en la valoracién de acciones es la
relevancia del coeficiente de correlacion entre el rendimiento del activo y el del mercado
general. Normalmente se toma como referencia al mercado un indice bursatil nacional

significativo. El principal resultado del modelo es una ecuacion que sigue la forma:
E(R) =1+ By * (E(Ry) — 17)

Notemos que aqui las variables aleatorias son los rendimientos del mercado R, y del activo
R;. El rendimiento del activo sin riesgo 75 no tiene caracter aleatorio, lo que es lo mismo que

decir que la volatilidad es nula y por lo tanto su valor coincide con el de su esperanza. El



coeficiente B; indica en cierta medida, tal y como veremos con mas detalle en la seccidn final

de este apartado, la correlacion entre el rendimiento del mercado y el del activo i.

b. Contextualizacién historica

El modelo CAPM se origind después de que en 1952 Harry Markowitz planteara en su teoria
de carteras la importancia de las relaciones entre los activos dentro de una misma cartera.
Hasta entonces habia sido escaso el planteamiento de esta idea en las finanzas, aunque desde
un punto de vista cualitativo, ya se habia expresado con bastante anterioridad tal y como
advierte el refran popular contra colocar todos los huevos en una misma canasta. Incluso
Cervantes (1615: 168) hace referencia a esto cuando en la primera parte de la obra Sancho le

advierte al valiente caballero:

Sefior -respondi6 Sancho-, que el retirar no es huir, ni el esperar es cordura, cuando
el peligro sobrepuja a la esperanza, y de sabios es guardarse hoy para mafiana, y no

aventurarse todo en un dia.

Los distintos activos financieros disponibles en el mercado responden cada uno a su manera
a los cambios y estimulos producidos en ellos por el entorno econdémico. Se puede sostener,
como ejemplo ilustrativo, que un activo como puede ser una accion de una petrolifera suba
con el precio de la materia prima, y que a la vez se produzca una pérdida para el inversor en

deuda publica de un pais importador de esta.

Las diferencias que guardan los riesgos de los activos financieros, que dependen de su propia
naturaleza, permite al inversor diversificar su capital invertido en un conglomerado de activos
de naturalezas distintas. Las aportaciones de Markowitz y de los protagonistas del CAPM

responden a como se mide el riesgo de cada activo y del conjunto de activos llamado cartera.

En el trabajo de Markowitz (1990) es clave la introduccion de la desviacion tipica de los
rendimientos historicos de una accién como medida central de su riesgo. En su autobiografia

expone:

Los conceptos basicos de la teoria del porfolio se me ocurrieron una tarde en la

biblioteca mientras leia a la Teoria del Valor de la Inversion de John Burr Williams.



Williams proponia que el valor de una accion deberia ser igual al valor presente de
sus dividendos futuros. Dado que los dividendos futuros son inciertos, interpreté la
propuesta de Williams de valorar una accién por sus dividendos futuros esperados.
Pero si el inversor solo estuviera interesado en los valores esperados de los
instrumentos, solo estaria interesado en el valor esperado de la cartera; y para
maximizar el valor esperado de una cartera, es necesario invertir en un solo
instrumento. Esto, lo sabia, no era la forma en que los inversores debian o deben de
actuar. Los inversores se diversifican porque les preocupan tanto el riesgo como el
rendimiento. La varianza vino a la mente como una medida de riesgo. El hecho de
que la varianza de la cartera dependiera de las covarianzas de seguridad se sumo a
la verosimilitud del enfoque. Dado que habia dos criterios, riesgo y rentabilidad, era
natural suponer que los inversores seleccionaban del conjunto de combinaciones

riesgo-rentabilidad Optimas de Pareto.

El concepto revolucionario del modelo CAPM vino a ser la incorporacion de esta idea en un
modelo de equilibrio en los afios 60, en especial por William Sharpe, pero también por
Treynor, Lintner y Mossin. Su conclusion fundamental es que, para valorar a un activo, se ha

de tener en cuenta su correlaciéon con todo el mercado financiero.

La fama e importancia del modelo se debe a su facilidad estadistica (la cual trataremos en
seguida) y empirica a la hora de valorar el activo, y por ello ha sido extensamente empleado

en el sector financiero desde su creacion hasta hoy.

c. Lavolatilidad en el modelo CAPM estatico
i. Ladesviacion tipicay la covarianza: estadistica del modelo CAPM

Recordemos los siguientes conceptos estadisticos: sea una muestra de precios histdricos de
un activo A (o bien un indice I) P = {P;, P,, P5, ... B,}, medidos en cualquier divisa, se puede
definir un conjunto muestra de rendimientos capitales ordinarios en ausencia de dividendos

segun:

10



Aqui se hace notar que no hemos empleado el rendimiento logaritmico intencionalmente.
Este tiene propiedades como la aditividad en el tiempo, que para un modelo estatico no son

de particular necesidad. Recordamos la forma de los rendimientos logaritmicos:

P,
(3

0i

Hay una razon por la cual se ha empleado el rendimiento ordinario frente al logaritmico. Este
cumple que el rendimiento de una cartera es la media ponderada de cada uno de los
rendimientos de los activos que la componen, tal y como se demuestra al aplicar la definicion

de rendimiento ordinario al valor de la cartera C:
Ci = Coi(1+Ry)

donde Cy; es el valor final de la cartera i, Cy; el inicial, y R; su rentabilidad. Sabemos que los

valores invertidos en cada titulo en el momento final t = 1 es:

n
G = Z Cyi
i=1

Con lo cual tenemos que:
n
€1 = Z Coi(1+Ry)
i=1

Teniendo en cuenta que el valor inicial de la cartera C es proporcional a la media ponderada

por cantidad invertida en cada titulo, desarrollamos:

n n
€= ) wiCo(1+R) = Co Yy wil+R) =
i=1 i=1

11



donde w; es el peso de inversion en cada titulo respecto a la cartera (I6gicamente, un
porcentaje de todo el capital invertido en dicha cartera). Con lo cual el rendimiento ordinario
de la cartera quedara:

C1—Co _ Co(1+ Ty wiR) = Co _

R, =
¢ Co Co

n

G+ Gy Yi—aWiR; — Cy Gy Yi—1WiR, .

= C = I = WiRi
0 0 i=1

Como medida de riesgo se toma, como dijimos ser clave segin Markowitz (1952), a la
desviacion tipica. Se obtiene por lo tanto un conjunto R = {Ry,R,,R3,...R,} de los
rendimientos ordinarios aleatorios medidos en porcentaje (%) y de forma similar se procede

con los cambios en los precios historicos del indice bursatil.

Comenzamos por definir la media o esperanza matematica: la media de todos los valores que
puede tomar ponderada por la probabilidad de cada valor. Es el valor que mejor representa
una variable aleatoria y puede calcular si es conocida la distribucion de probabilidad de la

variable.

B0 = ) x+ P(X = %)
Vi
Teniendo en nuestras manos como Vvariable aleatoria nuestra rentabilidad, podemos tomar
como estimador de su esperanza la media aritmética de la serie histdrica obtenida. Esto se
debe a que la media aritmética de una muestra es un estimador insesgado y consistente de su
poblacion sea cual sea su distribucién de probabilidad. Aqui ayuda entender que, como
poblacidn, se sobreentienden todas las rentabilidades obtenidas (el subconjunto muestra) y

por obtener en el futuro.

Tenemos que la estimacion de la rentabilidad media del titulo i a partir de la serie historica

de precios queda:

12



La desviacion tipica como sabemos es la raiz cuadrada de la media ponderada de las
distancias cuadradas de cada observacion con respecto a la media, o lo que es lo mismo, la

raiz cuadrada de la varianza de la variable.
Var(X) = E[(X — n)?]

Podemos usar nuestra estimacion de la esperanza, la media aritmética de la muestra, como
marco en torno al cual se evalUa la dispersion de la variable. Sera también el estimador a su

vez una media aritmética.
" 2
Var(R)* = E [(X - E(R)) ]

De acuerdo con esta medida de riesgo, consideramos pues mas arriesgado el activo cuyos
rendimientos sean mas dispersos con respecto a la media que el que cuyos rendimientos se
concentren muy alrededor de esta. Esto se debe a que tendriamos, en el caso de la desviacion
tipica baja, un valor E(R) que nos indicara con mas seguridad y precision (menos riesgo) el
rendimiento que obtendremos en el futuro. En el caso contrario, de alta desviacion tipica, los
rendimientos que como inversores podremos obtener no pueden ser esperados con gran

precision, ya que hay una probabilidad més alta de que diverjan respecto a E(R).

o(R)" = Var(R)*

Tiene la ventaja de que se encuentra en la misma dimension que la propia media de la

variable, en este caso ambas estan medidas como porcentaje.

Siguiendo con el glosario que nos llevara a la métrica central de la volatilidad del CAPM,
definimos la covarianza entre las dos variables rendimiento bursatil | y del activo A que nos
conciernen como medida de correlacion. El concepto se utiliza en el &mbito de la estadistica
para nombrar al valor que refleja el grado de variacién conjunta que se registra en dos
variables aleatorias tomando como medida sus medias, estableciendo la magnitud de su

vinculo de dependencia lineal, el cual también estimamos:

Cov(A,I) = o;; = E[(A— E(A)(I — E(])]

13



ii. La teoria de carteras: el 6ptimo de Pareto y la frontera de posibilidades
Tal y como indicaba Markowitz en la autobiografia citada, si los inversores de una cartera
con una coleccion de activos determinada se fijasen solo en el valor esperado de sus
rendimientos, concentrarian toda la cartera en el activo que ofrezca el maximo rendimiento
esperado. Sin embargo, tal y como ya advertia Sancho Panza, esto es una conducta arriesgada.
Es obvio que, al elegir el peso de la inversion en cada activo, se toma también en cuenta el
riesgo. Markowitz sostuvo que este riesgo es la varianza del porfolio, una métrica que
dependera de la distribucion del capital invertido y de las varianzas y las covarianzas de los

n activos que forman la cartera.

Donde w son los pesos en porcentaje de cada activo y o las desviaciones tipicas de sus
rendimientos historicos; o;; las covarianzas. Resaltamos que esta expresion es posible dadas
las propiedades de los rendimientos ordinarios de cada activo de la cartera descritas y
demostradas en el apartado anterior. Tengamos también en cuenta que la parte de la varianza
de la cartera atribuida a las varianzas individuales dependera del niUmero n de activos de

forma lineal, mientras que las covarianzas sostienen una relacién cuadrética:

f(n) = npara las varianzas de los activos

g(n) = nxmpara las covarianzas

Siendo:
n
f= Z Wisziz
i=1
Y:
n
i=1 j=1

14



La importancia relativa de los términos de varianza queda por lo tanto mucho menos
relevante al lado de las formas de las covarianzas cuanto mayor sea el porfolio (mayor sea el
namero n). La conclusion es que las covarianzas constituiran la mayor parte del riesgo de la

cartera cuanto mayor sea el nimero de activos que la compone.

Dado que el inversor siempre va a desear el minimo riesgo para cada nivel esperado de
rentabilidad fijado A, queriendo minimizar la parte del riesgo que si se puede modificar, se
da el siguiente programa de optimizacion segin Markowitz (1952) respetando el hecho de
que los pesos forman el 100% de la cartera:

m

opty,m Covar(P) = Z WjW;0jj

n
i=1j=1

n
s.a E(A) = ZAi
i=1

n
Zwizl

i=1

Por ser un programa de Optimos condicionados con restricciones de igualdad, se aplica el

teorema de Lagrange con multiplicadores u e y:

n m n n
1

i=1 j=1 i=1 i=

Se deriva la funcion lagrangiana con respecto a cada multiplicador y se obtiene:

n
Zwiai—,uA—y=0
i=1

E(A) = Zn:Ai

15



Wi:1

n
i=1

Tenemos un sistema de n 4+ 2 ecuaciones y n + 2 incognitas (los n pesos y los dos
multiplicadores). Las soluciones del sistema nos dirdn cuanto tendremos que invertir
proporcionalmente en cada activo para obtener un rendimiento fijado A eficientemente. Esto
describe una parabola en un plano cartesiano formado por la volatilidad en el eje horizontal
y el rendimiento en el vertical. El conjunto de todos los puntos de la parte superior de la
parébola tendrd una relacion rendimiento-riesgo eficiente, a la que llamaremos la frontera
eficiente. La frontera eficiente nos ofrece todas las carteras que se pueden formar usando los

n activos para cada rendimiento fijado con un minimo nivel de riesgo.

Figura 1: visualizacién empirica de la frontera de
posibilidades
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Fuente: simulacion propia
La cartera de varianza minima sera aquella cartera eficiente (contenida en la curva descrita
por el programa de optimizacion) con la minima varianza de toda la frontera. Aqui es
importante mencionar que las varianzas son estimaciones y cada inversor estimara las suyas,

no todos compartiendo una frontera necesariamente con la misma estructura y forma.
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iii. La introduccion del activo sin riesgo de Tobin

Es en 1958 cuando Tobin incluye el activo sin riesgo en el mercado modelizado por
Markowitz. Hasta ahora hemos supuesto que todos los activos que podemos incluir en nuestra
cartera tienen una varianza superior a cero. Sin embargo, sabemos a un nivel cualitativo que
hay muchos activos cuyo riesgo es despreciable dada la estabilidad econdémica del agente que
representa el instrumento. EI ejemplo principal es sin duda la deuda publica de los mayores
estados, como puede ser la emitida por el gobierno federal de EE. UU., o por el gobierno de
Espafia. ¢Qué implicacién conlleva la introduccion de este elemento en el planteamiento

rentabilidad-varianza de Markowitz?

Afadir este nuevo activo, a cuyo tipo el inversor puede pedir prestado o prestar capital,
“provoca una degeneracion matematica que simplifica en gran manera la forma de la frontera
eficiente.” (Luenberger, 1998: 165). Esto se observa muy nitidamente en una cartera formada
por dos activos, el sin riesgo y otro con riesgo. El activo sin riesgo tendra rendimiento 7,
fijado y cierto y una volatilidad oy = 0. Si tenemos un peso « invertido en el activo con
riesgo o y rendimiento r, la esperanza del rendimiento total y la varianza de ese rendimiento

en la cartera seran pues:
EP)=a*xrp+(1—a)x*r
oP)=a*op+(1-—a)xoc=(1—a)*o

Aqui se observa que ambas expresiones tienen una relacion lineal con a. Esto implica por
sustitucion que guardan una relacién lineal entre ellas, que en el plano se manifiesta como

una linea recta.

En el caso de n activos con riesgo, la inclusion del activo sin riesgo cambia totalmente el
conjunto factible del programa, que ahora incluira infinitas lineas que pasan por el punto de
corte con el eje vertical (0,7¢) y todos los activos con riesgo incluidos en la parabola. Se
describe pues un conjunto factible comprendido entre dos rectas tangentes a la parabola que
se cortan en dicho punto. El punto de tangencia superior es la cartera eficiente construida a

partir de una combinacion concreta de activos con riesgo. A este punto se le llama F, de

17



fondo. Segun el denominado “teorema de un fondo”, existe dicho fondo F de activos con
riesgo tal que se pueden formar carteras eficientes a partir de las combinaciones de F vy el
activo sin riesgo para cada inversor. Luenberger (1998: 167) ofrece una corta explicacion del

teorema:

Cuando se hace posible prestar y pedir prestado al tipo sin riesgo, existe un unico
fondo F de activos con riesgo que es eficiente. Todos los puntos en la frontera

eficiente son combinaciones de F y el activo sin riesgo.

iv. EI CAPM como desarrollo de esta teoria y la incertidumbre en el modelo
Es fundamental entender el “teorema de un fondo” porque representa un pilar del modelo
CAPM. Este modelo asume el equilibrio econdmico generado por todos los agentes
participantes, en un entorno en el cual todos son inversores de carteras de relacion media-
varianza eficiente, todos tienen las mismas estimaciones para el valor esperado y la varianza
de los rendimientos de los activos con riesgo, y todos tienen acceso al activo sin riesgo. Y es

que, segun estas premisas, podemos afirmar que:
F=1

La cual se denomina cartera de mercado y es la suma de todos los activos con riesgo en el
mercado (aqui las acciones de patrimonio empresarial). La razén de esta igualdad es que, si
todos los agentes invierten en F, cuya suma de las compras llega al total de capital en el
mercado, entonces F debe contener acciones en proporcion a su representacion en el

mercado. Esto sera I, la cartera 6ptima en equilibrio.

Se denomina linea del mercado de capitales (en inglés Capital Market Line o CML) a la recta

que corta con el eje vertical en (0,7¢) y el punto F (o I ya que estamos en equilibrio) y

describe el nuevo conjunto eficiente.

I—r

E(P) =1+ Op

o

donde P es el rendimiento de la cartera, I el del mercado, g, Yy a; Sus respectivas desviaciones

tipicas y 7 el rendimiento del activo sin riesgo.
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Esta expresion del nuevo conjunto eficiente es importantisima, ya que nos ofrece
directamente el rendimiento que podemos esperar para un nivel de riesgo especifico de una

cartera eficiente donde se considera la cartera del mercado I y el activo sin riesgo.

De forma bastante intuitiva (cudnto méas rendimiento, mas riesgo tendremos que aceptar
linealmente), definimos el precio del riesgo como la derivada de la expresion con respecto a

g.

iii. La linea del mercado de valores

Si invertimos a en un activo con riesgo A y lo demas en la cartera de mercado I, obtenemos:

Tpu=axA+(1—a)xl

Oy = \/a"Z x 0 +2a(1— a)oy + (1 — a)? * of

Estos valores describen una curva en el plano que debe estar contenida en el conjunto factible
y que es tangente a la linea de mercado de capitales en I, ya que coincide obviamente con
este punto cuando no invertimos en el activo con riesgo y ponemos todo nuestro capital en la
cartera de mercado. Para que esto se cumpla, la derivada de la curva cuando a = 0 debe
coincidir con la inclinacion de la linea del mercado de capitales. Para @ = 0:

a1
da

da o;
Y usando la relacion:
dr, % dr, o;
do, - doy < do, - (A_I)ai, — o
da

A lo cual solo hay que igualar a la pendiente de la linea de mercado:

oo I-1

A= >
Oi] — 0 Oym
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Finalmente, cuando la cartera de mercado I es eficiente, la caracterizacion de los activos bien

valorados de acuerdo con el modelo CAPM toma la siguiente forma al despejar A:

r
E(A) =715 + sz(fu =1+ *(E(I) —17)
1

Este el resultado fundamental de toda la teoria desarrollada hasta ahora. La representacion
grafica de esta recta revolucionaria toma el nombre de Security Market Line o SML, y

establece la relacion lineal entre el valor esperado de la rentabilidad de un activo y su riesgo.

Segun el modelo, todos los activos se posicionarian en esta recta. Sin embargo, en el mundo
real, esto no siempre pasa, de tal forma que cualquier activo posicionado por encima de la
recta estaria infravalorado respecto a su riesgo segun el modelo, dado que su rentabilidad es
superior a la media para un nivel de riesgo igual. De modo contrario, cualquier activo que se
encuentre por debajo de la SML se considera supervalorado por el modelo, ya que ofrece una

rentabilidad inferior a la media por la misma cantidad de riesgo.

vi. El riesgo sistematico

De la SML se saca el coeficiente £:

oy Cov(AD)

=020

Esta variable resume la definicion de riesgo relevante para la valoracion en el modelo CAPM
al establecer que la derivada de la esperanza del rendimiento del activo A con respeto al
rendimiento del indice I o, lo que es lo mismo, cuanto varia el rendimiento del activo en
respuesta a un cambio unitario del rendimiento del indice (recordemos que del 1% ya que
nuestras variables estan en porcentaje), equivale a la proporcién de la covarianza de ambos
activos (como estos se mueven en conjunto) con respecto a la variacion del mercado en

general.

La B es hoy en dia la medida por excelencia del riesgo sistematico, el que no se puede
diversificar encontrando combinaciones éptimas de los activos. Pensemos que todos los

activos en la economia, de una manera u otra, estdn afectados por factores comunes
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(recesiones, guerras, bancarrotas, etc.), que les influyen. Este riesgo de todo el “sistema”
economico (de ahi “sistematico”), el cual trataremos mas adelante, sera prevalente en la
cartera cudnto mas ésta esté diversificada, ya que los riesgos individuales se anulan, dando

mas espacio de dominio a aquel que no desaparece diversificando.

Claro que el riesgo inherente a cada activo individualmente no se puede reducir sin hacer
cambios en el propio modelo de negocio o entidad econdémica por detrds del instrumento,
algo mucho mas alld del objetivo del inversor. Se visualiza la relacion entre riesgo

diversificable y no diversificable en la iconica grafica:

Figura 2: diversificacion del riesgo

Riesgo de la cartera

0 5 10 15 20 25
Numero de activos

—@— Riesgo total Riesgo no diversificable

Fuente: simulacion propia
Donde la asintota hacia la cual la curva tiende es el riesgo no diversificable. Es practica
comun en la industria financiera el no pasar de los veinte o treinta activos (Greenblatt, 2006),
especialmente si estos han sido seleccionados de forma aleatoria, ya que se ha venido a probar
de forma empirica que mas alla de ese numero de titulos es improbable reducir el riesgo de

la cartera incluyendo un vigésimo o trigésimo primero.
Analicemos los distintos escenarios de esta medida de la incertidumbre del modelo:

e DadoqueV(l) = 0,8 <0siysolosiCov(A ) <0.Aqui la correlacion es inversa,

asi que A serd mayor cuanto peor esté el mercado. Esto es caracteristico de, por ejemplo,
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los fondos cotizados en bolsa inversa. Los activos que dan rendimientos inversos al
mercado también se denominan activos refugio, ya que rinden positivamente en un
entorno econdmico general bajista. Se hace notar que segun la valoracion por CAPM,
estos activos suelen render menos que el activo sin riesgo teniendo riesgo. Sin embargo,
su inversién no carece de sentido en tanto que permiten diversificar y neutralizar el riesgo
de las carteras de forma eficiente, al ser tan contrarios al comportamiento de todos los
demas activos.

Cov(A,I) =0 & B = 0.Eneste caso, como A e | no guardan cualquier correlacion:

Esto es propio de los activos con retornos fijos o de los activos no correlacionados con el
mercado. Estos activos carecen totalmente de riesgo sistematico, por lo que su

rendimiento de referencia tiene que ser el activo sin riesgo, el tnico al que es comparable.

0<B<1e0<Cov(Al) <V().Aquiel activo se mueve con el mercado, pero en
menor cantidad. La covarianza es menor que la varianza del mercado. Esto es propio de
los activos estables, como acciones de empresas de servicios publicos, denominados
activos defensivos.

Cov(A,I) = V(I) & B = 1. Dicho de otra forma, la beta es uno si y sélo si la
covarianza entre los rendimientos del activo con riesgo y los del indice bursatil coincide
con la varianza de los rendimientos del indice. A se mueve por lo tanto en la misma
direccion y con la misma intensidad que I. Esto es tipico de activos que o bien por sus
caracteristicas se mueven muy a la par con el mercado (dependen casi exactamente de su
entorno econémico), o bien de activos que por su representatividad econémica afectan al
indice bursatil en gran medida.

B >1 & Cov(A, 1) >V(I). Aqui la covarianza de las dos variables es mayor que la
varianza del indice. El activo se mueve en la misma direccién que el mercado, pero con
mas intensidad que este, como es el caso de las acciones de bancos comerciales o de

inversion, considerados los activos agresivos.
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4. La incertidumbre en los modelos estaticos: Arrow-Debreu
a. El origen del modelo e introduccion al concepto: el equilibrio estatico

El modelo de Arrow-Debreu se desarrolla por el estadounidense Kenneth Arrow (Premio
Nobel en 1972) y por el francés Gerard Debreu (Premio Nobel en 1983) en los afios 50. En
su trabajo sobre la Teoria del Equilibrio General bajo incertidumbre (1954) desarrollan la
base del estudio que servira a los economistas de la segunda mitad del siglo para trabajar el
equilibro estatico bajo incertidumbre (entre otros, todos los personajes que hemos visto en el

modelo anterior). Duffie (1988: 39) nos ofrece una buena definicion de este equilibrio:

El equilibrio competitivo ocurre con un sistema de precios a los cuales los beneficios
de las empresas maximizando decisiones de produccién y las decisiones de consumo
sostenible de los consumidores individuales igualan la demanda con la oferta. Este
concepto ha sido formalizado en el clasico modelo Arrow-Debreu, un punto de

referencia para la teoria del comportamiento del mercado de activos.

En su trabajo, los autores nos introducen al activo Arrow-Debreu (0 A-D). La formalizacién
de este concepto es algo elaborada y requiere la comprensién de algunas ideas matematicas
gue pasamos a describir, y que serdn una novedad para la matematica econdémica y financiera
que tendrad un impacto historico en la forma de interpretar la evolucion de la incertidumbre

en modelos futuros.

b. Algebra y la estructura de la informacion

Sea Q = {wy, w,, ws, ..., w, } Un espacio de Venn de cada uno de los posibles estados w; del

mercado, F es un conjunto de posibles subconjuntos de  tal que:
F={w} ... {or} {01, w3}, ..., {w1, w3, w3}, ..., Q, B}
F es un algebra si y solo si:

e F esestable por complementacion: VA€ F,Q —A€F
e F esestable por unién:

VA, € F/n € Nde F, tenemos que U;>, A, € F.
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e Q€EFyaquesiAEFeO0-AeEFSAUQ—-A)=Q€EF
e PeFyaquesiQEFeO0-OQO=0€F

e [ también es cerrada bajo intersecciones contables.
Si el conjunto es infinito, recibe el nombre de o-algebra.
Los distintos estados son incompatibles en tanto que el mercado no puede estar en una

situacion w; y w; a la vez, tal que: w; N w; € O = @ cuando i # .

El conjunto de las partes que incluye todos los subconjuntos siempre tiene estructura de

algebra.

Q representa el conjunto de todos los sucesos que pueden pasar en la economia, seguin nuestro
modelo. Tedricamente, hay un nimero de posibles estados inabarcable, pero en la
modelizacion siempre simplificamos la realidad. Una forma de hacerlo es por ejemplo dividir
la economia en cuatro estados segun cuatro intervalos en los cuales es posible estar el PIB
del pais en el afio siguiente: menos de 1 billon de USD, entre 1y 1,1, entre 1,2 y 1,3, 0 mas
de 1,3 billones de USD.

Cada posible evento tiene una probabilidad P asociada. En nuestro ejemplo, el PIB de Espafa
en 2019 puede distribuirse en los intervalos uniformemente (25% de probabilidad para cada

intervalo). Diremos que si P es una probabilidad sobre (F, ), cumple que (Roger, 1991:67):
1.P(@)=0
2.(A,B) E F X F = se contieneen B = P(A) < P(B)

3. Si A, es una secuencia creciente de los elementos de F:

Lim P(4,) = P <U An>

n=1

4. Si A, es una secuencia decreciente de los elementos de F:
Lim P(4,) = P <ﬂ An>
n—->oo
n=1

24



5.VAEF, P(Q—A) =1—P(A)

Queda definido el espacio probabilistico (,F,P). Sobre este triplete se pueden definir
variables aleatorias que toman valores segun los posibles estados de la naturaleza. Si tenemos
la funcion de probabilidad P asociada a (), podemos derivar directamente la distribucion de
probabilidad de la variable contenida en el espacio. En el ejemplo anterior, en un activo como
una accion del IBEX S, su precio sigue una distribucion uniforme con 25% de probabilidad

para cada estado de la naturaleza (que depende del valor del PIB).
Duffie (1988: 62) aporta:

Tomamos L?(P) como el espacio [vectorial de Banach]® de elecciones para una
economia, tratando cada vector x en L2(P) como una variable aleatoria que describe

una cantidad x(w) de “consumo recibido en un estado de la naturaleza w € f).
El vector x representara el pago del activo, y se puede interpretar como el activo en si.

Una variable aleatoria cuyo valor es un nimero asociado a los estados de la naturaleza (en el
modelo de Arrow-Debreu va a ser el precio del instrumento financiero), tras ser medida en
un momento dado, genera un algebra. Asi, si tenemos en un momento t una medicion S(w),

sabremos en qué estado estara el mercado a través de la aplicacion.

Cuando un algebra representa informacién que implica haber obtenido el valor de una
variable, se dice de ella que es medible respecto de esa algebra. Pongamos nuestro ejemplo.
Como tratamos del modelo estatico, existe sélo un periodo relevante T (2019), el cual

procede de un estado inicial:

1 Un tipo de espacio vectorial normado (que contiene una norma u operacion que define una medida para los vectores
contenidos en el espacio) y que a su vez es un tipo de espacio Cauchy (existe para cada escalar mayor que cero un nimero
entero tan grande que cualquier mddulo de la diferencia de vectores contenidos en el espacio es menor que dicho nimero
para todo par de vectores de orden mayor que el entero) en el que cada secuencia de Cauchy converge.
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El &lgebra generada por esta variable seria:

X = {{w}, {w,}, {ws}, {w3}}

X nos aporta la informacion que tenemos disponible en 2019. En este caso, sabremos en qué
intervalo esta el PIB espafiol gracias al valor observado en la variable. Por ejemplo, si la
accion del IBEX toma el valor de 38 EUR en 2019, sabremos que el PIB resultd ser menor
que 1,1 billones de USD. Esta informacion que tiene el individuo al final de que se concrete

el fendmeno es la particion del conjunto de estados de la naturaleza mas fina posible.

El otro ejemplo extremo es el del bono B. Si el precio del bono del Tesoro Publico Espafiol
es el mismo independientemente del PIB, es decir, es una variable aleatoria cuyo valor es

independiente de los estados de la naturaleza, entonces tenemos de
B(w;) = B(wz) = B(w3) = B(w,) = 1000
que el &lgebra que genera es:
Z=1{Q}

Esta algebra no aporta cualquier informacion sobre el estado de la naturaleza que se ha

concretado, siendo por lo tanto la particion méas grosera posible.

Un caso intermedio puede ser el valor de una casa, C, que es una variable que depende en

menor media del PIB del pais, por lo que:

26



C =10,000

C(w3) = 12,000
C(w,) = 12,000

El algebra que generaria seria:

Y= {{0-)1, (1)2}; {(1)3, 0)4}}

Més grosero que el generado por S, pero mas fino que el generado por B. Notese que:
XcYc?Z

Concluimos que S, C y B son medibles respecto de X,Y y Z, respectivamente. Cada algebra
generada por cada variable son las algebras minimas respecto las cuales puede ser medible

cada variable.

c. Laincertidumbre en el activo A-D
La incertidumbre en la economia esta definida por un conjunto de posibles estados de la
naturaleza que pueden suceder al final de un sélo periodo, en el cual nos centramos (de ahi
que el modelo no sea dindmico). EI modelo de Arrow-Debreu, un estado de la naturaleza esta
definido por el conjunto de valores que toman las variables, que describen el estado de la
economia: tasas de desempleo, desastres naturales, precios de productos basicos, etc. La
incertidumbre es cuantificada por una variable aleatoria cuya funcion de distribucion

cumulativa que es conocida objetivamente.

El activo denominado Arrow-Debreu asociado a una variable aleatoria comprendida en
varios estados w; tiene un valor unitario del bien de consumo (el llamado numerario)

solamente en un estado especifico w; € wy, Yy valor nulo en cualquier otro.

Estos activos se encuentran en un mercado completo, o0 mercado Arrow-Debreu ya que el
modelo originé el concepto, lo que viene a ser una estructura de mercado donde todos los
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reclamos contingentes (contratos cuyos pagos dependen del estado de la naturaleza) pueden
ser comprados. Si hay k estados de la naturaleza, se pueden comprar reclamos para cada k

estado individualmente (propiedad de completitud del mercado).

Esta premisa asume por un lado que hay activos reales en la economia tales que se pueden
construir carteras que dupliquen los activos Arrow-Debreu, y por otro lado la informacién
perfecta asume que tantos los consumidores como los productores tienen acceso a
informacion perfecta e instantanea (cuasi-omnisciente, digamos de forma informal) de los

precios, utilidad, y costes de todos los activos en el mercado.
Zapatero y Cvitani¢ (2004: 87) elaboran:

La razon por la que la propiedad de la completitud [...] es importante es que [...] en
mercados completos cada contrato financiero tiene un unico precio justo (asumiendo
ausencia de oportunidades de arbitraje [0 AOA]. Esto es crucial para los agentes de
los mercados financieros pues les permite poner un precio a todo tipo de contratos
complicados de forma consistente, esto es, teniendo en cuenta que los valores de los

activos son relativos entre si.

[Definimos dentro de este contexto el reclamo contingente, un contrato con un pago
que puede suponer una pérdida o un beneficio. Es contingente pues es aleatorio y

dependiente del estado de la naturaleza que acabe ocurriendo.]

Decimos que el mercado es completo cuando podamos replicar los reclamos

contingentes con mercancias existentes.

Esta idea se ve de forma mas clara bebiendo de la discusion anterior sobre la estructura de la
informacion, sélo que en este caso el activo es Arrow-Debreu y paga su numerario en su

respectivo estado:
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Si los mercados son completos, quiere decir que existe una familia de cuatro activos

{51,5,,55,5,} tales que el reclamo contingente es un pago numerario para los otros estados
de la naturaleza. Al poder comprar estos cuatro activos, tenemos una base de vectores en el

periodo estatico:
B. = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} c R*

Esta es la base canodnica de R*, cuyas posibles combinaciones lineales generan a todo el
espacio. La interpretacion algebraica de esto es que pudiendo comprar cualquiera de los
activos en la economia en cualquier cantidad (multiplica el vector por un escalar), se pueden
hacer combinaciones lineales que repliquen a cualquier otro activo o cartera (ya que la base
candnica es, como dijimos, un sistema generador de vectores linealmente independientes que

generan a todo el espacio vectorial).
Zapatero y Cvitani¢ (2004: 57) elaboran:

[En general, I]a mercancia S puede [por lo tanto] ser descrita como un vector K-
dimensional (sq,s,,... ,S;) de pagos en cada respectivo estado, donde todas las
componentes del vector son no-negativas. [El activo sin riesgo paga la unidad
independientemente del estado, y esto es equivalente a la cartera compuesta por cada
una de los K activos Arrow-Debreu. Esta cartera] representa a un bono puro que
paga interés determinado por la diferencia del pago de una unidadent = 1y el

precioent = 0.
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Este razonamiento empieza en modelo estatico en el cual tratamos de un periodo temporal,
pero puede ser extendido, como veremos mas tarde en el binomial, a varios periodos si

tratamos cada periodo individualmente como en este modelo.
Siguiendo con la definicion de activo Arrow-Debreu (Luenberger, 1998: 248):

Un tipo especial de activo es aquel que ofrece un pago sélo en uno de los estados.
Podemaos definir las mercancias elementales de estados como eg = (0, 0, ..., 0, 1, 0,
0, ..., 0). Cuando un conjunto completo de mercancias existe (uno para cada estado),
es facil determinar el precio de cualquier otra mercancia. La mercancia d =
(dt,d?,...,d*) puede ser expresada como combinacion [lineal] de los estados
elementales de las mercancias ya que d = Ys_, dSes, y por lo tanto por linealidad

de valoracion:

P= id%ps

S=1

Si las mercancias elementales de los estados no existen, es posible construirlas de

forma artificial combinando mercancias que si existen.

En un mundo perfecto, un individuo puede especificar su consumo en un posible estado de

la naturaleza. De hecho, puede desarrollar un “plan” contingente a cada posible estado.

Sea m(s) el precio del activo s asociado al estado w, decimos de m(s) que es el precio del
estado. Al final de un periodo horizonte, se nos es dado un estado de la naturaleza, w y los
agentes consumen los pagos generados por la liquidez de sus carteras. El problema del
inversor con una riqueza r consiste en seleccionar a una cartera Arrow-Debreu que maximice
su utilidad esperada bajo la restriccion de un presupuesto b (de “budget”). La cartera es
representada como la funcién c(s), lo que equivale simplemente al nGmero de activos Arrow-
Debreu comprados (el numero de instrumento s). Tambien Illamamos a c el nivel de
consumicion en el estado w, ya que asumimos que los inversores no tienen otras fuentes de
ingresos contingentes que las generadas por sus carteras. La cartera es por lo tanto un plan

contingente de consumo.
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El programa gue nos concierne queda entonces definido como:

n
Optmax z pi u(ci)
i=1

n

s.a Z Cibil; =T

i=1

Donde p; es la probabilidad del estado w;, ¢; = c(s;), w; = m;/p;, Y r €s la riqueza inicial

del inversor. u es la densidad del precio estado, el precio del activo dividido entre su

probabilidad. El valor esperado del rendimiento bruto del activo s; es inverso a su densidad:
pix1+(A—-p)*0_pi_

T T '
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5. La incertidumbre en los modelos dinamicos discretos: modelo Binomial
a. Definicion de este tipo de modelo y del modelo ejemplar

Los modelos discutidos tenian, como hemos indicado, caracter estatico. En ellos no se estudia
la evolucion de las variables aleatorias a lo largo del tiempo, sino que se recoge informacion
histérica anterior al momento presente, y se hace una estimacién puntual con los datos
recogidos. Esto se asemeja a la naturaleza del balance contable, en tanto que estamos
definiendo para un momento t presente nuestras cifras estimadas basandonos Unicamente en

los valores de las variablesent — 1,t — 2, ...,t — k.

Los modelos dinamicos tienen el tiempo incorporado directamente en sus estructuras, ya que
se discute ahora la evolucion temporal de las variables de los modelos. Normalmente los que
estan en tiempo continuo lo hacen a través de ecuaciones diferenciales. Recordemos que
cuando el fisico Newton descubri6 el calculo y lo desarrollé en su Philosophiz Naturalis
Principia Mathematica (1687), lo hizo por la necesidad de unas matematicas que
relacionaran el movimiento de los cuerpos en el espacio con el tiempo que tardan en
recorrerlo. En finanzas, se da el caso de que el precio de un activo, aunque de una forma
menos directa que el movimiento de un cuerpo, sostiene relacion con el tiempo. Asi, la accién
de una empresa puede seguir patrones relevantes cuya modelizacion temporal puede servir

de ayuda al empresario o al inversor en su toma de decisiones.

El primer modelo dinamico al que nos referimos es el binomial, un modelo clasico en la
valoracion de opciones (Cox, Ross y Rubinstein, 1979). Se dice que el modelo es discreto
porque realmente la variable temporal toma un conjunto de valores discreto, es decir, un
conjunto de nameros no divisible infinitamente y que tiene la misma cardinalidad que el

conjunto de los nimeros naturales. Esto significa que, para cada elemento del conjunto, se

puede formar una funcién inyectivaz f entre dicho conjunto y el de los nimeros naturales.

2 Dicha funcién es inyectiva si y sdlo si para cada elemento del conjunto (que es el dominio) le corresponde un elemento
distinto de los nimeros naturales (nuestro codominio). La Real Academia Espafiola ofrece una definicion menos
matematicamente rigurosa y mas ligera de la palabra “discreto”: “3. adj. Separado, distinto.”
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Podemos decir en términos mas generales que cuando hablamos de una variable aleatoria
discreta, hablamos de una variable que tiene valores distintos entre si y que no pertenecen a
un intervalo continuo de ellos. Veremos cOmo exactamente serd este conjunto, y quedara
claro entonces porgue no se puede decir que pertenece a un intervalo infinitamente divisible,

como sera el caso de los modelos continuos que veremos mas adelante.

En la valoracion de opciones tanto americanas como europeas se usa el arbol binomial, donde
se representa graficamente todos los posibles caminos que la variable puede tomar
dependiendo de si el mercado va al alza o a la baja, siendo que para cada una de las
posibilidades del evento dicotémico se le asigna una probabilidad. En la asignacion de estas
probabilidades, que se caracteriza por tener una distribucion adyacente binomial, radicara la
modelizacion de la incertidumbre en el modelo, que discutiremos con mas detalle en su

seccidn correspondiente.

b. Contextualizacion historica
En algebra, el binomio es un término que data en antigiiedad hasta el siglo XVI y que se
define simplemente como la suma de dos términos independientes. El prefijo “bi” es, como
sabemos, latin para “dos”, mientras que ‘“nomos” procede etimoldgicamente del griego,
significando “porcioén” o “parte”. Todo lo binomial contiene pues dos partes, o es formado
por dos porciones. Hacemos referencia al iconico binomio de Newton, que fue desarrollado
dos siglos més tarde por el mismo para generalizar la expansion exponencial de la suma

algebraica (x + a).
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n

x+a)" = Z (Z) xkak

k=0

Esta formula usa el mismo coeficiente que el contemporaneo Jacob Bernoulli usaria para
formalizar la distribucion binomial. Este coeficiente en combinatoria se conoce como
coeficiente binomial, que es el nimero de subconjuntos de k elementos escogidos de un

conjunto de n elementos.

C(n k) = (Z) - H"—'

'(n —k)!
Esto le sirvio a Bernoulli para calcular la probabilidad de que seamos exitosos k veces tras n
intentos independientes. Sea K el nimero de éxitos tomando valores entre {0, 1, 2, ..., n} con
una probabilidad p(K = k) de éxito en cada intento, y teniendo en cuenta que esta
probabilidad sera igual para todos los intentos, tenemos que la probabilidad de que ocurran
K sucesos es p * p * ... * p,, = p*. El mismo raciocinio se hace para el nimero de fracasos, y
teniendo en cuenta las distintas combinaciones de 6rdenes de sucesos se llega a la clasica

distribucién binomial:

|

Bin(n, k,p) = pE(L—p) "

'(n—k)!

Este es un desarrollo que nos permite estudiar el evento dicotdmico, del cual s6lo contamos

con dos posibilidades (el éxito y el fracaso en la acepcion de la distribucion de Bernoulli).

Fijémonos ahora en la parte econdmica que llevo al desarrollo del modelo. Y es que mucho
mas tarde, a mediados del siglo XIX se produce un fendmeno econdmico en la ciudad de
Chicago que dio origen a los derivados financieros, aquellos contratos estandarizados cuyo
valor depende (o se deriva de) un activo financiero conocido como el subyacente.
Originalmente, estos contratos servian para unir a los mercaderes con los granjeros, que
buscaban estipular con rigor legal la calidad y cantidad de cereales a ser transaccionados.
(Hull, 1988). Junto con esta necesidad, y como dice Lorena Marti Gutierrez (2011: 1):
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[.../Jcomo consecuencia de la alta variabilidad del precio de las cosechas (en el
otofio, los excedentes provocaban una acentuada caida de precios, y en la primavera,
su escasez hacia que los precios crecieran desmesuradamente), los productores
empezaron, por tanto, a negociar el precio por adelantado, con la finalidad de evitar

las incertidumbres que pudieran afectar al mismo.

Y se estableci6 el Chicago Board of Trade, donde mas tarde se empezaron a transaccionar en

cantidades crecientes las opciones financieras.

Realmente se puede sostener que el concepto de opcidn y la transaccion de estos contratos se
origina mucho antes que en el siglo XX americano. En la Antigua Grecia ya se especulaba
sobre el precio del aceite de oliva de forma similar. Para nuestro propdsito, sin embargo, nos
centramos en los afios 20: no en Chicago y Wall Street como inicialmente pensariamos, sino
en Boston, donde el mercante Jesse Livermore especulaba en los infames “bucket shops”

sobre el precio de acciones de empresas.

Una opcidn financiera es un contrato que da el derecho a comprar su activo subyacente, el
cual suele ser una accién o un nimero de acciones estipulado de una empresa, en una fecha
y a un precio especificos. La opcion call ofrece a quien la compra pagando su prima el
derecho a comprar la accién en dicha fecha. Se dice que un inversor estd en una posicion
larga en una call cuando paga la prima y compra este derecho. La posicion en la call es corta
para el inversor que vende el derecho a comprar el activo subyacente, por lo que se
compromete a vender el activo en caso de ejecucion de la opcion. Por otro lado, la opcidn
put se trata del derecho a vender el activo subyacente. Se dice que un inversor esta largo en

una put cuando compra este derecho, y corto cuando lo vende.

Después de unirse los rivales Chicago Mercantile Exchange (CME) y el Chicago Board of
Trade (CBT), es en el Chicago Board Options Exchange (CBOE) donde mas tarde en 1973
se empiezan a transaccionar opciones call estandar y ordenadas en acciones de apenas
dieciséis empresas distintas. Las opciones put empiezan a comercializarse en 1977. (Hull,
1988).
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Es finalmente en 1979, apenas dos afios después de que se empezaran a comercializar
opciones put estandar sobre patrimonio, y seis afios después de que se publicara la formula
de Black-Scholes-Merton (1973) de la cual hablaremos més adelante, que Cox, Ross, y
Rubinstein (1979) beben de las ideas clésicas del binomio matematico y la naturaleza de las
opciones, y desarrollan un modelo que sigue un proceso binomial multiplicativo en periodos
de tiempo discretos en su Valoracion de opciones: un acercamiento simplificado en una

colaboracion entre las universidades de MIT, Yale, y Berkeley, respectivamente.

Los autores del modelo binomial no se refieren en su acercamiento a la acepcion de dicotomia
general de la distribucidn, sino que lo intrinsecamente dicotomico del modelo es el estado
del mercado, que puede ir o bien al alza o a la baja. El modelo de Black-Scholes, tal y como
describen en la introduccion los autores, es sino un caso limite y de alta complejidad
matematica del desarrollo de Rubinstein y sus comparieros, quienes sostienen una idea basica

y generalizable de la valoracion de opciones.

c. Laincertidumbre en el modelo
i. Lafiltraciony el proceso binomial

A medida que avanzamos en el tiempo en un modelo dindmico, vamos obteniendo mas
informacidn de una variable. Al principio del proceso no conocemos nada sobre el estado del
mercado. Existen puntos intermedios en los que la informacidn se va afiadiendo. Es de este
modo que la particion se va haciendo desde méas grosera a méas fina a medida que avanzamos
en el tiempo. Cuanto mas fino es el algebra F, mas informacion hubimos tenido que recibir

del mercado.

.02 14

W3, Wy <

t 0 1 2
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Recordemos que el tiempo s6lo toma valores discretos dada la naturaleza del modelo. En este

caso, {0,1,2} es un conjunto discreto.

En t = 0, tenemos informacion Gnicamente del estado inicial del mercado, y el algebra
generado por el valor de la variable es lo mas grosero posible. Esto se da en un caso en el
cual no hemos pasado ninguna de las bifurcaciones (denominadas nudos) ni hemos obtenido

valores de mercado de la variable que permita medir el estado.
Fy = {Q}

En t =1 empezamos a tener mas informacion que en el estado anterior, ya que nos
encontramos en un momento en el cual tenemos un precio de nuestra variable que nos indica
el estado del mercado, y consecuentemente los Unicos estados posibles restantes. Tomamos

el ejemplo:
Fi = {ws3, w,}

La particion mas fina se obtiene en t = T, en este caso 2. Ahi es cuando tenemos un algebra
que contiene la totalidad de la informacion sobre el camino de la variable y es lo més fina

posible. Por ejemplo:

F, = {w,}

A todo este proceso donde la informacion es cada vez menor y las algebras mas finas se llama

filtracion. La filtracion es una sucesion creciente de algebras. En nuestro caso se nota que:
F, C F, CF,

La informacion se va haciendo por lo tanto mas fina a medida que obtenemos valores de las

variables. Dothan (2011: 160) formaliza estas definiciones:

Una filtracion de un espacio probabilistico (Q, F, P) es una familia de sigma-algebras

{F:},0 <t <Ttal que:

1. Paratodo 0 < s <t < T tenemos F; C F;

2. F,, contiene a todos los eventos de probabilidad 0
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3. Paratodo 0 <t < T tenemos que F; = Nyt E,

[...]
Un espacio de probabilidad filtrado es la cuadrupla

(Q,F,P,{F})
donde (Q, F, P) es un espacio probabilistico y {F;} una filtracion de (€, F, P).

[...]

Una estructura de informacion en un espacio probabilistico (Q, F, P) es una filtracion

{F;} tal que:

1.AeFysiysolosiP(A)=00P(A) =1.

2. El final del sigma-algebra F = F.

De esta mecanica sacamos dos raciocinios. Si dos estados estan en subconjuntos distintos de
un algebra, esto implica que un individuo que sepa el valor de la variable que tome valores
en ella sabe distinguir estos estados. Si no lo estan, el valor de la variable es igual en esos
estados si ella es medible respecto al algebra que contiene esos conjuntos organizados de tal
manera (una condicion necesaria y suficiente). El algebra generada por una variable es pues

la minima é&lgebra respecto de la cual es medible dicha variable.

Para cada valor del tiempo, habrd una distribucion de probabilidad. Cada estado de la
naturaleza sera asignado con una probabilidad especifica. En nuestro caso podemos suponer,

por ejemplo, que:
1
P(w;) = P(wy) = P(w3) = P(w,) = 2

El sumatorio de las probabilidades asociadas a los posibles estados de la naturaleza tiene que

valer la unidad tal y como indica la definicion axiomatica de Kolmogorov.

Vemos entonces que en nuestro ejemplo queda perfectamente definida nuestra ya discutida

terna (Q, F, P), llamado el espacio de probabilidad, sobre el cual actGa nuestra variable.

38



Introducimos ahora el concepto de proceso estocastico, ambivalente en tanto que se puede
entender como una sucesion de variables distintas para cada tiempo correspondiente, 0 bien
como una variable cuya magnitud es aleatoriamente variante a lo largo del tiempo tomando
trayectorias temporales, una para cada estado de la naturaleza. Formalmente, es la familia de

variables aleatorias dependientes del parametro t que toma valores en un conjunto A.

Veamos como se adecua el precio del activo subyacente a la opcion en el tiempo a la
definicidn de proceso estocastico en el modelo binomial. En este modelo buscamos dividir
al periodo de la operacion financiera que constituye una opcion en intervalos de tiempo de
longitud At (recordamos también ahora por qué el modelo es discreto de las definiciones
anteriores). Aqui suponemos que el valor de la accion subyacente sube o baja segun el estado
del mercado. Sube con una probabilidad p, en cuyo caso el valor inicial es multiplicado por
un factor aumentativo u, o bien baja con una probabilidad 1 — p, en cuyo caso es descontado
por un factor d. De esta forma, tanto la prima de la opcién como el precio del activo
subyacente empezaran con un precio que subird o bajara segun el estado del mercado o la

economia.

ii. El &rbol binomial

Veamos cémo queda el proceso en un arbol binomial para el activo subyacente de valor
inicial S,. Tenemos que establecer una longitud de periodo basica, como puede ser un mes.
El periodo total del proceso equivale la vida de la opcion. Supongamos que esta termina en

tres meses.
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Se puede observar que, al aplicar la propiedad asociativa de la multiplicacion para los valores
de la variable en cada tiempo, muchos equivalen. Aqui lo que podemos hacer es recombinar

valores de los nudos equivalentes, formando ahora lo que se denomina una red binomial.
< dquo

-< <
ud250

< s |

Esta recombinacion se puede hacer Unicamente en el caso de que la evolucion futura no
dependa de cdmo se ha llegado al nudo recombinado, algo que sucede Unicamente cuando el
valor en un tiempo cualquiera t s6lo depende del valor en t — 1 y no de la trayectoria tomada
para llegar al valor. Esto es natural a un tipo de proceso estocastico discreto denominado
proceso de Markov, también cadena o modelo de Markov.

La propiedad que hemos descrito también se denomina propiedad de Markov, y formalmente

la redactariamos de la siguiente forma:
E(Xt+1/F) = Xt

Donde X es una variable aleatoria medida sobre un espacio de probabilidad (Q, F,P). Al

cumplir esta propiedad, X (y en nuestro caso S,) recibe el nombre de martingala.

Ahora, para cada momento t, queda definida una variable aleatoria con su distribucion de
probabilidad, lo que viene a ser un paseo aleatorio, una trayectoria definida por sucesivos
pasos aleatorios. Tengamos en cuenta que este puede ser 0 no generado por una regla de
variaciéon (puede no tener un patréon descrito como tal); en este caso queda claro que si lo

tiene (se multiplica por u si el mercado va al alza y por d si no).
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Observemos ahora que para cada tiempo t, la variable toma valores con una distribucion de

probabilidad especifica y definida. En nuestro caso:

So  P(So)
Parat = O: So 1
Parat = 1: uSy p
dS, 1-p
Parat = 2: u?s, p?
udSy 2*px*(1-p)
d*s, (1-p)?
Parat = 3: uds, pd

du®S, 2x=p?=(1—p)
ud®s, 2*p=x(1-p)?
d*Sy (1-p)°

Para cada tiempo t, la suma de las probabilidades da siempre uno. Esto se ve facilmente para

los primeros dos tiempos, ya que el primer sumatorio es uno directamente y el segundo:
p+l—p=1
Se puede probar en el tercer tiempo t = 2 que para cualquier namero real p € [0,1],
pP+2xpx(1-p+1-p)?=1
Ya que:
pP+2+px(1-p)+(1—-p)?=p*+2p—2p°+1-2p+p* =1

De hecho, se puede probar que el sumatorio es 1 para cualquier tiempo, un proceso tedioso
cuando tenemos procesos con muchos periodos temporales. La prueba es indtil si se entiende
que esto se debe a que se trata realmente, para cada tiempo, de una distribucion de
probabilidad, por lo que se puede hablar de una sucesion de variables en el tiempo cada una
con su distribucion, tal y como lo describiamos en la definicion de proceso estocastico. De

hecho, este tipo de proceso recibira su nombre especial de proceso binomial.
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iii. La valoracion neutra al riesgo en el modelo binomial
Hemos visto que, en el modelo binomial, el precio del activo subyacente a la opcion sigue un
proceso binomial en el espacio de probabilidad (, F, P). Introducimos ahora el concepto de

valoracion neutra al riesgo, importantisimo concepto también en Black-Scholes.

Se trata de un marco tedrico general que se aplica sea cual sea la dinamica del subyacente y
que se desarrolla a partir de los articulos de Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska
(1981). Su resultado fundamental es ¢l “teorema de la valoracion de activos”, el cual afirma
que, en un modelo hay ausencia de oportunidades de arbitraje (AOA) si y solo si existe, al

menos, una medida de probabilidad neutral al riesgo.

Bajo esta medida, el precio de todos los activos sera el valor de la esperanza matematica de
sus pagos descontada al tipo de interés del activo sin riesgo (metodologia que se utilizara

para valorar al subyacente y a sus derivados).

Las medidas de probabilidad neutrales al riesgo, también denominadas medidas de
martingala, tienen carécter tedrico: cumplen la axiomatica de Kolmogorov, no significando

esto que los agentes econdmicos asignen estas probabilidades a los estados de la naturaleza.

Volviendo a nuestro caso concreto del modelo binomial, en el “mundo sin riesgo” la
esperanza de los rendimientos del subyacente serdn por lo tanto el tipo sin riesgo, r.
Suponiendo que nos proporciona una rentabilidad g, la ganancia capital serd r — g. El valor
esperado del subyacente al final de At serd su valor descontado continuamente® a esta

diferencia durante el intervalo:
E(Sar) = Sel— P4t

donde S es el valor inicial del activo. La esperanza matematica del valor de este activo segln
la distribucion binomial estipulada es la media ponderada de las trayectorias segun sus

probabilidades.

E(Spxs) =pSu+ (1 —p)Sd

3 Anexo |
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De este sistema de ecuaciones podemos razonar por sustitucion que:
pSu + (1 — p)Sd = Se(r—a)at
De cuya expresion se puede eliminar S para obtener:
pu+ (1 —p)d = er-04¢

Recordemos que la varianza de una variable X se puede definir como la media ponderada de

las distancias cuadradas respecto a la media y que:
E(aX +b) = E(aX) + E(b) = aE(x) + b
V(aX +b) = V(aX) + V(b) + 2 * Cov(aX,b) = a?V(x)
Por lo que:
Var(X) = E (X — E(X))" = E(X? + E(X)? - 2XE(X)) =
=E(X?)+E(X)? —E(2XE(X)) =E(X®)+ E(X)? - 2E(XE(X)) =

=EX)+EX)?-2E(E(EX)) = EX)+EMX)? - 2E(X)? =
= E(X?) — E(X)?

Sea p el cambio de porcentaje del precio del activo subyacente en At, hay una probabilidad

p de que 1 + psea u y una probabilidad 1 — p de que sea d. Tenemos obviamente que:
E(1+p) =pu+(1—-—p)d

Aunque se podria demostrar que:

Spe—S S S E(S
E(1+u)=E<1+ Ms )=E<1+%—1)=E<%)= (S“)zpu+(1—p)d

Dado que las probabilidades de los cuadrados de los valores que la variable tiene que tomar
son iguales que inicialmente (el cuadrado de la variable tiene la misma distribucion de

probabilidad que la variable sin elevar al cuadrado):

EQ+w?=pu®+ (1 —-p)d?
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Y tenemos también que:

2
2 SA E(SA )2 SZeZ(r—q)At ~
(Fa+w) = (E (Tt)> =T =g =

Por lo que podemos deducir de nuestra ecuacion anterior que:
Var(1+ p) = pu? + (1 — p)d? — e2(r—a)At
Y como sabemos que la constante 1 no guarda cualquier correlacion con p:
Var(1+ ) = Var(1) + Var(u) = Var(p) = pu? + (1 — p)d? — e?r-a)4t

Si por otro lado asumimos que los cambios en porcentaje del valor del activo subyacente

siguen una distribucion gaussiana por el teorema central limite, tenemos que:
Var(p) = o?At = pu? + (1 — p)d? — e2r—®At
Si como dijimos:
e(r=DAt — py + (1 —p)d
Multiplicamos u + d por ambos lados para obtener:

e DAy +d) = (pu+ (1 —p)d)(u+d) = pu? + pud + (1 —p)du + (1 — p)d? =
= pu? + pud + du — pdu + (1 — p)d? = pu? + (1 — p)d? + du

Podemos sacar de esta expresion que:
pu + (1 —p)d? = e~ DA (y + d) — du
Y como dijimos que:
pu? + (1 — p)d? — e2(r—DAL — 527t
Entonces por sustitucion:

e DAt (y + d) — du — e~ DAL = 52t
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Imponemos pues dos condicionesen p, uy d:
eT=Dt(y 4 ) — du — e2T~DAL = 52A¢
pu+ (1 —p)d = er-9At

En Option Pricing: A Simplified Approach, (1979) Cox, Ross y Rubinstein utilizan una

tercera condicion:
1
d

u =

Se simplifica la resolucion de este sistema de ecuaciones estipulando que el factor de

descuento compuesto serd una constante a:

e(T—Q)At =a

Y poniendo la solucion en funcién de este. El sistema quedaria con las siguientes soluciones:

_a—d
p_u—d
u=eaAt
d_e—crAt

Una manera equivalente de llegar a este resultado es expresando la varianza de la variable

binomial e igualandola a o2At:
p*uz +(1—p)*d2—(p*u+(1—p)*d)2) = g2At

Como el valor esperando del rendimiento del subyacente tiene que coincidir con su valor

descontado:
p*S*u+(1—p)*d*S:5*eMt
O lo que es lo mismo:

erAt _ d
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Sustituyendo esto en la expresion anterior tenemos:

e™t(u+d) —ud — e?™t = g2At
Con lo cual, para términos en At? o mayor grado son ignorados, tenemos la misma solucion:
u= eaAt

d= e—aAt

El hecho de que se mantenga la volatilidad es una ilustracion del teorema de Girsanov, el
cual reza que, aunque las preferencias de riesgo de los inversores se alteren, la volatilidad se

mantiene igual (Hull, 1988).
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6. La incertidumbre en los modelos dinamicos continuos: modelo Black-Scholes
a. Definicion de este tipo de modelo y del modelo ejemplar

Hasta ahora hemos estudiado sistemas o bien estaticos (parados en un tiempo concreto) o
dindmicos pero discretos (donde los valores de la vas variables son contables). Como
introduccién a los modelos dinamicos continuos, hablaremos de uno de los mas relevantes

no sélo en el mundo académico financiero sino también en la industria.

El modelo Black-Scholes-Merton es, tal como el binomial, un modelo de valoracién de
opciones. Dada su simplicidad y rapidez en esta valoracion, sigue siendo hoy en dia el modelo
preferido de muchos bancos y empresas que lo utilizan aun teniendo acceso a métodos de

valoracion de opciones mas sofisticados.

Decimos que es un modelo dindmico tal como el binomial porque una vez mas hablamos de
proceso estocastico, aunque ahora ya no sea realmente un proceso binomial como en el caso
anterior. Este nuevo proceso del que hablaremos estd definido en tiempo continuo.
Recordemos que, para ser considerada discreta, una variable tiene que expresarse en un
conjunto de valores cuya cardinalidad es igual a la de los nimeros naturales. En un modelo
continuo, la variable tomara valores en un conjunto infinito y de cardinalidad mas densa que
los nimeros naturales, es decir, ya no se puede formar una funcion inyectiva entre dicho

conjunto y el de los nimeros naturales.*

El modelo Black-Scholes serd un modelo continuo que, tal como el binomial, se utiliza en la

valoracion de opciones.

b. Contextualizacion historica: el movimiento browniano y el lema de 1t6
Los autores del modelo Black-Scholes recibieron el premio Nobel de la Economia en 1997
por su innovadora aportacion a la valoracidn de opciones. Hoy en dia sigue siendo un modelo
ampliamente utilizado por bancos, aseguradoras, y demas compafias como la principal

herramienta de valoracion de estos derivados.

4 Anexo Il
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Nuestra historia comienza cuando en 1827, el botanico escocés Robert Brown observo el
movimiento aleatorio de particulas de polen bajo el microscopio. Este movimiento no obtuvo
una formalizacion matematica hasta mucho més tarde cuando la publico Einstein en 1905 en
su tesis Investigaciones sobre la teoria del movimiento browniano, afio al que muchos llaman
Annus Mirabilis, que es latin para “afo maravilloso”, ya que le acompafiaron en la misma
fecha més publicaciones importantes del mismo autor, entre otras sobre la famosa teoria de

la relatividad.

Mas tarde en el siglo XX, el matematico y fildsofo Rober Wiener parte de estos hallazgos
para describir un proceso estocastico en tiempo continuo que sera utilizado de forma amplia
en la matematica financiera para describir la evolucion en el tiempo de variables como los
tipos de interés o los precios de los activos, el cual cumple unas caracteristicas cominmente
sabidas pero que pasaremos a enumerar. Sea un variable aleatoria W;, se dice que sigue un

proceso de Wiener si y sélo si:

e W, = 0 (el proceso comienza en un momento 0 y en 0)
e Sigue una distribucion gaussiana de media 0 y desviacion tipica la raiz cuadrada del
tiempo:
W~N (0, \/?)
e Tiene incrementos gaussianos independientes, es decir, para cada t > 0:
Werar = Wy ~ N(O, ‘/E)
donde cualquier W, 4. es independiente del valor que tome el pasado W,.

e Las trayectorias W, parat = 0 son funciones del tiempo continuas.

Aqui conectamos las ideas de los modelos anteriores. W; es la variable aleatoria que esta en
funcion de los estados de la naturaleza. Es el proceso que genera la estructura de la
informacion en el espacio filtrado (Q, F, P, {F;}) (Dothan, 1990). Simultaneamente, puede ser
interpretada como la posicion del paseo aleatorio (trayectoria) w en el tiempo t. El conjunto

de todas las trayectorias posibles en el paseo aleatorio w; es el conjunto Q.

Mas tarde, el japonés Kiyoshi It6 desarrolla en su célculo estocastico una forma de

generalizar el proceso de Wiener que ofrece una ecuacién diferencial la cual Black, Scholes
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y Merton utilizaran para describir el movimiento de los precios de las opciones. Si definimos

una variable aleatoria X, esta queda segln el proceso de I1td sobre la forma:
dX = f(X,t)dt + g(X, t)dW,

donde f'y g son funciones dependientes de la propia variable X y del tiempo. f (X, t)dt ser&
el impulso o deriva (drift en inglés), la parte “no estocastica” o deterministica de la ecuacion,
seguida por g(X,t)dW,, la cual légicamente, al tener multiplicado a un movimiento
browniano, sera la parte aleatoria con el nombre de difusion. La varianza serd g2. Juntas
forman lo que llamamos una ecuacion diferencial estocastica, ya que contiene una

componente de naturaleza correspondiente.

El lema de It6 en si demuestra que dada una funcidon G(X,t), se verifica la ecuacion

diferencial estocastica:

oo (%6, 96 10% )\ G
=\ox/ * 3 T2ax29 ax IV

Como lo hace es partiendo del principio que G es una funcién de X y t continua y
diferenciable, por lo que, tal y como reza el calculo bésico, sabemos que un incremento de G
es:

AG = 06 AX + aGAt
X ot

La serie de Taylor (aquella representacion de una funcion mediante una serie infinita) para

la funcion nos ofrece una aproximacic’)n un poco mas exacta:

= o9itlg
o= 3 108 urts Y150 a s Y 2
axi? ot £, 9x7a¢!
1=

Esta expresion puede resultar abrumadora, pero en el limite cuando ambos incrementos de X

y de t tienden a cero, toma la forma:

oG oG
dG = —dX +—

F% ac %
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ya que los términos de orden mayor que uno son absurdamente pequefios.

Ahora veamos que nuestro resultado original puede ser discretizado. La discretizacion es el
proceso mediante el cual pasamos una forma continua a discreta (ya hemos visto en

profundidad qué significan estos términos). De la forma original:
dX = f(X,t)dt + g(X, t)dW,
pasamos a su forma discreta:
AX = f(X,)At + g(X, t)eVAt

donde € es una variable aleatoria que sigue una distribucion normal estandarizada. Ahora

notese con atencién como tenemos que:
AX? = f(X,0)%4t% + g(X, t)%€2At + 2  f(X, ) At * g(X, )eVAt
5
= f(X,)24t%2 + g(X,£)?€?At + 2 « f(X,t) x g(X, t)e * At2

donde los términos de At mayor orden de 1 se pueden considerar absurdos, pero existe una
componente de orden 1 la cual no puede ser desconsiderada numéricamente (la hemos puesto

a negrita para que la detecte més facilmente el lector).

Como la varianza de una variable aleatoria que sigue una distribucion normal estandarizada
es uno, tenemos que (y aqui recuerde las relaciones estadisticas demostradas para el modelo

binomial), que:
E(e?)—E(e)>’=1
Como la esperanza de esa misma variable aleatoria es cero, tenemos también que:
E(e?)—02=1 ©E(e?) =1 © E(e?At) = At

La varianza de e2At se obtiene a través de la propiedad de la distribucion normal:

X~ N(u,0) & bX~N (bu, \/bZO'Z)
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Y del hecho de que una variable aleatoria que siga una distribucion normal elevada al

cuadrado realmente sigue una distribucién chi-cuadrado por lo que:

X~N(u,0) © X?~ x2 (02,\/204)
con la cual se ve que:

V(e) =1 & V(e?At) = (V2 * 14) 2 At? = (V2 )2At% = 24t2

Esto demuestra que es también un absurdo la varianza de e2A4t, ya que al estar en orden de 2
de At, no es siquiera proporcional a la varianza del cambio de una variable estocéstica con el
incremento en orden 1. Podemos tratar a este componente como no estocastico e igual a su

media At, tal y como la definimos.
Segun la anterior expresion:
5
AX? = f(X,t)%At? + g(X, )2€?At + 2 (X, t) * g(X, t)e * At2

AX? pierde su naturaleza estocastica y se queda igual a g(X, t)2dt cuando At toma valores
que se acercan a cero. Todo lo deméas se acerca a cero en este caso excepto nuestra
componente estudiada e24t, que al asumir segiin todo nuestro razonamiento que es igual a
At, en el limite infinitesimal se acerca al diferencial y no a cero como las demas partes de la

expresion.

Al tomar los limites que tienden a cero de At y AX, tenemos que:

Por lo que llegamos al lema. Si lo sustituimos por:
dX = f(X,t)dt + g(X, t)dW,

Ilegamos a:

oG oG 1
dG = X (f(X,0)dt + g(X,t)dW,) + —dt + == g?dt
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Desarrollando paréntesis y simplificando notacion:

dG—aG dt+aG dW, + aGalt+1(32 2dt
=ox T gx 9dWe +Grdt+ 55539
Reordenando:
dG—aG dt+aGdt+1azG 2dt+aG dw,
=ax/ Ut gt o5z 9 ax 9"

Sacando factor comun:

o (%6, 96 10% )\ oG
x T tiand ax IV

Si ahora comparamos el lema con la primera ecuacion podemos ver que realmente
mantenemos la misma estructura, aunque a priori parezca haber mas complejidad. La deriva
aqui es la primera parte de la ecuacion multiplicada por dt, y la varianza sera todo lo que
multiplica a la variable que sigue el proceso de Wiener, pero al cuadrado, es decir:

J Deriva:( f+a laGg)dt

t  20x?
: (06?2
e Varianza: (ax) g

Toda esta teoria matematica sera de utilidad para el matematico Fischer Black y el
economista Myron Scholes, quienes en los afios 70 se reinen en Massachusetts y trabajan

nuestro modelo, el cual vamos a explicar en la seccion siguiente.

Desafortunadamente, Black no vive para recibir el Nobel en 1997, recibiendo el honor

p6stumo al contrario de Scholes, quien lo recibe en Estocolmo en ese mismo afio.

c. Lavolatilidad en el modelo

Los economistas utilizan estas matematicas para construir una forma de valorar la opcion
financiera, y llegan a la famosa formula que permite calcular la prima de una call o una put

de forma inmediata.
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El modelo parte de cuatro premisas principales:

1. Hay un rendimiento esperado positivo en el largo plazo:

S(t+h)—SE) AS
S() s

2. Una componente aleatoria que modelice la incertidumbre del mercado.

3. Tiene que ser mas dificil predecir el precio del activo en periodos de tiempo més largos.

4. No existen precios de acciones negativos.
La idea principal es comenzar con una inversion sin riesgo:

P — inversion del principal

r — tipo compuesto continuamente

A(t) = Pe™ —inversion en un tiempo t
A(0) =P

La ecuacion diferencial para A(t) es:

dA _ A(t)(:)dA— dt
ac a7

Discretizada:

AA Qe
y =T

Donde AA = A(t + At) — A(t) por lo que la expresion de arriba es el rendimiento relativo
en el intervalo (t, t + At).
Anéalogamente, en Black-Scholes, tenemos que:

S(t) = precio de la accibnent

AS  S(t+ At) — S(t)
s S(b)

ds
<= udt + odW,
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AS

donde:

udt es un componente predecible del rendimiento relativo
u es el valor esperado del rendimiento
odW; es un componente aleatorio del rendimiento

dW; es nuestra variable que sigue un proceso de Wiener (0 movimiento Browniano):

dW,~N(0,Vdt)
AW,~N(0,VAt)

De todo esto podemos deducir los pardmetros de AS—S:
AS
E <?> = E(uAt + cAW,) = uAt + cE(AW;) = uAt + o * 0 = uAt

AS

4 <?) = V(ult + cAX) = o2V (AW,) = o%At
AS AS

o(5)= V() = o

Por lo que la distribucion seria
AS
< ~N(uAt, oVAt)

En The Pricing of Options and Corporate Liabilities (Black y Scholes, 1973: 640), los

autores exponen que una de las “condiciones ideales” es que:

El precio de la accidn sigue un paseo aleatorio en tiempo continuo con una varianza
proporcional al cuadrado del precio de la opcion. Asi, la distribucion de posibles precios

de acciones seguira una distribucion log-normal.
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Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién normal.

Figura 3: ejemplo de distribucion de X

0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Fuente: simulacion propia

Sea
Y =eX

Una variable aleatoria descrita por la constante neperiana que hemos descrito en la seccion
del modelo binomial. Se dice que la variable aleatoria Y sigue una distribucion log-normal,
ya que:

In(Y)=X

Figura 4: ejemplo de distribucion de Y = exp(X)

0.35
0.3
0.25

0.2 ‘

0.15
0.1
0.05

Fuente: simulacion propia

La distribucién log-normal, como se nota, es sesgada hacia la izquierda con mas kurtosis.

Esta suposicion nos va a permitir trabajar con rendimientos logaritmicos, los cuales presentan
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la conveniente propiedad de aditividad en el tiempo. Recordemos que cuando dos variables
aleatorias que siguen una distribucion normal se multiplican, no producen una variable
aleatoria que siga la misma distribucion. Pero, si estas se suman en vez, el resultado si es

gaussiano.

El rendimiento logaritmico en un tiempo t se define como:

n —
So
donde S, es el precio del activo en el momento en el cual se mide el rendimiento y S, el

precio inicial que invertimos.

Ahora es cuando realmente entra el lema de 1td. Necesitamos conocer el proceso estocastico

de S;. Definimos una funcion:

G = In(S)
Obtenemos las derivadas de G:
G
_ - —_c¢-1
A S
E)Z_G = —-§2
052
G _o
ot

Recordamos que el lema nos da:

dG = oG +aG+1azG 2 dt+aG dw,
=\ox/ * 3 T2ax29 ax I

Y sabemos también ya que:
ds
<= udt + odW,

Con lo cual tenemos que:
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dS = uSdt + aSdW,;
Si recordamos la forma general del proceso de Wiener:
dX = f(X,t)dt + g(X, t)dW;

tenemos en nuestra notacion que:

dX =dS
fX,t) =uS
gX,t) =aSs

Sustituyendo en el lema el valor de las derivadas y el de nuestras funciones de deriva y
difusion:
1 1 1
dG = (gus +0+5 (—5-2)(05)2) dt + 205 + W,

Si desarrollamos un poco la expresion simplificando:

0.2
dG=<,u—7>dt+a*th

2
Por lo que G = In(S) sigue un proceso de Wiener con una deriva de u — % y una varianza

igual a o2.

Si recordamos:
AS
? ~N(‘11At, gV At)

Y sabemos que al aplicar las propiedades de la distribucion normal y de los logaritmos:

Se 2
In (%) = In(S,) = In(Sp)~ N <<u _ %) t, m/?)

entonces:
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o2
In(S;)~N (ln(SO) + (u - 7) t, m/f)

Esta es la principal conclusién a la que llegamos en este trabajo. Se recomienda al lector
seguir el estudio del modelo, ya que estandarizando esta variable y utilizandola en ecuaciones
que provienen de teoria financiera de estos derivados es como luego se llegara a la famosa

expresion que dard como resultado una estimacion de la prima de las opciones (Hull, 1988).
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7. Conclusién

Es indiscutible que la segunda mitad del siglo XX fue la época de mayor relevancia en la
modelizacién financiera de la incertidumbre. La gran base es Arrow-Debreu, cuya teoria
general sobre el equilibrio bajo incertidumbre sienta los pilares sobre los cuales se sostienen
las demaés teorias. Sin embargo, no debemos olvidarnos del trabajo de todos los matematicos
y cientificos que desarrollaron las teorias que utilizaron los protagonistas de los propios
modelos.

Los modelos financieros clésicos se dividen y subdividen segln dos criterios referentes a su
naturaleza. La primera distincion se hace basada en si los modelos evaltan a sus variables en
un solo momento (estaticos) que suele estar en equilibrio, o si hay una valoracién de la
evolucion temporal de las variables (dinamicos). Los dinamicos a su vez pueden ser discretos
0 continuos, dependiendo de si la variable temporal toma valores en un conjunto discreto o

continuo, respectivamente.

Independientemente de estas diferencias, existen marcos teoricos y formas de estructurar la
informacion que todos los modelos tienen en cuenta, siendo importante el vinculo existente
entre ellos para entender de donde vienen muchas de sus expresiones y metodologias. No
solo la ya mencionada teoria del equilibrio bajo incertidumbre, sino el concepto de sigma-

algebra, la replicacion, y en los de valoracién de derivados la valoracion neutra al riesgo.

El modelo CAPM, por ejemplo, es un modelo estatico de equilibro. La ecuacion inicial que
aprendemos en cursos introductorios es el resultado fundamental de varios pasos
cronolégicamente ordenados y dados por muchos autores. Markowitz (1952) empieza
introduciéndonos a la diversificacion, a la desviacion tipica de rendimientos como medida de
riesgo de cada activo, al 6ptimo de Pareto y a la frontera de posibilidades. Pero no es hasta
gue Tobin (1958) introduce el activo sin riesgo y Treynor, Lintner y Mossin imponen la
condicion de equilibrio al teorema de un fondo en la década siguiente que nace realmente la
famosa expresion de la SML, cuya S nos permite categorizar a los activos segun su

correlacion con el mercado y discernir el riesgo sistematico.
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Desde lo estatico a lo dindmico, se traducen no solo las ideas de equilibrio sino también sobre
la estructura de la informacion. Si en un modelo estatico sélo hay un periodo, sus ideas se
pueden coger y expandir a mas tiempos, dando lugar a un hilo logico visible cuando se
desarrollan los modelos haciendo notar las relaciones entre ellos.

La estructura de la informacion toma la forma de sigma-algebra. Esta permite visualizar la
informacion que tenemos sobre los estados de la naturaleza segun los valores que las
variables toman en estos estados. En Arrow-Debreu, esta formalizacion matematica
desemboca en la conclusion de que k activos A-D forman con sus numerarios a la base
canonica en el espacio vectorial R¥, pudiendo replicarse cualquier cartera si los mercados

son completos.

Como hemos dicho y como muchos de los autores de matematica financiera también indican,
esta forma de interpretar el mundo econdémico no tiene por qué hacerse sélo para un periodo
estatico. En un modelo dinamico, podemos tratar a cada periodo en la evolucion temporal

como lo hacen Arrow-Debreu para un solo momento de equilibrio.

Nace de aqui la necesidad de describir el proceso estocastico, el cual tiene una estructura de
la informacion cambiante a medida que avanzamos en el tiempo y obtenemos mas
informacién sobre los posibles estados de la naturaleza finales. Las particiones se van

haciendo maés finas, dando lugar a la filtracion del proceso.

En este ambito, el modelo binomial se caracterizara por un proceso binomial, y Black Scholes
por un proceso de Wiener, siendo que ambos beberan de estas ideas para tomar forma (segun

la valoracion neutra al riesgo).

La interpretacion de lo incierto también requiere algunas especificidades, tendiendo a
adaptarse cuantitativamente a las necesidades de cada modelo y marcando algunas
diferencias entre ellos. Por ejemplo, el CAPM adopta rendimientos ordinarios, algo que una
de las principales suposiciones que hacen Black y Scholes no les permite hacer, necesitando
otras propiedades para este fin. Estos Gltimos asumen que la variable precio del activo
subyacente sigue una distribucion log-normal, lo cual no pasa en el binomial, otro ejemplo

de las diferencias que los modelos obviamente también guardan.
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Entender estos conceptos es una tarea sencilla a la par que imprescindible. No debe uno
debruzarse sobre el modelo binomial sin antes entender las matematicas discretas
desarrolladas por Bernoulli, si lo que pretende es utilizar el modelo entendiéndolo desde la

mas pura base y no sélo aplicar “féormulas” desconocidas.

La comprension matematica profunda de los modelos, los cuales a nivel de grado todos
aprendemos en las clases incluso més elementales de finanzas en ADE, deberia de ser
promovida y hacerse sobre ella hincapié. Existe un estigma social, especialmente en
facultades de Empresariales, contra el pensamiento l6gico y matematico, que es
contraproducente al aprendizaje de las ciencias economicas y financieras. En este decadente
proceso se incluye el proprio autor, el cual empez0 a escribir este trabajo convencido de que
el CAPM era una regresion lineal.

Se invita pues como Ultima nota a la comunidad académica a intentar ensefiar y aprender
estas matematicas con rigor, compartiéndolas no como un objetivo aborrecido a ser superado
en el camino del alumno, sino como una forma de entender qué es lo que realmente esta
pasando por detras de las expresiones que se tienden a memorizar sin comprender ni nunca

ver la belleza que guardan por detrés de una méscara de falso tedio.
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9. Anexo |

Antes de nada, seré necesario introducir al lector el concepto de rendimiento continuamente
compuesto. Volvemos al matematico prolifero Jacob Bernoulli, que no sélo desarroll6 la
distribucion binomial, sino el rendimiento compuesto continuo. Bernoulli sabia, como los
matematicos y los usureros en general hasta entonces, como cambia el rendimiento

compuesto para cada tipo de periodo (dia, mes, afio, etc.).

El interés compuesto es aquél en el cual los rendimientos de cada periodo se afiaden al capital
inicial y son invertidos junto con €él. Un buen ejemplo de rendimiento compuesto es una
cuenta corriente en un banco. Si ganamos 5% en un afio de interés, ese dinero es invertido y
crecera al 5% junto con nuestro capital inicial en el siguiente afio. Un contraejemplo de
interés compuesto es la hipoteca de una casa o un bono, en el cual los pagos de interés se

realizan sobre el capital inicial pero aparte y sin afectar o incrementar el siguiente valor a

pagar.

Bernoulli se pregunto qué pasaria si en vez de un afio, un mes, o un dia, invirtiéramos nuestros
intereses compuestos a cada segundo que pase (“segundo” siendo realmente una alegoria
para cantidad de tiempo infinitesimal). Entonces, si nosotros somos un banco y ofrecemos al
lector un interés del 100% sobre un euro invertido anualmente, al final del periodo
tendriamos:

1

1
1€*<1+I) = 2€

Si al revés le ofrecemos un interés compuesto bianualmente:

1)2
1€ = (1 +§> = 2,25€

Si le ofrecemos un interés compuesto trimestralmente:

4

1
1€ = (1 + Z) = 2,44€

Podemos incluso ofrecer un interés que pague diariamente:
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1
1€ « (1 + %) = 2.71€

Si ahora queremos ofrecer una inversion compuesta que pague interés a cada periodo de
tiempo infinitesimal, de forma absolutamente constante, utilizamos el concepto de limite (del

calculo) para llegar a nuestra respuesta:

n

1
1€ * lim (1 + a) = 2,7182818..€ =e

n—-oo

Y he aqui como en las matematicas del siglo XV 11 se llegd a la constante e, también conocida
como el numero de Euler, ya que el suizo uso esa letra del alfabeto latino en Meditatio in
Experimenta explosione tormentorum nuper instituta (1727) como notacion para la base del
logaritmo natural, sin intencion de nombrarla en honor a si mismo (0 eso se cree). Es curioso
pensar que al contrario de las demas constantes como 7 o v/2 que son descubiertas a través
de la geometria, la constante e es descubierta por un matematico que buscaba resolver un
problema financiero, y que acaba por descubrir la clave de descripcion del crecimiento
continuo no solo para inversiones de capital, sino incluso también para poblaciones de seres

vivos y muchos otros ejemplos.
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10. Anexo 11

Para entender la continuidad, es Gtil pensar en la recta real. Realmente nuestra variable va a
adoptar valores en R, siendo R un conjunto no contable, tal y como lo demostré Cantor por
reduccion al absurdo, cuya cardinalidad es muchisimo méas densa que la de los ndmeros
naturales. De hecho, Cantor demostrd que todos los nimeros reales entre 0 y 1 tienen una
cardinalidad mas densa que la de los numeros naturales, puesto que no se puede hacer una

funcion inyectiva entre ambos conjuntos N y [0,1] € R.

La demostracion de Cantor es sencilla. Sabemos que N es un conjunto contable pues podemos

hacer una lista:
N=201235,..
De forma parecida se puede decir que los nimeros enteros Z son contables:
Z =0,1,-1,2,-2,..

Los nimeros racionales Q también se pueden poner en una lista si hacemos una tabla con los

nameros naturales en vertical y horizontal y contamos el resultado de forma diagonal.

1 2 3 4 5
1 1/1 1/2 1/3 % 1/5
2 2/1 2/2 2/3 2/4 2/5
3 3/1 3/2 3/3 % 3/5
4 4/1 4/2 4/3 4/4 4/5
5 5/1 5/2 5/3 5/4 5/5

Con lo cual @ es contable de la siguiente manera:
Q= 1/1,-1/1,1/2,-1/2,2/1,-2/1,1/3,-1/3,2/2,-2/2,3/1,—3/1,1/4,—1/4, ...

Los nameros reales, como sabemos, incluyen a los irracionales, aquellos nimeros que no se
pueden representar en forma de fraccion, como m, v/2, 0 incluso nuestro e. Cantor demostrd
por reduccidn al absurdo que este conjunto no se puede contar. La reduccién al absurdo es el
método logico mediante el cual llegamos a una conclusion partiendo de su contrario,

formalmente:
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1 A
2. -B
3. B
4.-A

Aqui se parte de la premisa de que la frase A es verdadera. Sin embargo, cuando esto sucede,
existe una segunda frase l6gica B tal que se manifiesta de forma verdadera y falsa a la vez,
dando lugar a una contradiccion (o absurdo), el cual nos lleva a la conclusion de que A no
podia ser verdadera en el comienzo, por lo que es falsa. Este tipo de razonamiento es muy

atil en demostraciones relacionadas con el arbitraje.

Como lo hizo Cantor fue partiendo del principio de que si se puede contar R, e hizo una lista

infinita arbitraria:

0.00493983578976844895765847403...
3.34867897630893850635730593958...
9.43906309835984780498480213499...
0.00000000000000000000000004444...

El absurdo en esta demostracion viene a que, en esta lista, podemos coger un nimero del
primer digito el primero del primer nimero de la lista, de segundo de la segunda cifra del

segundo numero de la lista:
0.330...

que realmente no esta contenido en la lista, por lo que no estan todos los nimeros reales, ni

nunca se podria hacer una lista de nUmeros reales que contenga a todo R.
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