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Resumen

FEvaluacion y propuesta de modelado para la estimacion del VaR
y Fxpected Shortfall

Autor: Juan Carlos Herranz Ramos

Director: Eloy Hidalgo Rios

Resumen:

Contexto: Desde la crisis econémica mundial del 2007 ha habido un incre-
mento en la complejidad y cantidad de regulaciones destinadas al control de las
actividades bancarias. El drea de riesgo de mercado con sus métricas tradicio-
nales han sufrido este hecho con particular intensidad con las reformas presen-
tadas en Basilea III y la FRTB. Este trabajo plantea el modelado alternativo
de las distribuciones de pérdidas y ganancias con distribuciones generalizadas
de Pareto.

Resultados: Este enfoque mejora el desempeno con respecto a los enfoques
paramétricos tradicionales mientras que parece no aportar diferencias signi-
ficativas con respecto a enfoques sin distribucién estimada subyacente. Los
resultados obtenidos sugieren la direccion de abandonar intentos de modelado

de mayor complejidad para buscar soluciones mas robustas en la exposicién.

Conclusiones: Es preferible tener mecanismos mas sencillos y robustos como
cambiar las distribuciones subyacentes de riesgo que intentar mejorar el desem-
peno de la gestion de riesgos de instituciones financieras mediante el aumento

de las regulaciones y la complejidad de las mismas.
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Abstract:

Context: Since the world economic crisis which initiated back in the year
2007, there has been many changes regarding the quantity and complexity
of the regulations directed towards the banking industry. Risk management
metrics and intitutions have suffered this fact with special intensity through
reforms presented at Basel III in documents such as the FRTB. This work
developes a new approach to the modelling of P&L distributions through the

use of generalized Pareto distributions.

Results: The new approach presents a better performance with respect to all
the parametric approaches which have been put to test while not presenting
significant differences with respecto to approaches which do not need to assu-
me an underlying distribution. The results obtained suggest that more robust
solutions are preferible to attemps that try to capture more information by

adding complexity to traditionally used distributions.

Conclusions: Simpler mechanisims offer better and more robust results by
changing underlying distributions for financial returns. This approach shows
that the growth in complexity of the regulations does not always provide better

results.
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Capitulo 1
Introducciéon

Cuando RiskMetrics anuncié como su medida estandar para el calculo del
riesgo seria el Value-at-Risk en 1996, sento6 las bases para las instituciones de-
dicadas a la gestion de riesgos y la medida fue rapidamente adoptada por el
Comité de Basilea. Para 1998, distintos investigadores comenzaron a criticar
el Value-at-Risk como medida de riesgo debido a sus deficiencias estructura-
les desde el punto de vista de sus propiedades, considerando que debia de ser
sustituida por una medida de riesgo coherente. En 2001 se propuso una alter-
nativa llamada FExpected Shortfall. Los encargados de gestionar los riesgos de
muchas instituciones financieras lo adoptaron en paralelo con el Value-at-Risk,
resaltando el hecho de que el ES podia captar mejor el riesgo de cola y ofrecia
propiedades matematicas mas atractivas a la hora de agregar porfolios. Has-
ta recientemente, el Value-at-Risk era la medida exigida por lo reguladores.
Sin embargo, para octubre del ano 2013, tras varias pugnas con distintos ban-
cos, el Comité de Basilea para la Supervisién Bancaria (BCBS por sus siglas
en inglés) propuso una reestructuracion desde la base de sus reglas para el
banking trading book intentando que con esta reforma se pudiera capturar los
tipos de pérdidas que cabe esperar en periodos de especial estrés financiero.
Una parte de dichas reformas consistia en sustituir el mencionado Value-at-
Risk por el Expected Shortfall, el cudl, pensaban los reguladores, captaria de
manera méas fehaciente las pérdidas extremas que ocurren durante periodos de
perturbaciones sistémicas. Ademads, también se propusieron distintas formas
de alterar dichas medidas con cambios en los niveles de confianza, horizontes

de liquidez o variaciones contra otros factores de riesgo.

1.1. Una visién panoramica

Teniendo en cuenta esta situacion, este trabajo se plantea como un estu-
dio que permita presentar una vision que complemente de forma adecuada los

cambios regulatorios que se produciran en los anos proximos, con las conse-
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24 CAPITULO 1. INTRODUCCION

cuencias y las premisas que eso conlleva asumir, fundamentalmente, a nivel
técnico, tanto desde el punto de vista de una nueva forma de interpretacién de
los resultados como desde la perspectiva de la modelizacién matematica para
la obtencion de dichos resultados, comprobando como responden las distribu-
ciones de retornos financieros a su modelado con distribuciones alternativas
a las consideradas convencionalmente y evaluando si esto supone una mejora
considerable con respecto a los modelos utilizados actualmente.

En cuanto a la estructura del estudio, un primer lugar, se introduciran las
definiciones de las medidas de riesgo comunes, su propiedades méas relevantes y
algunas de las suposiciones mas comunes establecidas para el modelado de los
retornos financieros. Posteriormente, se establecen una serie de puntos de apo-
yo tedricos que, aunque no volveran a aparecer de manera explicita en el resto
del trabajo, son la base sobre la que pivotan el resto de conceptos y resultados.
Estos puntos de apoyo son, fundamentalmente, el teorema central del limite,
la ley de los grandes ntimeros y los resultados establecidos para las colas de
distribuciones por Gnedenko (1943). En tercer lugar, se realizarda una revisiéon
de los métodos que servirdan como referencia y la propuesta del método original
basado en la Distribucién Generalizada de Pareto (en adelante GPD por sus
siglas en inglés) sobre el que gira todo este trabajo. Se expondran también, de
manera ordenada, los distintos test y pruebas que seran utilizados para valorar
el desempeno relativo del método propuesto con respecto a otros métodos uti-
lizados habitualmente. Tras la exposicién de dichos métodos, nos hallaremos
en disposicién de obtener resultados numéricos y graficos en forma de tablas
y figuras. Se procedera a comentar cada uno de ellos de forma minuciosa ha-
ciendo referencia a la exposicion de los métodos mencionada anteriormente.
Finalizando el trabajo, se expondran las conclusiones mas relevantes extraidas
del trabajo, contrastandolas con los objetivos de la investigacion, estableciendo
algunas posibles implicaciones préacticas y proponiendo algunas posibles lineas

de investigacién futuras que pueden complementar los desarrollos.

1.2. Value at Risk y Expected Shortfall

Es habitual que el porfolio de una institucién financiera dependa de un
nimero elevado® de variables de mercado. Las medidas que evalian el riesgo
asociado a instrumentos como los tipos de interés, indices bursatiles de acciones
o cotizaciones de materias primas pueden ser de gran utilidad para los traders
que trabajan de manera especifica y especializada en diversos ambitos de los
mercados financieros. Sin embargo, estas medidas de riesgo especificas no son

de utilidad para los gestores que se encuentran en posiciones mas altas de la

IDel orden de los miles o millones.
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jerarquia de los bancos o para los reguladores de las instituciones financieras,
dado que estos necesitan una medida que represente el riesgo general al que
estd sometida la institucién de forma agregada, no pudiendo entrar en las
especificidades de los porfolios, lo que supondria una tarea imposible desde
un punto de vista practico. El Value-at-Risk (en adelante VaR) y el Expected
Shortfall (en adelante ES), representan un intento de proporcionar, en una
sola medida, el riesgo al que esta expuesto una determinada institucion o, de

forma mas genérica, un determinado porfolio.

1.2.1. Definicion del Value-at-Risk

El VaR puede calcularse con la distribucion de pérdidas o con la distri-
bucién de ganancias® y es, simplemente, el valor de un determinado cuantil

especificado mediante un nivel de confianza preestablecido:

VaR,; = Inf {ry|Hyq (ry) > o} = qo (1) (1.1)

donde H,; es la distribucién con la que se modelan los retornos que siguen una
distribucién «real» F; (que no puede conocerse). En nuestro caso, considera-
remos la distribucion de pérdidas, de manera que se trabajara siempre con
cantidades positivas. Con esta definicién, el VaR, podria considerarse como la

cantidad de dinero que puedo perder en un periodo T con una sequridad o®.

1.2.2. Un inconveniente del VaR

Es claro que el éxito del VaR reside, entre otros factores, en su sencillez y
facilidad de comprensién. Al fin y al cabo, el VaR, es simplemente la respuesta
a la pregunta: ;Como de mal puede ir? Sin embargo, cuando el VaR se uti-
liza para regular los riesgos a los que puede someterse un agente econémico,
pueden llegarse a resultados indeseables por la forma que tiene de establecer
incentivos. Supongase, por ejemplo, que un regulador estipula el VaR de un
banco a su cargo en 5 millones de euros, para un dia, con un nivel de confianza
del 95 %. Dicho banco puede construir un porfolio con un 95.1 % de probabili-
dades de que las pérdidas diarias no excedan los 5 millones de euros y que, sin
embargo, tenga un 4,9 % de probabilidades de perder 500 millones de euros.
De esta manera el banco estd cumpliendo con los requisitos impuestos por el
regulador pero, al mismo tiempo, estd asumiendo riesgos desproporcionados
desde un punto de vista de la prudencia financiera. Aunque esta distribucién
puede parecer inusual, en la practica, muchas estrategias de trading propor-

cionan una alta probabilidad de obtener buenas ganancias con una pequena

2En cuyo caso las pérdidas se representan como ganancias negativas
3Para un estudio extenso de la medida puede consultarse Alexander (2009)
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probabilidad de sufrir una enorme pérdida * (esta distribucién se represen-
ta, esquemdticamente en la figura 1.1). Evidentemente existen incentivos para
tratar de cumplir las regulaciones de riesgos mientras se trata de maximizar
las posibilidades de obtener grandes ganancias lo que, en la mayoria de las

ocasiones, supone someterse a grandes riesgos.

Distribucion problematica para el VaR

0.5
0.4
0.3}
02!

0.1}

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.1: Distribucién problemética para el cdlculo del VaR.

1.2.3. Expected Shortfall

Una medida de riesgo que genera unos mejores incentivos es el ES, también
conocido como conditional VaR (CVaR), conditional tail expectation (CTE)
o expected tail loss (ETL). El ES responde a la pregunta condicionada: Si
las cosas van mal, jcudnto se espera perder? Entendiendo esta pregunta, la
definicién del ES no es otra cosa que la esperanza de la distribucién de estudio a
partir del VaR que hemos definido previamente o, lo que es lo mismo, la integral
desde el percentil establecido para el VaR hasta el final de la distribucién

dividida entre el tamano de dicha regién:

1
1
BSue= 7 [ H'(0)do = Elnlr > VaRa] (1.2)

4Como escribir opciones out-of-the-money
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donde H; es la distribucién con la que se modelan los retornos que siguen
una distribucién «real» F; (que no puede conocerse). Establecer el ES como
medida de riesgo a nivel regulatorio limita la posibilidad de buscar establecer
una posicién como la mencionada anteriormente. Ademas, el ES tiene mejores
propiedades que el ES como medida de riesgo puesto que siempre reconoce el
beneficio de tener una posicién con mayor diversificacion. Como contrapartida,
es una medida mas compleja de tratar a la hora de comparar el desempeno de

distintos modelos, debido a una propiedad que expondremos a continuacién.

1.2.4. Medidas de riesgo coherentes

El riesgo puede medirse en términos de distribuciones de probabilidad. Sin
embargo, en ocasiones, es de gran utilidad expresar el riesgo con una cifra
que represente una cantidad determinada de capital. Las herramientas que
nos permiten pasar de distribuciones de probabilidad de variables aleatorias o
distribuciones de pérdidas a dichas cantidades de capital es lo que llamamos
medidas de riesgo. Para establecer a que nos referimos con estas medidas,
necesitamos definir un espacio de probabilidad (€2, F, P) donde 2 es el conjunto
de estados del campo de trabajo, F es la clase de sucesos aleatorios que es un
o-algebra sobre €2 y P es una medida de probabilidad tal que: P : F — R €
[0, 1]. Si consideramos, especificamente, el conjunto de los estados financieros
de pérdidas y ganancias tenemos que una medida de riesgo es una funciéon que
otorga a cada estado un valor de pérdida o ganancia: R : F — R (Halmos,
2013).

Supongamos que queremos disenar una medida de riesgo que nos propor-
cione la cantidad de capital que una institucién debe mantener. Artzner et al.
(1999) describen en su articulo las propiedades, de las que se derivan condicio-

nes, que deberia tener dicha medida:

1. Monotonfa: ¥; < ¥; - R (X)) < R (X,)

— Porfolios mas pequenos siempre tienen un riesgo menor o igual que un
porfolio mas grande. El riesgo mayor que puede tener un porfolio es
perderlo todo. Perder todo un porfolio menor siempre sera mejor o igual

que perder un porfolio mayor de forma parcial.
2. Invarianza traslacional: R (X +A) =R (X) — A

— Afadir una cantidad de capital sequra® a un porfolio reduce la cantidad

de capital que se pierde en esa misma cantidad.

SR (A) =0
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3. Homogeneidad (positiva): R (AX) = AR (%) ©
— Duplicar el tamano de un porfolio duplica su riesgo.
4. Subaditividad: R (21, 22) S R <21) + R (Eg)

— Porfolios desagregados siempre tienen un riesgo menor o igual que un
porfolio agregado. Esta propiedad favorece la diversificacion. La igualdad
de esta desigualdad se da cuando la correlacién entre ambos porfolios es

exactamente igual a uno.

El VaR siempre satisface las tres primeras propiedades, pero no siempre
satisface la cuarta. Las medidas de riesgo que satisfacen las cuatro condiciones
se denominan coherentes. El ES siempre es coherente. La condicion de subadi-
tividad no es una condicién de interés puramente tedrico (como no lo son el
resto). Hay ocasiones en las que los bancos observan que al combinar dos de
sus porfolios el VaR aumenta. A la hora de comparar las consecuencias de
elegir entre el VaR y el ES para medir los beneficios de la diversificacion es
cuando realmente puede verse la limitaciéon del VaR como medida de riesgo.
En Biirgi et al. (2008) se muestra como puede estimarse de forma cuantitativa
el efecto que tiene la diversificacién sobre un determinado porfolio mediante
el célculo de un diversification benefit index (DBI) que tiene en cuenta las
variaciones de las medidas de riesgo con respecto a sus diversos componentes.
Cualitativamente, puede entenderse de manera muy sencilla que para porfolios
con posiciones perfectamente correlacionadas, el indice de diversificacion es del
100 %" (cuando ambas posiciones bajan, se pierde por las dos). En cambio, si
dos porfolios tienen posiciones correlacionadas perfectamente, pero con signo
negativo, todo lo que se pierda en uno de los porfolios se ganard en el otro

siendo la perdida neta igual a cero.

1.3. Propiedades adicionales o derivadas

1.3.1. Convexidad

En muchas situaciones ®, el riesgo de una determinada posicién global de un

agente econdmico, aumenta de forma no lineal con el tamano del porfolio. Este

6Para el caso de A = 0 tenemos la condicién de normalizacién: R (0) = 0, que equivale a

la afirmacion trivial de que un porfolio vacio no tiene riesgo
"Lo que quiere decir que se obtiene un beneficio maximo al diversificar
8Como cuando la posicién financiera incluye derivados financieros con valor dependiente

del tiempo.
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hecho puede llevar a la relajacion de las condiciones de subaditividad y homo-
geneidad anteriormente descritas requiriendo la definicién de otra propiedad

conocida como converidad. Una medida de riesgo R (-) es convexa si:

RS + (1= A o) AR (Z) + (1 — AR (D)

lo que se conoce como desigualdad de Jensen®. La convexidad de una medida
indica los beneficios de la diversificacion: la diversificaciéon de un porfolio siem-
pre mejorara su medida de riesgo o se mantendra igual, pero nunca peor. Si
una medida de riesgo convexa ademas cumple la propiedad de homogeneidad
se dice que dicha medida es coherente. El conjunto de medidas coherentes, por
tanto, es un subconjunto de las medidas convexas. La condiciéon de convexidad
bajo homogeneidad positiva es equivalente a la propiedad de subaditividad
(Foellmer and Schied, 2002).

1.3.2. Elicitabilidad

Una funcién de puntuacién (o funcién de scoring en inglés) es una fun-

cién que asigna a cada prediccién puntual ' un valor numérico que indica la

idoneidad de una determinada prediccion:

S (z,y)— [0,00)

donde x es la prediccion e y es el punto observado.
Entonces, tenemos que si v (F) es un determinado estadistico ' de una
distribucién de probabilidad F', una funcién de puntuacién S es consistente

para dicho estadistico si:

Ep[S(ty)] <Erp[S(z,y)]

cuando t = v (F') y es estrictamente consistente si:

Ep[S(ty)]=Er[S(z,y)] &z =v(F)

Una medida elicitable es aquella para la que existe una funcién de puntua-
cién estrictamente consistente (Fissler and Ziegel, 2016)'%. La elicitabilidad,

como propiedad de las funciones de puntuacién, es un criterio fundamental a

9Para las consecuencias de la convexidad en &mbitos financieros y otros véase Taleb
(2018).

10Gy definicién estricta es més genérica, pero nos atendremos al caso de interés para
nuestro estudio. En Gneiting (2009) puede verse su definicién y explicacién extensa con
aplicacién a distintos estadisticos relevantes a la hora de evaluar predicciones.

HTambién llamado funcional (Gneiting, 2009) como puede ser la media, la mediana, etc.

12Por ejemplo, la funcién de puntuacién del error cuadratico S (x,y) = (z — y)2, es consis-

tente, pero no estrictamente consistente para la media, relativa a la clase de distribuciones
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Cuadro 1.1: Algunas funciones de puntuacién tipicas

Funciones Nombre v (F') éptimo
S(z,y) = (x—y)? Error cuadrético Media

S(x,y) = |z —vyl Error absoluto Mediana
S(x,y)=|(x—y)/y| Porcentaje de error absoluto 3 — mediana™*?
S (z,y) = |(x —vy) /2| Error relativo B — mediana™"
S (z,y) = (Lasy) — @) (x —y) Error cuantilico VaR,

Elaboracion propia basada en Gneiting (2009)

la hora de establecer predicciones 6ptimas puesto que el conjunto de funciones
estrictamente consistentes para un determinado funcional es el conjunto de
funciones bajo las cuales dicho funcional es un predictor puntual éptimo. De
esta manera, si somos capaces de encontrar una funcién de puntuacién estric-
tamente consistente para el funcional v, podremos determinar la prediccion

6ptima bayesiana & para v (F') (Emmer et al., 2013) con Y ~ F mediante:

& =argminEr [S (z,Y)]

es decir, un estadistico es elicitable si minimiza su funciéon de puntuacién.
Esta propiedad es de gran interés por cuanto provoca dificultades a la hora
de seleccionar modelos, aunque no a la hora de realizar el backtesting como
explican Acerbi and Szekely (2014). Esta es una discusion que no es objeto del
presente trabajo por lo que aqui nos limitaremos a usar, cuando correspon-
dan, las pruebas elaboradas en Acerbi and Szekely (2014) como método para
calificar la idoneidad de nuestro modelo en lo que respecta al desempeno en la

estimacién del ES.

1.3.3. Robustez

La robustez es otra propiedad deseable en las medidas de riesgo. Una forma
comun de evaluar la robustez de una medida de riesgo es comprobar la con-
tinuidad con respecto a la topologia débil pero, como la mayoria de medidas
relevantes de riesgo no son son continuas con respecto a dicha topologia, se

establece un criterio mas fuerte de convergencia segin la distancia de Was-

con primer momento finito mientras que es estrictamente consistente para la clase de distri-

buciones de probabilidad con segundo momento finito.
13La funcién B — mediana se define en Gneiting (2009). No es fundamental para el desa-

rrollo del texto.
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Cuadro 1.2: Propiedades de las medidas de riesgo

Medidas
Propiedades VaR ES Varianza
Coherencia ve
Convexidad ve v
Aditividad comondtona v ve
Espectral v
Robustez débil v
Robustez de Wasserstein =~ v/ v v
Elicitabilidad v

serstein (Emmer et al., 2013). De forma cualitativa'’, la ausencia de robustez
supone que pequenos errores de medicién o estimacion en la distribucion de
pérdidas tienen un impacto sobredimensionado a la hora de estimar o calcular

la medida de riesgo correspondiente.

1.3.4. Medidas de riesgo con espectro exponencial

Una de las formas en las que puede caracterizarse una medida de riesgo es
considerar como asigna las ponderaciones de los distintos percentiles '* de una
distribucién de probabilidad. El VaR, por ejemplo, asigna una ponderacion
del 100% al percentil o« y 0% al resto. En cambio, el ES, otorga la misma
ponderacion a todos los percentiles por encima del VaR y una ponderacion
nula al resto de percentiles. Un resultado general establece que una medida
es coherente (i.e., satisface la condicién de subaditividad) si la ponderacion
otorgada al percentil o es una funcion no decreciente de «. El VaR no satis-
face esa condicion puesto que asigna un peso menor a los percentiles mayores
que « que el peso que asigna al percentil o mientras que el ES si cumple la
condicién ', Algunos investigadores (Acerbi, 2002) han propuesto medidas
cuya ponderacién de los percentiles « crece relativamente rapido con «, por
ejemplo, haciendo la ponderacién correspondiente al percentil o proporcional
a e~ (1=9/7 donde ~ es una constante. Estas medidas se conocen como medidas
de riesgo con espectro exponencial, siendo el espectro la ponderacién asignada

a cada percentil de la distribucion de pérdidas. Estas medidas representan una

4Para una descripcién més detallada véase Emmer et al. (2013).
15M4s genéricamente cuantiles o fractiles.
16Es una funcién no decreciente aunque no es estrictamente creciente.
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Medidas con espectro exponencial
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Figura 1.2: Comparacion del ES con distintas ponderaciones exponenciales

alternativa mas adaptativa y dinamica a la cola de la distribucion.

1.4. Eleccién de parametros para VaR y ES

Para el VaR y el ES deben elegirse un horizonte temporal y un nivel
de confianza determinado. Una hipotesis de trabajo sencilla, que se adopta
comunmente y que nosotros pondremos a prueba, es considerar que la va-
riacion del valor de un porfolio a lo largo del tiempo se distribuye de forma

Normal. Entonces el VaR se calcula como:

VaR = pu+oN7'(a) (1.3)

e, incluso, en periodos de tiempo relativamente cortos la media suele conside-
rarse nula por lo que el VaR es, directamente, una funcién proporcional a la
desviacién estandar.

Para el ES hay que calcular:

_ 2
e VaR=*/2

Var(1-a)

lo que muestra la dependencia que tienen VaR y ES, siempre hay que calcular

ES=p+o (1.4)

el primero para obtener el segundo, independientemente de que, después de su

obtencién, se deseche como medida de riesgo.

1.4.1. El horizonte temporal

La eleccién del horizonte temporal depende de la aplicacion a la que estén

dirigidas las medidas de riesgo. Para posiciones muy liquidas y activas en
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cuanto a su variacién de valor, tiene sentido utilizar horizontes temporales
mas cortos, lo que permite actualizar las posiciones de los porfolios mas rapi-
damente. En cambio, si se calcula, por ejemplo, para un fondo de pensiones,
el horizonte temporal a elegir sera considerablemente mas largo por tener un
nivel de actividad, en términos financieros, mucho menor. La evaluacién de la
liquidez de determinados activos influye en la definicién de los pardametros que
se establecen para el calculo de las medidas de riesgo como se establece en la
FRTB (Akkizidis and Kalyvas, 2018). Habitualmente, se comienza haciendo el

calculo del VaR para un dia y se realiza la siguiente suposicién:

» El VaR de T-dias es el VaR de 1-dia v/T veces

» El ES de T-dfas es el ES de 1-dia v/T veces

Estas formulas se cumplen cuando los cambios en un determinado porfolio
en dias sucesivos se distribuyen de forma idéntica e independiente con media
cero. En otro caso son aproximaciones '’. Estas férmulas se deducen de dos

asunciones:

= La suma de distribuciones normales independientes se distribuye de for-

ma normal.

» La desviacion estandar de T distribuciones idénticas e independientes es

VT veces la desviacion estandar de cada distribucién.

Por supuesto, son estas suposiciones las que piden el principio. Es decir, en
muchas ocasiones lo que se trata es de demostrar, primero, que las distribucio-

nes con las que se trabaja sean normales.

1.4.2. Impacto de la auto-correlacién

En la practica, los cambios en el valor de un porfolio de un dia a otro no
son completamente independientes. Sea r; el cambio del valor del porfolio en
un dia ¢, una suposicién simple de auto-correlacion de primer orden puede ser
asumir que la correlacion entre r; y 1,1 es pVt. Utilizando la férmula habitual

de la varianza de la suma de dos variables, la varianza de r; + 7;_1 es:

o? + 0% +2p0* =2(1+p)o?

La correlacién entre 7y y r;_; es p* (Hull, 2018). Extendiendo este analisis

o . T
a la desviacién estandar de ), 7y

o/T+2(T —1)p+2(T —2)p>+ ... +2p7-1

7Veremos veremos cémo de buenas.
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No considerar el impacto de la auto-correlacién tiende a subestimar tanto el
VaR como el ES (Hull, 2018). Veremos, en la comparacién del método Normal
y el método EWMA que considerar la auto-correlacién puede ser un arma
de doble filo por cuanto, en ocasiones, resulta mas prudente «recordar» la
relacion con situaciones mas lejanas de estrés financiero mientras que, algunos
métodos heterocedasticos como el EWMA basado en GARCH (1.3) tienden a

desconsiderar la influencia de los cambios a medida que se alejan en el tiempo.

1.4.3. Suposiciones habituales para la distribucién de

retornos

Entre los supuestos habituales que se utilizan para el modelado de los re-
tornos estan, fundamentalmente los que se mencionan en la tabla 1.3. Nosotros
no utilizaremos ninguna de esas suposiciones para nuestro método propuesto,
pero si que las consideraremos a la hora de modelar con métodos como el
Normal o el EWMA. En realidad, el método EWMA no es més que un caso
especifico del modelado de la volatilidad por medio del método GARCH(1,1).

8Donde g(Z;) = 02, + M| Z| — E(|Zs])) sie;1 >0el,_1 =1sig_1 <0
ODonde I;_1 =0sie 1 >0el,_1=1sie,1 <0
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Cuadro 1.3: Distintos supuestos comunes en la distribucién de los retornos

Supuesto

Descripcion

Ty =&

e~ N (1, 02)

Los retornos siguen una distribucién normal,
son independientes e idénticamente distribui-

dos y tienen volatilidad constante

Ty =G+ a1Ti—1 + &
e~ N (i, 02)

Los retornos siguen un modelo autoregresivo de
primer orden con innovaciones normales, inde-
pendientes, idénticamente distribuidas homo-

cedasticamente.

Ty = Qo + a1T¢—1 + Et
gi~ N (u=0,0%)

2 _ 2 2
o; = ap + i€, + Biop

Los retornos siguen un modelo autoregresi-
vo de primer orden con innovaciones norma-
les, independientes, idénticamente distribuidas

y con heterocedasticidad simétrica o volatilidad

GARCH(L,1).

Ty =ag+ aiTi_1 + E¢
gr~ N(u=0,0?)
logo? = ag + fig(Zi1) +

ailogo? | 18

Los retornos siguen un modelo autoregresi-
vo de primer orden con innovaciones norma-
les, independientes, idénticamente distribuidas
y con heterocedasticidad asimétrica o volatili-
dad EGARCH(1,1).

Ty = Qo + a1T¢—1 + Et
ge~ N (u=0,0%)
0 = K + d02 | + ag? | +

2 19
ver 11

Los retornos siguen un modelo autoregresi-
vo de primer orden con innovaciones norma-
les, independientes, idénticamente distribuidas
y con heterocedasticidad asimétrica toman-

do en cuenta el apalancamiento o volatilidad

GJR(1,1).
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Capitulo 2
Teoria

En este capitulo se muestran, discuten y explican las ideas fundamentales
sobre las que se asientan los modelos, conceptos y teorias que se exponen mas
adelante. La pregunta a la que se tratara de responder es por qué no funciona
la distribuciéon Normal para las distribuciones de retornos financieros. A esta
pregunta se le dard respuesta a través del teorema central del limite y de la ley
de los grandes nimeros. Se realizard un comentario sobre la correlacién y su
importancia en el calculo de riesgos, sobre las propiedades de las colas de algu-
nas distribuciones y sobre como heredan ciertas propiedades las distribuciones
de probabilidad.

2.1. El riesgo de cola

Tradicionalmente, cuando se trabaja en un marco institucional, los ope-
radores del mercado y los «risk takers» usan principalmente restricciones re-
gulatorias sobre los limites de pérdidas en las colas (algo obligatorio para los
bancos desde Basilea III). Se confia en pruebas de estrés financiero, stop-losses,
value-at-risk (VaR), expected shortfall (CVaR) o métodos similares de restric-
cion. La informacion que estd implicita en la eleccion de estas restricciones es,
cuando menos, una estadistica significativa acerca de la propensién al riesgo y
la forma de la distribucion que se desea alcanzar. La forma que tiene la cola de
una determinada distribucién depende, evidentemente, de la distribucién que
se asuma para la totalidad de los retornos o, para la distribucién que se asuma
para una determinada «seccion» de los mismos. Asi, en ocasiones, el estudio de
la cola de la distribucién de probabilidad es, simplemente, el estudio de la cola
de la distribucion que se ha elegido de forma general mientras que, en otros
casos, el estudio de la cola de la distribucion responde a un modelado indepen-
diente de la distribucion que se elige para los retornos vistos en su totalidad.
La eleccién de unas y otras distribuciones depende, entre otros muchos fac-

tores, del tamano de nuestro porfolio, que se relaciona con el teorema central
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del limite; de la longitud de las series que estemos estudiando, que tiene co-
nexion con algunas nociones de convergencia; de la relacion entre las distintas
posiciones de nuestro porfolio, donde se utiliza el concepto de correlacion y
de la eleccion del nivel de confianza, que tiene que ver con la «altura» de la
distribucién (en cuanto al percentil) que consideramos para nuestras pérdidas,
que estd en relacién con los resultados que obtuvo Gnedenko (1943) en sus es-
tudios sobre las propiedades comunes de las colas de multiples distribuciones
de probabilidad.

2.2. Dos tipos de convergencia

Uno de los motivos fundamentales por los que el modelo Normal y los
modelos con colas pesadas’ se comportan de forma diferente, tienen que ver
en gran parte con que la ley de grandes ntumeros y el teorema central del
limite que, si pueden utilizarse?, se comportan de manera muy distinta. Los
matematicos, cuando tratan con la probabilidad, suelen conocer con perfecta
exactitud lo que ocurre con las distribuciones de probabilidad cuando el niimero
de observaciones es uno (n = 1), es decir, se conoce con precisién la distribucion
de una tunica variable aleatoria, o cuando n = o0, es decir, cuando tenemos
la suma de infinitas variables aleatorias. El problema reside en que nosotros
«vivimos nuestro dia a dia» en un punto intermedio entre ambos extremos. El
estudio de este punto intermedio es lo que vamos a llamar andlisis preasintotico
(siguiendo a Taleb (2019)).

2.3. Teorema Central del Limite

En la mayoria de las ocasiones, cuando se habla del teorema central del
limite, no se aclara exactamente a qué velocidad nos aproximamos a una dis-
tribucién Normal. En muchos textos (DeGroot and Schervish, 2012), simple-
mente se menciona un nimero aproximado de variables aleatorias para el que

puede considerarse que su suma se distribuye de forma Normal®, pero especifi-

'Las distribuciones con colas pesadas como, por ejemplo, la distribucién generalizada de
Pareto, asignan un peso (probabilistico) a eventos extremos, mucho mayor que las distribu-
ciones comunes como pueden ser la distribucién Uniforme, Exponencial, etc. pero, ademas
de eso, modelan situaciones en las que dichos eventos tienen un impacto especialmente re-
levante. Para ver el dominio de dichas distribuciones y una definicién maés rigurosa puede

consultarse Taleb (2007).
2Hay ocasiones, como es el caso de la distribucién de Cauchy, en los que, directamente,

no pueden aplicarse. La distribucién de Cauchy no tiene definida la media (Taleb, 2007).
3Esto se debe a que, para la mayorfa de distribuciones que se aplican usualmente a

campos de la ingenieria, la demografia o la econometria, suele ser suficiente, como veremos
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car una velocidad de convergencia es una tarea especificamente disenada para
lo que hemos denominado anélisis preasintético. Aunque el trabajo que hemos
citado (Taleb, 2019) se encarga de los desarrollos analiticos para los célculos
de dicha velocidad (o una métrica que la res presente) nosotros realizaremos
una simulacién de Monte Carlo (con N = 10 000) en la que mostraremos cual
es la distribucién empirica de la suma de n variables aleatorias distribuidas
acorde a distintas distribuciones subyacentes de manera que podamos obtener
una idea grafica de a qué nos referimos cuando hablamos de esta velocidad

preasintética.

2.3.1. Convergencia de la distribucién uniforme

Cojamos, por ejemplo, una* distribucién uniforme, la distribucién con las
«colas» (no tiene) mas finas. En la figura 2.1 se muestran los resultados de
nuestra simulacion de Monte Carlo para la que vamos variando el ntimero de
variables que se suman en una distribucién conjunta. Podemos observar que,
cuando tengo dos variables, obtengo una distribucién triangular. Si seguimos
aumentando, para cuando tenemos n = 6, practicamente tenemos una distri-
buciéon Normal y cuando llegamos a n = 20 obtenemos una aproximacién muy
precisa. Sumando un nimero muy pequeno de observaciones, obtengo précti-
camente una distribucion Normal. En esto es en lo que consiste, basicamente,
el teorema central del limite. En resumidas cuentas, las condiciones generales
de cumplimiento son dos: tener varianza finita, y ser variables 4.4.d.° Habitual-
mente se piensa que si tienes un n ~ 30, puedes hablar de convergencia a una
distribucién Normal. Esto es completamente falso. Fventualmente, se conver-
ge a una distribucion Normal, pero a velocidades muy distintas para distintas

distribuciones.

2.3.2. Convergencia de las distribuciones Exponencial,

Weibull y Gamma

El caso de la distribuciéon uniforme es un caso excepcional por su rapi-
da convergencia a una distribucién Normal. Aun asi, el teorema central del
limite funciona relativamente bien con la mayoria de las distribuciones que
se usan en el ambito de la ingenieria. Veamos el caso, ahora, de las distribu-

ciones Exponencial, Weibull y Gamma. En primer lugar, podria parecer que,

a continuacién.
4Para las nociones de convergencia que queremos mostrar no son relevantes los pardmetros

concretos de las distribuciones sino su estructura: simetria, colas, momentos, etc.
Independientes e idénticamente distribuidas. Siendo estrictos en la definicién de las

condiciones, la condicién de i.i.d. no siempre es necesaria aunque siempre es recomendable.
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Figura 2.1: Teorema central del limite para el caso Uniforme.

siendo distribuciones completamente asimétricas, puesto que solo tienen una
cola cuando se trata una variable, la convergencia a una distribucién Normal
podria resultar harto complicada. La simulacién de Monte Carlo nos muestra
que esto no es asi. Como podemos observar, para la distribucion Exponencial,
cuando tenemos un nimero de variables igual a 20 (n = 20) el parecido con
la distribucién uniforme es muy resenable salvo, quizas, por una pequena asi-
metria. Si nos fijamos en el caso de la distribucion de Weibull y la Gamma,
vemos que este mismo estado de convergencia se consigue en un punto inter-
medio entre los dos que se muestran, es decir, entre unas 40 y 100 variables.
Para estas dos tltimas distribuciones, cuando nos encontramos con unas 100
variables (n = 100) podemos decir, sin cometer un error excesivo, que es po-
sible trabajar con la aproximaciéon Normal de estas distribuciones. Estos tres
casos son representativos de distribuciones con colas «finas» o «ligeras», por

contraposicién a las distribuciones con colas gruesas o pesadas.

Distribucién Pareto

Podriamos decir que los dos casos anteriores difieren de forma cuantitativa:
al fin y al cabo, simplemente tenemos que anadir unas «pocas» variables mas

para observar practicamente los mismos efectos de convergencia. Sin embargo,
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Figura 2.2: Teorema central del limite para el caso Exponencial.
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Figura 2.3: Teorema central del limite para el caso Weibull.




42 CAPITULO 2. TEORIA

n= 1‘.N = 10000 ‘ ‘ n =2, N = 10000
0.8/
U.G‘H
045 -
T
oz] (R .
T
AR AR AR AN e 1
R 6 8 10 12
(a) Gamma, n =1, N = 10000 (b) Gamma, n =1, N = 10000

n =40, N = 10000 n = 100, N = 10000
T T T T 004k T T T

0.06 ﬂ %
0.05 ZZ ‘ 0.03

0.04 |

0.02
0.03 i ‘ it
|

0.01

0.02 ‘ | ‘
oot | ! I L1 \

0.00 * 0.00 1 ‘ H \ l
20 30 40 50 60 70 80

(c) Gamma, n = 40, N = 10000 (d) Gamma, n = 100, N = 10000

Figura 2.4: Teorema central del limite para el caso Gamma.

el caso de la distribucién de Pareto, representado por la figura 2.5, representa
diferencias que podrian considerarse cualitativas. Es decir, el caso de las distri-
buciones de Pareto se diferencia tanto de los anteriores que debe considerarse
como perteneciendo a otro tipo de distribuciones separadas de las anteriores.
Este otro tipo de distribuciones son las distribuciones de «colas pesadas» que
hemos mencionado anteriormente. Cuando observamos la convergencia de las
distribuciones de Weibull, Gamma, Exponencial o, incluso, la propia distribu-
cién uniforme, podemos admirar como el teorema central del limite se cumple
con gran elegancia matematica. En unos pocos pasos, pasamos de encontrar-
nos con distribuciones asimétricas y desplazadas a distribuciones con la forma
de «campana» caracteristica de la distribucién Normal. Incluso en el caso de
Pareto, técnicamente, se convergerd a una distribuciéon Normal pero, para te-
ner una distribucién similar a las que hemos encontrado para los otros casos
con n = 100, necesitarfamos un nimero mucho mas elevado de observaciones.
Quiza, la intuicion al ver los otros casos de convergencia, nos lleve a pensar
que dicho «ntimero mucho mas elevado» de observaciones podria ser del orden
de las 10.000, 100.000 o incluso 1.000.000. Al fin y al cabo, cuando, en los
otros casos, hemos cambiado de orden de magnitud, hemos observado cambios
muy sustanciales en la convergencia a la distribucién Normal. Pues bien, segin

describe Taleb (2013) en su articulo, necesitariamos una cantidad préxima a
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Figura 2.5: Teorema central del limite para el caso de Pareto.

n = 10'2. Es decir, el orden de magnitud de estrellas en toda nuestra galaxia
o el nimero de neuronas en el cerebro. El problema es que ni el porfolio mas
grande del mayor banco se acerca a cifras similares a la anterior. Esta conse-
cuencia sera fundamental a lo largo del trabajo puesto que, como comenta Hull
(2018), una de las formas de «esperanza» (sic) que se mantiene cuando se uti-
liza un modelado Normal para porfolios financieros, es el hecho de que cuando
estos son muy grandes, se puede «esperar» (sic) una especie de teorema central
del limite. Si los retornos responden al modelado con colas de Pareto, como
trateremos de demostrar més adelante, podemos citar la inscripcion que apare-
ce al incio del viaje de La Divina Comedia de Dante Alighieri: «Lasciate ogni
speranza, voi ch’entrate»®. La cuestién fundamental que debe sacarse como
conclusion es que, por todo lo anterios, si ciertas variables financieras, como
los retornos de un porfolio, se comportan como variables de Pareto, no pode-
mos confiar en que haya una convergencia a distribuciones Normales puesto

que siempre nos encontraremos en la region preasintotica.

6 Abandonar toda esperanza, quienes aqui entrais (Alighieri, 1811).
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2.3.3. Ley de los grandes numeros

Los resultados que acaban de obtenerse se complementan y completan con
el comportamiento de las distribuciones de Pareto con respecto a la ley de
los grandes nimeros. Para este andlisis debemos fijarnos en la figura 2.6. Los

resultados que se presentan en esta figura son los siguientes:

» Las graficas representan como evoluciona la media de n variables distri-
buidas segin una distribucién Normal de alta varianza (subfigura (a))

o0 segtin una distribucién de Pareto con a = 1.16” (subfiguras (b), (c) y

(d))-

= El ntimero de variables que sobre las que se calcula la media va desde 0
a 10.000.

» En la figura (c), observamos un salto muy similar al que se producia en
(b) con la particularidad de que, en este caso, se aprecia una pseudo-
convergencia en forma de un descenso que parece tender hacia el valor
real de la media que es, recordemos, 8.14. Nada mas lejos de la realidad.
Este caso se ha elegido para demostrar como, tras la aparicién de un caso
extremo como el que aqui sucede, aproximadamente, en la observacién
2000, es muy probable que al ocurrir los sucesos mas comunes, que estan
por debajo de la media, la media muestral va disminuyendo. Sin embar-
go, nos encontramos aun muy lejos de la situacion de convergencia que,
seglin hemos comentando antes, se encuentra en la vecindad de las 102

observaciones.

» En la figura (d) podemos observar otro caso distinto. Aunque pueda
parecer extrano, las tres subfiguras provienen exactamente de la misma
distribucion de Pareto. Pues bien, en este caso, se ha captado un periodo
de «calma». Como podemos ver, durante todo el proceso, los valores que
se obtienen se mantienen préoximos a 5 de manera que después de, no lo
olvidemos, nada menos que 10.000 observaciones, nos podriamos plantear
muy seriamente que la media es, aproximadamente, 5. Pues, a parte de
estar equivocados, lo mas probable es que, cuando menos lo esperdasemos,
apareciera un pico de los que hemos observado anteriormente que acabara

con cualquier intento de convergencia.

7Aunque justo en la préxima seccién se expondrd la distribucién generalizada de Pareto,
con sus parametros y demads especificaciones, en este capitulo se estd considerando el caso
especial en que p = 0y o = 1/£. Para exponer las nociones de convergencia que estamos
ilustrando no es un hecho relevante pero, después de la exposicién de estos conceptos se

considerara el caso mas general que se establece en la seccién 2.5 y posteriores.
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Figura 2.6: Diferencias en la convergencia de la distribuciéon Normal y la de Pareto.

Algunas de las conclusiones que podemos sacar del andlisis de estas figuras

son que:

1. Por muy elevada que sea la varianza, la distribucion Normal tiende de

manera rapida y estable a una media muestral que es la media real.

2. La distribucién de Pareto se caracteriza por periodos de relativa «calma»

alternados con fuertes valores extremos que generan problemas de con-

vergencia.

Para ilustrar estas conclusiones y como (no) convergen a la media estas

distribuciones pueden observarse las simulaciones de 2.7, 2.8 y 2.9. En ellas se

han presentado las primeras 500 valores que se obtienen aleatoriamente para

la distribuciéon Normal y de Pareto que acabamos de comentar, asi como una

distribucién T con un grado de libertad, también caracteristica por el peso de

sus colas. Hay que recordar que la media de la distribucién de la grafica 2.9

es, aproximadamente, 8.14.
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Simulacién de distribucién normal estandar

Figura 2.7: Simulacién de distribucién Normal estandar.
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Figura 2.8: Simulacién de distribuciéon T con 1 grado de libertad.
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Figura 2.9: Simulacién de una distribucién de Pareto.

2.4. Correlacion

Una de las tltimas aspectos sobre la que se quiere levantar un cierto escep-
ticismo es la correlacion y su interpretacion. En muchas ocasiones se advierte
sobre la diferencia tajante entre correlacion y causalidad, asi como en la natu-
raleza lineal de la correlacion, que es incapaz, como es bien sabido, de capturar
relaciones mas complejas entre variables. Todo esto es cierto y necesario te-
nerlo en cuenta pero, aqui, queremos remarcar el hecho de que la correlacién,
ademas, es una variable aleatoria con su propia distribucion. Esto significa,
que dependiendo del tamano de las muestras entre la que se calcule la co-
rrelacion, pueden obtenerse coeficientes de valores de hasta 0.4 con relativa
facilidad y, aunque con menos frecuencia, valores de 0.6 o mas. En la grafica
2.10, se muestran los valores de correlacién obtenidos para dos variables alea-
torias con distribucién Normal subyacente que han sido generadas de forma
aleatoria y, por tanto, que son totalmente independientes. La intuicion lleva a
pensar que el valor de su correlacién tendera a ser 0. Y, ciertamente, el valor
medio y mediano de dicha correlaciéon sera 0, pero es comin obtener valores
desde 0.1 hasta 0.5. Aunque no es el objetivo de este trabajo, seria interesante
investigar que proporcion de la correlacion de las variables corresponde a su
correlacién «real» y que parte es un componente simplemente aleatorio. Este
hecho nos lleva a considerar con cierto escepticismo los métodos matriciales
para el calculo del VaR que dependen del calculo de matrices de correlaciones
y varianzas-covarianzas. La naturaleza de la correlacion es muchas veces mal

interpretada y més veces ain mal utilizada. Nassim Nicholas Taleb ha dicho,
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Distribucion de la correlacién entre dos variables independientes
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Figura 2.10: Distribucién de la correlacién para variables independientes generadas

aleatoriamente

en alguna ocasién, que todo el estudio de la probabilidad y la estadistica con-
siste, en 1ltima instancia, en no cometer errores como el que se presenta en la
figura 2.11.

2.5. Resultados de Gnedenko

El principal resultado demostrado por Gnedenko (1943) fue establecer que
un amplio rango de distribuciones de probabilidad comparten ciertas propie-
dades en la distribucién de sus colas. Tomando a F(x) como la distribucién
de probabilidad de una variable x que puede ser la pérdida de un determinado
porfolio y u un valor de x en la cola derecha de la distribucién. La probabilidad
de que x este entre u y u+ x es F(u+ z) — F(u). Por otro lado, la probabili-
dad de que x sea mayor que u es 1 — F'(u). Entonces se define F,(z) como la
probabilidad de que x se encuentre en el intervalo [u,u + x] con la condicién

de que = > u:

F(u+ ) — F(u)

Blr) = =" F)

(2.1)

La variable F,(z) define la cola derecha de la distribucién de probabilidad.
Gnedenko demostré que para un amplio rango de distribuciones de proba-

bilidad F(z) su distribucién asociada F,(z) converge a una distribucién de
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Figura 2.11: La correlacion entre las muertes por ahogamiento en piscinas y las apa-
riciones cinematograficas de Nicholas Cage es de 0.66. Fuente https://tylervigen.

com/spurious-correlations.

Pareto generalizada (GPD, por sus siglas en inglés) a medida que el valor de

u se incrementa. Segun el Teorema de Pickands-Balkema-de Haan:

FUU—T>G([L70’§)

La distribucién generalizada de Pareto tiene la forma®:

o\ Ve
G(z;p,0,8) =1+ (1—1—5%) (2.2)

En esta distribucién £ es el pardametro de forma, o el pardmetro de escala y
1 el pardmetro de localizacién. Cuando la variable subyacente x se distribuye
acorde a una distribucién Normal el parametro de forma es 0. A medida que
las colas de la distribucion se vuelven mas pesadas el parametro de forma se
incrementa. Para la mayoria de datos financieros se tiene que 0.1 < £ < 0.4.
Una de las propiedades de la GDP es que el & — momento de z, definido
como E(z%), es infinito para k > 1/¢£. Para una distribucién Normal todos
los momentos son finitos pero con £ = 0.25 solo son finitos los primeros 3

momentos y para & = 0.5 s6lo lo seria el primer momento.

2.5.1. Estimacién de los parametros

Para la estimacion de los parametros de forma y escala pueden utilizarse
métodos de maxima verosimilitud. La funcién de densidad de probabilidad

puede encontrarse derivando la distribucion acumulada con respecto a x:

oG
9z ¢
x
8En algunas ocasiones se define el pardmetro de forma como x = —¢ pero aqui se man-

tendrd la notacién establecida en la ecuacién (2.2). Para un ejemplo de la notacién alternativa
ver Davison, A. C. (1984). «Modelling Excesses over High Thresholds, with an Application»
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De manera que la funcién de densidad queda:

v —1/6—1
g(%;u,a,f)zé(@rf( Uu)) (2.3)

Primero hay que elegir un valor de u (un valor cercano al percentil-95 de la
distribucién suele funcionar bien). En nuestro caso, como se verd en el andlisis
empirico, puede utilizarse dicho valor, pero la distribuciéon de retornos obtenida
funciona perfectamente bien cuando se toma la mitad de la distribucién de los
retornos como una distribucién de Pareto. A partir de ahi, se calculan los
ratios de maxima verosimilitud y se realiza un problema de optimizacion para
obtener los parametros de la distribucion. En nuestro caso, este se realiza
implicitamente en el programa elaborado con funciones preestablecidas, pero

este es el mecanismo subyacente.

2.5.2. Calculo del VaR y el ES

Para el cédlculo del VaR y ES, se calculan sus expresiones analiticas segtiin
lo establecido por (Norton et al., 2018), siendo el VaR:

(1—a)=¢—1 .
b=l e
VaR,(z) =417 ¢ res (2.4)
p—oln(l —a) if&=0.

y el ES

ES,(X) = =t ¢ (2.5)

p+ o[l —In(l — )] if € = 0.

pt oG 4 G e 2o,

que se obtienen mediante la expresion analitica del a-cuantil y la integracion

a partir de dicho cuantil.

2.6. Propiedades heredadas

Por 1ultimo, un breve comentario sobre uno de los origenes de las colas pe-
sadas que observaremos al realizar el andlisis empirico de nuestro porfolio. Se
da el caso de que el curtosis de algunas de las series temporales que vamos
a estudiar es menor que el de las distribuciones Normales (distribuciones pla-
ticirticas: menos apuntadas y con colas menos gruesas) y, en otros casos, es
mayor. (distribuciones leptoctrticas: méds apuntadas y con colas més pesadas).
La cuestién es que, como se muestra esquemdticamente en la figura 2.12, la
combinacién lineal (en este caso la media) de dos distribuciones, una mas dis-
persa y otra més concentrada, da lugar a distribuciones que heredan un cuerpo

central importante, al mismo tiempo que heredan el grosor de las colas. Este
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es un hecho fundamental pues explicara que, aunque las series vistas de forma
individual tienen un curtosis que varfa entre 1.5 y 4 (5.1) el curtosis de la

cartera considerando la ponderacion de los activos es de 17.58.

Propiedades heredadas

i 11 3
06} :(1(2) 1 (3))
B 1)
5
\':0'4,_ o 1
; f<§)
0.2_ 3
» —1(3)
0'01 1 1 1 1 1 ]

Figura 2.12: Propiedades heredadas de distribuciones.
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Capitulo 3

Fundamental Review of the
Trading Book

En mayo de 2012, el Comité de Basilea para la Supervision Bancaria, emi-
ti6 un documento en el que se proponia una revision profunda en la manera
de realizar los cédlculos orientados a determinar el capital regulatorio para los
modelos de riesgo de mercado. Este documento se conoce como “Fundamental
Review of the Trading Book” (FRTB). Tras la publicacién de dicho documento,
el Comité de Basilea continué con su proceso habitual de recabar comentarios
de los bancos después de que estos llevaran a cabo sus correspondientes estu-
dios cuantitativos de impacto (QISs, por sus siglas en inglés). La versién final
de dichas reglas fue publicada por el mencionado comité en enero del ano 2016.
Esta iltima version, obligaba a los bancos a implementar las nuevas normas a
lo largo del afio 2019 pero, en diciembre de 2017 se reviso la fecha de implemen-
tacion para establecerla en el ano 2022. La forma de abordar la determinacién
del capital para riesgo de mercado que se establece en la FRTB es de una com-
plejidad mayor que las formas de afrontar dicho problema previamente por

parte de los reguladores.

3.1. Marcos antiguos

3.1.1. Basileal

En Basilea I los cédlculos de capital regulatorio para riesgo de mercado se
basaban en un VaR calculado para un horizonte temporal de 10 dias con un
nivel de confianza del 99 %. El VaR era corriente en el sentido de que los
calculos se hacian en un determinado dia basados en el comportamiento de las
variables de mercado durante el periodo de tiempo inmediatamente anterior

que era, tipicamente, entre uno y cuatro anos.
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3.1.2. Basilea I1.5

Con Basilea I1.5 comenzdé a requerirse a los bancos el calculo de una medida
conocidad como sVaR (stressed VaR, por sus siglas en inglés) cuyo cdlculo
debia hacerse sobre la base del comportamiento de las variables de mercado
en un periodo de 250 dias de especial estrés financiero para el banco. Para
determinar dicho periodo de tiempo, los bancos debian encontrar 250 dias
que supusieran movimientos de mercado que significaran un estrés financiero

significativo para el porfolio actual.

3.1.3. Basilea III y FRTB

A partir del FRTB, se produce un cambio en la medida para determinar
el capital de riesgo de mercado. En vez de un VaR con un nivel de confianza
del 99 %, comienza a utilizarse un stressed Expected Shortfall (ES) con un
nivel de confianza del 97.5%. Para las distribuciones normales, un VaR con
un nivel de confianza del 99% y el ES con un nivel de confianza del 97.5 %
son practicamente equivalentes. Si suponemos que la distribucién de pérdidas
tiene una distribucién normal con media p y desviacién tipica o el VaR 99 %
es /1 + 2.3260 mientras que el ES es p + 2.3380 . En cambio, cuando las
distribuciones no son normales, el ES con un nivel de confianza del 97.5%
puede ser considerablemente mayor al VaR con un nivel de confianza del 99 %.

Otro factor fundamental bajo las directrices de la FRTB es el cambio del
horizonte temporal de 10 dias presente tanto en Basilea I como en Basilea I1.5
a un horizonte temporal que tiene en cuenta los cambios de las variables de
mercado dependiendo de su liquidez. Estas variables de mercado se denominan
risk factors, a sus cambios se les llama shocks y los horizontes de tiempo
adaptados a su liquidez liquidity horizons. Estos horizontes de liquidez van
desde los 10 a los 120 dias como se muestra en la tabla 3.1.

Con la FRTB, se especifica tanto el enfoque estandar como los modelos
internos para el cédlculo del capital de riesgo, unos modelos que hasta ahora
dependian de cada entidad. De hecho, ahora, incluso si se autoriza a los bancos
a utilizar modelos internos, se les requiere el calculo del capital bajo el enfo-
que estdndar. Como se indica en Hull (2018) en diciembre de 2017 el comité
de Basilea anuncié que se produciria un cambio hacia considerar el capital
regulatorio como, al menos, el 72.5 % del proporcionado por el método estan-
darizado. Este cambio se presente alcanzar para 2027. Todas estas variaciones
son la culminacién de la tendencia que se inicié desde la crisis del 2008 a partir
de la cual comenzd a disminuir la confianza hacia los modelos internos consi-

derandose preferible un enfoque estandar para proporcionar una base minima

De la ecuacién (1.4)
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Cuadro 3.1: Asignacién de horizontes de liquidez a factores de riesgo

Factores de riesgo Horizonte (dfas)
Tipo de interés (dependiente de la moneda) 10-60
Volatilidad del tipo de interés 60
Diferencial de crédito: soberano, inversién 20
Diferencial de crédito: soberano, no inversién 40
Diferencial de crédito: corporativo, inversion 40
Diferencial de crédito: corporativo, no inversion 60
Diferencial de crédito: otro 120
Diferencial de crédito: volatilidad 120
Precios de acciones: large cap 10
Precios de acciones: small cap 20
Precios de acciones: large cap volatility 20
Precios de acciones: small cap volatility 60
Acciones: otros 60
Tipo de cambio (dependiente de la moneda) 10-40
Volatilidad del tipo de cambio 40
Precio de la energia 20
Precio de metales preciosos 20
Precio de otras materias primas 60
Volatilidad del precio de la energia 60
Volatilidad del precio de metales preciosos 60
Volatilidad de otras materias primas 120
Materias primas (otras) 120

para los requerimientos de capital regulatorio.

3.2. Enfoque estandarizado

Bajo el enfoque estandar, los requerimientos de capital son la suma de tres
componentes: un recargo por riesgo basado en un procedimiento de andlisis de
sensibilidades, un recargo por riesgo de impago y un riesgo residual adicional.
Se considerara aqui exclusivamente el primero de estos componentes puesto
que el segundo pertenece al &mbito del riesgo de crédito (cuyas especificacio-
nes quedan fuera del marco de este trabajo) y el tercero considera el riesgo que
no puede tenerse en cuenta mediante la curvatura de la delta o la vega inclu-
yendo opciones exoticas que no pueden tratarse como combinaciones lineales
de opciones tradicionales (plain vanilla).

Considerando este primer componente, se definen siete clases de riesgo (co-

rrespondientes a las mesas de operaciones o trading desks): general de tipos
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de interés, tipo de cambio, materias primas, acciones y tres categorias de de
diferencial de crédito. Dentro de cada categoria, se calcula el recargo por delta,

el recargo por vega y por curvatura.

i g

3.3. ES en FRTB

La publicacion, a inicios del ano 2016, del documento Minimum capital
requiriment for market risk por parte del comité de Basilea bajo la FRTB,
supone el establecimiento de nuevas metodologis para el calculo de riesgo en
entidades bancarias. En este documento, se otorga cierta flexibilidad a la hora
de realizar los calculos en sus modelos internos, pero se establecen una serie
de condiciones que se deben cumplir en cualquier caso. El ES se calcula dia-
riamente para cada una de las mesas de trading y para el modelo interno de
la totalidad del banco. Se calcula con un nivel de confianza del 97.5% con
un horizonte base de liquidez de 10 dias. El ajuste por liquidez se calcula a
partir del ES con el mencionnado horizonte base y con el horizonte de liquidez

correspondiente segin la siguiente expresion:

2

ES = | (ESr(2)*+) (EST (2, 5) %) (3.2)

j>2

donde ES7 (X) es el ES para una cartera de posiciones ¥ con un horizonte T,
ESt (3, 7) es idem. que el anterior, pero considerando los factores de riesgo de
del subgrupo j y dejando constantes el resto y £ son los horizontes de liquidez
establecidos en la tabla 3.1. Ademas, el ES debe calibrarse previamente con
respecto a algin periodo de estrés financiero. Esta condicion se establece de
manera que los factores de riesgo méas relevantes deben considerarse como si
estuvieran experimentando un periodo de estrés. Se deja a la eleccién de los
bancos la seleccién de un conjunto pequeno de factores de riesgo especialmente
relevantes para sus carteras y que tengan una serie temporal lo suficientemente
larga para poder obtener resultados relevantes. Este es uno de los criterios
fundamentales que hemos tenido que considerar a la hora de realizar nuestro
analisis empirico. En cualquier caso, aunque se permite esa libertad de eleccién
de los factores de riesgo relevantes para el banco, al mismo tiempo se establece
la restriccion de que el conjunto de esos factores debe explicar, al menos, el

75 % de la variacién del ES. El ajuste se produce de tal manera que queda:

ESrc
ESrc

ES = ESg.s
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siendo ESg s el ES basado en los periodos de estrés con el conjunto reducido
de factores de riesgo, ESp ¢ el ES basado en la consideraciéon de todos los fac-
tores de riesgo durante los ultimos doce meses y E'Sg ¢ el ES basado, de nuevo,
en el periodo actual, pero con el conjunto reducido de los factores de riesgo.
Para obtener el E\Sg ¢ los bancos ajustan su base de datos mensualmente y
repiten la valoracion cada vez que los precios estan sujetos a cambios materia-
les. En cualquier caso, la regulacién no concreta ninguna metodologia concreta
para el cédlculo de ES permitiéndose simulaciones de Monte Carlo, histéricas
o cualquier otro tipo de modelo, ya sea paramétrico, semi-paramétrico o no
paramétrico. En cuanto al backtesting se debe calcular diariamente para VaR
y ES mientras que para los cdlculos del capital debe calcularse el ES a diez

dias y re-escalar después con los horizontes de liquidez.
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Capitulo 4

Métodos

En este capitulo se exponen los métodos de manera mas concreta tanto
para el calculo de VaR y ES como para su backtesting. Se comentan sus ven-
tajas y debilidades. En primer lugar la exposicién de los métodos irda desde
el método Normal hasta el método propuesto o GPD (por Generalized Pareto
Distribution) pasando por el método de simulacién histérica (no-paramétrico)
y el EWMA (Exponential Weighted Moving Average). Después, se pasard a
analizar el funcionamiento de cada uno de los tests y pruebas que se utilizaran

como método de evaluacion en el capitulo de andlisis empirico.

4.1. Simulaciones historicas y paramétricas

4.1.1. Método Normal

Método paramétrico que utiliza como distribucién subyacente de los re-
tornos una distribuciéon normal. Es el caso mas comin de utilizacion para el
modelado en banca y contra el que va dirigido practicamente todo este trabajo.
Consiste basicamente en calcular la volatilidad para cada periodo de estudio
(que en nuestro caso haremos cada 250 dias) y aplicarle el valor correspondiente
al nivel de confianza de la funcién de densidad acumulada Normal (Alexander,
2009). El principal problema de este método y los que estdn basados en €l es,
simplemente, que los retornos de practicamente ninguna variable que tenga
que ver con el mundo financiero y de la economia en general sigue una dis-
tribucion normal. Ademas, como se ha mostrado en la teorfa, si confirmamos
experimentalmente que la distribucion de los retornos financieros sigue algtin
tipo de modelo de GPD, podremos también afirmar que no podemos confiar
en el teorema central del limite y ni en la ley de los grandes ntimeros para los

tamafios habituales de porfolios *

'En realidad, como se ha comentado anteriormente, el tamaio del porfolio para conseguir

un error en la media similar al de la distribuciéon normal al anadir un elemento aleatorio
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Cuadro 4.1: Cambios diarios en variables financieras. Valores en %

o Real Normal Laplace Pareto

>1 2332 31.73 22.43 21.54
>2 4.67 4.55 5.03 2.60
>3 1.3 0.27 1.13 1.69
>4 0.49 0.01 0.25 0.57
>5 024  0.00 0.06 0.21
>6 0.13 0.00° 0.01 0.09

Cuadro 4.2: Traduccién de probabilidades de la tabla 4.1. Normal.

Distribucion Normal

Una vez cada ... dias Una vez cada ... ano(s)
3 ,

22 -

370 1

- 63

- 6 977

- 2 027 189

Esta situacién puede verse con la ayuda de la tabla 4.1. Quizd, a primera
vista, la tabla puede resultar interesante, pero no impactante. Por ello, se
han elaborado las tablas 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5. que muestran la traduccién de
las probabilidades en términos diarios y anuales. Asi, cuando oimos que: «Los
sucesos de la crisis de 2007 se producen una vez cada X anos» se refieren a esta
traduccién modelada con una distribucién normal. Como puede verse, con los
datos reales, el parecido entre uno y otro cesa a partir de las 2 desviaciones
tipicas (donde comienza a verse el efecto de las colas pesadas). En cambio,
la ocurrencia de sucesos para las distribuciones de Laplace y Pareto si son
bastante similares, aproximandose mucho, la de Pareto, a la distribucion de

cambios reales.

tendria que tener el mismo nimero de posiciones que estrellas tiene nuestra galaxia, del
orden de ~ 10'2

2El valor «exacto» de este 0 es 5.73 1077

3El valor «exacto» de este 0 es 1.97-107°
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Cuadro 4.3: Traduccién de probabilidades de la tabla 4.1. Real.

Real
Una vez cada ... dias Una vez cada ... ano(s)
4 .
21 -
7 -

1
W N =

Cuadro 4.4: Traduccién de probabilidades de la tabla 4.1. Laplace.

Distribucién de Laplace

Una vez cada ... dias Una vez cada ... ano(s)
4 -

20 -

89 -

- 2

- 7

- 31

Cuadro 4.5: Traduccién de probabilidades de la tabla 4.1. Pareto.

Distribucién de Pareto

Una vez cada ... dias Una vez cada ... ano(s)

5 -
18 -
59

1
(G2 S NI
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4.1.2. Método de simulacion histdrica

Se trata de un método no paramétrico por lo que no asume ninguna distri-
bucién particular de los retornos. Se asume que la distribucion de los retornos
pasados (tanto pérdidas como beneficios) pueden ser utilizados para predecir
la distribucion de pérdidas y beneficios en el futuro. El VaR del dia de cdlculo
t se calcula como el a-cuantil de la distribucion de retornos para los N dias
anteriores. La curva de la simulacion histérica tiene una forma escalonada ca-
racteristica que da cuenta de la «discontinuidad» (en forma de saltos) de este
método. La razon de que existan estos saltos es que los cuantiles de la distri-
bucién no cambian durante varios dias seguidos hasta que no ocurren «eventos
extremos». La simulacion histérica, por este motivo, es especialmente lenta a

la hora de reaccionar a cambios en la volatilidad.

4.1.3. Método de EWMA

Los dos métodos anteriores asumen una ponderacion equivalente para to-
dos los retornos de le ventana de estimacién mientras que el método de media
movil ponderada exponencialmente, asigna ponderaciones que decrecen expo-
nencialmente. Asi, lo retornos mas recientes tienen ponderaciones mayores en
la medida en que, segtin las suposiciones de este modelo, los retornos actuales
influyen de manera mas importante que aquellos que estan mas alejados. La

formula de estimacién de la varianza para una ventana:

Vest

. 1 i1 2
o7 = EZB e (4.1)
i=1

donde V.4 es el tamano de la ventana de estimacién y x es una constante de

normalizacion que se define como

Vest V.
i— 1_66“ Vest—r00 1
— 7 1: est
R B

Por conveniencia y como aproximacion, se asume que la ventana de estimacién

es de tamano infinito:

o; = (1- ) (7’1&2—1 + Zﬂilr?—i> = (1= B)riy + Bo;, (4.2)

Un valor tipico para el factor de ponderacién (§ es 0.94 (Hull, 2018). En nuestro
caso, usaremos el que nos proporcione la estimacion de parametros conside-
rando un modelo GARCH(1,1)1.3 cuyo valor es 0.874. Como podra observarse
mas tarde, el método EWMA es muy reactivo a los cambios en los retornos y

excesivamente sensible a este parametro.
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4.1.4. Método de GPD

La intencién es que el método GDP actie (gracias al elevado peso de las
colas) como un hibrido entre el método histérico que resulta més resistente
a los cambios en la volatilidad y el método EWMA (que se adapta, a veces
en exceso, a los cambios de volatilidad): lo ideal es mantener cierta inercia
para que no se produzcan excepciones después de cambios bruscos al mismo
tiempo que se mantiene una cierta adaptabilidad a la forma de los retornos
para que no ser excesivamente conservador. El método consiste en dividir el
periodo de estudio en ventanas de 250 dias de manera que el VaR y el ES del
dia t se calcule en base a los parametros obtenidos por métodos de maxima
verosimilitud para los t — 250. La forma de calcularlo sera utilizar un bucle que
vaya estimando los valores de los parametros de la distribucion generalizada
de Pareto para cada ventana de estimacién y aplicar las expresiones que se
derivan de dicha distribucién para el caso del VaR (2.4) y el ES (2.5). La EVT
se utiliza para realizar estimaciones del VaR con niveles de confianza mas
elevados que los que se utilizan habitualmente mediante el estudio concreto de
las colas de la distribucién pero nosotros, justificando previamente el ajuste de
forma grafica y numérica, utilizaremos estos mismos desarrollos con la mitad
de la distribucién de los retornos considerados como pérdidas (i.e., pérdidas

positivas).

4.2. Backtesting del VaR

El backtesting es un bano de realidad para las medidas de riesgo. Como
se ha mencionado anteriormente y se comenta en Artzner et al. (1999), el ES
es una medida mucho mas compleja a la hora de realizar el backtesting y, de
hecho, es uno de los motivos principales por los que ha habido resistencias
a realizar el cambio del VaR al ES como medida de riesgo estdandar (Hull,
2018). De hecho, esta en los planes de los reguladores utilizar el ES como
medida para el célculo del capital regulatorio mientras se mantiene el VaR

para realizar estimaciones sobre el backtesting (Akkizidis and Kalyvas, 2018).

4.2.1. Tests genéricos
Test del semaforo

El test del semaforo es un test propuesto directamente desde el comité
de Basilea, también conocido como test de las tres zonas. La metodologia de
este test puede aplicarse a cualquier niimero de periodos y distintos niveles de
confianza de VaR segin lo establecido en BCBS (1996). El propio comité de

Basilea proporciona una tabla que ejemplifica las tres zonas mencionadas para
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Cuadro 4.6: Incrementos establecidos por el test del semaforo

Excepciones Zona Basilea Test del semaforo
0 Verde 0 0
1 Verde 0 0
2 Verde 0 0
3 Verde 0 0
4 Verde 0 0
5 Amarillo 0.4 0.3982
6 Amarillo 0.5 0.5295
7 Amarillo 0.65 0.652
8 Amarillo 0.75 0.768
9 Amarillo 0.85 0.8791
10 Rojo 1 1

el cdlculo del VaR a un 99 % de nivel de confianza en un periodo de tiempo de

250 dias. Los incrementos en el factor de escala de la tabla 4.6 muestran el valor

exacto proporcionado por el calculo del test del seméforo y la aproximacién del

comité de Basilea que se realiza con redondeos ad-hoc para obtener miltiplos

de 5.

El test del seméaforo se apoya en el uso de la distribuciéon binomial. Los

parametros que se tienen en cuenta son:

s N es el niumero de observaciones.

= @ =1— « que es la probabilidad de observar un excepcion si el modelo

es correcto.

= 7 que es el nimero de excepciones observados.

donde « es el nivel de confianza del VaR.

El test calcula la probabilidad acumulada de observar hasta x excepciones,

mostrandola en la columna «Probabilidad»

p=PX <z|[N,a)=B(z|N,a)

donde B (+) es la funcién de probabilidad acumulada de una variable binomial

con parametros N, a. Las tres zonas se definen por:

» Verde: B(z | N,@) <0.95

» Amarillo: 0.95 < B (z | N,a) < 0.9999

» Rojo: 0.9999 < B (z | N, &)
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La probabilidad de un error del Tipo I se muestra en la columna «Tipo I» y
esiguala 1—B (X > x| N,a). Esta probabilidad corresponde, como es sabido,
a la probabilidad de rechazar el modelo siendo este correcto. Los elementos de
la, columna «Probabilidad» y «Tipo I», por tanto, no suman la unidad *.

El incremento en el factor de escala, que se muestra en la columna «Incremento»
siempre es 0 para la zona verde y siempre es 1 para la zona roja mientras que,
para la zona amarilla, es un ajuste basado en la diferencia relativa entre el nivel
de VaR asumido («) y el observado (z/N). Para calcular dichos incrementos
(bajo la hipétesis de normalidad) se calculan los valores criticos asumido y

observado y se realiza el siguiente célculo:

Z
A _ kB < supuesto - 1)

Zobse’rvado

donde kp es el factor de escala base establecido en BCBS (1996) que es igual
a 3.

Test binomial

El resultado del test binomial se basa en la aproximacion de una distribu-
cion binomial por una distribucién gaussiana. Los parametros que se tienen en

cuenta son:

s N es el numero de observaciones.

= @ = 1— «a que es la probabilidad de observar una excepcion si el modelo

es correcto.

= 1 que es el nimero de excepciones observados.

Si los excepciones son independientes (lo cuél ya es, de por si, una afirma-
cién aventurada) el numero de excepciones se distribuye como una distribucion
binomial con parametros N y p. El niimero de excepciones esperados es Np y
la desviacién estandar del nimero de excepciones es /Np (1 — p).

El estadistico, por tanto, del que se vale el test es:

(z — Np)
Np(1—p)

Z Binomial S€ distribuye, por tanto, como una distribucién normal estandar.

~ N (0,1)

ZBinomial -

La aproximacion es fidedigna para valores elevados de N y p, siendo normal-
mente suficientes los valores tipicos de backtesting de VaR (N = 250 y p en

4El excedente con respecto a la unidad es exactamente la probabilidad de que existan x

excepciones



66 CAPITULO 4. METODOS

el rango 1 — 10 %) con los que se obtienen resultados coherentes con los otros
tests.
El p — valor de este test es la probabilidad de que una distribucion normal

estandar exceda el valor absoluto de Zpinomial:

P — UalorBinomial =1- ¢ (ZBinomial)

donde ¢ () es la funcién de densidad acumulada de la distribucién normal.
Cuando se observan muy pocos excepciones, relativos a los excepciones espe-
rados, el p—wvalorgimemia €S aproximadamente la probabilidad de observar esos
excepciones o menos. Cuando se observan mas excepciones de los esperados
es, aproximadamente, la probabilidad de observar ese nimero de excepciones

o méas (Jorion, 2011).

4.2.2. Tests de Kupiec

Tests basados en los desarrollos de Kupiec (1995).

Test de proporcién de excepciones

El estadistico del test de proporcién de excepciones es un ratio de verosi-

militud definido por

(1-—a)V " ar )

-5

Rpor = —2log ((

o lo que es lo mismo

Rpos = —2 {(N — ) log (N]ffl—__f)> +wlog (%)}

El p — valor del test de proporcién de excepciones es la probabilidad de

que una distribucién x? con un grado de libertad exceda el valor del ratio:

p—valorpg =1 = Xzpr (Rpor)

donde xZ 5 es la distribucién de densidad acumulada de x? con un grado
de libertad. El resultado de este test se acepta si p — valorpy < Xz pp (Nivel)

donde «Nivel» es el nivel establecido para el test °.

Test de tiempo hasta la primera excepcion

El estadistico del test de tiempo hasta la primera excepcién es un ratio de

verosimilitud definido por

SEl nivel habitual de este test y con el que se trabajara es el 0.95
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§Rtuff = -2 lOg

o lo que es lo mismo

Riwrr = —2[log (o) + (n—1)log (1 — o) + nlog (n) — (n — 1) log (n — 1)]

y este se distribuye asintéticamente como una distribucién x? con un grado de
libertad.
El p—wvalor del test de tiempo hasta la primera excepcion es la probabilidad

de que una distribucién y? con un grado de libertad exceda el valor del ratio:

p—wvalorry =1 = xtpr (Reugy)

donde xZpx es la distribucién de densidad acumulada de x? con un grado
de libertad. El resultado de este test se acepta si X&pr (Reusr) < Xapr (Nivel)

donde «Nivel» es el nivel establecido para el test °.

4.2.3. Tests de Christoffersen

Tests basados en los desarrollos de Christoffersen (1998)

Test de independencia de la cobertura condicional

Para definir el ratio de verosimilitud de este test, primero deben definirse

las siguientes cantidades:

= Nyo: Nimero de periodos sin excepciones seguidos de periodos sin excep-

ciones.

= Njp: Numero de periodos con excepciones seguidos de periodos sin ex-

cepciones.

= Np;: Numero de periodos sin excepciones seguidos de periodos con ex-

cepciones.

6Si la muestra bajo estudio no tiene excepciones, el estadistico mostrado anteriormente
no estd definido. Sin embargo, existen dos casos diferenciados: 1) si el ntimero de observa-
ciones es lo suficientemente grande como para que no importe cuando se produce la primera
excepcion sera demasiado tarde para aceptar el test. Técnicamente, esto ocurre cuando el
numero de observaciones N es mayor que 1/& y entonces el test falla cuando n = N + 1.
En este caso, el ratio de verosimilitud se muestra para n = N + 1 con su correspondiente
p — valor; 2) en otros casos, no es posible afirmar con certeza si el resultado del test serfa
aceptar o rechazar el modelo. Existen intervalos en los que, de producirse la primera excep-
cién, podria llevar aceptar o a rechazar el modelo. En estos casos, el test acepta el modelo

y muestra un valor indefinido para el ratio de verosimilitud y el p — valor (NaN)



68 CAPITULO 4. METODOS

= Nj;: Namero de periodos con excepciones seguidos de periodos con ex-

cepciones.
y las siguientes estimaciones de probabilidad condicional e incondicional:

= po1: Probabilidad de tener una excepcién en el periodo ¢ dado que no

hubo ninguna excepciéon en el periodo t — 1.

Not

bor= Noo + Nou

= po1: Probabilidad de tener una excepcién en el periodo ¢ dado que hubo

una excepcion en el periodo t — 1.

Nll

bun =
H Noo + Now

= p;c: Probabilidad incondicional de tener una excepcién en el periodo t.

. Noi1 + Niy
bic =
Noo + No1 + Nig + Nia

Entonces, el estadistico del test viene dado por:

B o_ o log (1 - pIC>NOO+N10 pé\fco'l—&-Nu
(1 — por)™™ pior

o (1 _pn)Nm Ni1

P11

y este se distribuye asintéticamente como una distribucién x? con un grado de
libertad. El p — valor del test de independencia de la cobertura condicional es
la probabilidad de que una distribucién y? con un grado de libertad exceda el
valor del ratio:

p—valore; =1 — Xepp (Reei)

donde x%pp es la distribucién de densidad acumulada de x? con un grado de
libertad. El resultado de este test se acepta si p — valor.; < XZpp (Nivel)

donde «Nivel» es el nivel establecido para el test *

Test mixto de cobertura condicional

El estadistico del test mixto de cobertura condicional es la suma de los ra-
tios del test de proporcion de excepciones y de independencia de la cobertura

condicional

§Rcc = 3%po f + §Rcci

"El nivel habitual de este test y con el que se trabajara es el 0.95
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y este se distribuye asintéticamente como una distribucién x? con dos grados
de libertad.
El p — valor de este test es la probabilidad de que una distribucién y? con

dos grados de libertad exceda el valor del ratio:

p—wvalor,, =1 — X%DF (Ree)

donde X% es la distribucién de densidad acumulada de x? con dos grado
de libertad. El resultado de este test se acepta si xZpp (Ree) < X2pp (Nivel)
donde «Nivel» es el nivel establecido para el test.

4.2.4. Tests de Haas

Conjunto de pruebas desarrolladas por Haas (2001).

Test de independencia del tiempo entre excepciones

El estadistico del test de independencia del tiempo entre excepciones es la

suma de los ratios del test de tiempo hasta la primera excepcion

T

Rippi = Z R (n)

i=1
y este se distribuye asintéticamente como una distribucién x? con z grados de
libertad.

El p—wvalor del test de tiempo hasta la primera excepcion es la probabilidad

de que una distribucién x? con z grados de libertad exceda el valor del ratio:

p— valorﬂ,ﬂ =1- X%‘DF (gRtbfi>

donde xZ 5 es la distribucién de densidad acumulada de x? con un grado
de libertad. El resultado de este test se acepta si xZpp (Rivsi) < Xapr (Nivel)

donde «Nivel» es el nivel establecido para el test. ®

Test mixto de tiempo entre excepciones

El estadistico del test mixto de tiempo entre excepciones es la suma de los
ratios del test de proporcién de excepciones y de independencia del tiempo

entre excepciones

Riny = Rpoy + Rupgii

y este se distribuye asintéticamente como una distribucién x? con =+ 1 grados

de libertad.

8Si no hay excepciones el estadistico no est4 definido.
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El p — valor de este test es la probabilidad de que una distribucién x? con

x + 1 grados de libertad exceda el valor del ratio:

p = valorys =1 = xgpp (Ruy)
donde xZ 5 es la distribucién de densidad acumulada de x? con 2+1 grados
de libertad. El resultado de este test se acepta si xZpp (Ree) < X&pp (Nivel)

donde «Nivel» es el nivel establecido para el test.”

4.3. Bakctesting de ES

La demostracion de que el Expected Shortfall no es una medida elicita-
ble (Gneiting, 2009) supuso la difusién de la idea errénea de que el ES no
podia ser «backstesteado». Este error conceptual fue la causa de numerosas
criticas a la reciente decisién del comité de Basilea cuando decidié adoptar
el ES en lugar del VaR. En su trabajo (Acerbi and Szekely, 2014) C. Acerbi
y B. Szekely introducen tres metodologias no paramétricas e independientes
del modelo utilizado para realizar el backtesting del ES que son méas potentes
que las metodologias expuestas por el comité de Basilea. Estos tests requieren,
habitualmente, la utilizacién de una mayor cantidad de espacio para almace-
namiento de informacién pero, al mismo tiempo, no introducen ningun tipo
de limitacién conceptual ni dificultades computacionales de ningiin tipo. Otro
aspecto fundamental que se menciona en Acerbi and Szekely (2014) es el he-
cho de que la elicitabilidad es una propiedad relevante a la hora de la seleccién
de modelos, pero que desde el punto de vista del backtesting y, por tanto,
desde una perspectiva regulatoria, se trata de una propiedad irrelevante. De
hecho, demuestran que mediante una determinada combinacién entre VaR y
ES pueden conseguir una medida elicitable lo que, en principio, soluciona este
problema también.

4.3.1. Pruebas de Acerbi-Szekely

También se conocen como test incondicionales y fueron desarrollados por
Carlo Acerbi y Balazs Szekely en Acerbi and Szekely (2014).

ES,=E {—E(WV“‘R)”}
Q

el estadistico de la prueba es, por tanto

(X:>VaR)Tt
1
-3 [Fen]

9Si no hay excepciones el estadistico no estd definido.
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También hay que definir la severidad de la pérdida, ratio de severidad o,

simplemente severidad como:

g ES
- VaR
siendo este su valor esperado o estimado, mientras que el valor real u observado
sera
Tt
- VaR

Acerbi-Szekely Normal

Se compara el estadistico mencionado con el que proporciona una distribu-
ciéon normal.
Acerbi-Szekely T

Se compara el estadistico mencionado con el que proporciona una distribu-

cion T con tres grados de libertad.

4.3.2. Tests de simulacién paramétrica

Estos tests no se utilizaran puesto que no permiten poner a prueba modelos
que no provengan de asumir como distribuciéon subyacente una distribuciéon
normal o una distribucion T. Estas pruebas son el test condicional, el cuantil

y el incondicional (paramétrico) The Mathworks (2019).
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Capitulo 5
Analisis empirico

El criterio para la seleccién de datos no ha sido otro que el de que fueran
series temporales lo suficientemente largas para disponer de suficientes datos y
la ponderacién de los mismos (el tamano relativo de cada activo en el porfolio)
se ha establecido de forma aleatoria. Con esto se pretende simular la situa-
ciéon de un porfolio real. A continuacién se muestran los resultados analizados
minuciosamente para un porfolio completo. Estos resultados se han compro-
bado para otros porfolios con distintos activos y ponderaciones obteniendo los
mismos resultados !

La esperanza es que el método, en la medida en que tiene un ajuste extra-
ordinario en las colas, proporcione mejores resultados en el célculo del ES que
en el del VaR que, al fin y al cabo, es simplemente el calculo de un percentil.
Dicho de otra manera, la potencia del método, supuesto que modele de manera
convincente las colas de la distribucion, se vera a la hora de evaluar el peso que
tienen las colas con respecto a la distribucién (esto es, de una u otra manera,

calcular el ES ?).

5.1. Analisis preliminar

Es de una importancia fundamental, remarcar el hecho de que la represen-
tacion que se muestra en la Figura 5.11, nos ensena, por un lado, la distribucién
de los retornos logaritmicos en forma de un histograma de densidad de probabi-
lidad y, por otro lado, nuestra exposicion teniendo en cuenta las ponderaciones
que hemos asignado a los distintos elementos de nuestro porfolio. Con esto se
quiere mostrar que no es tan importante tratar de predecir como serd la distri-

bucion de los retornos cuanto establecer una exposicion a los mismos que sea

ILos valores numéricos de los tests evidentemente varfan, pero la seleccién de este porfolio
es representativa de la mayoria de los casos: el desempeinio relativo de los distintos modelos

siempre es el mismo salvo pequenas variaciones.
2Mi4s concretamente es calcular la severidad

73
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adecuada teniendo en cuenta criterios de riesgo, beneficio u otros similares.

5.2. Porfolio

Nuestro porfolio estd compuesto por [[Tabla con nombres e indices]| varian-
do desde el anio 2005 hasta el ano 2016. La eleccién de estas fechas responde
al hecho de que son activos con los datos al completo con mayor longitud de
serie temporal. Para la representacién de los diez elementos del porfolio, se
ha elegido un grafico 5.1 donde se representa la variacion logaritmica de los
precios log(P) de los diez activos frente al tiempo ¢. El tiempo, se ha pasado
a unidades sin magnitud (en lugar de conservar las fechas) para facilitar la
representacion. En algunos casos, como en el backtesting del ES; se recuperan
ciertas fechas para comparar severidades de pérdida en distintos periodos.

Evolucién temporal
1000 [T T T T
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NKE W BAC
JPM B XOM
PG [l WBA
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Figura 5.1: Retornos logaritmicos del porfolio

5.2.1. Medidas de dispersion y relacion

Como medidas de dispersiéon mostraremos, por un lado, los graficos de ca-
jas del porfolio completo 5.2 y dos ejemplos individuales de graficos de cajas y
graficos Q-Q para los dos primeros elementos del porfolio, por orden alfabético,
que servirdn de muestra (graficos 5.3b, 5.3a, 5.4a y 5.4b). La representacién in-
dividualizada del resto de elementos del porfolio ser reserva para los apéndices,
donde se presenta un analisis detallado de cada activo. Por tltimo, se muestra
la representacion de la matriz de correlaciones de forma numérica y de forma
grafica (5.5).
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Diagrama de cajas
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Figura 5.2: Grafico de cajas de los retornos de cada activo

Graficos de cajas

La representacién de los graficos de cajas nos permite ver como se agrupan
los retornos de nuestros distintos activos a través de la representacion de los
cuartiles. En este caso se trata de un grafico de cajas con bigotes (bozwhisker
chart), que representan el mayor y menor dato cuya distancia distancia es atn
menor que 1.5 veces el rango intercuartilico. La representacién de los graficos
de cajas no es paramétrica en el sentido de que no necesita asumir ninguna
distribucién subyacente. Viendo los graficos de nuestro porfolio 5.2 podemos
compararlos con la distribucién mas familiar para la que suelen representarse.
Es evidente que, por simple inspeccion visual, se tratan de distribuciones que
en ocasiones se encuentran mucho més «agolpadas» en sus valores centrales
y en otras ocasiones mucho mas dispersas y con una presencia incomparable
de valores atipicos o outliers. Ademés de dicho agolpamiento (que se estima
cuantitativamente a través del curtosis) se puede observar que, por otro lado,
son distribuciones considerablemente simétricas salvo la excepcién de unos
pocos valores (fundamentalmente en el caso de UNH) pero que, como veremos,
aun asi tiene un skewness muy bajo.

Si nos fijamos especificamente en el grafico de cajas de AMZN, podemos ver
como el centrado con respecto al cero es practicamente total y la distribuciéon
tiene una oblicuidad muy baja (y; = 1.3245) y un curtosis elevado (k = 4.0523)
lo que sugiere la presencia de una gran cantidad de datos en el centro de la

distribucién, siendo una distribucion leptocurtica.
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AMZN BAC
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(a) Gréfico de cajas de AMZN (b) Grafico de cajas de BAC
Figura 5.3: Detalle de graficos de cajas del porfolio

Si nos fijamos especificamente en el grafico de cajas de BAC, podemos ver
como el centrado con respecto al cero también es practicamente total y la
distribucion tiene una oblicuidad menor que en el caso anterior lo que indica
simetria * (y; = 0.82) y un curtosis menor que 3 (k = 2.03) lo que sugiere que
se trata de una distribucién platictrtica.

Podemos ver un resumen en la tabla 5.1 donde § (-) es la desviaciéon media
absoluta con respecto a -, ¥ es la mediana y ¥ la media.

En un porfolio con colas muy pesadas todos sus elementos no tienen colas
pesadas (aunque ninguno se distribuye acorde a una normal) sino que es la
combinacion de distribuciones leptoctrticas y mesocuritcas lo que provoca que
la distribucion de retornos ponderados herede esas caracteristicas, adquiriendo
tanto cuerpos (centrales) como colas con mucho peso. Este es uno de los hechos
que habiamos adelantado en el capitulo de teoria y que qudeaba esquematizado
por la gréafica 2.12.

La idea es que, cuando se calcula la varianza, al elevar los términos al cua-
drado, estos se hacen muy grandes, inflindose, para luego desinflarse cuando se
hace la raiz cuadrada. Cuando los términos del error son muy elevados (cuando
hay valores atipicos con un valor muy elevado) este proceso puede llevar a que

la varianza crezca demasiado. Si el objetivo es

Graficos de probabilidad

La representaciéon de los graficos Q-Q es un caso especifico de los graficos
de probabilidad que nos permite la comparaciéon entre la distribucién de re-
tornos de cada uno de nuestros activos con la distribucién normal mediante la
comparacion de cuantiles. Es sabido que, si los puntos se distribuyen acorde a
una distribucién normal, se colocaran ordenadamente en la recta punteada. En

el caso de que la distribucion esté linealmente relacionada con una distribucién

3Skewness igual a cero no significa simetria pero en este caso teniendo la inspeccién visual

si
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Cuadro 5.1: Métricas de dispersién y simetria. Valores en %

Indice o i(x) d(@) m K

NKE 16.02 13.33 833 0.96 2.65
JPM  11.21 9.09 7.39 0.58 3.12
PG 1098 1023 794 0.26 1.53
TRV 2497 2181 1156 0.75 214
UNH 3288 2554 1699 1.13 3.38
BAC 1553 13.69 458 0.82 2.03
XOM 1216 10.38 872 -0.29 2.12
WBA 1845 1493 873 0.95 267
CSCO 441 3.7 3.68 0.18 2.07
AMZN 199.63 155.21 117 1.32 4.05

AMZN ) BAC

2/ 2 /
. : r rd
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 1 0 1 2 3

(a) Gréfico QQ de los retornos de AMZN. (b) Grafico QQ de los retornos de BAC.

Figura 5.4: Detalle de graficos QQ del portfolio

normal, los puntos se distribuiran a lo largo de una linea, pero que no sera la
misma que la linea de guiones. En nuestro caso, observando las graficas 5.4a y

5.4b, vemos que no se trata de ninguno de los dos casos.

Si nos fijamos especificamente en el caso de AMZN (5.4a), vemos como hay
un cierto tramo de coincidencia (donde el grafico se asemeja a la recta tangente
al punto de inflexién de los datos) pero que, después, el nimero de desviacio-
nes elevadas es mucho mayor que el que cabria esperar para una distribuciéon
normal. Es decir, que proporciona retornos neutrales de manera similar a una
distribucion normal, pero que proporciona pérdidas y ganancias elevadas en
muchas mds ocastones de las que cabria esperar para una distribucion normal.
El caso especifico de BAC (5.4a) responde al mismo esquema que el anterior

pero, si cabe, ain de forma mas acentuada.
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El rechazo de la hipétesis de normalidad que intuimos de manera visual

queda confirmado con la ayuda del test de Barinhaus-Renze:

Cuadro 5.2: Test de normalidad Baringhaus-Henze

Test Valor del estadistico p-valor

Baringhaus-Henze 10.43 0

Matriz de correlacion grafica

En nuestro caso, la diversificacién podria jugar un papel fundamental a la
hora de reducir el riesgo. Esto es algo que, como se ha comentado anterior-

mente, el VaR no tendria en cuenta

1 0481 0487 0446 0.36 0.421 0.443 0.381 0.458 0.399
0.481 1 0.617 0.608 0.382 0.807 0.466 0.39 0.496 0.371
0.487 0.617 1 0.66 0.425 0.532 0.507 0.361 0.477 0.381
0.446 0.608 0.66 1 0.452 0.545 0.524 0.377 0.466 0.365
0.36 0.382 0.425 0452 1 0365 0.407 0.346 0.341 0.295
0.421 0.807 0.532 0.545 0.365 1 042 0.32 0451 0.319
0.443 0.466 0.507 0.524 0.407 0.42 1 0.384 0.497 0.363
0.381 0.39 0.361 0377 0.346 0.32 0384 1  0.367 0.314
0.458 0.496 0477 0.466 0.341 0.451 0497 0.367 1  0.413
0.399 0.371 0.381 0.365 0.295 0.319 0.363 0.314 0.413 1

5.3. Ponderacion de los retornos

5.3.1. Mediante optimizacién de porfolio

Se utiliza un proceso de optimizacion para minimizar la volatilidad. Pon-
deracién correspondiente a la figura 5.6. La muestra de esta figura nos permite
tomarla como referencia de la composicion que deberia tener el porfolio si

queremos minimizar la volatilidad del mismo.

5.3.2. Ponderacion aleatoria

Se utiliza una ponderacion generada aleatoriamente. Correspondiente a la
figura 5.7. Se ha elegido una ponderaciéon aleatoria de los activos de manera

que represente una posicion mas realista.
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Figura 5.5: Representacion grafica de la matriz de correlaciones
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Ponderaciéon basada en optimizacién de porfolios
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Figura 5.6: Ponderacién del porfolio correspondiente a la minimizacion de la volati-
lidad.

5.4. Retornos

La representacion de los retornos ponderados.
Las demarcaciones con linea discontinua de la figura 5.9 representan un

periodo de tiempo de dos anos.

5.4.1. Modelado de los retornos con distribucion de La-

place

A partir de aqui, se consideraran las pérdidas como retornos positivos. De
esta manera, nos ahorraremos escribir las cantidades continuamente con signos
negativos.

Por ser una distribucién simétrica (con dos colas) puede utilizarse como

aproximacién inicial a la distribuciéon de los retornos.

Comparacién del desempeno de Laplace y GPD

La buen adaptacién visual que observamos con la distribucién de Laplace
ya es un buen sintoma de que las colas pueden modelarse con distribuciones
de Pareto debido a sus similitudes *. De lo que se trata ahora es de ver cuél

de las dos funciona mejor para hacer el fit a los datos.

4Cuando se hace el limite de que algo tiende a cero se obtiene una exponencial. La

distribucién de Laplace no es méas que una doble exponencial.
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Ponderacion aleatoria
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Figura 5.7: Ponderacién aleatoria.
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Figura 5.8: Detalle de retornos del porfolio

Por tltimo, comprobamos en la figura 5.16, la cantidad de casos (en realidad
su densidad de probabilidad), que hay a esas «alturas» de la distribucién.
Vemos que la realidad supera al modelo aunque por poco en lo que a colas
pesadas se refiere 4.1.

Las diferencias son muy ajustadas y esto se muestra en la (también ajus-
tada) diferencia que se muestra al comparar cuantitativamente cudl de los
dos ajustes e mejor utilizando el criterio de informacién del Akaike que es un

criterio entrépico (Geman et al., 2014):

~

AIC = 2k — 2In(L)

El software Mathematica nos arroja de forma automatica tres distribuciones
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Figura 5.9: Exposicién del porfolio y retornos de las acciones.

mas: Exponencial, Gamma y de Weibull. Como tenemos 4 candidatos, debe

calcularse la cantidad:

que debe interpretarse como un valor proporcional a la probabilidad de que
el i-ésimo modelo minimice la pérdida (estimada) de informacién (Burnham,
2002). El segundo y tercer modelo son 0.000363 veces igual de probables que
el primer modelo en cuanto a la minimizacién de la informacién perdida en el
modelado.

Ademas, en pos de la completitud, se ha anadido el criterio de informa-

cién bayesiano (bayesian information criterion o BIC) que tiene una expresion

similar al anterior:

A

BIC = In(n)k —2In(L)

pero en este caso se tienen en cuenta el tamano de la muestra (n).

Con ayuda de la tabla 5.3 podemos ver que la intuicion de que la distribu-
cién de Pareto constituye la mejor opcién de ajuste esta justificada también

desde un punto de vista de la informacion.
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Figura 5.10: Exposicién del porfolio y retornos de las acciones.

5.4.2. Modelado con Pareto

La comparacion relativa entre el modelado con la distribucién de Pareto
y el resto se confirma cuando se realiza la comparacion entre la distribucion
tedrica y los datos reales de las colas. Como podemos observar en las figuras
5.17 y 5.18, el ajuste es de una calidad muy elevada. El primero de los gréficos
es el equivalente a los graficos QQ que se han presentado anteriormente, peor
considerando la distribucion punteada como la distribucion tedrica de Pareto
de nuestro ajuste mientras que, la segunda figura, representa la probabilidad
acumulada de la distribucién tedrica y la empirica (que es la que presenta un
aspecto escalonado). Estas graficas son dos caras de la misma moneda y con
las dos podemos confirmar el buen ajuste que representa la distribucion de

Pareto que se ha calculado.

VaR
En las figuras 5.19 y 5.20 se muestran los resultados de nuestro modelado

para el VaR y los dos niveles de confianza habituales.

Expected Shortfall

En las figuras 5.21 y 5.22 se muestran los resultados de nuestro modelado

para el ES y los dos niveles de confianza habituales. Posteriormente, cuando
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Figura 5.11: Exposicién del porfolio y retornos de las acciones.

se utilice el ES para el backtesting se utilizard el nivel de confianza del 97.5 %

segtn lo que se establece en Akkizidis and Kalyvas (2018).

5.5. Backtesting

Para el backtesting se utilizardn los métodos mencionados el el capitulo
homénimo. Se mostraran las tablas de resultados con sus correspondientes
comentarios. Al mismo tiempo, se juzgaran criticamente los distintos tests
aportando, al final, una métrica alternativa que proporcione una puntuacion a
cada medida de forma que puedan ordenarse segin su desempeno. En el caso
del VaR, el nivel de confianza siempre es 0.95 o 0.99, mientras que el nivel de
test serd 0.95 salvo que se diga lo contrario. Para el caso del ES, el nivel de
confianza siempre es 0.975 segun lo establecido en 3.1, mientras que el nivel de

test serd 0.95 salvo que se diga lo contrario.

5.5.1. Backtesting VaR
Test del semaforo

En el primer caso tenemos el test del seméaforo. El significado de la columna
de «Probabilidad» y «Tipo I» se comentan en su apartado del capitulo de

métodos correspondiente (4.6). Este test muestra, de forma aproximada, lo
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Figura 5.12: Exposicién del porfolio y retornos de las acciones.

que va a ser la ténica general del backtesting: el método histérico y el método
propuesto, GPD, son los que mejor desempeno presentan (5.5). Rechazar el
modelo GPD siendo este correcto tiene una probabilidad de, aproximadamente,
un 50 % en ambos casos. Este dato solo es mejorado por el método histérico
que se sitia en valores entre el 66 % y el 70 %. Aunque, como se ha comentado
ya, la columna «Probabilidad» no representa la complementaria de la «Tipo
I», si puede comentarse que ambas posicionan de la misma manera relativa a
todos los métodos. Es decir, para establecer una ordenacion realtiva entre los

métodos ambas columnas aportan resultados coherentes.

Test binomial

Tanto este test como el anterior se basan en la aproximacion de la distribu-
ci6on normal por una binomial por lo que son dos caras de la misma moneda.
Los resultados que aporta esta prueba (presentes en la tabla 5.6) redundan en
lo que acaba de comentarse. Ahora bien, en este caso, en lugar de establecer
la zona en la que se encuentra el método, aportando un resultado gradual que
va desde el «verde» al «rojo», vemos que tanto el EWMA para los dos niveles
de confianza establecidos como el Normal para el 0.99 quedan rechazados por
el test binomial. En este caso, los mejores valores del estadistico del test son
para el método GPD, que muestra los valores de Z mas cercanos a cero, lo que

le lleva a obtener los p-valores més cercanos a 0.5 (que es el mejor valor del
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Cuadro 5.3: Métricas de ajuste entrépicas
Distribucién AIC BIC  AAIC  9(4)
GPD (0,0.77,0.09) 2361.19 2371.69 0 1
Laplace (0,0.85) 2377.03 2382.28 -15.84 0.000363
Ezp (1.17) 2377.03 2382.28 -15.84 0.000363
'(0.90,1.01) 2388.24  2393.49 -27.05 0
Weib(0.91,0.87) 2390.36  2400.86 -29.17 0
test).

Test de proporcién de excepciones

El test de proporcién de excepciones nos confirma la direccion que esta-
blecen las dos primeras pruebas: los mejores rendimientos son para el método
histérico y el GPD. Sin embargo, este caso presenta una particularidad, pese a
que el nimero de excepciones para el método histérico es el menor para ambos
niveles de confianza, los valores del ratio de esta prueba y los p-valores, situan
en mejor posicion al método GPD. El motivo es que este test premia la pre-
cision y no solo el hecho de cometer menos errores. Es decir, los resultados de
esta prueba (5.7) nos indican que, para el método GPD, hay un mejor ajuste
entre el nivel de VaR establecido y el observado. Otra forma de ver este hecho

es interpretarlo como que el método historico resulta excesivamente conser-
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Figura 5.14: Laplace vs. Pareto, 2

vador desde el punto de vista del test de proporcion de excepciones. Como
luego comentaremos, este resultado resulta fundamental puesto que representa
la verdadera confirmacién de la idoneidad del ajuste de Pareto para el calculo
del VaR: los valores esperados de excepciones para los dos niveles de confian-
za son los que mas se acercan a los valores esperados situandose en el mejor

equilibrio entre posiciones conservadoras y de ajuste excesivo.

Test de tiempo hasta la primera excepcion

El test de tiempo hasta la primera excepcién (tabla 5.8) no arroja resultados
relevantes. Una excepcién que se presenta en los primeros momentos de la
prueba provoca que los datos que aporta el test sean irrelevantes. En cualquier
caso, esto demuestra la sensibilidad del test y nos permite ver que se trata
de una prueba poco valiosa a la hora de evaluar el desempeno de nuestros

distintos métodos.

Test de independencia de la cobertura condicional

Lo que cabe resaltar del test de independencia de la cobertura condicional
es que no es tan exigente en su cumplimiento como los otros. También es
importante remarcar el hecho de que para el 95% de confianza el método que
mejor desemperio presenta es el método GPD (R = 0.0001) mientras que para
el 99% el mejor resultado se lo lleva el método normal (R = 0.0497) seguido
del GPD (R = 0.5714). El p-valor més elevado es para el método GPD con un
valor que llega hasta el 0.9905.
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Figura 5.15: Laplace vs. Pareto, 3

Test mixto de cobertura condicional

Comparando los resultados con el caso anterior vemos como, ahora, esta-
bleciendo el test mixto, el mejor rendimiento se lo lleva el método GPD para
ambos casos. En esta situacion (al combinar con el test de proporcién de ex-
cepciones) vemos como, el método normal, que en la prueba inmediatamente
anterior se situaba como uno de los mejores valorados, en este caso llega a
rechazarse. Esto demuestra la poca consistencia del método normal en lo que
tiene que ver con la evaluacion de las distintas caracteriticas que ponen a prue-
ba los test de backtesting. El método GPD obtiene & = 0.0011 en su versién
con @ = 95% y R = 0.5741 en su versién con o = 99 %. La combinacién de
los tests en forma de tests mixtos da una mejor idea de la robustez de nuestro

método frente al resto.

Test de independencia del tiempo entre excepciones y test mixto del

tiempo entre excepciones

La similitud de los resultados entre el test de independencia del tiempo en-
tre excepciones y test mixto del tiempo entre excepciones nos permite realizar
un analisis conjunto de los mismos. Dada la excepcionalidad de los resultados
de este test (se rechazan todos menos los que han tenido peor desempeno en
el resto de casos) se han elaborado, adicionalmente a las tablas 5.11 y 5.12, las
figuras 5.27a y 5.27b. Si nos fijamos en estas figuras, podemos comprender lo
que premia este test. En el eje vertical, estan representados los intervalos de

tiempo entre excepciones. Como se puede apreciar en estas figuras, el test se
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Figura 5.16: Histograma de los valores extremos con Laplace y Pareto

acepta para aquellas distribuciones de intervalos de tiempo entre excepciones
mas compactos, como es el caso de los dos métodos EWMA. La critica que
hacemos a este test es que, para condiciones similares, desde un punto de vista
de la prudencia financiera, es preferible tener valores atipicos de intervalos muy
largos sin errores, es decir, este test premia, de alguna manera, que se man-
tenga una cierta «regularidad» al cometer errores. Nosotros decimos que, para
situaciones en las que hay métodos como el EWMA que comete mas errores
que el resto, el hecho de que se distribuyan de manera més uniforme parece

poco relevante.

5.5.2. Backtesting ES

En primer lugar, como se indica en el grafico 5.30 que es el correlato de la

tabla 5.13, podemos ver como:

1. Las menores diferencias entre severidad esperada y observada se dan
para el método GPD y T5, los dos modelos con colas mas pesadas. Esto

sugiere un mejor ajuste de los modelos a la realidad.

2. Para el caso de las excepciones del VaR, vemos como el mejor desempeno
es para el método histérico y, nuevamente para el GPD. En este caso y,
a diferencia de lo que ocurria en el backstesting del VaR (tabla 5.4), el
menor nimero de excepciones es para el método GPD. Esto sugiere que
el nivel de confianza establecido para este caso (o = 97.5%) permite
una mejor aproximacion que los anteriores niveles utilizados pero, en

cualquier caso, la diferencia es minima (72 frente a 68).
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Figura 5.17: Gréfico de probabilidad del ajuste de Pareto a la distribucién de retor-

nos.

3. El tnico caso en que el ratio  es menor que 1 (menor nimero de excep-
ciones de las esperadas) indica que el método GPD es méas conservador
que el resto de métodos. Esto es una ventaja si, siendo conservador, se

acerca al valor real (que corresponde a &t = 1), siendo este el caso.

4. Por 1ultimo, la columna de «Nivel observado» nos proporciona informa-
ciéon complementaria a la que corresponde al caso anterior, a saber, nos
indica el nivel observado de severidad frente al esperado teniendo en
cuenta el método. Asi, para el caso del método GPD, se da la mayor
proximidad estando el nivel observado a solo un 0.05% del esperado.
El segundo puesto vuelve a ser para el método histérico que cuyo nivel

esperado se separa en un 0.1 % del real.

las diferencias a nivel cuantitativo pueden verse en la tabla 5.13.

Incondicional Normal

Los resultados del test incondicional Normal muestran que el método GPD,
segtin lo indicado en la tabla 5.14, se encuentra entre los métodos aceptados
teniendo el mejor valor del ratio del test (8 = —0.0116) y el mejor p-valor
(0.4583) lo que sitia al método GPD como el méas alejado de la regién de

rechazo (¢ = —0.2057). Podemos ver como el método normal y el método T
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Figura 5.18: Grafico de probabilidad acumuladad del ajuste de Pareto a la distribu-

cion de retornos.

con diez grados de libertad son rechazados’. El método histérico se sitia en
la segunda posiciéon en desempeno en este test con un valor de su estadistico
de R = —0.0917, situandolo entre el método T con 5 grados de libertad y el

método GPD aunque, ciertamente mds cercano al primero (f = —0.1289).

Incondicional T

De nuevo, y por ultimo, en una batalla que parece estarse librando exclu-
sivamente entre nuestro método y el método historico, el método GPD, segin
lo indicado en la tabla 5.15, se encuentra entre los métodos aceptados por el
test incondicional T pero, sobretodo, es importante resaltar el hecho de que
tiene el mejor valor del ratio del test (R = —0.0116) otorgandole el mejor p-
valor (0.4525) lo que sittia al método GPD como el més alejado de la region
de rechazo que, en este caso, se establece en ( = —0.2415. Con respecto al test
anterior vemos que, el hecho de que este considere colas mas pesadas en la
distribucién agranda la region de rechazo permitiendo que ahora el método de
distribucién T con 10 grados de libertad sea aceptado mientras que el método

normal sigue siendo rechazado.

SRecordemos que la distribucién T se parece tanto mas a la distribucién normal cuanto

mayor es el nimero de grados de libertad.
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Figura 5.19: Modelado del VaR con GPD y a = 95 %.
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5.6. Regularidades en la repeticién con varia-

ciones en los porfolios

En la repeticién del anélisis con otros porfolios ° se han dado las siguientes

regularidades:

» El método EWMA es el tnico (practicamente sin excepciones) para el
que suele aceptarse las pruebas de Haas. Particularmente se da para el

caso del 0.95 de nivel de confianza.

» La frecuencia de excepciones mas proxima a los valores esperados siempre

se da para el método historico o el GPD.

= Kl peor desempeno general se da siempre para los métodos Normal y
EWMA (basado en el método Normal). Particularmente, se da el caso
de que los beneficios que, en ocasiones, presenta la ponderacion de los

retornos se ven excesivamente afectados por:
1. El horizonte temporal: los periodos excesivamente largos suelen ser
perjudiciales.

2. El factor 3: pequenos variaciones provocan cambios excesivos en el

desempeno del método.

6Se han realizado dos tipos de variaciones: variaciones de las ponderaciones para las

mismas acciones y variaciones de los elementos del propio porfolio
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Figura 5.20: Modelado del VaR con GPD y a = 99 %.

El mejor desempeno general se da para el método GPD, especialmente

en términos del ES, seguido por el método de simulacién historica.

Los test de independencia del tiempo entre excepciones y de tiempo hasta

la primera excepcion suelen arrojar resultados «poco» congruentes con
los otros tests en términos de desempeno general de los métodos como

va se ha comentado.

La explicacion de que el método EWMA tenga un peor desempeno es que,
al asumir que los retornos mas cercanos en el tiempo proporcionan mejores pre-
dicciones para los retornos futuros. Esto es una ventaja para ciertos momentos
de elevada volatilidad, pero con retornos que responden bien a la modeliza-
cién con Pareto, esto también significa que se van olvidando con mas facilidad
los eventos extremos. Al fin y al cabo, las distribuciones con colas pesadas se
caracterizan por tener mas momentos de calma que la distribucién normal al
mismo tiempo que ocurren eventos mas extremos. Esos momentos de calma
pueden llevar a que el método EWMA «se confie» y cometa mas errores cuando

los periodos a considerar son mas extensos, como es el caso.
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Modelado del ESqpp para o = 99%
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Figura 5.22: Modelado del ES con GPD y a = 99 %
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Figura 5.24: Comparacién de modelos con o = 99 %.
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Figura 5.26: Zoom para modelos con a = 99 %.
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Cuadro 5.4: Total de excepciones.

a | Método  Excepciones
EWMA 165
Normal 142

0.95
GPD 139
Histérico 133
EWMA 48
Normal 47
0.99
GPD 28
Histoérico 26

Cuadro 5.5: Resultados del test del seméaforo

Método a Zona  Probabilidad TipoI Incremento

EWMA Amarillo 0.99 0.01 0.17
Normal Verde 0.64 0.40 0.00
e Verde 0.53 0.50 0.00
Histérico Verde 0.33 0.70 0.00
EWMA Amarillo 1.00 0.00 0.30
Normal Amarillo 1.00 0.00 0.29
b Verde 0.57 0.51 0.00
Histérico Verde 0.42 0.66 0.00
Test de independencia del tiempo entre cxcepeiones, 0 = 95%  Test de independencio del tiempo entre creepciones, o = 997

= 1501

< 1 < 200f
100f 1
100}

4

of == = = == i of - = o ——
EWMA Normal GPD Historico EWMA Normal GPD Histérico
(a) Métodos con o = 95 % (b) Métodos con o = 99 %

Figura 5.27: Representacion del test de independencia del tiempo entre excepciones
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Cuadro 5.6: Resultados del test del binomial.

Método a  Resultado Z p-valor

EWMA Rechazar  2.2959  0.0108
Normal Aceptar  0.2919  0.3852
ern Aceptar  0.0305  0.4878
Histoérico Aceptar  -0.4923 0.3113
EWMA Rechazar  3.8687  0.0001
Normal Rechazar  3.6778  0.0001
erp Aceptar 00515 0.4795
Histérico Aceptar  -0.3302  0.3706

Cuadro 5.7: Resultados del test de proporcion de excepciones.

Método a  Resultado R p-valor

EWMA Rechazar ~ 4.9820  0.0256
Normal Aceptar  0.0846  0.7712
GPD . Aceptar  0.0009  0.9757
Histoérico Aceptar  0.2455  0.6202
EWMA Rechazar 12.2839  0.0005
Normal Rechazar 11.1931 0.0008
GPD v Aceptar  0.0026 0.9590

Histoérico Aceptar  0.1113  0.7386
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Cuadro 5.8: Resultados de tiempo hasta primera excepcion.

Método a  Resultado R p-valor Primera excepcion
Normal Aceptar  2.3776 0.1231 3
Historico Aceptar  2.3776 0.1231 3
s Aceptar  2.3776  0.1231 3
GPD Aceptar  2.3776  0.1231 3
Normal Rechazar 5.4315 0.0198 3
Histérico Rechazar 5.4315 0.0198 3
EWMA 0 Rechazar 54315 0.0198 3
GPD Rechazar 5.4315 0.0198 3

Cuadro 5.9: Resultados del test de independencia de la cobertura condicional

Método «  Resultado R p-valor  Ngg Nig Not Nn

EWMA Rechazar 10.0777 0.0015 2444 163 163 2
Normal Aceptar  0.0116  0.9142 2495 135 135 7
GPD 0 Aceptar ~ 0.0001  0.9905 2501 132 132 7
Histoérico Aceptar  0.0643  0.7998 2513 126 126 7
EWMA Aceptar  1.6917 0.1934 2676 48 48 0
Normal Aceptar  0.0497 0.8237 2679 46 46 1
GPD v Aceptar  0.5714  0.4497 2716 28 28 0

Histoérico Aceptar 1.3550  0.2444 2721 25 25 1
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Cuadro 5.10: Resultados del test mixto de cobertura condicional.

Método Resultado R p-valor
EWMA Rechazar 15.0597 0.0005
Normal Aceptar  0.0962  0.9531
GPD Aceptar  0.0011  0.9995
Histoérico Aceptar  0.3099  0.8565
EWMA Rechazar  13.9756  0.0009
Normal Rechazar 11.2427 0.0036
wp Aceptar  0.5741  0.7505
Histoérico Aceptar  1.4664  0.4804

Cuadro 5.11: Resultados del test de independencia del tiempo entre excepciones

Método a  Resultado R p-valor min ¢; @2 (@3 max
EWMA Aceptar  131.2201 0.9754 1 7T 13 2325 67

Normal Rechazar 228.9232  0.0000 1 4 9 22 285
GPD h Rechazar 233.9672 0.0000 1 325 9 22 285
Histérico Rechazar  228.9349  0.0000 1 3 9 245 285
EWMA Aceptar ~ 51.5302 0.3374 3 20.5 43 80.5 216
Normal Rechazar 115.1360 0.0000 1 7T 13 82 366
@D ) Rechazar 667531 00000 2 8 98 119 424
Historico Rechazar  49.3002 0.0038 1 11 51 163 384
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Cuadro 5.12: Resultados del test mixto de tiempo entre excepciones

Método a  Resultado R p-valor

EWMA Aceptar  136.2022  0.9562
Normal Rechazar  229.0077  0.0000
GPD 0 Rechazar 233.9682  0.0000
Histoérico Rechazar 229.1804 0.0000
EWMA Aceptar  63.8141  0.0759
Normal Rechazar 126.3291 0.0000
GPD v Rechazar  66.7557  0.0001
Historico Rechazar  49.4115  0.0053

15 Violaciones de los diferentes modelos para VaR al 95%
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Figura 5.28: Zoom para excepciones con o = 95 %
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50 Violaciones de los diferentes modelos para VaR al 99%
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Figura 5.29: Zoom para excepciones con o = 99 %
Cuadro 5.13: Resultados de severidad del ES
Método  Nivel observado S S Excepciones Esperadas R
Histoérico 0.9740 1.3469 1.4350 72 69.325 1.0386
Normal 0.9701 1.1928 1.3607 83 69.325 1.1973
T 10 0.9715 1.2652 1.3560 79 69.325 1.1396
T5 0.9715 1.3700 1.3572 79 69.325 1.1396
GPD 0.9755 1.2956 1.3375 68 69.325 0.9809

Cuadro 5.14: Resultados del test incondicional Normal

Método  Resultado p-valor R ¢

Historico  Aceptar  0.2296 -0.0917 -0.2057
Normal Rechazar  0.0029 -0.3658 -0.2057
T 10 Rechazar  0.0404 -0.2213 -0.2057
T5 Aceptar  0.1575 -0.1289 -0.2057
GPD Aceptar  0.4583 -0.0116 -0.2057
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Figura 5.30: Graficos de severidad y excepciones para los distintos modelos

15 Comparacién entre VaR y ES con a = 97.5%
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Figura 5.31: Comparacién del método GPD con el método histérico y a = 97.5 %
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15 Comparacién entre VaR y ES con a = 97.5%
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Figura 5.32: Comparacién del método GPD con el método normal y o = 97.5%

Cuadro 5.15: Resultados del test incondicional T

Método  Resultado p-valor R ¢

Histérico  Aceptar  0.2465 -0.0917 -0.2415
Normal Rechazar  0.0098 -0.3658 -0.2415
T 10 Aceptar  0.0671 -0.2213 -0.2415
T5 Aceptar  0.1865 -0.1289 -0.2415
GPD Aceptar  0.4525 -0.0116 -0.2415




Capitulo 6

Conclusion

6.1. Propoésitos y objetivos de la investigacion

El objetivo fundamental del trabajo ha sido realizar un estudio del estado
actual del riesgo de mercado en banca comercial haciendo analisis compara-
tivos y una propuesta de modelado alternativa a las existentes, comparando
distintos métodos de VaR y ES teniendo en cuenta los nuevos desarrollos que
se plasman en el FRTB y proponiendo una alternativa al modelado de las colas
apoyandonos en los desarrollos de la Fxtreme Value Theory y comprobando
si, efectivamente, las distribuciones de retornos financieros pueden modelarse
con colas de Pareto para estudiar el desempeno absoluto y relativo de esta

propuesta.

6.2. Conclusiones del trabajo

= No se puede confiar en el teorema central del limite para ningin tamano
de porfolio si la distribucién subyacente de los retornos sigue una distri-

bucion de Pareto o, més en general, una distribucién con colas pesadas.

= La ley de los grandes nimeros no produce resultados satisfactorios a
la hora de realizar estimaciones de la media de variables aleatorias que
siguen distribuciones de Pareto. Esto genera problemas de convergencia
y provoca la alternancia de periodos de calma y eventos extremos cuya

combinacion genera dificultades en la gestion de riesgos.

= En un porfolio con colas pesadas, sus elementos, habitualmente, no tie-
nen colas pesadas. Es la combinacion de distribuciones leptocurticas y
platicurticas lo que provoca que la distribucién de retornos ponderados
herede esas caracteristicas, adquiriendo tanto cuerpos (centrales) como

colas con mucho peso.
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= El modelo GPD, en la medida en que tiene un buen ajuste en las colas,
proporciona mejores resultados relativos en el calculo del ES que en el
del VaR que, al fin y al cabo, es simplemente el calculo de un percentil.
Dicho de otra manera, la «potencia» del método propuesto, después de
demostrar que modela de manera convincente las colas de la distribucién,
se percibe mejor a la hora de evaluar el peso que tienen las colas con

respecto a la distribucién (esto es, de una u otra manera, calcular el ES
9

= El método histérico, que no asume ninguna distribucién subyacente de
los retornos es el segundo que comete menos errores. Es fundamental
tomar nota de este hecho para ver en que lugar quedan los intentos de

modelado.

= En vez de tratar de modelar explicitamente la correlacién entre los acti-
vos de un determinado porfolio como base para la evaluacion del riesgo
de cola, el ES se focaliza directamente en la cola de la distribucién de
pérdidas lo que permite liberarse de las dificultades que presenta el uso

e interpretacion de la correlacion.

= El avance del calculo del ES con respecto al VaR supone un avance en la
medida en que tiene mas en cuenta el peso de la cola de la distribucién
y, por tanto, proporciona una medida mas conservadora que, al mismo
tiempo, si se escoge un modelo correcto, proporciona una mayor precision

en la gestion de riesgos.

6.3. Implicaciones practicas

Una de las criticas fundamentales que pueden hacerse al enfoque estable-
cido por el FRTB es la idea de que anadir méas complejidad a los calculos de
establecimiento del capital regulatorio traera consigo mejores resultados. Es
preferible tener mecanismos mas sencillos y robustos como cambiar las distri-
buciones subyacentes de riesgo. En este sentido, desde el punto de vista de los
bancos como un sistema complejo dentro del mercado, la inica posibilidad que
cabe es permitir que estos caigan antes de que sean demasiado grandes para
caer. Es claro que, por lo visto en el capitulo de teoria, la representacion de las
distribuciones mediante el uso de modelos de Pareto y exponenciales (Laplace)
arroja mejores resultados que la modelizacion normal. Aun asi, de lo anterior
no se deduce una mejora tan grande a la hora de modelizar determinadas me-

didas de riesgo como el VaR o el ES. Esto se debe a que, en vez de tratar

1M4s concretamente es calcular la severidad



6.4. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION 107

de mejorar nuestros modelos predictivos, el hecho de que la modelizacién res-
ponda a fenémenos con colas mucho mas pesadas que la distribuciéon normal
nos debe indicar que deben irse abandonando estas medidas. Son un mapa de
los alpes para un montanero en los pirineos: generan una falsa sensacion de
seguridad y mientras uno sigue perdido. La alternativa es una profunda remo-
delacion del sistema bancario. Una remodelacién que, o sera sistematica, en el
sentido de que involucre a la totalidad de los bancos, o no serd. Considerados
como sistema (conjunto) los bancos se benefician de una mayor desproteccién
por cuanto pueden producirse quiebras mas pequenas que no involucren un
riesgo sistémico. El sistema actual de bancos centrales actuando como pres-
tamistas de ultima instancia genera incentivos perversos en los bancos que

asumen riesgos desproporcionados.

6.4. Futuras lineas de investigacién

Entre las futuras lineas de investigacion que pueden ser interesantes y com-
plementarias a los hallazgos de este trabajo, estan el analisis de que indicadores
econdémicos tienen relevancia real a la hora de predecir, con mayor o menor an-
telacion, la llegada de crisis financieras. De esta manera podria comprobarse
que valor real tienen las medidas de riesgo de mercado a la hora de actuar co-
mo buffer de seguridad para tiempos de crisis. Un analisis como este involucra
muchos aspectos de la teoria econémica, la comprension del ciclo econémico,
la comprensién de la actividad bancaria en cuanto a intermediario, el descalce
de plazos y riesgos, los ciclos de liquidez, curvas de rendimientos o de tipos,
etc. De este forma podria comprobarse si son de utilidad las medidas de riesgo

de mercado y sus regulaciones anejas.
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