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Capitulo 1

Introduccion

La existencia de pequenas grietas o discontinuidades de material en cualquier pieza o
estructura es un hecho. Y, a medida que aumentan las restricciones econdmicas en los
procesos de fabricacidn, se exigen disefios con menores margenes de seguridad. Por lo
tanto, se necesitan célculos cada vez més precisos de la tolerancia a los defectos o grietas
de piezas o estructuras, para la prevencion del fallo en cualquier componente sometido a
carga. Pero ésto no ha sido siempre asi. Tradicionalmente, se han utilizado procedimientos
un tanto conservadores, desde la etapa de disefo, desarrollando piezas o componentes con
formas tales que evitaran grandes concentraciones de tensiones, hasta la etapa de mante-
nimiento, realizando reparaciones inmediatas o retiradas del servicio de componentes que
presentaban grietas. Sin embargo, se abandonaron esas estrategias cuando se juntaron dos

factores importantes:

1. La aparicion y el posterior desarrollo de los ensayos no destructivos, que permitie-

ron descubrir defectos y grietas que antes pasaban desapercibidos.

2. La aceptacion del hecho de que la presencia de una grieta en una estructura no

significa necesariamente que esté al final de su vida util.

A partir de esas consideraciones se ha desarrollado el concepto de tolerancia al dafio,
cuyas bases se encuentran en la mecénica de la fractura tradicional. La tolerancia al dafio

parte del hecho de que las grietas existen en el interior de una pieza y trata de calcular
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en qué condiciones de carga y durante cudnto tiempo puede seguir la pieza realizando
la funcién para la que ha sido disefiada, sin que la seguridad y el rendimiento se vean

afectados.

En este trabajo se pretende introducir una mejora en los actuales métodos de célculo de
parametros de grietas y de crecimiento de éstas, mediante la utilizacion de un algoritmo
de cdlculo de rozamiento entre las caras de la grieta. Este algoritmo se ha acoplado al de

calculo del problema de fractura, de tal manera que se resuelve el problema global.

En los dltimos afios, se ha desarrollado en el grupo de trabajo del departamento de inge-
nieria mecanica de la Universidad Pontificia Comillas, un modelo de fractura basado en
teorias cohesivas, que ha sido ampliamente probado y utilizado principalmente aplicado
al célculo de crecimiento de grietas por fatiga (de Andrés et al. [1999b], de Andrés et al.
[1999a], Lopez [2002], Ferndndez [2003]). Las leyes cohesivas de fractura ofrecen, entre
otras ventajas, la independencia de la ley constitutiva utilizada para el material (elastico,
elastopléastico, etc.), y la total compatibilidad con discretizaciones por elementos finitos, lo
que ha hecho que sea éste el método numérico elegido para la resolucién de los problemas
de fractura llevados a cabo. Uno de los primeros trabajos realizados consistia en estudiar
el crecimiento de grietas en ejes sometidos a cargas de torsion (de Andrés [1997]). Ya
en ese trabajo se vio la necesidad de mejorar el modelo de fractura, ya que la carga de
torsion es un tipo de carga en el que las superficies de fractura permanecen en contacto en
todo momento, y, puesto que en el modelo que se utilizaba no se tenia en cuenta de nin-
guna manera la interaccion entre las caras de la grieta, fue necesario realizar los cdlculos
aplicando una pequeiia carga axial para que el contacto no se produjera. De igual forma
se han llevado a cabo todos los cdlculos de torsién en los que se ha utilizado el modelo
cohesivo de fractura (Lopez et al. [1998], Fernandez [2003]).

Asi surgi6 la necesidad de profundizar en el estudio de los efectos que el contacto y el
rozamiento entre las caras de la grieta pueden provocar en los pardmetros de la fisura y en

su propagacion.

En la mayoria de los andlisis habituales, las grietas se modelan como discontinuidades
constituidas por superficies lisas y sin rozamiento. Para cargas de modo I, esa suposicion
(superficies lisas y sin rozamiento) es bastante satisfactoria, pero para cargas de modo II
o modo III puede llevar a resultados erréneos si las superficies de la grieta son rugosas y

ofrecen resistencia al deslizamiento.



En diferentes investigaciones llevadas a cabo sobre la fatiga en modo III, se ha llegado a
la conclusion de que la rugosidad de las superficies de fractura tiene un gran efecto tanto
en los pardmetros de la fractura como en el modo en el que se produce ésta. El mecanis-
mo que se ha sugerido como el causante de ese efecto se ha denominado “dilatacién” y
consiste en que, a la vez que las caras de la grieta se desplazan relativamente entre si, las
asperidades (rugosidad) de las superficies de la grieta, al chocar y deformarse, producen
una apertura de ésta. Esa apertura (“dilatacién’) es resistida por fuerzas normales que, a
su vez, dan lugar a una fuerza de rozamiento que actdia contraria a la fuerza exterior apli-
cada y que hace que el par efectivo en la punta de la grieta sea menor que el aplicado. El
efecto final es que se produce un retraso en el inicio de la fractura y una menor velocidad
de crecimiento de grieta, comparado con lo que se produciria en modo I a igualdad de

carga.

Por lo tanto, en esas condiciones, los efectos de la friccidn deben ser tenidos en cuenta
para capturar la fisica del problema y para calcular correctamente cualquier pardmetro de

fractura.

El método que se ha elegido para introducir el rozamiento entre las caras de la grieta es
utilizar, en paralelo con el elemento cohesivo de fractura, una ley constitutiva en la inter-
faz de contacto. Esa ley incorpora el efecto de la rugosidad y el rozamiento mediante el
uso de modelos de contacto y friccién micromecanicos. Esta ley constitutiva actia cuando
las cargas son tales que la grieta se ha abierto y se han creado superficies libres, y ademads,
éstas estan en contacto. Se ha considerado, que, puesto que es un fendmeno muy localiza-
do, la mejor manera de recoger la fisica del problema es acudir a este tipo de modelos. Las
leyes utilizadas han sido desarrolladas por diferentes investigadores para otros campos de
la ingenierfa, principalmente para el cdlculo de resistencias de contacto en problemas de
transmision de calor, y son leyes ampliamente probadas y contrastadas. Ademads, la ley
constitutiva contiene implicitamente el acoplamiento entre las componentes tangencial y
normal del desplazamiento de un punto de la interfaz, para recoger el fenémeno de la

dilatacion.

El desarrollo de ese trabajo se describe en este documento, que se ha dividido en varios

capitulos.

En el capitulo dos se hace una descripcion de los principales conceptos de la mecédnica

de la fractura tanto eldstica como elastoplastica. También se repasan las principales ca-
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racteristicas del modo III de fractura, asi como una revision bibliografica de los diferentes
trabajos (experimentales y analiticos o numéricos) desarrollados para estudiar el efecto

de la interaccion entre las caras de la grieta.

El modelo cohesivo de fractura utilizado se describe en el capitulo tres, haciendo un resu-
men de las ecuaciones constitutivas en las que se basa y describiendo su implementacion

numérica en un cédigo de elementos finitos.

En el cuarto capitulo se hace una revisién de los modelos existentes en la literatura
para el estudio del contacto y el rozamiento mediante la micromecdnica y la geometria
de las superficies. Es la base para la construccién del modelo propuesto, que se describe
detalladamente en el capitulo quinto, desde las ecuaciones generales del problema de

contacto hasta su implantacién numérica utilizando el método de los elementos finitos.

En el capitulo seis se presentan los resultados obtenidos con el modelo propuesto, uti-
lizando las condiciones, las geometrias de probeta y los resultados comparativos de un

ensayo publicado.

En el capitulo séptimo, se hace un resumen de las conclusiones del trabajo desarrollado

y de las propuestas para trabajos futuros.

Ademads, se han incluido dos apéndices. En el primero se describen las leyes constitutivas
elastoplasticas que contiene el elemento sélido utilizado en los célculos. En el segundo
apéndice se obtienen varias relaciones geométricas entre los pardmetros mas significativos
de las superficies reales, que sirven de base para la formulacion de las ecuaciones de la

ley constitutiva de contacto en la direccién normal.









Capitulo 2

Consideraciones sobre el efecto de la

friccion entre caras de grieta

En este capitulo se hace un resumen y un andlisis de los diferentes estudios y experi-
mentos encontrados en la bibliografia, significativos con respecto a la investigacion de la
influencia que sobre diferentes pardmetros de la mecénica de la fractura tiene la interac-
cién (contacto y friccidn) entre las caras de una grieta, cuando ésta estd sometida a modos
de fractura de deslizamiento (II 6 III). Ademads se incluyen diferentes consideraciones
tedricas sobre el modo III de fractura, que es sobre el que se centra el presente trabajo.
Como introduccién a todo ello, se ha incluido un primer apartado en el que se hace un
breve repaso de algunos conceptos generales de la mecénica de la fractura, tanto eléstica

como elastoplastica, que serdn utilizados posteriormente.

2.1. Conceptos generales de la mecanica de la fractura

La mecdnica de la fractura es la disciplina de la ingenieria que trata de cuantificar las
condiciones bajo las que un cuerpo sometido a una carga puede fallar por el crecimien-
to de una grieta en su interior. La presencia de grietas dentro de un sélido hace que la
mecdnica de medios continuos tradicional no sea aplicable, al no ser vdlida la hipotesis

de un continuo homogéneo. Por ello, dentro de la mecanica de la fractura, las ecuaciones
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constitutivas son modificadas con respecto a las de la mecénica del sélido, dando lugar a

campos de tensiones y de deformaciones singulares en torno a la punta de la grieta.

Segun la orientacion de la grieta y la direccion de los desplazamientos relativos entre sus

caras, se definen los tres modos de fractura que se muestran en la figura 2.1.

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Modos de fractura segtn el tipo de carga apli-
cada: a) modo I, modo de apertura; b) modo II, modo de
cortadura; ¢) modo III, modo de desgarramiento.

Las tensiones normales a la grieta dan lugar al llamado modo de apertura o modo I.
En este modo, los desplazamientos de las superficies de fractura son perpendiculares al
plano de la grieta. El modo II es el modo de cortadura y en €l las caras de la grieta se
desplazan en su mismo plano, en la direccién perpendicular al frente de grieta. El modo
III es el modo de desgarramiento, y en €l las caras se desplazan en su mismo plano y en la
direccion paralela al frente de grieta. En general, los modos II y III se pueden denominar
modos de deslizamiento, puesto que en ambos casos las caras de la grieta se desplazan

paralelamente entre si.

En la mecdnica de la fractura se distinguen dos grandes disciplinas, con dos campos de
accion bien diferenciados: la mecdnica de la fractura eldstica lineal y la mecanica de la
fractura elastopldstica. A continuacién se describen resumidos los principales pardmetros
utilizados dentro de ambos campos y de las condiciones para la aplicacién de una u otra

disciplicina.
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2.1.1. Mecanica de la fractura elastica lineal

Aunque la mecénica de la fractura se ha desarrollado sobre todo a partir de 1955, una de
las ecuaciones bésicas fue ya establecida por Griffith [1921], que formul6 un criterio para
el crecimiento de una grieta en un sélido fragil. Postulé que una grieta se propaga si la
energia liberada en su proceso de formacidn es suficientemente elevada como para formar
una nueva superficie libre. Llamando G a la energia eldstica liberada en la fractura por
unidad de longitud de grieta y R a la energia consumida en la propagacién de la grieta
(resistencia a la fractura), la condicion propuesta por Griffith es que G > R para que el
crecimiento pueda tener lugar. Si R es una constante (lo que se traduce en que la energia
requerida para producir una grieta es la misma para cada Ac, siendo Ac el avance de
la grieta), ello implica que GG debe superar un valor critico Gz, caracteristico de cada

material.

Al desarrollar su teoria sobre materiales fragiles, Griffith supuso que la energia consumida
en la propagacién de la grieta (R) era unicamente la energia requerida para formar la
nueva superficie (energia de superficie). Sin embargo, en materiales ductiles (metales)
existe deformacion pléstica en la punta de la grieta. Y como esta zona plastica tiene que
producirse antes del crecimiento de la grieta y la energia que se requiere para su formaciéon
es elevada, puede considerarse ésta como la energia requerida para la propagacion. Esto
implica que para metales, I es principalmente energia plastica; la energia de superficie es

tan pequefia que puede ser despreciada (Irwin [1948], Orowan [1955]).

Irwin [1957], usando los métodos analiticos desarrollados por Westergaard [1939], calcu-
16 los campos de tensiones cerca de la punta de la grieta para un comportamiento lineal

eléstico, en funcién del llamado coeficiente de intensificacion de tensiones (K):

\2mr

donde o;; son las tensiones que existen a una distancia r de la punta de la grieta y a un

az’j

fi:(0) + ... (2.1

angulo 6 con respecto al plano de la grieta (ver figura 2.2), y f;;(6) son funciones de
conocidas. El subindice I de K se refiere al modo I de fractura. De igual forma se pueden
obtener los campos de tensiones para los otros modos de carga, utilizando los valores de

coeficiente de intensificacién de tensiones Ky y Ky y las funciones f;;(#) adecuadas.
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Figura 2.2: Tensiones en torno a la punta de la grieta.

El coeficiente de intensificacién de tensiones, como su nombre indica, es una medida de
la intensidad de los campos de tensiones cerca de la punta de la grieta para condiciones
lineales y elasticas. Es funcion de la geometria del cuerpo, de las condiciones de contorno,

del tipo de carga y de la longitud de la grieta. Su expresion general es:

K = pBov/rc

donde (3 es un factor adimensional que depende de la geometria del cuerpo, o es la tensién

aplicada lejos de la punta de la grieta y c es la longitud de la grieta.

Utilizando el concepto anterior, se define el término de tenacidad o coeficiente de in-
tensificacion de tensiones critico, K., como el valor que toma aquél en el momento de
la fractura. Por convencidn, al hablar de tenacidad, normalmente se hace referencia al
coeficiente de intensificacion de tensiones critico medido en modo I y en condiciones de

deformacion plana. Es un pardmetro caracteristico del material.

Dentro de la mecanica de la fractura elastica lineal, el criterio de coeficiente de inten-
sificacion de tensiones critico (K.) y el criterio de energia critica de Griffith (G.) son
semejantes y pueden ser utilizados indistintamente para la prediccién de crecimiento de

grietas.
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Volviendo a la ecuacién (2.1), dicha ecuacidn representa los campos asintéticos para r —
0 (punta de la grieta) y el término que se muestra en esa ecuacion es el primer término
de la expansion de la expresion del campo de tensiones en torno a la punta de la grieta.
Eso implica que la ecuacién sélo es vélida para una zona limitada cercana al frente de la

grieta, llamada zona de dominio de K.

Ademads, debido al caricter singular del campo de tensiones eldstico en torno a la punta
de la grieta (r = 0), existe una zona pléstica rodedndola, que es donde tienen lugar los
procesos de propagacion de la fractura ductil (nucleacidn, crecimiento y coalescencia de
microhuecos). Irwin [1960] realiz6 un célculo estimado del tamafio de la zona plastica en
torno a la punta de la grieta, considerdndola como la zona en la que la tensién equiva-
lente de Von Mises supera a la tension de fluencia, oy . Para modo I, esa zona pldstica se

extiende hasta:

2
_ 1 K .2
Ty = 3- (;) , para deformacion plana
WA .
Ty = < T;) , para tension plana

En la figura 2.3, se muestra un esquema de las tensiones y de la zona pldastica en la punta

de la grieta.

Oy

Ty

Figura 2.3: Tensiones y zona pléstica en la punta de la grie-
ta.
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Dentro de la zona pléstica, la solucidn eldstica lineal no es valida. Las situaciones en las
que ry es pequeiio comparado con la zona de dominio de K o con cualquier otra di-
mension geométrica de la pieza, se consideran como situaciones de plasticidad a pequefia

escala y para ellas es vélido el uso de la mecénica de la fractura eléstica lineal.

2.1.2. Mecanica de la fractura elastoplastica

Para algunos materiales y en algunos casos de carga es virtualmente imposible satisfacer
las condiciones de aplicacién de la mecdnica de la fractura eldstica lineal, ya que hay
situaciones en las que hay una gran deformacion plastica antes de la propagacién de la
grieta. En esos casos, se aplica la mecénica de la fractura elastopléstica, en la que los dos
parametros mas significativos son la apertura en punta de grieta (6;) y la integral J. Se
ha afiadido ademas la definicién del factor de intensidad de deformacidn plastica en modo

III (I"), por ser un pardmetro utilizado en los desarrollos posteriores.

2.1.2.1. Apertura en punta de grieta (;)

En las situaciones en las que practicamente toda la seccion del plano de la grieta ha plasti-
ficado, la tension en la punta de la grieta apenas se incrementa (si no hay endurecimiento
por deformacién). En ese caso, la condicién de fractura se alcanza al llegar a un valor de
deformacioén pldstica suficientemente grande. Para caracterizar ese valor de deformacion
plastica en la punta de la grieta se ha utilizado el concepto de apertura en punta de grieta

(6; o el término inglés CT O D, crack tip opening displacement).

Wells [1963], utilizando los cdlculos de Irwin del tamaiio de la zona pléstica, propuso, pa-
ra una tension externa aplicada c* muy inferior a la tensién de fluencia oy una expresion

para 0;:

K7
O'yE

5t:

donde E es el mddulo eldstico del material. Posteriormente surgieron expresiones mas
precisas y mejor fundamentadas. Por ejemplo, Tracy [1976] defini6 la apertura en punta

de grieta como la distancia entre dos puntos situados en la parte superior e inferior de las
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caras de la grieta, definidos por la interseccion entre cada cara y dos lineas simétricas que

salen a 45° desde la punta de la grieta (figura 2.4).

Figura 2.4: Definicién de la apertura en la punta de la grieta

(00)-

Con esa definicion, la expresion que se obtiene para d; es:

donde d,, es un pardmetro que depende de n (coeficiente de endurecimiento por deforma-

cién) y de oy /E y varia desde 0.3 a 0.8.

La condicidn para el inicio de la fractura puede establecerse como §; = &;. , donde ;. es

la apertura de grieta critica caracteristica del material bajo estudio.

Una ventaja que ofrece el uso de este pardmetro es que proporciona una escala fisica de
longitud para la fractura, a veces necesaria para relacionar los procesos de fallo micros-

copicos con la tenacidad (valor macroscépico).

2.1.2.2. Integral J

Rice [1968b] propuso el uso de la integral .J (definida por primera vez por Eshelby [1956])
en la mecdnica de la fractura. Es una integral independiente del camino de integracion,
que juega un papel muy importante tanto en la mecénica de la fractura eldstica no lineal,

como en la mecdnica de la fractura elastoplastica.
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La integral J se define como

J:/ (Wdy—Ta—uds)
T ox

donde u es el vector desplazamiento, y es la distancia a lo largo de la direccién normal
al plano de la grieta, s es la longitud del arco a lo largo del contorno I', T es el vector de
fuerzas perpendicular al contorno (7; = o;;n;), W es la densidad de energia de deforma-
cién (W (e;;) = fo‘E 0i;de;;) y I' es cualquier contorno que rodee la punta de la grieta (ver
figura 2.5). Para un material eldstico lineal o no lineal, la integral J es independiente del

contorno I" elegido para realizar la integracion.

Y

Figura 2.5: Contorno de integracion para la integral J.

Rice mostr6 que J es igual a la variacion de energia potencial (II) con respecto al avance

de grieta (c), para un sélido elastico:

dIl

J=——
de

Por lo tanto, para un sélido eléstico lineal, siendo rel coeficiente de Poisson, se cumple

que:
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Ademas, J, GG, K1y 6; son parametros de la mecanica de la fractura equivalentes cuando
se cumplen las condiciones de plasticidad a pequeiia escala. Asi, cuando uno de ellos llega

a su valor critico, el resto también lo hace simultidneamente.

La integral J describe la intensidad del campo de tensiones en la punta de la grieta de
forma unica. Hutchinson [1968] y Rice y Rosengren [1968] obtuvieron los campos de
tensiones y deformaciones (llamados desde entonces campos HRR) para un material ca-
racterizado por la ley de Ramberg-Osgood, cuyo comportamiento se representa con la

ecuacion:

n
€ o o
€y Oy Oy
donde ¢y es la deformacién de fluencia, n es el exponente de endurecimiento por defor-

macién y « es una constante adimensional del material.

Para un material con esa ley de comportamiento, el campo de tensiones (campo HRR) se

calcula como:

7o\
Oijj = Oy <7) fz‘j(9>n)

aoyeyl,r
donde I,, es un factor que depende de n.

Asi, como J es una medida de la intensidad de los campos en la punta de la grieta, puede
utilizarse el concepto de un valor J critico, .J., que define cudndo se producird la propaga-
cion de la grieta. Al igual que para K, se definen unas condiciones de dominio de J, que
deben cumplirse para que esta integral pueda ser utilizada para caracterizar la fractura en

sOlidos dactiles.

La primera condicion es que el comportamiento pldstico del material debe poder ser repre-
sentado correctamente mediante la teoria de deformacidn plastica total (teoria de Hencky).
Eso se cumple s6lo cuando no hay descargas y ademads se sigue un proceso de carga pro-
porcional. En realidad, el comportamiento plastico de un sélido responde a una teoria
incremental, donde la deformacidn plastica es funcion de la historia de cargas. Asi pues,
las teorias incremental y de deformacion total (Hencky), coinciden formalmente cuando

las cargas aplicadas son proporcionales y mondtonas crecientes. La equivalencia entre las
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dos teorias es una condicién necesaria pero no suficiente para que la aplicacién del criterio

de la integral J sea vélida.

Ademads, en un material elastoplastico existird una regién con grandes deformaciones (zo-
na de radio P en la figura 2.6) donde la solucion HRR no sea vilida. Si se define A como
el radio de la zona de dominio de .J, se puede suponer que siempre que P sea pequeiio
comparado con A, cualquier proceso que ocurra dentro de la region A debe estar contro-
lado por el pardmetro .J. Por lo tanto, cuando se dan esas circunstancias se puede esperar

que tanto la iniciacién como el crecimiento de la grieta dependan de J.

Frontera de la region
\\\ dominada por .J

v Frontera de la regién /
\ .
v de grandes deformaciones

S _—— -

Figura 2.6: Criterio de dominio de J.

2.1.2.3. Factor de intensidad de deformacion plastica (I'yy)

Las soluciones analiticas para la distribucién de las deformaciones en un sélido cilindrico
de un material eldstico perfectamente plastico con una entalla circunferencial y con un
par exterior aplicado, indican que la distribucién de la deformacién plastica en el plano
de la grieta es (Walsh y Mackenzie [1959]):

k(Y (v
7_G Tp TN —T
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donde ~ es la deformacion pléstica a cortadura, k es la tension de fluencia a cortaduray GG
es el modulo eléstico a cortadura; r, rx y 7, son radios definidos en torno a la punta de la
grieta, segin se muestra en la figura 2.7. Aunque la deformacion pléstica es infinita en la
punta de la grieta (r = ry), el pardmetro y(ry — r) es finito y ademds define la intensidad

de la deformacion plastica de cortadura en el plano de la grieta:

k(1—
I'm = y(ry — 7“)|rﬁrN = 5( (r ;i—vaN)rN
P

Ty

TN
r A \
Tp Zona plastica

To

Figura 2.7: Dimensiones para la zona pléstica y definicion

de diferentes radios en probetas cilindricas con entalla cir-

cunferencial.
I'yp es un pardmetro que ha sido propuesto para el estudio de propagacion de grietas en
modo III en la presencia de plasticidad extendida a todo el plano de la grieta (Nayeb-
Hashemi et al. [1982]).

2.1.3. Crecimiento de grietas por fatiga

Bajo condiciones de carga ciclica, el inicio del crecimiento de una grieta a partir de un
defecto puede ocurrir a valores de coeficiente de intensificacion de tensiones que estén
bastante por debajo de la tenacidad de ese material. Para condiciones de plasticidad a
pequeiia escala, Paris et al. [1961] sefialaron que el crecimiento de una grieta bajo carga

ciclica estaba gobernado por la ley:
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dc

— =CAK™ 2.2

N (2.2)
donde dc/dN es el aumento de longitud de la grieta (c) por ciclo de carga (N), y AK es

el rango del coeficiente de intensificacion de tensiones, definido como:

AK = Kma:v - Kmm

Koz Y K son, respectivamente, los coeficientes de intensificacion de tensiones maxi-
mo y minimo, correpondientes a la maxima carga, P,,,, (0 mdxima tensién nominal 0,,,;)
y a la minima carga , P,,;, (0 minima tensién nominal 7,,;,). Los términos C' y m son
constantes empiricas que son funciones de las propiedades del material y de la microes-
tructura, de la frecuencia de la fatiga, de la tensién media aplicada, del modo de carga,
del cociente de esfuerzos, del estado de tensiones y de la temperatura. La ley empirica de
crecimiento de grieta (ec. 2.2) es la forma mds extendida de caracterizar la velocidad de
crecimiento por fatiga. Ademads representa una de las aplicaciones més ttiles de la teoria

de la mecanica de la fractura elastica lineal.

Dentro de los pardmetros que influyen en C'y m, el cociente de esfuerzos R se ha reco-
nocido como uno de los mds decisivos. Se define como R = 0,,i,/0maz- En concreto,
numerosos estudios han llegado a la conclusion de que al aumentar R se produce un au-
mento en la velocidad de crecimiento de la grieta. La ecuacién de Forman de la velocidad

de crecimiento de grieta tiene en cuenta ese efecto:

de  CAK)™
dN  (1-R)K.— AK

Observando esa ecuacion, hay dos limitaciones para AK:

1. Si AK es muy grande, ocurrird el fallo porque K,,,, habra superado la tenacidad a
fractura K. o bien AK habrd superado (1 — R)K..

2. Por el contrario si AK es muy pequefio, la grieta no se propagara. Hay un valor

umbral A K| tal que, para que la grieta crezca, es necesario que AK > AK.
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Esas dos condiciones se resumen como:

d .0 SiAK—-—AKy,—0

de 5o si K, — Kpgr — 0

En la figura 2.8 se muestra una curva tipica de crecimiento de grieta, en la que se pueden

observar las limitaciones de AK.

log dc/dN

Figura 2.8: Curva tipica de velocidad de crecimiento de
grieta.

Teniendo en cuenta esas restricciones, se podria reescribir la ecuacién de Forman como:

de C(AK)™
W B (1 - R)(Kc - Kmax)
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de  C(AK — AKp)"
dN (11— R)K.— AK

2.2. Caracteristicas del modo III de fractura

Desde los inicios de la mecanica de la fractura, casi todos los esfuerzos se han centrado en
el estudio del comportamiento de las grietas cargadas segun el modo de apertura (modo
I), a pesar de que hay muchos casos pricticos de carga de modo de desgarramiento (mo-
do III). Algunos ejemplos de aplicaciones donde este modo de fractura es de particular

importancia son:

= diferentes componentes usados en automocidén (tales como sistemas de transmi-

sion),
= ¢jes de turbinas y alternadores de centrales eléctricas y,

= en general, en cualquier sistema mecdnico que transmita par.

Por lo tanto, el comportamiento de las grietas bajo carga de modo III es interesante no
s6lo desde un punto de vista cientifico sino también desde un punto de vista econdmi-
co. Sdélo a partir de principios de los afos 80 se han empezado a investigar a fondo las
particularidades que presenta el modo III de fractura.

El ejemplo més sencillo y el mds utilizado al realizar estudios y ensayos de fractura en
modo III es un eje cargado a torsion, como el que se muestra en la figura 2.9. En esa figura
se muestra el estado tensional en el que se encuentra el eje cuando se le aplica un par
alternativo. Excepto los realizados por Wright y Queeney [1982] y Pook [1985], todos los
ensayos de modo III de fractura han sido llevados a cabo por medio de la aplicacion de una
carga de torsion a una probeta cilindrica circular con una entalla en el plano perpendicular
al eje del cilindro. A partir de esa entalla se ha producido, mediante un mecanismo de

fatiga, una grieta inicial circunferencial.

El modo de fractura al que estard sometido el eje es esencialmente funcién de la amplitud

de la carga aplicada y del material en si. A bajas amplitudes de carga (tipicamente para
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o I N\

Tmaac

Figura 2.9: Estado tensional de un eje sometido a torsién
ciclica.

valores de tension aplicada 7 menor del 70 % de la tensién de fluencia a cortadura, k), las
grietas que se forman lo hacen a lo largo de los planos de maxima tensién principal (a 45°
con respecto al eje del cilindro), y crecen en modo de apertura (modo I), originando la
formacion de la llamada apariencia de “tejado de fabrica” (“factory roof™) en la superficie
de la grieta. Cuando las amplitudes de carga son altas (valores de tension aplicada mayores
del 85 % de la tension de fluencia de cortadura), las grietas tienden a formarse a lo largo
de los planos cortantes (transversal o longitudinal), creciendo en modo torsional puro, con
la caracteristica de que la morfologia de la superficie de fractura es macroscopicamente

plana.

En el caso concreto de ejes de turboalternadores, se citan en la bibliografia varios casos
de fallos por fatiga, debidos a transiciones del par al que estdn sometidos por diferentes
eventos en las lineas de distribucién (Quay y Placek [1976], Walker et al. [1975], etc.). Los
ejes de los turbogeneradores estan sujetos a cargas de flexion a la frecuencia de un ciclo
por vuelta y estdn ocasionalmente sometidos a cargas torsionales de varias amplitudes y
frecuencias. Se propone como origen del fallo de estos ejes el que durante uno de los
transitorios de torsion (sobrecarga) se inicie una grieta en un plano de maximo cortante.
Esta continuara creciendo en modo de desgarramiento (modo III) durante los transitorios
de torsion subsecuentes. El eje se considera que ha fallado (como criterio de disefio),
cuando las grietas de desgarramiento se hacen lo suficientemente grandes para crecer en
modo I por las cargas de flexién. La prediccion de vida de un eje de un turbogenerador,
por lo tanto, requiere un estudio detallado y, como se verd, queda lejos de la aplicacion de

la mecénica de la fractura tradicional, al formar parte de los mecanismos que aparecen en
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el crecimiento de grieta un fenémeno tan complejo como es el rozamiento entre sus caras.

La resistencia a la fractura de s6lidos ductiles y frigiles en condiciones de carga de mo-
do I ha sido caracterizada con éxito mediante las leyes y teorias de la mecanica de la
fractura lineal eléstica y elastopldstica. En ese caso de carga, los pardmetros criticos de
fractura se obtienen sin ambigiiedad porque Ky la integral J caracterizan de forma tnica
los campos cercanos a la punta de la grieta bajo condiciones lineales elésticas y elasto-
plasticas, respectivamente. Por lo tanto, los valores de resistencia a la fractura en modo
I son generalmente independientes de la geometria de la pieza siempre que se cumplan
las condiciones de dominio de K o J. En fractura en modo III, sin embargo, el concepto
de similitud implicito en el uso de la mecdnica de la fractura puede no funcionar por la
presencia de un fendmeno de abrasion entre las superficies de fractura creadas durante el
crecimiento estable. Debido a esta limitacidn, la iniciacidn critica de la fractura y la resis-
tencia al crecimiento, que son independientes de la geometria de la grieta y de la pieza,
no pueden ser definidos de forma tnica para fractura torsional usando ningin pardmetro

caracteristico.

En modo I1I, el tamano de la zona plastica de la punta de la grieta tiene forma circular, de

1 (K}
-
™ Ty

donde 7y es el limite de fluencia a cortadura. Se observa que el tamafio de la zona pléstica

diametro:

delante de la punta de una grieta torsional es mayor que la de una grieta de modo I para
valores similares de K7y Kjyy. Por ello, es dificil mantener condiciones de plasticidad
a pequeia escala en las probetas utilizadas habitualmente en condiciones de laboratorio
y el uso de Ky para describir el modo III de fractura tiene validez limitada. Pero ain
asi, los andlisis que han surgido teniendo en cuenta la plasticidad en la punta de la grieta
en torsion (considerando los pardmetros caracteristicos del régimen elastoplastico Jy o
['np) dan lugar también a medidas no tnicas de la resistencia debido a la abrasion de las
superficies de fractura. En concreto, Jy ha sido usado como pardmetro para la caracteri-
zacion elastoplastica del fallo a torsion por analogia con la integral J en modo I, pero su
validez se pone en duda a la vista del rozamiento presente en las superficies de fractura.

Limitaciones similares pueden encontrarse en el caso del pardmetro ['y;.
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Aunque ya se habfan hecho algunos estudios tedricos sobre el modo III de fractura a
finales de los afios 50 (por ejemplo, McClintock [1956] y Walsh y Mackenzie [1959]),
hasta principios de los 80 no se empez6 a estudiar en profundidad el tema, publicdndose
las primeras curvas de crecimiento de grieta en modo III por Hurd y Irving [1982] y por
Ritchie et al. [1982]. Fue tras estos primeros ensayos cuando se estudid por primera vez de
una forma cuantitativa (Tschegg [1982]) el efecto de la interaccidn entre las caras de las
grietas sobre la fractura y el crecimiento de grietas por fatiga en modo III, aunque ya era
conocido que ese efecto daba lugar a fendmenos como la abrasion y el rozamiento entre
las caras. Anteriormente, Adams [1972] habia observado la influencia de las superficies
no planas de las grietas en la velocidad de crecimiento de éstas, y, Trebules et al. [1973],
hicieron un ensayo de fatiga puliendo las superficies de fractura y mostraron que cuando

las caras de la grieta son suaves, la velocidad de crecimiento de la grieta aumenta.

En efecto, la influencia del contacto y el rozamiento entre las caras de la grieta sobre la
fractura y su propagacion es fundamental en el andlisis de diversos mecanismos de modos
de fallo; y no sélo en las grietas de modo III, que son las que aqui nos ocupan, sino en
cualquier caso en el que la grieta permanezca cerrada o parcialmente cerrada durante un
proceso de carga a cortadura. Aparte de las grietas en ejes a torsion, otros ejemplos pueden
ser las grietas por fatiga superficiales o subsuperficiales inducidas por contacto rodante y

las grietas entre las interfaces de los materiales compuestos.

La principal consecuencia de la presencia del rozamiento entre las caras de una grieta
sometida a un proceso de fatiga en modo cortante (II 6 III), es la menor velocidad de
crecimiento de ésta comparada con la velocidad de crecimiento en modo I. Esto tiene
lugar porque, debido a la presencia del rozamiento, las cargas efectivas soportadas por
la grieta son diferentes de las nominales, siendo aquéllas mucho menores. La reduccion
de la carga depende de parametros como la longitud de la grieta y la morfologia de la
superficie de fractura. En concreto, mientras una grieta sometida a carga en modo III
se propaga mucho mds lentamente que una grieta en modo I, en los mismos rangos de
coeficiente de intensificacion de tensiones nominales, la velocidad real de crecimiento de
grieta obtenida en modo III cuando se elimina la interferencia de las superficies, es de

hecho mayor que en grietas sometidas a carga de modo L.

Esta atenuacién en los modos II y III producida por la interaccion de las superficies de

fractura fue denominada por Tschegg cierre de grieta por modo de deslizamiento. Si se
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compara con el cierre de grieta por modo I, el cierre por modo de deslizamiento es mucho
mads significativo ya que las superficies de las grietas estdn en contacto durante todo el

tiempo de aplicacién de la carga.

2.3. Estado del arte del estudio de la fractura en modos
1Ty III

A finales de la década de los 50, algunos investigadores desarrollaron varios modelos
analiticos para el estudio de la fractura en modo III, debido a que los campos de tensio-
nes y deformaciones pueden describirse matematicamente de una forma concisa (Walsh
y Mackenzie [1959]). Asi mismo, se empezaron a realizar ensayos sobre este modo de
crecimiento (McClintock [1956]), aunque no se llegé a profundizar en el tema hasta la
década de los 80, cuando, en paralelo, Hurd e Irving [1982] y Ritchie et al. [1982] pu-
blicaron las primeras curvas de crecimiento de grieta en modo III. En ambos casos las
velocidades de crecimiento encontradas fueron muy bajas comparadas con las de modo
I. En sus ensayos, Hurd e Irving [1982] utilizaron acero EN16 (acero de aleacion Mn-
Mo) con diferentes temperaturas de templado y representaron la velocidad de crecimiento
como funcién de A K7y, el coeficiente de intensificacion de tensiones en modo III, para
relaciones de carga diferentes, y para un par de amplitud constante y sin carga axial. Rit-
chie et al. [1982] hicieron sus ensayos con acero AISI 4340 (acero de aleaciéon CrNiMo),
templado y revenido a 650°. Correlacionaron las medidas de crecimiento de grieta con
los desplazamientos en punta de grieta AC'T" Dy obteniendo la grafica que se muestra en
la figura 2.10. Resulté una relacién de velocidad de crecimiento (dc¢/dN) con respecto a
ACT Dy de 1073, frente a una relacién del orden de 10! en modo I (ACT Dy). Aunque
en estos estudios se suponia que una posible explicacion para ese fendmeno era el contac-
to y el consiguiente rozamiento entre las superficies de fractura, no se hicieron estudios

cualitativos ni cuantitativos.

Nayeb-Hashemi et al. [1982] midieron la velocidad de crecimiento de grieta en modo III
para diferentes valores de par aplicado en un acero AISI 4140 (acero de aleacion CrMo),
y mostraron que no es una funcién tnica del AK aplicado. Propusieron que la falta de

similitud estaba relacionada con los efectos del rozamiento. También sefialaron que el
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Figura 2.10: Variacion de las velocidades de crecimiento
de grieta de modo III y modo I en acero 4340 como fun-
cién de los desplazamientos en punta de grieta de modo II1
(ACT Dyy) y de modo I (ACT Dy), respectivamente. (Rit-
chie et al. [1982]).
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criterio de plasticidad a pequefia escala no se cumplia en las condiciones que tenian los
datos obtenidos, lo que indicaria que la metodologia de la mecanica de la fractura elastica
lineal no era apropiada para representar sus resultados. Para intentar subsanar €so, sugi-
rieron que el factor de intensidad de deformacién pléstica, 'y, desarrollado por Walsh y
Mackenzie [1959], era mas apropiado para describir el crecimiento de grietas por fatiga
en modo III bajo condiciones de carga elastoplasticas. Pero, al volver a representar grafi-
camente los datos del crecimiento de grieta en funcién de 'y sigui6 sin haber correlacion
entre dc/dn 'y ATy, aunque la dispersion era menor. Fue al aplicar una carga axial super-
puesta a la carga torsional, cuando se logré obtener una relacion Unica entre la velocidad

de crecimiento y Al'y;.

Tschegg [1982] fue el primero en mostrar claramente la importancia de la friccién en el
crecimiento de grietas en modo III. Realiz6 medidas de la velocidad de crecimiento de
una grieta en un eje sometido a torsién bajo A Ky constante como funcién de la longitud
de la grieta (figura 2.11) . Encontré que la velocidad de crecimiento de grieta bajo carga
de modo III, no sélo dependia de la amplitud de K aplicada (A Kjy), sino que también
dependia de la longitud de la grieta. Para un valor de A Ky aplicada constante, al crecer
la grieta la velocidad de crecimiento decrece, debido al efecto de la interaccién entre
las caras. La explicacion que se dio a este fendmeno fue que, debido al rozamiento de
las superficies de fractura (macroscopicamente planas, pero microscopicamente rugosas)
la carga aplicada se reduce de su valor nominal a una pequefia fracciéon que es la que
realmente actda en la punta de la grieta (valor efectivo). La reduccioén es mayor cuanto
mayor es la longitud de la grieta. Es un fendmeno similar al efecto de cierre de grieta en

modo I de fractura. En las figuras 2.11 y 2.12 se muestran los resultados que obtuvo.

En la figura 2.11 se observa como la velocidad de crecimiento decrece al aumentar la
longitud de la grieta. Esas curvas deberian ser lineas horizontales, si no existiera el efecto
del rozamiento entre las caras. Ademds se remarca en ese trabajo el cambio de modo
de fractura que se observa al llegar a una velocidad de crecimiento en torno a 5 - 1074
mm/ciclo. En todos los casos, en un primer momento la grieta crecia en modo III (con
superficie de fractura macroscOpicamente plana) cambiando a partir de esa velocidad a
superficie de fractura de tipo de tejado de factoria. En ese dltimo modo de fractura, debido
a la mayor rugosidad de la superficie (mds que rugosidad habria que hablar de superficie

no plana), la velocidad de crecimiento decrece ain mas rdpidamente e incluso parece que
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Figura 2.11: Velocidad de crecimiento en modo III como
funcién de la longitud de la grieta, c, para distintos valo-
res constantes de A Kyy: 30, 40, 50 y 60 MPa+/m (Tschegg
[1982]).
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Figura 2.12: Velocidad de crecimiento en modo III como
funcion de A Ky para diferentes valores de longitud de grie-
ta, ¢ (Tschegg [1982)).



2.3 Estado del arte del estudio de la fractura en modos I1 y 111 29

llega un momento en el que la grieta deja de crecer. En la figura 2.13 se muestra una
fotografia donde se aprecia con claridad la morfologia de la superficie correspondiente a
cada modo de fractura. Si se hace una extrapolacion de las curvas de Ac/AN ac =0, se
obtienen los maximos valores de crecimiento. Estos valores caracterizan las velocidades

de crecimiento que no estan influenciadas por el rozamiento de las superficies.

notch

macroscopically flat

factory roof

final fracture (-196°C)

Figura 2.13: Fractografia de una superficie de fractura tipica
de modo III puro sometido a un valor constante de A Ky =
50 MPay/m (Tschegg [1982]).

En la figura 2.12 se representa la velocidad de crecimiento frente a A Ky para diferentes
longitudes de grieta. Ademads se afiaden los valores de crecimiento en modo I obtenidos en
condiciones comparables y para el mismo material. Se puede apreciar como la velocidad
de crecimiento en modo I es inferior a la de modo III para longitudes de grieta menores

de 0.4 mm, siendo mayor para longitudes mayores.

McClintock dio una explicacién al hecho de que cuanto mayor es AKpy la velocidad de
crecimiento decrece menos comparado con valores menores de A K. Segin su expe-
riencia, cuando la carga aplicada es grande, se crean grandes zonas plésticas que generan
grandes aperturas de grieta que reducen considerablemente la friccion entre las superfi-

cies.

Tschegg [1983] definié un valor de velocidad de propagacion de grieta intrinseca en modo

II1, tratando de eliminar la influencia del rozamiento en el modo III de fractura. Para ello
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determind la variacién de dc/dN en modo III como funcién de la longitud de la grieta
para diferentes valores de fuerza nominal A Ky Cada una de esas curvas, se extrapol6 a
longitud de grieta cero para obtener la velocidad de crecimiento de grieta en ausencia de
cualquier interaccion entre sus caras. Con esta técnica se ilustra con gran claridad cémo la
velocidad de crecimiento de la grieta disminuye al aumentar la superficie de interaccion
entre las caras. Mostré que la velocidad de crecimiento intrinseca en modo III, obtenida
de esta forma, es algo superior a la velocidad correspondiente a modo I para un rango
idéntico de carga. Esto implica que la razén principal para la aparentemente superior
resistencia a la fractura en modo III, comparado con modo I, es la interaccién entre las

caras de la grieta.

Los valores de crecimiento de grieta en los trabajos de Hurd e Irving [1982] y de Ritchie
et al. [1982], se basan en los valores nominales de A Ky que, por el efecto del rozamiento,
son mucho mayores que los valores efectivos. Hurd e Irving [1982] presentan valores
muy altos de umbral de modo III comparados con los de modo I. Pook y Sharples [1979]
llegaron a la conclusién de que el umbral en modo III es mayor que el de modo I en un
factor de sélo 1.35. Ya que los resultados de Hurd e Irving se refieren a valores nominales
de A Ky y los resultados de Pook y Sharples se refieren a valores efectivos, la discrepancia

entre esos resultados es comprensible.

Siguiendo con Tschegg [1982], se sefiala que es de gran importancia saber cudl es la
reduccidn en el par aplicado que se hace efectivo en la punta de la grieta. Para esto no
hay ninguna diferencia si el crecimiento de grieta se considera funcién de A Ky, del
desplazamiento en la punta de la grieta ACT Dy o de I'yy. Sélo el valor efectivo que

actia en la punta de la grieta determina la propagacion de la grieta resultante.

En Tschegg et al. [1983], se hace un ensayo en el que se mide la propagacion de una
grieta en un eje con entalla circunferencial y con carga en modo III. Se sometia al eje a
un proceso de carga en el que se aplicaba un A Ky inicial, se reducia y se aumentaba de
nuevo hasta el valor original, encontrando que no se obtenia el mismo valor de velocidad
de crecimiento que al inicio de la prueba (figura 2.14). La velocidad de crecimiento iba

decreciendo al aumentar la longitud de la grieta, para un valor constante de A K.

Ademas en ese estudio se sefialaba que para grietas cortas (valores de ¢<0.4 mm), los
efectos del rozamiento entre las caras son minimos y los valores de la velocidad de creci-

miento de grieta en modo I y en modo III son comparables.
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Posteriormente, Tschegg y Suresh [1988] estudiaron el efecto de la interferencia entre
las superficies de fractura en modo III de una manera més sistemética. Para ello, crearon
grietas circunferenciales de diferentes profundidades en barras cilindricas con entallas.
Midieron para cada probeta K7y (coeficiente de intensificacion de tensiones critico de
modo III) y encontraron que K. aumenta con la longitud de grieta inicial. Los resultados
son coherentes con el hecho de que al aumentar el tamaiio de la grieta inicial, la superficie
de fractura es mayor y por tanto mayor el rozamiento. Un incremento de la longitud de la
grieta inicial en un factor de 6 resulta en un incremento del 50 % de Kjj.. En ese mismo
estudio se hace un analisis del uso del coeficiente de intensificacion de tensiones Ky o de
la intensidad de deformacién pléstica I';. Representan los resultados de resistencia a la
fractura frente a Ky y a ['yy, obteniendo los mismos resultados cualitativos. Este estudio
serd tratado con mads detalle posteriormente, puesto que al ser uno de los mds significativos
de los encontrados en la bibliografia, sus resultados han sido utilizados para contrastar el

modelo propuesto en el presente trabajo.

Ademais de los resultados experimentales comentados hasta ahora, también han sido pro-
puestos varios modelos para el estudio de los efectos de la fricciéon en los modos de

fractura cortante.

Uno de los primeros modelos tedricos desarrollados fue el de Ballarini y Plesha [1987].
Sefialaron que en los modelos de cdlculo disponibles hasta entonces para obtener los coe-
ficientes de intensificacion de tensiones las grietas eran consideradas como si tuvieran las
caras lisas y sin rozamiento posible. Y, si bien para modo I es una suposicién bastante
acertada, en cargas de modo II o modo III puede llevar a errores. Propusieron un mode-
lo en el que las superficies de fractura se suponen globalmente lisas, y la rugosidad y la
friccion se incorporan mediante una ley constitutiva entre las caras de la grieta. Esta ley
contiene implicitamente el acoplamiento entre los desplazamientos tangencial y normal
de un punto de la superficie de la grieta (por el fendmeno conocido como dilatacion).
Suponen las asperidades de la superficie rigidas, y aplican el modelo al cdlculo de coe-
ficientes de intensificacion de tensiones en modo II a materiales diversos como acero,

materiales cerdmicos y hormigon.

Gross y Mendelsohn [1988] propusieron un modelo que predice la magnitud de los efec-
tos de la fricciéon provocados por la rugosidad de las superficies de fractura en modo III.

Sefialaron que rugosidades del orden de micras o menores son suficientes para provocar
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el retardo en la velocidad de crecimiento de modo III para longitudes de grieta crecien-
tes. También describieron el mecanismo que produce el rozamiento entre las caras: las
asperidades de las superficies de fractura provocan una pequeiia apertura al desplazarse
las caras lateralmente una con respecto a la otra. Esa pequeiia apertura, da lugar a fuerzas
normales en la superficie de la grieta, que generan fuerzas de rozamiento que se oponen a
la tension cortante aplicada (dilatacion). Su modelo se basa en calcular la tensién normal
que existe entre las caras de la grieta, y a partir de ese valor, utilizando un modelo de roza-
miento de Coulomb, obtener el par resistente que habria actuando en sentido contrario al
nominal. Asi, obtienen un coeficiente de intensificacion de tensiones efectivo (Kyper) co-
mo diferencia entre el nominal y el resistente. Utilizando ese K f, se cumple la relacion
dc/dN = C(AKm)". En Gross y Mendelsohn [1989], siguiendo el trabajo de Ballarini
y Plesha [1987], completaron su modelo anterior, afiadiendo el célculo del coeficiente de
intensificacion de tensiones de modo I (K7;) inducido por la interaccién de las asperidades
de las caras de la grieta. Supusieron, como lo hacian Ballarini y Plesha, que las asperida-
des son rigidas. Ese valor de K; era calculado a partir de los desplazamientos de apertura
en la punta de la grieta (CTOD).

Mendelsohn et al. [1995] utilizaron un perfil medido en una superficie de una grieta real
para, sometiendola a desplazamientos en la direccion tangencial, calcular cudl seria el
desplazamiento normal producido. A partir de ahi calcularon el coeficiente de intensifi-
cacion de tensiones en modo I inducido. El coeficiente de intensificacion de tensiones de
modo II (puesto que este modo es el que se estudia) lo obtenian por medio de la ley de

Coulomb de rozamiento.

Hsia et al. [1997] pusieron de manifiesto un fendmeno interesante observado experimen-
talmente en componentes sometidos a contacto rodante, como rodamientos o engranajes.
Cuando no hay lubricante presente, una grieta superficial (que experimenta un modo mix-
to I-III de fractura) puede no crecer o crecer lentamente, pero cuando hay lubricante, la
grieta crece mucho mas rapidamente. Se apunta a la reduccién del rozamiento entre las ca-
ras de la grieta por la presencia del lubricante como posible causa de ese fenémeno. Para
estudiar ese efecto en materiales ceramicos, se desarrolla un modelo usando la mecanica
de la fractura. Centran el estudio en el efecto de la friccién en caras de grieta, la influencia
de la microestructura del material y el efecto del lubricante en el comportamiento de la

fractura en solidos fragiles.
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En Mendelsohn et al. [1998] presentaron los resultados de una técnica para estimar la
distribucién de tensiones de contacto en las superficies rugosas de una grieta cuando és-
ta es sometida a modo de fractura cortante. Utilizaron como datos iniciales medidas de
desplazamientos de deslizamiento y de apertura de punta de grieta obtenidas por medio
de un método de interferometria speckle de diferencia de fase, en una probeta someti-
da a carga en modo cortante. Mediante un modelo numérico, obtuvieron a partir de esos

desplazamientos, las tensiones de contacto correspondientes.

Yu y Abel [1999], desarrollaron un modelo para representar el efecto de la interferen-
cia entre las superficies de fractura para cuerpos sometidos a cargas cortantes ciclicas.
Ademas de las interacciones entre las asperidades, tuvieron en cuenta los efectos de las
tensiones residuales considerando como tales las tensiones de compresion que existen en-
tre las caras de la grieta cuando no hay carga exterior aplicada ni hay desplazamientos
tangenciales. Esas tensiones residuales son debidas a la presencia de zonas plasticas o de

particulas de desgaste en la interfaz.









Capitulo 3

Descripcion del modelo cohesivo de

fractura

En este capitulo se describe el modelo de fractura utilizado en el presente trabajo. Es un
modelo cohesivo basado en la ley de Smith-Rose-Ferrante, ampliamente probado y utili-
zado en los ultimos afios, como se indica en las referencias bibliograficas que se acompa-
flan. Dado que no se ha afiadido nada nuevo a la formulacién de este elemento, se hace
un resumen de las ecuaciones en las que se basa, de sus propiedades y de su implementa-
cién en un cédigo de elementos finitos. Para una descripcién mds detallada del elemento
cohesivo utilizado se recomienda la lectura de los trabajos de de Andrés [1997], de An-
drés et al. [1999b], Lopez [2002] y especialmente de Ferndndez [2003], donde se describe
ampliamente la formulaciéon matemadtica, generalizindola mediante el uso de formas di-

ferenciales y se propone un modelo de elemento cohesivo con histéresis.

3.1. Introduccion

Los modelos cohesivos de fractura surgieron a partir de los estudios de Dugdale [1960],
Barenblatt [1962] y Rice [1968a], que consideraron la fractura como un fenémeno gra-
dual. Asi, la separacién que supone la formacién de la grieta tiene lugar en una zona a
partir de la punta de ésta, o zona cohesiva, y esa separacion es resistida por fuerzas cohe-

sivas o de cierre. De esta manera, la fractura se plantea como una pérdida progresiva de
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cohesion en el material que culmina con la separacién total y la formacion de la nueva
superficie de fractura. En la figura 3.1.a se representan las bases de un modelo cohesivo.
En ella, t representa la fuerza cohesiva y d representa la separacién o apertura de las caras
de la grieta. La zona de la grieta donde en la figura 3.1 estdn representadas las fuerzas de
cierre t es la que se denomina zona cohesiva. Se sabe que en los procesos de fractura dic-
til, la formacién y avance de la grieta se produce mediante la creacién de microhuecos que
van creciendo y uniéndose unos a otros. De esta manera, el material va perdiendo resis-
tencia progresivamente hasta que, finalmente, se produce la grieta macroscépica (figura
3.1.b). Como se puede apreciar, existe bastante analogia entre este proceso de fractura

ductil y la forma en la que los modelos cohesivos consideran el fenémeno de la fractura.

b)) o o O O oo

Figura 3.1: a) Descripcién de un modelo cohesivo de frac-
tura. b) Proceso de fractura ductil.

Una ley cohesiva es, por tanto, una ley que relaciona la apertura en cualquier punto de la
zona cohesiva con la fuerza que ésta soporta y que se opone a la separacion. Siguiendo
la linea empezada por los ya citados Dugdale, Barenblatt y Rice en la década de los 60,
Rose et al. [1981], Needleman [1987], Ortiz [1988], Rice [1992] y Ortiz y Suresh [1993]
han propuesto diferentes leyes cohesivas. Esas leyes son reversibles e independientes de
la historia de cargas, lo que supone que las fuerzas cohesivas siguen en todo momento
la curva fuerza-apertura, independientemente de que el proceso sea de carga o de des-

carga. Ese comportamiento no es real, ya que la mayoria de los procesos de decohesion
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macroscopicos implican cierto grado de irreversibilidad. Needleman et al. [1992] y Ca-
macho y Ortiz [1996] han propuesto leyes cohesivas que si son irreversibles, suponiendo
una descarga al origen. Esta irreversibilidad en el proceso de descarga es la que lleva a la
acumulacién de dafio. En la figura 3.2, se muestran las diferencias entre una ley cohesiva

reversible e irreversible.

t t

Oc Oc

58 5 6mzm? 50 6
a) b)

Figura 3.2: Leyes cohesivas. a) Ley cohesiva reversible. b)
Ley cohesiva irreversible.

En la primera ley (3.2.a), la carga y la descarga siguen el mismo camino. Se puede ob-
servar que para apertura cero (material totalmente cohesionado, virgen), la fuerza que se
opone a la decohesion (fuerza cohesiva) es maxima. A medida que la apertura va aumen-
tando, esa fuerza va disminuyendo, hasta que aquélla llega a su valor mdximo, momento
en el que las superficies de fractura se consideran totalmente abiertas, y la fuerza cohesiva

desaparece. El drea bajo la curva que representa la ley cohesiva, es la energia de fractura.

En la segunda ley (3.2.b), la ley irreversible, el camino seguido cuando la carga aplicada
es positiva es el mismo que para la ley reversible. La descarga, sin embargo, sigue una

linea al origen.

Una ley cohesiva se puede definir utilizando, como minimo, tres pardmetros, y se cumple
que dos cualesquiera de ellos son suficientes para caracterizar el proceso de fractura,
pudiendo el tercero calcularse como funcién de los otros dos a partir de la ley cohesiva.
Estos parametros son la fuerza cohesiva mdxima o., la apertura caracteristica 6. y la

energia de fractura (., energia necesaria para abrir la grieta, que coincide con el drea
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bajo la curva fuerza-desplazamiento.

La ley cohesiva utilizada en este trabajo es una ley basada en la de Smith-Rose-Ferrante

(Rose et al. [1981]), que serd tratada més adelante.

Hay dos formas diferentes de implementacion de las leyes cohesivas en el método de
los elementos finitos: mediante condiciones de contorno mixtas como han hecho Hiller-
borg et al. [1976], Needleman [1987], Xu y Needleman [1993], Planas et al. [1994] o
Tvergaard y Hutchinson [1993], o bien introduciendo las leyes directamente como leyes
constitutivas en elementos finitos cohesivos, como han hecho William [1989], Ortiz y Su-
resh [1993], Xu et al. [1994] o de Andrés et al. [1999b]. La gran ventaja que tiene esta
segunda implementacion es que esos elementos cohesivos son compatibles con discretiza-
ciones de elementos finitos solidos, incluyendo aquellas que tienen en cuenta plasticidad
y grandes deformaciones. Los elementos cohesivos rigen la separacion de las caras de la
superficie de acuerdo con la ley cohesiva, lo que permite modelar el proceso de forma-
cién y crecimiento de la grieta, mientras que los elementos sélidos son responsables del
comportamiento del resto del material. Otra ventaja que tiene este método es que no se
presupone ni la velocidad de crecimiento de grieta, ni el tamafio ni la forma de la zona

pldstica, sino que por el contrario, éstos son resultados directos de los célculos.

Entre las aplicaciones en las que se han utilizado modelos cohesivos en la bibliografia,
aparecen el estudio de la decohesion de superficies (Needleman [1990], Needleman et al.
[1992], Tvergaard y Hutchinson [1993]), crecimiento de grietas (Tvergaard y Hutchin-
son [1996], Xu y Needleman [1996], Zhang y Gross [1994], Hohe et al. [1996], Ortiz y
Pandolfi [1999]), soluciones de problemas no locales (Planas et al. [1994]), estudios de
impacto (Camacho y Ortiz [1996]) y crecimiento de grietas por fatiga (de Andrés [1997],
de Andrés et al. [1999b], Nguyen et al. [2001], Fernandez [2003]).

3.2. Descripcion de la ley cohesiva utilizada

Segun los modelos cohesivos de fractura, como ya se ha comentado en la seccion anterior,
la creacion de una nueva superficie de fractura es el resultado final de un proceso de
pérdida gradual de resistencia en el material. La ley cohesiva determina el trabajo de

separacion, o energia de fractura, requerido para la completa formacién de las nuevas
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superficies. A continuacién, se presentan las ecuaciones constitutivas para cuerpos con

superficies cohesivas.

3.2.1. [Ecuaciones generales para cuerpos con superficies cohesivas

En la figura 3.3 se muestra un cuerpo que inicialmente ocupa una configuracién B, C R3.
Debido al sistema de cargas aplicadas, el cuerpo describe un movimiento caracterizado
por la aplicacién deformacion ¢ : By x [0, T] — %2, donde [0, T es el intervalo de tiempo
de interés. Se supone que el cuerpo contiene una superficie cohesiva denominada S, que
es la superficie a través de la cual la grieta podria propagarse. Si se orienta S. segun el
vector normal unitario N, la superficie cohesiva dividira al cuerpo en dos subcuerpos Boi,

en los lados positivo y negativo de S..

N
t dSy

Figura 3.3: Descripcion de la configuracién inicial

Si se supone que el cuerpo esta sometido a unas fuerzas volumétricas pob y a unas fuer-
zas t en el contorno, llamando P al primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, el

equilibrio de momentos se puede escribir como:

/ P-Ndso+/ Podeo:/ poip dVo
oBF B BE

de donde, aplicando el teorema de la divergencia, se obtiene:

Vo P =py(p —b), en B (3.1)
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donde V- representa la divergencia en By.

Por la propia definicién del tensor de Piola-Kirchhoff:

P-N=t, en 0BF (3.2)
[P -NJ = [t], en S5 (3.3)

[-] es un operador definido entre las caras de la superficie cohesiva. Se denomina operador

de salto, y aplicado a una funcién f, ésta resulta: [f] = f* — f~.

Por otro lado, la energia por unidad de tiempo (potencia) que el sistema de cargas comu-

nica al cuerpo es:
W = / pob - @ dVy + / t - dS,
2 b 2 Ju

donde la suma est4 extendida a los dos subcuerpos B;" delimitados por la superficie cohe-

siva'y los subindices O se refieren a la configuracién inicial. La energia cinética acumulada

1 .9
K:Z/Biépow Vi
+ 0

La potencia de deformacidn, o sea, la parte de la potencia aportada al cuerpo y que no se

en el cuerpo es:

emplea en aumentar su energia cinética es, por tanto:
PP =W-K = / po(b— @) - pdVy+ / t- @ dSy (3.4)
2 hat 2 bt

Introduciendo (3.1) en (3.4), aplicando el teorema de la divergencia y utilizando (3.2) y
(3.3), se obtiene:

PD:Z/iP-FdVO+/ t - [] dSo
+ Y Bg So

donde F es el gradiente de la deformacion.
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Esta expresion es la generalizacion del concepto convencional de potencia de deformacién
a cuerpos que contienen superficies cohesivas. El primer término es el que se encuentra
habitualmente en sélidos convencionales, y representa el trabajo del primer tensor de ten-
siones de Piola-Kirchhoff P sobre el gradiente de deformacién F en el sélido. El segundo
término aparece como consecuencia de la presencia de una superficie cohesiva en el sélido

y representa el trabajo de las fuerzas cohesivas t sobre los desplazamientos. Se define

6 =[]

que representa la apertura de la superficie cohesiva (figura 3.4).

Figura 3.4: Definicién de la apertura, 4.

En este desarrollo tedrico, la apertura  juega el papel de la deformacién en las formula-
ciones tradicionales, mientras que las fuerzas cohesivas t hacen el papel de las tensiones
conjugadas. Cuando el cuerpo sufre un movimiento de sélido rigido, & es cero, al re-
presentar un desplazamiento relativo entre las dos caras de la superficie cohesiva; es un

requisito requerido para que sea una medida de deformacién adecuada.

3.2.2. Formulacion de la ley cohesiva

Con el proposito de formular la ley cohesiva la atencion se centrard ahora en un punto
en la superficie cohesiva S.. Se supondrad que, en general, el comportamiento de la ley

cohesiva serd diferente en la direccién normal que en la tangencial. Por tanto, para poder



44 Descripcion del modelo cohesivo de fractura

diferenciar entre esas direcciones, se define una base local ortonormal (eq, ey, e3) tal
que e3 coincide con la normal N a la superficie S, y (e, e;) definen el plano tangente
(figura 3.5). Si se proyecta la apertura é en las direcciones que definen los vectores de
esa base local, se obtendran 03 (apertura en la direccién normal), d; y do (aperturas en el
plano tangente). De igual forma, ¢3 es la fuerza cohesiva normal, y ¢; y ¢, son las fuerzas

cohesivas en el plano tangente (cortantes).

Figura 3.5: Sistema de referencia en la superficie cohesiva.

Se hace la hipétesis de que existe una densidad de energia libre ¢ en la superficie cohesiva

por unidad de drea de la configuracion inicial (sin deformar) de la forma general:

¢:¢(6707q)

donde @ es la temperatura local y q es un conjunto de variables internas adecuadas que
describen el proceso de la decohesion. A partir de aqui, se supondran procesos isotérmi-
cos y por tanto se suprime la dependencia de la temperatura 6. Siguiendo el método de
Coleman y Noll, utilizando el segundo principio de la termodindmica, se demuestra que

la ley cohesiva toma la forma:

_9¢

t_aa

(3.5)

Una de las ventajas de esa estructura potencial es que la ley cohesiva se reduce de las

tres funciones independientes t(d,q) a la funcién escalar ¢(d, q). Como se senala en
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Fernandez [2003], esa relacion es vélida si se trabaja en un espacio euclideo y con un
sistema de coordenadas cartesiano, que es el caso que aqui se estudia. En ese trabajo,
ademads, se generaliza el cédlculo de la fuerza cohesiva t, a otros sistemas de coordenadas

y a otras métricas.

La evolucién de las variables internas q se regird por un conjunto de relaciones cinemati-

cas de la forma general:

q=1£(4,q)

Para simplificar la formulacién de la ley cuando aparecen modos mixtos de fractura se
introduce el término apertura efectiva, d.¢¢, tal y como propusieron Camacho y Ortiz

[1996]. Esta apertura efectiva se define como:

ogg = /02 (02 4+ 03) + 63 = V67 Cs (3.6)
donde
8 0 0
c=| 0 8 0
0 0 1

El parametro (§ permite asignar diferentes pesos a los desplazamientos de apertura en el

plano normal y en el plano tangencial.

Se puede obtener un modelo cohesivo simple suponiendo que la energia potencial ¢ de-

pende de J Gnicamente a través de la apertura efectiva 0. :

¢: (b(éeffv(ﬂ

Ast, la ley cohesiva (3.5) se reduce a

t — 8¢(67q) 856ff o teff Cs

Oepr 08 bopy

donde
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o 09(8,q)
eff aéeff

es una fuerza efectiva (escalar). Por semejanza con la definicién de apertura efectiva, se

puede definir la fuerza cohesiva efectiva como:

fegs = VTG TTE = \[6-2(8 + ) + 13 (3.7)

En esa relacidn se observa que (3 define la relacién entre la fuerza cortante y la fuerza

normal criticas.

Cuando la grieta estd cerrada, las superficies cohesivas estdn en contacto, y se produce
entre ellas un fendmeno de contacto y friccion. En este trabajo, se va a considerar que
el contacto y la fricciéon son fendmenos independientes del proceso de fractura, y, por lo

tanto se formulardn fuera de la ley cohesiva.

3.2.3. Ley de Smith-Rose-Ferrante

Como ya se ha indicado anteriormente, el elemento cohesivo utilizado en este trabajo se

basa en la ley de Smith-Rose-Ferrante, que se representa en la figura 3.6.

teff

Oc

56 5maa: 56 ff

Figura 3.6: Ley de Smith-Rose-Ferrante
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La irreversibilidad de la ley se manifiesta en la descarga y es en ésta cuando se acumula
dafio, lo que lleva a la formacion de la superficie de fractura. Se elige como variable inter-
na para describir el proceso irreversible de decohesion el valor maximo que ha alcanzado

la apertura hasta un determinado momento, ¢, -

El proceso de carga estd caracterizado por las condiciones: d.fr = Oyar Y Oepp > 0. Y se
considerara que la superficie cohesiva sufre un proceso de descarga cuando no sufre carga

(Oeff < Omaz, efs < 0). Laley universal de Smith-Rose-Ferrante se muestra en la figura

3.6 y se formula como:

Oeff _ . )
tepf = eac%e P111% 81 upy = Omas Y degs 2 0

C

donde o, es la fuerza cohesiva maxima y ¢. es una apertura caracteristica. El potencial

asociado a esa fuerza es, teniendo en cuenta la ec. (3.5):

¢ = e ), [1 — (1 + (Sgi) @—5eff/5c]

Al suponer una descarga al origen, la ecuacion que sigue el proceso de descarga es:

tmaa}
besr = 5—

max

(Seff, si 5eff < 5mam y('seff <0

Las relaciones cinematicas son:

(3.8)

F - 5@ff, Si0eff = Omagz ¥ 56ff >0 (carga)
e 0, en caso contrario (descarga)

Para ilustrar las leyes de carga y de descarga en la ley cohesiva en la figura 3.7 se muestra
un proceso en el que el sélido se carga hasta ¢,,,,. Seguidamente se descarga al origen y

se inicia de nuevo la carga rebasando el valor de ¢,,,, anterior.

Para materiales eldsticos, se puede establecer una relacion entre G (energia liberada en la
fractura) y la ley cohesiva, utilizando el concepto de integral .J. Por simplicidad, se supone
que las superficies cohesivas son planas, que e; apunta en la direccién de propagacion de
la grieta y que eg coincide con la normal unitaria N (ver figuras 3.3 y 3.5). Si se elige

para la evaluacion de la integral J un contorno I' que rodee la zona cohesiva se obtiene:
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>

(Sma:p 5eff

Figura 3.7: Procesos de carga y descarga en la ley cohesiva.

B 95 B O0usy
Gc—/o ta—xldﬂj‘l —/(; teff 8{1}1 d.Tl (39)

donde R es la longitud de la zona cohesiva y se ha hecho uso de (3.6) y de (3.7). Un

cambio de variable permite escribir (3.9) como
Gc:/ teff ddeff:qsoo
0

donde ¢, es la energia libre para R = oco. Introduciendo en esa ecuacion la ley cohesiva

de Smith-Rose-Ferrante, se obtiene:

G, = eo.d,

que relaciona o, y 6. con la energia de fractura GG.. En concreto, G. es el drea bajo la
curva de Smith-Rose-Ferrante. Para tener una medida de la extension de la decohesion,

se introduce un parametro de dafio:

Se observa que el rango de D estd entre O y 1. El caso de D = 0 se corresponde con la
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situacion de sélido sin grieta (material virgen) y cuando D = 1, la grieta esta totalmente

abierta en el punto considerado. Ademads, de (3.8) se sigue que:
D>0

como cabia esperar por el cardcter irreversible de la variable dafo.

3.3. Crecimiento de grietas por fatiga

A continuacién se muestra un ejemplo que permite observar coémo se calcula el creci-

miento de grietas por fatiga utilizando la ley cohesiva.

F

tiempo

Figura 3.8: Proceso ciclico de carga.

Si se tiene un proceso de carga ciclica como el que se muestra en la figura 3.8, y se consi-
dera un punto de la zona cohesiva en la punta de la grieta, la parte creciente de la curva de
carga (1-2) (figura 3.9) originara una apertura de la superficie cohesiva d,,,,,1 (3.92). En el
proceso de descarga (2-3), se producird una descarga al origen segin se muestra en (3.9b).
En la siguiente carga (3-4), se alcanza de nuevo la zona de carga de la ley cohesiva, se
supera la apertura provocada por el ciclo anterior, llegando a 9,420 > dmaz1 Y S€ aCumMu-
la més dafio (3.9¢c). Después de un numero suficiente de ciclos, la superficie cohesiva
pierde su integridad completamente y se forma una nueva superficie, con el consiguiente

crecimiento de la grieta.

Con la formulacion tradicional del elemento cohesivo se observd que, transcurrido un

nimero determinado de ciclos de fatiga, la acumulacion de dafio se paralizaba y la grieta
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no progresaba. Este problema fue solucionado por Fernandez [2003], que desarrollé una
nueva formulacién del elemento cohesivo que incorpora un proceso de carga-descarga

con ciclo de histéresis.

F tefs
2
2
a) ;
1
1 !
tiempo Omazl Seff
F t
) eff
2
b)
3 3
tiempo Ocf
F teff
4
c)
3 I
tiempo Smaz2 e ir

Figura 3.9: Proceso de formacion de la grieta.
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3.4. Implementacion de la ley cohesiva en el método de

los elementos finitos

Una de las ventajas que ofrecen las leyes cohesivas es que se pueden adaptar facilmente
al método de los elementos finitos. Como ya se sefialaba en la introduccion, las leyes
cohesivas se pueden implementar de dos formas en ese método: mediante condiciones
de contorno o como elementos en si. En este trabajo se ha seguido la segunda opcién y
directamente se ha utilizado la ley cohesiva como ley constitutiva en un elemento finito,

dando lugar a lo que comtinmente se ha llamado elemento cohesivo.

La geometria del elemento que se ha utilizado puede verse en la figura 3.10. Es un elemen-
to de 8 nodos, de espesor cero, en el que pueden considerarse dos caras, que representan,

una vez que la grieta se ha formado, las superficies de ésta.

Figura 3.10: Geometria del elemento cohesivo de 8 nodos.

A partir de las aperturas experimentadas por cada pareja de nodos, se calcula por in-
terpolacion bilineal el valor de la apertura de cualquier punto dentro del elemento. Este
elemento es totalmente compatible con elementos s6lidos de 8 nodos, por lo que se puede
hacer cualquier cdlculo de fractura o de fatiga en un sélido, sin mas que afiadir una su-
perficie de elementos cohesivos intercalados entre elementos s6lidos en el plano en el que
la grieta se va a desarrollar, de la manera que se muestra en la figura 3.11. Los elemen-

tos so6lidos que se utilicen pueden contener cualquier ley constitutiva, por lo que pueden
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realizarse con gran facilidad anélisis elastoplasticos, simplemente utilizando elementos
s6lidos elastopldsticos. Se pueden encontrar ejemplos de validaciéon que muestran la pre-
cisioén y convergencia de estos elementos en de Andrés [1997], de Andrés et al. [1999b] y
Fernandez [2003].

solido solido

| _+——— cohesivo| cohesivo

X ] solido | sdélido

Figura 3.11: Disposicion de elementos sélidos y cohesivos
en el mallado.

Si se considera el caso cuasiestatico, y se sigue la formulacién del método de los ele-
mentos finitos en desplazamientos, utilizando el principio de los trabajos virtuales para

formular la forma débil del equilibrio, se obtiene:
Z/ [P-Von—pob-n]dV0+/ t-ndSO—Z/ t-mdSy =0 (3.10)
T /By So T JoBg,

donde m es un desplazamiento arbitrario que satisface las condiciones de contorno ho-
mogéneas en el contorno de desplazamientos 8BOi , v t son las fuerzas aplicadas sobre el

contorno OB, .

Por simplicidad, el resto de la formulacidn se restringird a la cinemética lineal. En concre-
to, no se considerard la rotacion de la normal a la superficie cohesiva. Esta aproximacién
es suficiente en la mayoria de las aplicaciones de crecimiento de grietas por fatiga, donde

las amplitudes de los ciclos de deformacién son pequeiias.

La numeracion local de los nodos del elemento se muestra en la figura 3.10, tomando los
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nodos del lado negativo S los valores 1-4 y los del lado positivo S los valores 5-8.
Como ya se ha sefialado, las aperturas en un elemento cohesivo e se interpolan a partir de

los desplazamientos nodales ug de la forma:

8
0° =" uiN; (3.11)
a=1

donde N¢, a =1, ..., 8 son las funciones de forma bilineales, que cumplen:

Na:— a+45 azl,...,4

Si se sustituye la interpolacion (3.11) en (3.10), se llega a la ecuacion habitual de equili-
brio, mds un término que es un vector de fuerzas internas, que aparece en la formulacién

debido a la presencia de la superficie cohesiva. Este vector adicional es:

fa=)_ / tiNgdS (3.12)

donde ) es el dominio del elemento cohesivo e y la suma sobre e se extiende a todos
los elementos cohesivos. Igualmente, la superficie cohesiva contribuye con un término
adicional a la matriz de rigidez tangente, que se obtiene a partir de una linealizacién

consistente de (3.12). Este término es:

5 Jia
K = = E 2 INCNZd
iakb 9Ukb . / 8 Szk a*'b SO

donde

ot

g -
ou

En el siguiente apartado se detallan los valores del vector de fuerzas y de la matriz tan-

gente.
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Figura 3.12: Proceso de carga-descarga.

3.4.1. Proceso de carga (OA en la figura 3.12)

En el plano t.;y — d.fs (plano efectivo), la fuerza cohesiva en el proceso de carga se

obtiene segtn la ley de Rose-Smith-Ferrante:

ety
tesy = Adespe o

Teniendo en cuenta las definiciones de los valores efectivos (3.6, 3.7) y que:

, 00
9= 00e s bess
o= O _ Olegy

se obtienen las componentes del vector de fuerzas, al proceder de un potencial:

99
09;

ti:
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Vector de fuerzas:

96 96 By by
08;  Obepr 06 Oepy

y en notacidn intrinseca:

te
t =V = ﬁc-a

Matriz de rigidez:

La matriz de rigidez representa la variacion del vector de fuerzas con respecto al vector

apertura:

Ot; ¢ < ¢ ) 1
Kij=s-=+-Cij+ (4" - < CirdrCidy
00;  degy Octs ) Ocss :
y en notacion intrinseca:
te ! 1
K=Vst=C+ (¢”— ¢ )2—0.5®c.5
Ocs s Ocss ) Ocyy

3.4.2. Proceso de descarga (AB en la figura 3.12)

En el plano t.s¢ — 0.7 (plano efectivo), al considerar la descarga al origen:

/
max

tepf = Ocff

5mam

Vector de fuerzas:

_ a¢ o 8¢ 65eff o tmaz

ti B 8_51 B 85€ff 652 B 5maa:

Ci;6;
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y en notacion intrinseca:

t
t =Vs56 = 292C. §

max
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y en notacidn intrinseca:
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Capitulo 4
Modelos de contacto y friccion

Para representar los fendmenos que tienen lugar entre las caras de una grieta, se ha acu-
dido a los estudios realizados sobre mecénica del contacto, con el objeto de utilizar un
modelo de contacto y friccién que recoja con bastante precision la fisica del problema
y aplicarlo a las dos superficies que genera la grieta al propagarse. En este capitulo se
hace una revision de los posibles tratamientos que se pueden aplicar a un problema de
mecdnica de contacto. En primer lugar se sefialan los tipos de formulacién posibles para
un problema de contacto segun la precision requerida. A continuacién se hace un resu-
men de los modelos existentes en la bibliografia para estudiar el contacto normal entre
dos superficies, considerando la microgeometria de las superficies en contacto. Y por ul-
timo, se recogen las principales teorias existentes para el cdlculo del rozamiento entre dos

superficies.

4.1. Tratamiento de los problemas de contacto

Los problemas de mecanica de contacto son de gran importancia en muchas aplicacio-
nes industriales. El rango de aplicacion incluye procesos de conformado, problemas de
rodamientos, andlisis de choques de vehiculos, estudios de neumdticos en transportes,
el contacto rueda-carril en la industria del ferrocarril o la refrigeracion de dispositivos
electrénicos. En algunos casos, esos problemas se combinan con grandes deformaciones

elésticas o ineldsticas que incluyen respuestas dependientes del tiempo e incluso en las
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aplicaciones de refrigeracion es necesario un acoplamiento termomecdnico. Sin embargo,
muy pocos problemas de contacto pueden ser solucionados analiticamente, especialmente
cuando la geometria es complicada o lo es el proceso en si, por lo que se han desarrollo
métodos numéricos para resolverlos aplicados a casi todas las aplicaciones industriales.
Por ello la resolucién de problemas de contacto utilizando el método de los elementos

finitos tiene una historia relativamente larga.

Existen dos planteamientos diferentes a la hora de tratar el problema del comportamiento
mecdnico entre dos superficies de contacto en la direccién normal, segin la precisién

requerida.

La primera formulacidn se usa, en general, en problemas donde no se requiere gran preci-
sién en el contacto sino que la necesidad mds esencial es el cumplimiento correcto de las
restricciones geométricas de impenetrabilidad, como es el caso de problemas de choques
o de procesos de conformado de metales. En estos casos, debido a las altas no linealidades
presentes en los procesos fisicos modelados, es muy complicado especificar las relacio-
nes constitutivas en las superficies de contacto. Por esa razén, la formulacién se reduce a
relacionar la presion normal de contacto con la reaccion en el area de contacto, pudiendo
obtenerse ese valor de la ecuacion de impenetrabilidad. Este procedimiento es el modo
clasico de formular las condiciones de los problemas de mecanica del contacto por lo que

ha sido utilizado por numerosos investigadores.

Sin embargo, existen otros problemas de contacto en los que el conocimiento de la micro-
mecdnica de las superficies es esencial para un apropiado tratamiento de los fendmenos
fisicos que tienen lugar en ellas. Para esos casos de, llamemosles, problemas con contacto
de alta precision, es necesario utilizar ecuaciones constitutivas para representar el com-
portamiento de las superficies. Para ello se hace uso de los numerosos estudios llevados
a cabo sobre el comportamiento micromecénico de las superficies. El comportamiento
micromecédnico depende, en general, de pardmetros del material como la dureza y de
parametros geométricos como la rugosidad superficial. Hay que sefalar que los fenéme-
nos micromecanicos reales son extremadamente complejos. Los modelos que se emplean
tratan de capturar los fendmenos mds importantes y suponen deformaciones (eldsticas o

plasticas) de las asperidades que realmente estdn en contacto en la superficie.

Debido a que el contacto que tiene lugar entre las caras de una grieta es un contacto entre

superficies rugosas, es necesario utilizar leyes micromecdnicas para representar su com-
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portamiento de una forma adecuada. En los siguientes apartados, se ofrece un resumen
de los diferentes estudios existentes sobre la micromecénica del contacto entre superficies

rugosas.

4.2. Modelos micromecanicos de contacto

4.2.1. Inicios del estudio del contacto entre dos cuerpos

El primer anélisis de la deformacién y presion de contacto entre dos sélidos eldsticos se
debe a Hertz [1896], problema que ha pasado a conocerse como contacto hertziano. Hasta
entonces, todos los estudios llevados a cabo sobre el contacto entre dos cuerpos habian

supuesto un comportamiento rigido entre ellos (Da Vinci, Amontons, Newton, Coulomb).

El estudio de Hertz se basaba en las siguientes consideraciones:

1. Las superficies son continuas, suaves y no conformes.
2. Las deformaciones son pequefias.

3. Cada s6lido se debe considerar como un espacio-medio eldstico en una regién cer-

cana al punto de contacto.

4. No hay friccién.

Hertz estudi6 la deformacion eléstica entre dos esferas de radios R; y R sometidas a una

carga normal NV (figura 4.1). Calcul6 el radio de la zona de contacto, resultando:

3SNR\?
a, =
(%)

donde E' es el mddulo eldstico efectivo'y R es el radio efectivo. El médulo eléstico efec-

tivo se define como

1—12 1—2\"
E/: 1 2
(El " Es )
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Ry

Yz

Figura 4.1: Sélidos en contacto segin el modelo de Hertz.

siendo F; y E5 los mddulos eldsticos de las dos superficies en contacto y vy y vy sus

coeficientes de Poisson.

El radio efectivo, R, se define como

1 N 1
R R R
También propuso las expresiones para el grado de aproximacion normal entre las esferas,

generalmente conocido como interferencia total:

a? 9N? 1/3
=R = (W)

y la presion méxima:

_(6NEP\'? 3

donde p,,, es la presién media.
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Hay un gran salto cualitativo entre las formulaciones de Hertz y las que posteriormente
surgieron, basandose en la micromecdnica de las superficies. Aun asi, hay muchas aplica-
ciones en la ingenieria donde los estudios de Hertz siguen prevaleciendo, por no necesitar
de mas precision en el estudio del contacto e incluso muchos de los modelos micromecéni-
cos que consideran un comportamiento eldstico de las asperidades, aplican las ecuaciones

de Hertz al contacto de cada asperidad.

4.2.2. Analisis de las superficies reales

Existen en la bibliografia diferentes aproximaciones para representar los mecanismos de
contacto microscopicos. Las formulaciones disponibles se basan o bien en ajustes de cur-
vas a resultados experimentales o bien en analisis tedricos de superficies rugosas a escala

microscopica.

Whitehouse y Archard [1970] senalaron:

“ Todas las superficies son rugosas. Este es el punto de partida desde el
que han evolucionando las ideas actuales sobre rozamiento, desgaste y otros

fenomenos que tienen lugar entre superficies en contacto.”

Hoy dia, es un hecho de sobra conocido que cualquier superficie, incluso estando pulida,
no es perfectamente plana. Cuando se examina una superficie con un microscopio, se
observa que contiene ondulaciones formadas por crestas y valles cuyas dimensiones son
grandes en comparacién con las dimensiones moleculares. A esas desviaciones del plano
se les conoce con el nombre de asperidades. Dependiendo del método de produccion de la
superficie, la altura de los picos puede variar entre 0.05 y 50 xm, mientras que el espacio
entre ellos oscila entre 0.5 y 5 mm (figura 4.2). La pendiente media de las asperidades

normalmente es pequefia, tomando valores del orden de 5 a 20°.

Una de las consecuencias de la presencia de esa rugosidad en todas las superficies es
que el area real de contacto (A,) es mucho menor que el area aparente o nominal (A)
(figura 4.3). Como resultado, el area real de contacto puede a veces soportar presiones
tan grandes que sean del orden de la resistencia del material de los cuerpos. Las leyes

de contacto micromecénicas pretenden caracterizar la respuesta de la interfaz de contacto
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(a)

2:5um
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(b)

WU ALY
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Figura 4.2: Perfiles de probetas de acero después de tres tra-
tamientos superficiales. (a) Superficie original. (b) Superfi-
cie pulida ligeramente. (c) Superficie lijada con lija de 600.
Greenwood y Williamson [1966].
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ante fuerzas normales. Esta respuesta, para la mayoria de las interfaces metal-metal, es
altamente no lineal.

Area aparente

-

A/

Area real

L
>

/\(’_\

C

Figura 4.3: Area real (A,) y aparente (A).

Los principales objetivos del estudio del contacto entre superficies rugosas son la obten-
cién de la separacion de las superficies (d), el drea real de contacto, el nimero de puntos
de contacto, la distribucion espacial de los puntos de contacto, la distribucién de su ta-
mafio y la relacién de todos ellos con la rugosidad y la carga normal. A continuacién se

definen distintos términos referentes a la caracterizacion de las superficies rugosas.

Figura 4.4: Geometria de un perfil de una superficie rugosa.

Uno de los principales parametros utilizados para caracterizar la geometria de una superfi-
cie es la desviacion tipica o valor RMS (o). Si y es la altura de la superficie, medida sobre
el nivel medio, siendo el nivel medio la linea dibujada de tal forma que el 4rea situada por

encima de ella (crestas) es igual al drea situada por debajo (valles), = es la coordenada a
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lo largo de la superficie y L la longitud total de medida (ver figura 4.4), se define el valor

RMS de la superficie como:

1 b
o= z/o y2dx

Estadisticamente se suele considerar a las superficies de contacto como una poblacién
aleatoria de asperidades, cuyas alturas siguen una distribucién de tipo gausiana (figura
4.5)

Figura 4.5: Distribucién de alturas ¢(y).

La separacion entre las superficies o distancia entre planos medios (d) se representa en la
figura 4.6. Permite cuantificar el acercamiento de las superficies al estar sometidas a una

carga normal, debido a la deformacién de las asperidades.

&A A o

N
NS \"’ 4 = ,
N ~ N y—Y
v/ s~ >

Figura 4.6: Definicién de d, distancia entre planos medios
de las superficies reales.
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4.2.3. Contacto normal entre cuerpos metalicos

Las dos preguntas fundamentales que surgen en el estudio del comportamiento de una

superficie ante una carga normal son:

1. ;Cudl es larigidez en la direccién normal entre dos superficies cuando se presiona

una contra otra?

2. (Cuadl es el drea real de contacto?

A continuacién se hace un resumen de los métodos y las soluciones a esas preguntas
que distintos autores han aportado en el estudio del contacto normal entre dos cuerpos

metélicos desde la aparicién de las primeras teorias.

Bowden y Tabor [1939] sugirieron que las presiones que aparecen en el drea real de con-
tacto siempre son lo suficientemente grandes para que el material plastifique. Las regiones
en contacto se deforman plasticamente hasta que el area real de contacto tiene un tamafio
suficiente como para ser capaz de soportar la carga aplicada N. Por lo tanto, propusieron
que el area real de contacto es directamente proporcional a la carga aplicada (A, oc N) e

independiente del drea aparente.

Unos afios después, Archard [1957] y Archard [1974] rebati6 el concepto de la defor-
macion plastica de las asperidades. Segtin este autor, aunque es razonable suponer flujo
plastico durante los primeros contactos de un cuerpo sobre otro, no lo es tanto el suponer-
lo para elementos de mdquinas que pueden hacer millones de contactos durante sus vidas.
Demostr6 que, a medida que se van produciendo contactos sucesivos, las superficies, tras
la deformacidn plastica inicial de las asperidades mas sobresalientes, tienden a soportar la
misma carga sufriendo s6lo deformacién eldstica. Archard demuestra también que, aun-
que la teoria eldstica de Hertz no predice la proporcionalidad entre A, y N, un modelo
generalizado en el que se considere que cada asperidad estd formada por microasperida-
des, y cada microasperidad por micro-microasperidades, da aproximaciones cada vez mas

cercanas a laley A, o< N, tanto mas cuanto mas niveles se descienda (figura 4.7).

Archard afiadi6 que la parte esencial del modelo no es la eleccidon del comportamiento de
las asperidades, sino el saber si un incremento en la carga lleva a crear nuevas dreas de

contacto o a incrementar el tamafio de las dreas ya existentes. Lleg6 a la conclusion de
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Figura 4.7: Modelos de superficies que contienen asperi-
dades a diferentes escalas de tamafo. Las relaciones entre
el area real de contacto (A,) y la carga normal N son: (a)
A, < N*5; (b) A, oc N¥15; (c) A, o< N*/%_ (Archard
[1974]).

que en cualquier modelo eléstico en el que el nimero de puntos de contacto permanece
constante, se cumple que A, o< N?/3 ; pero si lo que sucede es que el nimero de contactos

se incrementa, permaneciendo constante su tamafio medio, entonces A, o< V.

Los modelos de Archard fueron muy importantes en su momento, ya que mostraron la
admisibilidad de la hipétesis de deformacion eléstica de las asperidades y el efecto de la

superposicion sobre la superficie de asperidades de tamafios y escalas muy diferentes.

El siguiente paso vino con el desarrollo de modelos de superficies basados en el estudio

de su topologia real.

Greenwood y Williamson [1966] demostraron que, para muchas superficies, la distribu-

cion de alturas de las asperidades es muy proxima a ser gausiana.

Ademads, propusieron un modelo en el que suponian que las asperidades son esféricas de
radio constante. Describieron la topografia de la superficie por medio de tres pardmetros:
o, que es la desviacion tipica de la distribucion de las alturas de las asperidades, R,
el radio medio de curvatura de las puntas de las asperidades (constante en el modelo),

y 1, la densidad superficial de asperidades. Whitehouse y Archard [1970] demostraron
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posteriormente que no son parametros independientes entre si.

Suponian deformacién eléstica de las asperidades, siguiendo las ecuaciones bdsicas de
Hertz. Y con todas esas hipdtesis y la aplicacion de las ecuaciones estadisticas derivadas
de la distribucién gausiana de las asperidades, llegaron a la conclusion de que la separa-
cién entre planos medios de las asperidades de las dos superficies (d) disminuye de forma
aproximadamente proporcional al incremento del logaritmo de la carga normal (figura
4.8), y de que el drea real de contacto es aproximadamente proporcional a la carga normal
(figura 4.9).

dimensionless separation (d/o)

107 107 10° 1 10 10t
load (Kg)

Figura 4.8: Relacion entre la distancia entre planos medios
de las superficies en contacto y la carga. La curva mues-
tra el valor esperado de la carga para una separacion dada,
suponiendo una distribucién gausiana de las alturas de las
asperidades. Greenwood y Williamson [1966].

Cooper et al. [1969] desarrollaron un modelo estadistico, suponiendo una distribucién
gausiana de las alturas de las asperidades, para el contacto de superficies rugosas bajo la
hipétesis de deformacion pléstica de las asperidades. Este modelo serd el utilizado en el

presente trabajo y serd desarrollado en los siguientes apartados.

Whitehouse y Archard [1970] utilizaron el hecho de que si el perfil de una superficie es
totalmente aleatorio, puede ser completamente definido en sentido estadistico, por dos
caracteristicas: la densidad de probabilidad de la distribucion de alturas y la funcién de

autocorrelacion.



70

Modelos de contacto y friccion

area of contact (mm?)

load (Kg)

Figura 4.9: Relacidn entre el drea real de contacto y la car-
ga. La linea sélida, correspondiente a un area aparente de
10 cm?, y la linea a trazos, a un drea de 1 cm?, muestran que
el area real de contacto es independiente del 4drea aparente.
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Nayak [1971] desarroll6 un modelo en el que la altura de una superficie rugosa y =
y(z, z) se considera una variable aleatoria bidimensional, siendo las coordenadas carte-

sianas z y z las variables independientes.

Bush et al. [1975] desarrollaron un modelo basado en la teoria anterior con la hipétesis
adicional de que la punta de cada asperidad se reemplaza por un paraboloide que tiene la
misma altura y curvaturas principales que la punta de la asperidad. La deformacién de las
asperidades es considerada eldstica (hertziana). Los autores concluyen que, para grandes
separaciones entre las superficies, el drea de contacto es proporcional a la carga y, para

pequeias separaciones, esa proporcionalidad es s6lo aproximada.

Woo y Thomas [1980] realizaron un estudio recopilando los resultados de diferentes ex-
perimentos llevados a cabo por autores y métodos diferentes (simulacion por ordenador,
métodos 6pticos, refraccion de luz, métodos de conduccién térmica y eléctrica, etc.), pa-
ra compararlos con los obtenidos por los modelos analiticos anteriores mds relevantes.
Representando graficamente la relacion entre el drea real y el drea aparente en ordenadas
(A, /A),y en abcisas la fuerza adimensional P/ H, donde P es la presion normal (denomi-
nada p en las figuras 4.10 y 4.11) y H la dureza de la superficie, los resultados coinciden
en una misma linea. Esa linea aparece como una recta, en una escala doblemente logarit-
mica, hasta valores de P/H del orden de 0.1 (figura 4.10). Por encima de esta carga los
efectos de la interaccion de las asperidades empiezan a manifestarse y la pendiente de la
linea decrece. Lo mds importante de esa linea recta es que su pendiente es menor que uno.

Para hallar la pendiente por regresion se considera que la curva toma la forma

A P\"

— == 4.1

= (3) @n
donde n = 5/6. Esa es la conclusion mds importante de este estudio: el area real no es

proporcional a la carga como universalmente se creia previamente.

Si se representan graficamente la separacion adimensional d/o frente a la carga adimen-
sional P/H utilizando una escala lineal-logaritmico, se observa que d/o disminuye pro-
porcionalmente al logaritmo de P/ H (figura 4.11).

Debido a que las hipdtesis sobre la rugosidad de las superficies y su comportamiento
mecanico son diferentes, las relaciones que implican el drea de contacto, la carga y la se-

paracion son también diferentes y en algunos casos, dificiles de comparar. Sin embargo,
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Figura 4.10: Relacidén entre drea real y drea aparente frente
a carga adimensional. Se muestra la recta de ajuste por mi-
nimos cuadrados de los resultados experimentales de seis
ensayos de diferentes autores. Woo y Thomas [1980]

h/o

- N W b oo

1073 10-4 1073 1072 107! | 10

Figura 4.11: Separaciéon adimensional frente a carga adi-
mensional. La linea de regresion se basa en los resultados
experimentales de siete ensayos de diferentes autores. Woo
y Thomas [1980]
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comparando las predicciones tedricas de los modelos citados con los resultados experi-

mentales presentados, en general se pueden llegar a varias conclusiones:

= [os factores esenciales que afectan el modo de deformacion de una superficie rugo-
sa son las propiedades materiales (£, H) y el acabado superficial. La carga normal

se espera que tenga poca influencia en el modo de deformacion.

= Para la mayoria de los materiales utilizados en ingenieria el contacto inicial de las

superficies se espera que sea plastico, incluso para cargas pequeiias.

= El proceso ciclico carga-descarga-carga en las superficies de los metales produce
cambios en la forma de las asperidades. Esos cambios llevan a una posterior defor-

macion eléstica, si el desgaste se evita durante el proceso de deslizamiento.

= Para pequefias penetraciones (grandes separaciones), la rigidez de las superficies

rugosas es muy pequeiia.
» Larigidez de una superficie es inversamente proporcional a su rugosidad.

= La presion normal aumenta aproximadamente como una funcién exponencial de la
penetracién (o lo que es lo mismo, la separacién disminuye proporcionalmente al

aumento del logaritmo de la carga).

= Para cargas pequeiias, la carga normal es aproximadamente proporcional a la po-

tencia, en el rango de 1/0.5 a 1/0.3, de la penetracion.

= Para la misma carga normal, la rigidez durante la primera carga es menor que la
rigidez durante la descarga y las posteriores cargas. Eso es debido a la deformacion

plastica que ocurre durante la primera carga.

= [a mayoria de los modelos estadisticos desarrollados predicen, tanto para contacto
eldstico como para pléstico, una proporcionalidad entre drea real de contacto y carga

normal.

= [os resultados experimentales muestran que el drea real de contacto aumenta con
una potencia de la carga normal que es menor que uno, incluso para cargas peque-

nas.
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4.2.4. Contacto elastico o contacto plastico

Como se ha visto en el resumen anterior, una caracteristica importante en el desarrollo
de un modelo de contacto es la consideracién de si las asperidades se van a deformar de
forma eldstica o plastica. A continuacion se describen cudles son las circunstancias que

sugieren el uso de un modelo u otro.

A causa de la rugosidad de las superficies, cuando dos cuerpos entran en contacto, éste
tiene lugar primero entre las asperidades mas altas, lo que hace que el drea real de contacto
sea mucho menor que el drea aparente. Bajo presiones de contacto normales, la relacion
entre el drea real y el drea aparente es muy baja, de tal manera que la presion media sobre
el drea real de contacto es mucho mayor que la presiéon nominal aplicada, y surge la pre-
gunta de si el comportamiento del material en ese instante es eldstico o pldstico. Algunos
andlisis han usado la teoria del contacto eldstica de Hertz, pero esto no es aplicable si hay

flujo plastico.

Los estudios llevados a cabo de manera independiente por Mikic y Rohsenow [1966] y
Greenwood y Williamson [1966] sugieren que, incluso bajo cargas exteriores moderadas,
pocos contactos permanecen eldsticos. Ambos estudios suponen que las asperidades pue-
den representarse por superficies esféricas en contacto, y que las alturas de las asperidades

de las superficies siguen una distribucién gausiana.

Mikic y Rohsenow [1966] emplearon el andlisis hertziano (eldstico) para determinar las
tensiones como funcién de la distancia entre planos medios de asperidades. También de-
dujeron el valor que tendria que tomar esa distancia para que las deformaciones dejen
de ser elasticas, de tal manera que su comportamiento pase a ser plastico. Aplicando ese
andlisis a superficies tipicas de interés prictico, hallaron que menos del 1 % del area de

contacto esta en estado elastico.

Esta conclusion fue apoyada también por Greenwood y Williamson [1966]. Utilizaron su
modelo topogréfico de superficie para estudiar los limites de las deformaciones elasticas
en superficies rugosas. Aunque su modelo suponia contacto eldstico, lo usaban para estu-
diar las primeras etapas de crecimiento de dreas de contacto pldsticas segiin aumentaba la
carga. El criterio para el inicio de flujo plastico al nivel de las asperidades lo basaron en el
andlisis de ensayos de dureza. El limite de comportamiento eléstico lo establecieron por

la relacion entre el drea de contacto pldstica y el area de contacto real total. Para valores
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de esa relacion mayores que 0.02, no se consideraba ya que existiera comportamiento
eldstico. Definieron un pardmetro denominado indice de plasticidad (1)) con el que es
posible predecir el modo de deformacién de las superficies (eldstico o pldstico) y que se
calcula como:

o

Y=V ER

donde E’ es el médulo de elasticidad efectivo y o es la rugosidad RMS, definidos ante-
riormente, [ es la dureza del material, y R es el radio medio de las asperidades. Cuando
1 es menor que 0.6, s6lo puede tener lugar contacto pléstico si las superficies se someten
a presiones muy grandes; por el contrario, cuando 1) es mayor que 1.0, se producira con-
tacto plastico incluso a presiones muy pequefias. Una de las conclusiones que se puede
obtener es que la carga tiene poco efecto en el modo de deformacién de la superficie.
Los factores esenciales son las propiedades del material (E’/H) y el acabado superficial
(0/R)"/2. Como para la mayoria de los materiales en ingenierfa y acabados superficiales
generan un valor de ¢ > 1, se puede concluir que durante el contacto inicial la deforma-
cion serd principalmente pldstica incluso bajo cargas pequefas. Sin embargo, la repeticion
carga-descarga-carga de la superficie de los metales produce cambios en la forma de las
asperidades (decrece (0/R)) y la deformacidn se vuelve eldstica. Observaron que la pro-
duccién de particulas de desgaste puede invertir esa tendencia y puede hacer que ¥ no
llegue al rango eldstico. En la figura 4.12 se muestra el efecto en el indice de plasticidad
del deslizamiento de dos superficies metdlicas, bajo condiciones en las que se evitd el
dafio severo en las superficies y por lo tanto la produccion de particulas de desgaste. Se
observa que, a medida que transcurre el tiempo y por tanto la forma de las asperidades
se va modificando, el valor de v desciende a valores que corresponden a deformaciones

elésticas de las asperidades.

Por lo tanto, se puede concluir de modo general que, cuando el contacto tiene lugar por
primera vez o cuando tiene lugar de forma repetida (fatiga) y se generan particulas de
desgaste que no se eliminan, el modelo de contacto debe ser plastico. Por el contrario,

cuando hay fatiga y no hay particulas de desgaste, el modelo debe ser elastico.
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Figura 4.12: Efecto del deslizamiento en el indice de plasti-
cidad. Se representa el comportamiento de tres probetas de
acero deslizando sobre una matriz metdlica de acero inoxi-
dable a 100 m/s bajo una carga de 1.5 kg. @ y o tienen un ¢
inicial de 9; X un v inicial de 3 (Greenwood y Williamson
[1966]).
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4.2.5. Modelo plastico de rigidez normal de Song y Yovanovich

El comportamiento de la rigidez en la direccién normal utilizado en este trabajo se ha
extraido del modelo propuesto por Yovanovich [1981], basado en estudios de Cooper
et al. [1969], y posteriormente modificado por Song y Yovanovich [1987]. Desarrollaron
estudios de transmision de calor, proponiendo modelos para calcular las resistencias de
contacto entre dos superficies. Para ello necesitaron obtener las ecuaciones que relacionan
la presién de contacto con la morfologia de la superficie y su deformacién. Esas son las
ecuaciones que se han utilizado en este trabajo. Se ha utilizado este modelo por ajustarse
sus caracteristicas a las propiedades de las superficies de las grietas y por ser un modelo

ampliamente aceptado.

El comportamiento de la rigidez normal se basa en la descripcidn estadistica de la micro-

geometria de la superficie y en la hip6tesis de comportamiento plastico de las asperidades.

Un andlisis geométrico detallado de las superficies rugosas en contacto (ver apéndice B)
lleva a los siguientes resultados:

» Area real relativa de contacto:

A,
g2 = - = yerfe () (4.2)

= Radio medio de los puntos de contacto:

~ 8% (22
a= \/;mexp (2?) erfc (x) (4.3)

donde r = ﬁ, m es la pendiente efectiva absoluta de la asperidades, d es la separacion

relativa entre planos medios y o es la rugosidad superficial efectiva RMS, ya definidos.

Los valores efectivos de o o m se calculan como:
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_ 2 2
o =07+t 0,

m? =mj +m;

siendo los valores con subindice 1 los correspondientes a la superficie de contacto 1y los

de subindice 2 los de la superficie 2.

Supusieron que en cada contacto la presion es la maxima que puede ser soportada por el
mas blando de los dos materiales cuando se deforma pldsticamente. Esa presion puede
relacionarse con la presion bajo el indentador de un ensayo de dureza. Algunos trabajos
han usado diferentes valores para varios tamafos de contacto, debido a que la presion
desarrollada bajo el indentador depende de su tamafio y de su forma. Sin embargo, los
autores de este modelo sefialan que es no es necesario tal refinamiento y adoptaron la
hipétesis de Holm [1958], segun la cual la presiéon media bajo los puntos de contacto es
H, conocida con el nombre de microdureza de contacto, y obtenida de ensayos de dureza

de indentaciones de tamafio comparable a los puntos de contactos.
Por lo tanto utilizan la ecuacion:

P A,

H A
donde P es la presion aparente o aplicada a la superficie.

Uniendo esa ecuacién con la ecuacion (4.2) se obtiene:

A, 1
== g2 = §erfc ()

y si se sustituye x por su equivalencia:

g

d_ V2erfc ™! (%) (4.4)

ecuacion que relaciona la distancia entre los planos medios de las dos superficies en con-

tacto con la presion aparente aplicada.



4.2 Modelos micromecdnicos de contacto 79

El término erfc™" (2£) puede aproximarse (Yovanovich [1981]) por la expresi6n:

2P P 1/2
-1 - ~ _ R
erfc ( ) ~ (.9638 { In (5.589 )] 4.5

Esta aproximacion es vélida (con un error maximo de hasta un 2 %) en el rango de 1076 <
p -2
7 <2-1077

La presion relativa de contacto se define como P/H y es la relacion entre la presion

aparente aplicada y la microdureza de contacto.

Fisicamente, la relaciéon P/H controla tres elementos importantes:

= ]a densidad de puntos de contacto
= ¢l radio medio de los puntos de contacto

= ]a separacion de los planos medios de las superficies en contacto.

Ademads, la microdureza H depende de varios pardmetros:

la rugosidad media de la superficie

la pendiente media absoluta de las asperidades

el tipo de materiales

el método de acabado de la superficie

la presion aplicada.

Se puede conseguir suficiente informacion sobre las caracteristicas de dureza de las super-
ficies mediante las correlaciones de la dureza Vickers en un rango de presiones. Los tests
de dureza Vickers se hacen para un rango de diagonales de indentacién. Los resultados se

pueden ajustar de la forma:

c
Hv = Cldv2
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donde H, es la dureza Vickers (MPa), d, es la indentacién media medida en diagonal
(um) y c¢1 y co son los coeficientes de correlacion. Para obtener el valor de la microdureza

de contacto H, se supone que es igual a la microdureza Vickers:

H = ¢,d® (4.6)
y
d, = V21 - 10%a, 4.7)

donde a. es el radio medio de las zonas de contacto (m). Ese radio, ademas, est4 relacio-

nado con la separacion entre planos medios, d/o (ec. 4.3):

8o d \? d
. =] ——exp| — | erfc| — 4.8
Tm P <\/§0) (\/50) 8
Las ecuaciones (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) y (4.8) se pueden combinar para obtener la si-

guiente expresion, en la que se obtiene la presion relativa de contacto, P/ H:

1
p P 140.071cg
H 1.62:1060 \ ©2
e (F50)
vélida para 1076 < % < 2-1072 La ecuacién anterior muestra la dependencia cuan-

titativa de la presion relativa de contacto sobre los pardmetros geométricos y mecanicos
(0, m, cq, co y P)y suimportancia reside en la posibilidad de relacionarlos con la distancia

entre los planos medios y la presién de contacto:

A _ 1erfc d \_ P s (4.9)
A 2 V20 o c1 (1.62.1060)02 )

m

La ecuacion (4.9) es la que se utilizard en el modelo que se propone en este trabajo para
caracterizar el comportamiento en la direccién normal del contacto entre las dos caras
de una grieta. Esta se modificada incorporando la relacién entre drea real y drea aparente
debida a Woo y Thomas.
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Para una superficie tipica, los rangos entre los que se encuentran los pardmetros anteriores

son:

107° < P/H < 1072
426 <dfo <2.34
0.2um < o < 4pm

0.03 <m < 0.35

El modelo no tiene en cuenta las variaciones de los pardmetros o y m que describen la
geometria de la superficies, por lo que no puede usarse en el caso de que el cambio de

forma original de las asperidades sea muy significativo.

4.3. Modelos de friccion

La friccién o rozamiento es la resistencia que se encuentra un cuerpo cuando se desplaza
tangencialmente sobre otro con el que estd en contacto. El trabajo empleado contra esa
resistencia generalmente se disipa en forma de calor. Por ello, en la mayor parte de los
disefos el objetivo es mantener las fuerzas de rozamiento tan pequefias como sea posible.
Sin embargo, hay ocasiones en las que la friccién es esencial para el buen funcionamiento
de un sistema como puede ser en la transmision de potencia por rozamiento (neumaticos,

ruedas de ferrocarril), o en frenos o embragues tradicionales.

De nuestra prictica de la vida diaria es fécil observar algunas leyes cualitativas de la
friccion. Por ejemplo, es mucho mas fécil deslizar un objeto ligero sobre una superficie
horizontal que un objeto pesado. Pero es también evidente que no s6lo la masa es impor-
tante, sino el material del que estén hechos los cuerpos. Asi, un bloque de hielo sobre el

suelo desliza mucho mads facilmente que un bloque de madera del mismo peso.

Esos hechos fueron observados por Leonardo da Vinci (1462-1519), quien fue el primero
en estudiar la friccién de una forma sistematica. Se dio cuenta de la importancia que ese

fenémeno tiene en el funcionamiento de las méaquinas. Estableci6 las dos leyes basicas
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del rozamiento 200 afos antes de que Newton definiera el concepto de fuerza. Da Vinci

simplemente establecié que:

= Si el peso de un objeto se duplica, el rozamiento también lo hace.

m Las areas de contacto no tienen influencia en el rozamiento.

Nunca publicé sus teorias, por lo que pasé tiempo hasta que se retomo el tema, pero se

han encontrado numerosos estudios entre su amplia coleccién de escritos.

Esas dos leyes sobre la friccion fueron redescubiertas por Guillaume Amontons (1663-
1705), y se conocen por su nombre. La primera ley de Amontons establece que la fuerza
de rozamiento I entre dos superficies es proporcional a la fuerza normal /N que soportan:
la fuerza tangencial requerida para desplazar un bloque sobre una superficie es proporcio-
nal al peso del bloque. La constante de proporcionalidad entre /'y N es universalmente

conocida como coeficiente de rozamiento, |i.

F=uN

La segunda ley de Amontons afirma que la fuerza de rozamiento entre dos sélidos es
independiente del drea aparente de contacto (A) entre ellas. Volviendo al ejemplo de los
bloques, es un hecho que la fuerza de rozamiento es independiente de si el bloque apoya

sobre un lado o sobre otro mas pequefio.

Cuando Amontons presento sus leyes a la Real Academia Francesa de las Ciencias, la pri-
mera ley fue aceptada sin cuestionarla, pero la segunda fue acogida con gran escepticismo

y tuvo que repetir sus experimentos para que finalmente la aceptaran.

Respecto al origen del rozamiento, Amontons supuso que las superficies con las que esta-
ba tratando no eran completamente lisas y postul6 que las fuerzas de rozamiento existen
por el trabajo que hay que realizar en levantar el cuerpo para que deslice por encima de

las asperidades.

Algunos afios después, John Desaguliers (1683-1744) critic esta explicacion de las ru-
gosidades de las superficies, ya que observo que cuando las superficies se hacian muy
lisas, no sélo no disminuia el rozamiento, sino que a menudo aumentaba. Atribuy6 este

comportamiento a la adhesion entre las dos superficies de contacto.



4.3 Modelos de friccion 83

Leonhard Euler Euler [1748] estudi6 el problema de un bloque deslizando por un plano
inclinado. Ante el hecho de que la fuerza requerida para iniciar el movimiento de un
solido apoyado sobre una superficie es mayor que la necesaria para mantener el posterior
deslizamiento, realizd, por vez primera la distincidn entre el coeficiente de rozamiento

estdtico . y el dindmico jig.

Mas tarde, Charles de Coulomb [1785] considerd la idea de la adhesién como causa del
rozamiento, pero la deshechd, explicando que si asi fuera, la friccién deberia ser propor-
cional al drea de contacto. Por ello sigui6 las teorias de Amontons, postulando que la
friccion se debe al trabajo hecho en subir las asperidades una sobre otra. El trabajo de
Coulomb ha sido muy relevante en los estudios de tribologia, con su publicacién Theorie
des machines simples. Invent6 el tribémetro, con el que midi6 el coeficiente de rozamiento
de distintos pares de materiales. Ademds afiadi6 a las leyes de Amontons la independencia

entre la fuerza de rozamiento y la velocidad de deslizamiento.

Segun Bowden y Tabor [1939, 1950], el principal defecto de esas primeras teorias es que
los modelos propuestos son no disipativos y el rozamiento es un fenémeno que, cierta-
mente, lo es. Su aportacién a los estudios sobre el rozamiento son muy reconocidos y su
teorias han sido las mds aceptadas en las dltimas décadas. Atribuyeron las fuerzas de fric-
cién entre cuerpos metdlicos a dos causas: la formacion y el corte de uniones metélicas
entre las asperidades de la superficie (adhesion) y la deformacion pléstica de la superficie
mas blanda por las asperidades mas duras (rayado). Como consecuencia, el coeficiente
de rozamiento se puede representar como la suma de dos componentes que recogen esos

efectos:

= fha + p

donde 1, resulta de la adhesion (soldadura) y s, resulta de la deformacién plastica (raya-
do). A continuacién se describen esas dos componentes, segln las teorias de Bowden y
Tabor.

Componente de adhesion de friccion

La teoria de la adhesion del rozamiento supone que, debido a que el contacto real tiene

lugar dnicamente en las puntas de las asperidades, incluso a niveles bajos de cargas, las
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presiones reales son suficientemente altas como para generar un proceso de flujo plastico

entre ellas. El 4rea real de contacto es entonces proporcional a la fuerza normal:

donde H es la dureza del material mds blando de los que estdn en contacto.

Como consecuencia de estas deformaciones plésticas, se generan fuertes uniones entre las
asperidades y, antes de que se produzca un desplazamiento tangencial entre ellas, habria
que romperlas. La fuerza de rozamiento es entonces igual a la fuerza F' requerida para
romper las uniones formadas. Si 7; es la resistencia media a cortadura de las uniones,

entonces:

o dividiendo entre N:

T

Ha = ﬁ
Debido a la plasticidad y al endurecimiento, la unién entre las asperidades formadas es
tan resistente o mds que el material sin deformar. Por esta razon, la resistencia media
a cortadura de las uniones (7;), puede suponerse igual a la resistencia a cortadura del

material mds blando de los que entran en contacto (7). Por lo tanto:

F T

=N T H

Las leyes de Amontons se verifican: la fuerza de rozamiento es proporcional a la carga
normal y es independiente del drea aparente de contacto. Para la mayoria de los materiales,

7 es del orden de 0.2H . Por tanto, para un modelo simplificado,

fa =~ 0.2

Sin embargo, para metales limpios pueden obtenerse valores muy grandes de y (en un

rango de 10 a 100). De acuerdo con los mismo autores, esta discrepancia puede resol-
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verse si se considera que, debido a la combinacién de las cargas normal y tangenciales,
tiene lugar un crecimiento de las uniones. El criterio de plastificacion supuesto para esta

situacion es de la forma:

PP+ as’ = H? = ar? (4.10)
donde p, y s, son las tensiones normal y tangencial en cada asperidad (las tensiones
medias reales en el drea real de contacto) y « es una constante del orden de 10.

El criterio anterior predice que cuando una asperidad, inicialmente con carga puramente

normal, tiene su punta deformada plasticamente, se verifica que:

pr:H

Cuando se aplica ademads una tension tangencial s,., como la ecuacién (4.10) debe seguir
cumpliendose, p, disminuira. Si la carga normal es la misma, el drea de las uniones debe
crecer. Si Ao = % es el drea real inicial de contacto, debida inicamente a la carga normal,
la ecuacion que rige el incremento del drea real de contacto con la carga tangencial es:

F\? A\
() = (3

Con superficies reales al aire, este proceso de formacién de uniones no llega a avanzar

mucho a causa de la presencia de capas de contaminantes, que son mds débiles que el
material en si. Si 7, = K7 (con K<1) es la tensién critica cortante de esas capas, el
crecimiento de las uniones terminard cuando la tensién tangencial en la interfaz alcance

el valor 7;. Entonces tiene lugar el deslizamiento y se verifica que:

P2 +ar? =ar?

La componente de adhesion de friccion es, por tanto:

N ArTi i 1

M= Ap, T (K2 1)



86 Modelos de contacto y friccion

= Para K— 1, u, — o0; esta condicién corresponde a superficies perfectamente

limpias de metales muy ductiles, donde las uniones crecen indefinidamente.

= Con un pequeiio debilitamiento de la interfaz (K=0.95) el coeficiente de rozamiento

se reduce a valores razonables (del orden de la unidad).

= Para una interfaz muy débil (K<0.2) el crecimiento de las uniones es muy pequefio.
Esta situacion corresponde a la presencia de un buen lubricante o de una capa fina

de un metal mas débil. Por esta razén se puede afirmar con suficiente precision que

_K_TZ'
Pe =8 " H

Toda esta teoria se basa en la proporcionalidad A, o« N, relacion que se obtiene sin la

suposicion de deformacion pléstica, como demostré Archard [1957].

Componente de rayado

Si la adhesion es pequena, una parte de la friccién se debe al rayado de las asperidades de
la superficie mds dura sobre la mds blanda. Esa componente puede estimarse usando el
modelo simplificado de una asperidad cénica dura avanzando sobre una superficie blanda
(ver figura 4.13). Suponiendo que la plastificacién es isétropo, la componente de rayado

es:
2
[y = —tan 6

L

Fr

Figura 4.13: Componente de friccion de rayado.
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Debido a la pequeiia pendiente de las asperidades, esta expresion lleva a valores com-
prendidos en el rango de 0.07 a 0.2. Como consecuencia de esos pequefios valores, la
contribucién de la componente de rayado de friccion serd despreciable a no ser que la

adhesion sea pequena.

4.3.1. Teorias recientes

A pesar de la amplia aceptacion de la teoria de Bowden y Tabor y de su efectividad al
explicar las leyes basicas de la friccion, se han hecho varias criticas y algunas teorias

alternativas.

Unas criticas surgen del hecho de que, al aire, la mayoria de los sélidos estan cubiertos
con varias peliculas que previenen el contacto atdmico entre los materiales de los dos
cuerpos. Como consecuencia, la fuerza requerida para separar dos cuerpos en contacto
es, en la vida diaria, cero. Ademas, de acuerdo con Bikerman [1976], la formacién de
capas de adsorcion es tan rdpida que todos los efectos asociados con el deslizamiento son
comparativamente muy pequefios. Con esos hechos y la revision critica de varias observa-
ciones sobre experimentos de adhesion y friccion, Bikerman concluye que la importancia
de la adhesion en los fendmenos de friccion es despreciable, mientras el termino friccion
sea usado en el sentido de una fuerza que es reproducible y que es una funcién definida

de la carga normal.

Se han desarrollado otras teorias por autores especialmente interesados en el estudio de la
evolucién del rozamiento durante un deslizamiento prolongado asi como en la interaccién

entre el rozamiento y el desgaste de las superficies.

Rigney y Hirth [1979] desarrollaron un modelo en el que, para calcular la fuerza de roza-
miento, suponen que procede de la deformacidn pléstica en la region cercana a la superfi-
cie e igualan el trabajo de la fuerza de rozamiento al trabajo de deformacion pléstica del

volumen bajo la superficie.

4.3.2. Modelo de Kragelskii

Kragelskii et al. [1982] propusieron un modelo para la friccién, basado en numerosos

resultados experimentales, que considera el rozamiento a escala microscépica. Las fuerzas
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tangenciales en el drea de contacto se relacionan con las presiones de contacto reales por

medio de la ecuacion:

Tr = T0 _'_ﬁpr

donde 7y es el maximo esfuerzo tangencial sin presiéon normal y 3 es un coeficiente de
proporcionalidad que se obtiene de forma experimental. Esa ecuacién se conoce con el
nombre de ley binomial de la friccion y es la que se ha utilizado en el modelo de contacto

entre caras de grietas propuesto en este trabajo.

Con ese modelo, el coeficiente de rozamiento se expresa como:

Ty T
p=-—=243 4.11)

. Dr

Se puede apreciar como la ec. (4.11) predice una disminucion del coeficiente de roza-

miento al aumentar la presion de contacto.









Capitulo 5

Descripcion del modelo de contacto y

friccion desarrollado

En este capitulo se desarrolla el modelo que se propone en este trabajo para representar
los fendmenos de contacto y rozamiento entre las caras de una grieta. En la primera parte,
se describen la formulacidn tedrica y las caracteristicas del modelo. En la segunda parte,
se desarrollan esas ecuaciones para adecuarlas al método de los elementos finitos, método
elegido para resolver el problema global. Este modelo serd utilizado en paralelo con el

elemento cohesivo, de la manera que se describe en la dltima parte del capitulo.

5.1. Formulacion del problema general de contacto y fric-

cion
5.1.1. Notacion

Se consideran dos cuerpos en el espacio tridimensional, definidos en los conjuntos Q) y
Q2 con fronteras 0Q) y 90 y pertenecientes a R"#, donde n4 es el niimero de dimen-
siones espaciales. Se denominan X € 0" y X®@ € 0% (donde 0 = Q@ Ja0®,
es decir el cuerpo y su frontera), a las posiciones de los puntos de ambos cuerpos en la

configuracion de referencia. Los cuerpos, debido al sistema de cargas al que estdn some-
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tidos, experimentan los movimientos p(!) y »(?) durante un tiempo ¢ = [0, 7] (figura 5.1).

Los movimientos se representan como:

o QY xt o R =12

Se denomina @Ei), © = 1,2 ala configuracion que representa a cada cuerpo en un instante
cualquiera t tras ese movimiento, y x* los puntos que ocupan ambos cuerpos en esa
configuracién. Asf, x® = ©{” (X)),

Se denomina superficie de contacto I'® C 9Q® a la parte de la frontera del cuerpo Q)
que contiene a todos los puntos en los que es posible que se produzca el contacto en algin

instante ¢. Sus puntos homélogos en la configuracién espacial son v,

o?

//\

90(1)

Figura 5.1: Notacion y configuracion de los cuerpos.

5.1.2. Leyes de comportamiento en la interfaz de contacto

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de la interfaz de contacto entre los dos cuer-

pos se dividen en la direccién normal y en la direccion tangencial, por ser de naturaleza
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diferente una y otra.

5.1.2.1. Ecuaciones en la direccion normal

Suponiendo que hay contacto entre las dos superficies, y considerando un punto x? €
7®), denominando x(*) € ~™) al punto proyectado sobre la superficie opuesta, se puede

definir la funcién penetracion gy (x®), como :

1)

donde n es el vector normal a la superficie 7" y t es el vector tangente (figura 5.2).

Figura 5.2: Definicion del concepto de penetracion
(g (x)).

La funcién g, toma valores positivos si no hay contacto entre las superficies, y negativos
si se produce penetracion (contacto) entre ellas. Por lo tanto una de las ecuaciones que se

debe satisfacer es:



94 Descripcion del modelo de contacto y friccion desarrollado

que se conoce con el nombre de condicion de impenetrabilidad.

Segtin esa condicién, se produciré el contacto entre dos superficies cuando g (z?) = 0.

En ese instante, aparecerd una fuerza de contacto entre ellas, igual y opuesta:

tW = —¢@ =t = tyn + tpt

Teniendo en cuenta ahora tinicamente la componente normal, ésta tendrd siempre que ser

negativa (de compresion). Las ecuaciones en la direccién normal se pueden resumir en:

gn >0 (5.1)
tn <0 (5.2)
tngn =0 (5.3)
tngy =0 (5.4)

conocidas con el nombre de condiciones de Kuhn-Tucker. Las ecuaciones (5.1), (5.2) y
(5.3) representan las condiciones de impenetrabilidad, de presiéon normal de compresion
y de que la presion sea distinta de cero unicamente cuando gy = 0. La ecuacién (5.4) es
una condicion de persistencia que representa que cuando la presion toma un valor distinto

de cero, la velocidad de separacion de las superficies de contacto (g) debe ser cero.

5.1.2.2. Ecuaciones en la direccion tangencial (friccion)

Se define el desplazamiento tangencial producido por el deslizamiento entre las superfi-

cies de dos cuerpos como:

gr=u—(u-n)n

donde u = (X(Q) — X(l)), siendo x € () (figura 5.1), y n es el vector normal, ya
definido.

Las leyes de la friccion indican que, al intentar hacer deslizar un cuerpo sobre otro, perma-
necerd en reposo hasta que se alcance en la zona de contacto el valor médximo de esfuerzo

cortante. Por lo tanto, se puede dividir el problema en dos etapas: la primera de ellas es
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la anterior al deslizamiento (estado de adhesion (stick’)), y la segunda es en la que tiene
lugar el deslizamiento en si. De la misma forma, el deslizamiento tangencial g se divide

en dos partes:

gr = g7 +gh

El primer sumando, g7, refleja la primera etapa. Representa la parte eldstica del desli-
zamiento y se corresponde con la deformacion elédstica de las asperidades, teniendo un
valor muy pequeiio, hasta el punto de que es habitual considerar que es cero. El segundo
término, g% o deslizamiento pléstico, corresponde con el valor del deslizamiento entre las

superficies.

La primera etapa se caracteriza, por tanto, por la adhesion entre las superficies o la defor-

macioén de las asperidades, por lo que se cumple que:

gr =10 (5.5)

ecuacion que supone una restriccion semejante a la expresada por la condicién de impe-

netrabilidad en la direccion normal, o bien

tr = krgt

donde k7 representa la rigidez lateral de las asperidades y t es la fuerza de rozamiento.
Ambas formulaciones son equivalentes si se utiliza el método de la penalizacién para

regularizar el problema de contacto.

Una vez que se ha alcanzado el valor maximo de esfuerzo cortante, los cuerpos empiezan
a deslizar y esa ecuacion ya no es valida, teniendo que considerar una ley diferente. En el
presente desarrollo esa ley es la ley cldsica de Coulomb, utilizando el valor de coeficiente

de rozamiento segun la ley binomial de Kragelskii et al. [1982]:

gr
gl

tT = —,utN

[trl] = pin
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donde p es el valor que se sefiala en la ecuacion (4.11). Esa ley da el valor del esfuerzo
tangencial en el momento en que empieza el deslizamento, por lo que es el valor méxi-
mo que puede tomar dicho esfuerzo. Asi, la condicion de deslizamento puede expresarse

como:

P = trl| —pity = [ltr]| — alty]" = Blin] <0 (5.6)
siendo

ATO
(AH)"

o =
Para obtener la ecuacion (5.6) se ha hecho uso de la ley binomial de Kragelskii (ec. (4.11))

y de la relacion de drea real y drea aparente de Woo y Thomas (ec. (4.1)).

El problema de la friccidn, con las dos etapas comentadas anteriormente, se asemeja al
problema de plasticidad correspondiente al comportamiento rigido-perfectamente pléstico

(figura 5.3), por lo que se utiliza dicha analogia para formular las ecuaciones.

tr

HEN

gT

Figura 5.3: Modelo de rozamiento de Coulomb.

Asi, se puede postular una regla de deslizamiento asociada que indica que la direccién de

deslizamiento esta definida por el gradiente de la condicion de deslizamiento:

PR SRR

= A\— 7
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Siguiendo la analogia de la plasticidad, ® ocuparia el lugar del criterio de fluencia y g7
el de la parte desviadora de la deformacion. Sin embargo, la ec. (5.7) llevaria a desplaza-
mientos en la direccion normal que producirian disipacién negativa. Por lo tanto, segin
indicaron Michalowski y Mroz [1978], en la formulacién del problema de la friccién es

necesario acudir a una regla de deslizamiento no asociada en combinacion con (5.6):

0 tr
=0, gh=A—=A\
I 517 Yot~ ]

Uno de los inconvenientes de esta formulacion es que al desarrollar las ecuaciones para
incluirlas en un c6digo de elementos finitos, se llega a una matriz de rigidez no simétrica.
Eso puede solucionarse o bien utilizando un metodo de resolucién no simétrico, o bien

usando algun algoritmo previo a la fase de solucién que haga simétrica esa matriz.

Con todo lo anterior, las ecuaciones que rigen el problema de contacto en la direccion

tangente cuando el fenémeno de friccidn esté presente son:

O = |ltrll — aftn]" = Fltn] <0
0P

P )\_

A>0

AP =0 (5.8)

La ecuacion (5.8) indica que unicamente puede haber deslizamiento cuando ® = 0, es
decir, cuando [[t7|| = a|tn|" + Btn]|. Si||tr|| < a|tn|" + B|tn]|, entonces se estaria en

la fase de adhesiony gr = g7

5.1.3. Problema de contorno global

Si se supone que cada cuerpo estd sometido a unas fuerzas mdsicas f y a unas fuerzas t en
el contorno, el problema global que hay que resolver consta de la ecuacién de equilibrio

(para cada cuerpo 7):
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divo® + £ = en QO (5.9)

sometida a las condiciones de contorno

c@n® =t®  enl® (5.10)

u? =a®  enr® (5.11)

siendo 'Y UTP UT = 90O y r¥Y nrf = . Ademas, o es el tensor de tensiones de
Cauchy, n es el vector normal saliente en la superficie ¥ y u es el vector de desplaza-

mientos prescritos en .

Esas condiciones son las que se encuentran en un problema tradicional de mecanica del
s6lido. Las condiciones que hay que afiadir debido a la presencia del contacto son, como

se ha visto en la descripcion de la interfaz de contacto:

gy > 0, ty <0, tvgn = 0, tvgy =0 (5.12)
® = |tr| —alty|" = Bltn| <0 (5.13)

& — Agti; (5.14)

A0 (5.15)

AP =0 (5.16)

La ec. (5.12) representa el comportamiento en la direccion normal (condiciones de Kuhn-
Tucker). Las ecuaciones (5.13)-(5.16) representan el comportamiento en la direccién tan-

gencial (friccién).

Se admite que la ley de comportamiento a la que obedece el material, es decir, la relacion

entre 0 y u (o €) puede ser cualquiera, ya que las ecuaciones de contacto se refieren
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Unicamente a la superficie misma de contacto y la ley de comportamiento del material no

afecta al tratamiento del problema de contacto.

El problema se basa en encontrar un campo de desplazamientos u tal que se satisfagan
todas las ecuaciones (5.9-5.16). Para ello se utiliza el método de los elementos finitos,
por lo que es necesario reformular el problema para tener las ecuaciones en una forma

adecuada para la aplicacion de ese método.

5.2. Tratamiento numérico del problema

5.2.1. Regularizacion de las restricciones

La presencia de desigualdades en las condiciones de Kuhn-Tucker, hacen complicado su
tratamiento numérico. Para su resolucion numérica, es necesario transformar esas desi-
gualdades en igualdades equivalentes, para lo que hay tres formas diferentes de hacerlo:
el método de la penalizacion, el de los multiplicadores de Lagrange y el de las leyes de

comportamiento.

El método mads habitual y sencillo es el de la penalizacion. Consiste en suponer una rela-

cion:

tn = f(gn) = kngn

donde Lk es una constante y se denomina penalizador. Para que, en el caso de que ha-
ya contacto, se cumpla exactamente la condicién (5.3), ky tendria que tomar un valor
infinito. Como ésto no es posible, a ky se le da un valor tan grande como sea posible
(10% — 10'%). No puede alcanzar un valor demasiado elevado porque al llegar a determi-
nados valores el problema se vuelve mal acondicionado y no se logra la convergencia.
Fisicamente, el método de la penalizacion se puede interpretar como la existencia de una
rigidez muy elevada entre las dos superficies de contacto, siendo & el valor de esa rigidez
(figura 5.4).

Sin embargo, el método mds completo y en el que se incorpora la fisica de las superficies
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Figura 5.4: Método de la penalizacion.

es el de las leyes de comportamiento. En él, mediante una ley de forma general

se relaciona la presion de contacto con la distancia entre los planos medios de las dos
superficies que entran en contacto (figura 5.5), teniendo en cuenta la deformacién de sus
asperidades. Utilizando la relaciéon gy = £ — d, siendo & la distancia inicial entre planos
medios, se puede considerar gy como el acercamiento entre esos planos medios causado
por la deformacién de las asperidades. Mediante esa relacion se puede aplicar el método

de las leyes de comportamiento a la formulacidn arriba indicada.

IS ANTA S A~ a4

N/ VS 7

XN S =l
WY %

Figura 5.5: Relacion de d, distancia entre planos medios,
con &, distancia inicial y con gy, funcién penetracion.

La mayoria de las leyes de comportamiento de una interfaz pueden escribirse en la forma
(5.17).
5.2.2. Ley de comportamiento propuesta: dilatacion

Antes de pasar a describir el modelo propuesto, se hace un resumen de las consideraciones
tenidas en cuenta para su formulaciéon. Como ya se ha comentado en el capitulo 2, en los

procesos de fractura en modos de deslizamiento (modos II 6 III) se produce el fendmeno



5.2 Tratamiento numérico del problema 101

conocido como dilatacion, que es simplemente la presencia de una fuerza normal entre las
caras de la grieta, provocada por la presencia de la rugosidad, al haber un deslizamiento
entre ellas. Los andlisis tipicos de grietas cerradas suponen superficies de las caras planas
y laresistencia al deslizamiento de las caras de la grieta se modelan con la ley de Coulomb
aplicada a las superficies en contacto. Este tratamiento tiene una pega fundamental al ser
aplicado en casos de modos II 6 III. En esos casos, donde no exista carga normal aplicada
(por ejemplo, un eje trabajando a torsion), el uso de la ley de Coulomb no llevaria a nada,
puesto que al ser la fuerza de rozamiento proporcional a la fuerza normal y no existir ésta,
la fuerza de rozamiento seria cero. Existen otros modelos en la bibliografia (ver capitulo
2) que han incorporado la dilatacién, pero lo han hecho suponiendo las asperidades rigidas
y una ley de Coulomb entre las superficies de las asperidades (Figura 5.6). Asi, relacionan
el desplazamiento en la direccion tangente (u,) con el de la direcciéon normal por medio
del angulo medio de las asperidades (), y a partir de ahi calculan la fuerza normal y la

fuerza de rozamiento de Coulomb que le corresponderia a cada asperidad.

Figura 5.6: Dilatacion.

En el modelo que aqui se propone, sin embargo, se caracteriza la interfaz con sus pro-
piedades mecdnicas y se tienen en cuenta las deformaciones de las asperidades en los

calculos.

Como ya se ha indicado, se ha utilizado como ley de comportamiento en la direccion
normal la ley de Song y Yovanovich [1987] (ec. (4.9)), de igual forma que en Zavarise
et al. [1992a], Zavarise et al. [1992b] y en Wriggers y Zavarise [1993]. Esta ley se ha
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modificado segtn ya hizo Cantizano [2003], para incluir la relacién obtenida por Woo y

Thomas entre el drea real y el drea aparente de contacto:

A (PN
A \H

donde n =5/6. Asi, la fuerza normal de contacto, ¢, se obtiene como funcién del acerca-

miento entre planos medios de la forma:

2 140.071nco
o\ ¢z XD [— (€ —gn) W]
ty = AP = Acy (1617646.152E) T E i

donde gy se muestra en la figura 5.5.

Denominando:

¢ (1617646.1522)

1= 5 580(1+0.071nca) /n

1+ 0.071ncy
(1.3630)°

2

se puede escribir la ecuacion anterior de forma simplificada como:

tn = AKl exXp [KQ (6 — gN)Q} = f(gN) (518)

Debido a la funcién de correlacion introducida (ec. (4.5)), la ley de comportamiento ob-
tenida puede aplicarse s6lo a un rango de valores de P/H (107° < P/H < 107?). Fuera

de ese rango, la ley se completa con dos dependencias lineales.

En la formulacién tradicional, g representa la deformacion en la direcciéon normal debida
a las cargas externas a las que los cuerpos estdn sometidos. En el caso que nos ocupa,
donde se contempla el fendmeno de la dilatacion, no s6lo contiene esa deformacién sino
que también la que se deriva de un desplazamiento tangencial. Asi, gy se puede definir

como:

N = gNe + gNd
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donde gy. es el desplazamiento normal debido a las cargas externas y gn4 el debido a la
dilatacion. Se ha supuesto en este modelo que gn4 y €l desplazamiento tangencial estan

relacionados mediante la pendiente media de las asperidades m, de la siguiente forma:

gna = grm = ||gr|| m

Fisicamente, el valor de gy, estd limitado. La deformacién en la direccién normal nunca

podra superar el valor inicial de la distancia entre planos medios (&):

gna <& (5.19)

En adelante, para la derivacion de la formulacién, se supondrd que gy. = 0 . En otras
palabras, que gy estd formado s6lo por la aportacion debida al desplazamiento tangencial
(dilatacion), puesto que la formulacion para la situacion en la que gy, # 0 es la habitual

y puede encontrarse en la bibliografia.

5.2.3. Formulacion débil del problema

El problema que se ha formulado en el apartado 5.1.3 debe ser reformulado, utilizando el

principio de los trabajos virtuales, para adecuarlo al método de los elementos finitos.

Sea V el conjunto de los desplazamientos admisibles. Cualquier miembro v de V' es su-
ficientemente suave para que todas las operaciones matemadticas necesarias estén bien
definidas. Al considerar los desplazamientos admisibles, también se incluye la condicidén
de impenetrabilidad (gy > 0). Si u es la solucién al problema, u € V. Sea o la tensién
producida por u y du un desplazamiento virtual admisible definido como du = v — u.

Entonces, el principio de los trabajos virtuales se formula como:

GO(u) = / o' - grad (su'”) dQ — / £ . gu® aQ — / t@ . gu® qr
Q) Q

() r®

= / (40 ou® — ¢ 5u®)r) ar
@
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Unicamente se van a tratar los términos del contacto (término de la derecha), ya que el
tratamiento de las ecuaciones de los solidos es el habitual. Al considerar el contacto entre

los dos cuerpos:

Gm%:@nmmﬂgmm@):/[495@m_umy4#mOp%_umﬂ}ﬂg:

r

= / [—tn 6gn — trogr| dT’ (5.20)
r
junto con las restricciones:

tn = f(gn) (5.21)
© = [trl| —aftn]" = Bltn] <0 (5.22)

0P 1.

op — A— = —t 2

gr pra (5.23)
A>0 (5.24)
AP =0 (5.25)

donde la ecuacidn (5.21) es la ley de comportamiento en la direccién normal (ec. (5.18))
y kr es el valor de la rigidez de las asperidades en la direccidn tangencial, en la fase de
adhesion o “stick”. En ese caso, A = 0.

5.2.4. Resolucion del problema

5.2.4.1. Integracion temporal

Se trata de resolver el problema (5.20), donde ¢ 5 y t1 estdn definidos por las ecuaciones

(5.21-5.25). El problema hay que resolverlo de forma incremental a lo largo del intervalo
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de tiempo de definicién del problema:

N

0.7) = | [tn, tns]

n=1

En cada incremento de tiempo, se empieza con la ecuacion (5.20) satisfecha en el instante
de tiempo ¢,, y se busca cumplirla en ¢,,, 1 sujeta a la ley de evolucién (5.23). Para integrar
esas ecuaciones se utiliza el método de Euler hacia atrds combinado con el algoritmo de
return mapping. Ambos son métodos muy utilizados en la teoria de la plasticidad. Dentro
de cada intervalo de tiempo, el sistema de ecuaciones se resuelve utilizando el método de

Newton-Raphson.

La ecuacidn a resolver es:

G(un+1, 511) = / [—th+1(SgN — tTn+1 . 5gT] dl’
r

donde {u, 1, tn,,,, tr,,, } correspondenat =t,;.

En la direccién normal (ec. 5.21):

th-H = f (gNn-H)

Para la direccién tangencial, se parte de un estado de “prueba’ inicial de adhesion (“trial”).

En ese caso A = 0 y la fuerza de rozamiento es, segin la ecuacion (5.23):

t ! = tr, + kr (81.,, — &1,,) (5.26)

donde el subindice n se refiere al paso de tiempo anterior.

Una vez obtenido el valor de la fuerza de rozamiento de “prueba”, se calcula la condicién

de deslizamiento:

(I)trial . Httrial

nt+l 7 || P Thta H - }thJrl }n

— B }thH}

Si CIDZj“f < 0, realmente los cuerpos se encuentran en el estado de adhesion, no existe

deslizamiento, y el cdlculo estimado del esfuerzo tangencial es correcto:
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_ gtrial
1:Tn+1 - tTn+1

Si, por el contrario, @ﬁfj"f > 0, significa que no existe adhesion, por lo que hay que
rectificar la estimacion hecha. Por tanto, al haber deslizamiento, la fuerza de rozamiento

es:

trial

tr = (tn |+ B th |) Tt (5.27)

trial
Tn+1

5.2.4.2. Linealizacion de las ecuaciones

El método de Newton-Raphson se puede resumir en:

DG(u)Au = —G(u')

uerl — uz 4 Auerl

El operador D implica la derivada direccional del vector G(u‘), que da lugar a la matriz
tangente Kr(u') = DG(u?). El término —G(u?) es el vector de fuerzas, o residuo. El
superindice ¢ representa el nimero de iteracion dentro del bucle del método de Newton-

Raphson.

Sélo se indica aqui la linealizacién de la parte correspondiente al elemento de contacto y

en concreto la que se tiene cuando sélo existe dilatacion (gy = gng = ||g7 || m):

A [ / (tn Ogn + tr ogr) dl“} = [A(ty dgy + trgr)] A

donde A es el drea del elemento y

tr 5gT = tTl 5gT1 + tTQ 59T2 = th’ 5gTz
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Linealizacion del término de la direccion normal

ot ot
A (tN (SgN) = @%AQN(SQN + #AngégN + tNA(SgN

T;

El tercer término puede ser despreciado, por ser de orden superior. Debido al limite exis-
tente para el valor de gyg4 (ec. (5.19)), hay que diferenciar la linealizacion en dos tramos:

para gng < £ y para gyg = €. Teniendo en cuenta (5.18):

= gng < & En este caso:

Otn

N
Ogn

ot .
2N _2K1K2m£

2
dgr, ler] (€ = llgzllm) exp (K2 (§ — llgrllm)”) (5.28)

Por lo que el término linealizado es:

A(tyogn) = —2K1K2m||?i“ (E—Ilgrllm) exp (K (€ — ||gr|l m)Q) Agr,0gn (5.29)
T

= gng = £. En este caso:

Oty Oty
) 5.30
8gN 8gTi ( )
y
A(t]\[ 59]\[) =0

Linealizacion del término de la direccion tangencial

En lo que sigue se utilizan los subindices ¢, 7 = 1, 2 para hacer referencia a las dos direc-
ciones en el plano tangente, n + 1 representa el instante de tiempo actual y n representa

el anterior instante de tiempo.

El desarrollo de la linealizacién es:
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otr,

: otr,
A (tTi 59Ti) = - AgNégTi + 2 AgTj 5gTi + tTiAégTi
N .

dg gt

J

donde el dltimo término puede despreciarse por ser de orden superior.

m Estado de adhesion:

Teniendo en cuenta (5.26):

Ot _
dgn

otr,

J91, = krAgr;d9r,

Por lo que queda:
A (tr, 0gr,) = kr Agr, 097,
= Estado de deslizamiento:
En este caso hay que volver a tener en cuenta los dos tramos de gyg4:

= gng < €. Utilizando las ecuaciones (5.26) y (5.27), queda:

Otr,  Otr, Ot
&qu 8t§l;?“l &qu

Oty
— tn—l n41 dz

» dird;
HE (ath,, + Bt hr T
Tn+1

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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ttrial

T; .. .
donde d; = ﬁ que representa la descomposicion de la fuerza de rozamiento en las
t

n+1

dos direcciones del plano tangente. Por lo tanto la ecuacion linealizada queda

- di1d
A(tr, 69r,) = |(ant} t + B) Nnﬂd + (-1)"™ (aty, ., ﬁthH)kTM Agr,dgr,

Np+1 8gT ggzill
(5.34)
= gng = &. En este caso:
otr,
i _
Ogn
8tT. 8tT 8t;b1rjial d‘+1d‘+1
L= - = t kp——27 5.35
dgr, 3ttT7;wl dgr, = (ot N"“ Ot )b trial ( )
n+1
Por lo tanto la ecuacidn linealizada es
dip1dj
A(tTi 5gT> (thN 41 +ﬁtN"+l)/{ZT7A 5gT (536)

trial
Tn+1

5.2.4.3. Discretizacion espacial

La geometria del elemento utilizado se representa en la figura 5.7. Se puede observar que
es la misma geometria del elemento cohesivo, por lo que es perfectamente compatible con

él.

El algoritmo de contacto se aplica a los pares de nodos 1-5, 2-6, 3-7 y 4-8, a la vez que se

aplica la ley cohesiva.

Para la determinacién de las matrices de rigidez y los vectores de fuerzas, se definen los

siguientes vectores a nivel del elemento:
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&
I

o O = O O

y para cada pareja de nodos (en este caso aplicado al par 1-5):

X1+
Y+
Zy + wy
X5+ us
Y5 + us
Zs + ws

donde (u;,v;,w;) representa el vector de desplazamientos correspondiente al nodo i y
(X;,Y;, Z;) representa las coordenadas de referencia del nodo i. La estructura de los cua-
tro vectores es semejante: las tres primeras componentes representan las tres direcciones
del espacio en la superficie inferior del elemento (nodos 1, 2, 3 y 4), y las tres ultimas
también pero en la superficie superior (nodos 5, 6, 7 y 8). El vector U representa la posi-
cion actual de los nodos 1y 5. El vector N es la normal al elemento, y T y T5 los vectores
tangentes.
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5.2.4.4. Matrices de rigidez y vectores de fuerzas
Matriz de rigidez en la direccién normal

Segtn la definicion de g4 y con la discretizacion especificada, la deformacién normal se

calcula como:

IN = gnd = M/ 97, + 9, = m\/(UTT1)2 + (UTTy)?

Y la variacion de esa penetracion:

m
gzl

Sgn = o (UTT,0U™T,)

Sustituyéndolo en la ec. (5.29), se obtiene:

t
A (ty Sgy) = % ngHAUTﬂ- (UTT;5UTT;)

ot
A (ty dgy) = AUT (—N m
agTi gTH

UL ) U

Por lo que la matriz de rigidez y el vector del residuo son:

8tN m
AN Tt
Y= g e U BT

Ry = AKexp [K; (€ —gn)’] N

donde los valores de g;f; se han desarrollado en las ec. (5.28) y (5.30).

Matriz de rigidez en la direccion tangente

El deslizamiento y su variacion se calculan como:
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gr, = U'T,

5gT'L = 5UTE

Como ya se vio anteriormente, se tienen que distinguir entre dos posibles estados: el
de adhesion y el de deslizamiento. Y dentro del estado de deslizamiento se tiene que

distinguir entre gy < £ 0 gy = €£.

= Estado de adhesion:
Sustituyendo los valores de deslizamiento y su variacion en la ecuacion linearizada
(5.32):

A (tr, 6g1,) = kr Agr, 097, = ke AUTT; SUTT; = AU" (krTT}) 06U

la matriz de rigidez queda:
K™ = Aky Ty 17
y el residuo:
R%dh =A [tTm + kr (gTin+1 - gT,.n>] T;
s Estado de deslizamiento:

La ecuacion (5.34) queda:

otr,

A (tr, 6gr,) = —— AUTT; sUTT;
9gr,
= AUT%TJ 1T U™
9gr;

Y por tanto la matriz es:
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otr,
89Tj

K%esl — /Iv] /IviT

g;? se han mostrado en las ecuaciones (5.33) y (5.35)
j

donde los valores de

El vector del residuo es:
R = (a |ty | = Bltn,a) diT;

5.2.4.5. Resumen del algoritmo

El algoritmo de contacto se resume a continuacién (ver figura 5.8). Para cada elemento

cohesivo y para cada pareja de nodos:

1.t = 0. Establece valores iniciales.
2.t=t+At;i=0

a) Chequea si hay contacto. Sino (gy > 0) vaa4.

b) Comprueba el estado del material. Si es material sin dafiar va a c). Si es parte de la

grieta, va a d).

¢) Aplica un contacto normal cldsico (método de la penalizacion) para evitar la penetra-

cién entre nodos de material sélido. Calcula K% y KX™. Va ai).
d) Calcula el desplazamiento tangencial y normal.

e) Entra en la fase de prueba del cdlculo del rozamiento. Calcula la fuerza tangencial de

prueba.

f) Comprueba la condicién de deslizamiento, . Si & < 0 vaa g). Si no, vaah).
g) Fase de adhesién. Calcula K% y R%" Va a i).

h) Fase de deslizamiento. Calcula K%' y R, Va a i).

1) Solucién del sistema de ecuaciones, método de Newton-Raphson:

K@u)Au™ = —G(u") (5.37)
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j) Actualiza la solucion:

utl = ul + Au'tt (5.38)

k) Chequea la tolerancia:

Si B = Au’G(u’) > TOL, va a i). Si no, va a 3. (TOL es la tolerancia que se le quiera
dar al error de la solucién).

3. Siguiente paso de tiempo, guarda variables histdricas, va a 2.

4. Fin.
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Capitulo 6
Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de todas las pruebas realizadas con el elemento
desarrollado. Ante la imposibilidad de llevar a cabo ensayos con medios propios para la
validacion de su comportamiento, se ha decidido buscar en la bibliografia algtiin ensayo
facilmente reproducible mediante métodos numéricos y en el que se pueda verificar el
funcionamiento del modelo. Debido a que los ensayos de fatiga afiaden complejidad y
laboriosidad al problema, se ha elegido un ensayo en el que la carga se aplica en un
unico paso, y del que se disponia de todos los datos del material y de la geometria de las
probetas utilizadas. En particular, el ensayo escogido fue realizado por Tschegg y Suresh
[1988] y en €l se pone de manifiesto la importancia del efecto de la interaccion entre las
caras de una grieta cuando existen condiciones de modo III de fractura. Tomando siempre
como referencia ese ensayo, se han modelado dos probetas siguiendo el método de los
elementos finitos, con las geometrias de las probetas del ensayo, y se les ha aplicado las

cargas correspondientes al ensayo, con el propdsito de reproducir los resultados.

6.1. Descripcion de las probetas utilizadas

Con objeto de estudiar el efecto que produce la interferencia entre las caras de una grieta
sobre la curva de resistencia de un material, Tschegg y Suresh [1988] realizaron una serie

de ensayos de ejes a torsion utilizando varios tipos de probeta.
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Las probetas eran cilindros con una entalla circunferencial en su seccién central, como
se muestra en la figura 6.1, y con las dimensiones que se representan en la tabla 6.1. Se
utilizaron cinco geometrias diferentes de probeta, que se obtuvieron como se describe
a continuacién. Partiendo de cinco probetas iguales, se mecanizé cada una de ellas con
una profundidad de entalla diferente, de tal forma que el ligamento central quedaba con
d; =17.9, 8.0, 8.38, 9.5 y 9.96 mm respectivamente. Tras conseguir esa configuracion,
las probetas fueron sometidas a un proceso de carga de torsién ciclica (R=-1), bajo un
par de amplitud constante, de M/ = 10 a 40 Nm, con un nimero de ciclos de fatiga
diferente en cada probeta. Este proceso generé un crecimiento de grieta a partir de la
entalla, de ¢ = 0.2, 0.24, 0.44, 1 y 1.23 mm respectivamente, en cada una de las cinco
probetas. Después de la aparicion de las grietas especificadas, las cinco probetas tenian el
mismo diametro de ligamento central, d; = 7.5 mm, pero una longitud de grieta inicial
diferente. Este procedimiento permite estudiar el efecto de la interferencia entre las caras
de la grieta (en funcion de la longitud de la grieta inicial) bajo condiciones comparables de
carga inicial, ya que el didmetro del ligamento central es el mismo para todas las probetas.
La forma en la que se llevaron a cabo los ensayos, junto con los resultados obtenidos, se

describen en el apartado 6.3.

Ly

Figura 6.1: Geometria de las probetas utilizadas por Ts-
chegg y Suresh [1988].

Para reproducir estos ensayos utilizando el modelo de fractura con friccién en las caras
de la grieta propuesto en este trabajo, se han construido dos mallas de elementos finitos,

equivalentes a las probetas de Tschegg de grieta inicial de 0.2 y 1.23 mm. El mallado de
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L =142.5 mm
L; =70 mm
t = 2.5mm

do = 19.05 mm
d; = 7.5 mm

0 = 60°

Tabla 6.1: Dimensiones de las probetas.

las probetas estudiadas ha sido realizado con el programa de elementos finitos ANSYS.

En la figura 6.2 se muestran diferentes detalles del mallado correspondiente a la probeta
de grieta inicial ¢ = 0.2 mm, y en la figura 6.3 el correspondiente a la probeta de grieta
inicial ¢ = 1.23 mm. El mallado ha sido realizado siguiendo la forma tradicional de
mallado cuando se utiliza el elemento cohesivo de fractura (ver capitulo 3); ésto es, el
grueso de la probeta se ha mallado con elementos sélidos (en este caso se han utilizado
elementos isoparamétricos elastoplasticos de ocho nodos) y el plano donde se producira
la propagacion de la grieta (ligamento central) se ha mallado con elementos cohesivos. En
las figuras 6.2 y 6.3 los elementos elastoplésticos aparecen en color rojo y los elementos
cohesivos en color amarillo. La ley constitutiva del elemento elastoplastico utilizado se

describe en el apéndice A.

Las condiciones de contorno que se han impuesto a las probetas en los calculos realizados
son las que se muestran en la figura 6.4. Los nodos pertenecientes al eje de simetria del
cilindro tienen restringido su movimiento en el plano 1-2, pudiendo desplazarse tnica-
mente a lo largo del eje 3. Ademds, los nodos pertenecientes a la cara extrema izquierda
del cilindro, no pueden desplazarse en la direccién 3; s6lo pueden hacerlo en su mismo

plano 1-2.

Las condiciones de carga en todos los casos ha sido la misma: par aplicado en las dos

caras del cilindro (figura 6.5).

El material empleado ha sido el que Tschegg empled en sus ensayos, acero AISI 4340, ti-
picamente utilizado para la construccion de ejes, tanto de vehiculos de transporte como de
componentes de centrales eléctricas (turbinas, alternadores). Algunas de las caracteristi-
cas de este material son citadas por Tschegg y Suresh [1988] y otras han sido conseguidas

en la bibliografia. Los valores de las caracteristicas usadas en los calculos realizados se
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Figura 6.2: Modelo de la probeta de grieta inicial ¢ = 0.2
mm.
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6.1 Descripcion de las probetas utilizadas
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Figura 6.3: Modelo de la probeta de grieta inicial ¢ = 1.23
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Figura 6.4: Condiciones de contorno del modelo.
Figura 6.5: Carga aplicada.
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resumen en la tabla 6.2.

‘ Material elastopléstico ‘ Elemento cohesivo

E =2-10° MPa 0. = 2105 MPa
r=20.3 G. = 35 MPa mm

oy = 1625 MPa 6 =0.6

o, = 2105 MPa

Tabla 6.2: Valores de magnitudes mecdanicas del material
utilizado (AISI 4340)

6.2. Calculo del coeficiente de intensificacion de tensiones
en modo IIT (K III)

Como punto de partida de los resultados que se presentaran posteriormente, se muestra
a continuacién una validacién del calculo del coeficiente de intensificacién de tensiones,
para las dos probetas que se han descrito en el apartado anterior y para diferentes valores
de par aplicado. Como el objetivo es comparar los valores calculados numéricamente con

los valores analiticos, no se tiene en cuenta el rozamiento entre las caras de la grieta.

El valor tedrico del coeficiente de intensificacion de tensiones en modo III para una geo-
metria similar a la de las probetas que se utilizan en este trabajo (cilindros con entalla y

grieta circunferencial) fue obtenido por Suresh [1991]:

6 M 7Td2‘
K, Ila — <

1/2
— |5 - D)) (140.5D +0.375D* + 0.3125D° 4 0.273D* + 0.208D°)
Ta;

donde M es el par aplicadoy D = g—é, la relacion entre el didmetro del ligamento central
y el didmetro exterior (figura 6.1) . Se ha denominado Ky, coeficiente de intensificacion

de tensiones analitico.

El valor de Ky numérico (K, calculado por elementos finitos) se ha obtenido a partir
de los resultados del elemento cohesivo, ya que el trabajo realizado durante el proceso de

formacion de la grieta, J (figura 6.6) se puede expresar como:
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2
o Kin,

J =5

donde 1 = es el modulo de elasticidad a cortadura.

_E
2(14v)

5maac

Figura 6.6: Curva de carga de Smith-Rose-Ferrante (ley
cohesiva).

En la tabla 6.3 y en la figura 6.7, se muestran los resultados obtenidos para el modelo de

grieta inicial ¢ = 0.2 mm.

| M (Nm) | Ky, MPa /m) | Kji, (MPa y/m) | Error (%) |

20 9.81 8.57 12.6
35 17.70 15.60 11.8
50 24.53 22.77 7.2
70 34.35 33.25 3.2
80 39.25 38.77 1.2

Tabla 6.3: Resultados obtenidos para el modelo de grieta
inicial ¢ = 0.2 mm.

En la tabla 6.4 y en la figura 6.8, se muestran los resultados obtenidos para el modelo de
grieta inicial ¢ = 1.23 mm.

Como se puede ver, los resultados numéricos reproducen con suficiente precision los va-

lores analiticos.
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Figura 6.7: Coeficiente de intensificacion de tensiones Ky
analitico y numérico para modelo sin rozamiento (grieta de
0.2 mm).

| M (Nm) | Ko (MPa /m) | Ky, (MPa /m) | Error (%) |

20 9.81 9.29 5.3
35 17.70 16.54 6.5
50 24.53 24.15 1.5
70 34.35 35.20 2.5
80 39.25 41.40 5.5

Tabla 6.4: Resultados obtenidos para el modelo de grieta

inicial

¢ =1.23 mm.

125
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Figura 6.8: Coeficiente de intensificacion de tensiones Ky
analitico y numérico para modelo sin rozamiento (grieta ini-
cial de 1.23 mm).
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6.3. Curvas de resistencia a la fractura

Los ensayos que llevaron a cabo Tschegg y Suresh [1988] se realizaron de la forma que se
describe a continuacién. Cada una de las cinco probetas con grietas iniciales diferentes,
fueron sometidas a un par, sin aplicacion de carga axial superpuesta, por lo que las caras
de la grieta estaban en contacto en todo momento. En las etapas iniciales la carga se
aplicaba siguiendo un control de par, mientras que al final se seguia un control de dngulo
de rotacion. Una vez llegado al punto de par/dngulo deseado, se dejaba de aplicar el par y
se aplicaba en su lugar una pequefia carga axial. Por efecto de esta pequefia carga axial, las
caras de la grieta se separaban ligeramente, permitiendo una medida precisa de la longitud
de la grieta por el método de caida de potencial, sin causar ninguna fractura adicional. Una
vez que se habia medido el avance de la grieta, se retiraba la fuerza axial y se volvia a
aplicar el par. El proceso se repetia hasta que la grieta alcanzara una extension de 0.06 a

0.1 mm. En la figura 6.9 se muestra un ejemplo del proceso de carga llevado a cabo.

BOr

TORQUE (Nm)
(0]
O
st

ROTATION ANGLE (deg)

Figura 6.9: Proceso de aplicacion del par (Tschegg y Suresh
[1988]).

A partir de los valores de par aplicados y de las longitudes de grieta medidas, obtuvieron

las curvas de resistencia a la fractura para cada geometria de probeta. En la figura 6.10, se
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muestran los resultados que obtuvieron con las probetas de grieta inicial ¢ =1.23 mm y

¢ =0.2 mm. Esos resultados seran utilizados para la validacion del modelo aqui propuesto.

Los valores de Ky que registraron Tschegg y Suresh [1988] son valores aparentes, ob-
tenidos a partir del par aplicado y la longitud de la grieta alcanzada. Como se ha visto
en el capitulo 2, son valores muy diferentes a los efectivos, que son los que realmente se
encuentran en la punta de la grieta y los responsables del crecimiento de ésta. Teniendo en
cuenta que la grieta inicial de ¢ =0.2 mm es muy pequeiia, se ha supuesto que los valores
de Ky aparentes coinciden con los efectivos en la probeta que la contiene. Asi, la figura
6.10 se puede interpretar como la relacion que existe, para un avance de grieta dado, entre
el Ky aparente (curva roja) y el efectivo Kpyr (curva verde). Esa hipdtesis se basa en las
conclusiones obtenidas en Tschegg et al. [1983]. En ese articulo se sefiala que para grietas
menores de 0.4 mm, los efectos de la interaccion entre las caras de la grieta son minimos

y las velocidades de crecimiento para modo I y modo III son comparables.

Con el modelo propuesto de fractura con friccién en caras de grieta, es posible calcular los
valores de Ky efectivos en punta de grieta a partir de los valores de energia liberada que
toman los elementos cohesivos situados en esa posicion (ver seccion 6.2). Por lo tanto, se

han utilizado los resultados experimentales anteriores para validar el modelo.

Los parametros de material necesarios para el modelo de contacto y friccién que se han
utilizado se recogen en la tabla 6.5. Los valores referentes a la geometria de la superficie
de la grieta (rugosidad RMS, o, y pendiente media de las asperidades, m) se han elegido
coherentes con el proceso de formacién de la grieta, siguiendo indicaciones encontradas
en la literatura (Kragelskii et al. [1982], Mikic y Rohsenow [1966]). Como la grieta ha
sido formada por torsion a fatiga, se habra producido una abrasion entre las caras que ha
provocado que la rugosidad no sea muy elevada. Se ha elegido un valor de 0 =0.001 mm

y m correspondiente a un dngulo medio de asperidades («) de 12° (m = 0.21).

Los valores de Kyt calculados para la probeta de grieta inicial ¢ =1.23 mm se muestran
en la tabla 6.6, para cada avance de grieta y junto con el valor de Ky aparente y el efectivo

seglin el ensayo.

En la figura 6.11 se han representado graficamente estos valores. Se puede apreciar un
buen comportamiento del modelo propuesto con respecto a los valores efectivos medidos

en el ensayo.
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c1 = 6271 MPa
cy = —0.229
o =0.001 mm
m = 0.21
k’T = 106
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Tabla 6.5: Valores de los diferentes pardmetros utilizados en
el moédulo de contacto y friccion.
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Figura 6.10: Coeficiente de intensificacion de tensiones Ky
en funcion del avance de grieta, para la grieta inicial de
c=1.23mmy c =0.2 mm. (Tschegg y Suresh [1988]).
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Resultados

‘ AC (mm) ‘ KIIIap (MPa \/E) ‘ KHIef—ensayo (MPa \/a) ‘ KHIef—calc (MPa \/a) ‘ EITOI'(%) ‘

0.0125 40 24 26 8.3
0.25 52 33 33.9 2.7
0.375 59 39 38.8 0.5
0.5 64 45 42.8 4.8
0.625 69 49 45.3 7.5
Tabla 6.6: Valores de K7y aparentes, efectivos segtn el ensa-
yo de Tschegg y Suresh [1988] y efectivos calculados segun
el modelo propuesto.
80 I I I I I I
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Figura 6.11: Coeficiente de intensificacion de tensiones Ky
aparente y efectivo en funcion del avance de grieta, para la
grieta inicial de ¢ =1.23 mm.
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Hasta ahora se ha supuesto que para la probeta de grieta inicial ¢ =0.2 mm los valores
de K aparentes son iguales a los efectivos. Esta hipdtesis se puede verificar calculando
cudles serian los valores efectivos para esa probeta. Los resultados se muestran en la tabla
6.7 y en la figura 6.12.

‘ AC (mm) ‘ Kmap (MPa \/r_n) ‘ KHIef—calc (MPa \/r_n) ‘ EI’I‘OI‘(%) ‘

0.0125 24 22.2 7.5
0.25 33 31.5 4.5
0.375 39 38 2.5
0.5 45 44.7 0.6
0.625 49 48 2

Tabla 6.7: Valores de Ky aparentes (ensayo de Tschegg y
Suresh [1988]) y efectivos calculados segun el modelo pro-
puesto.

Como se puede observar por los valores obtenidos, la suposicion de que los valores apa-

rentes son iguales a los efectivos se puede aceptar como valida.

6.4. Variacion de Ky con el angulo medio de las asperi-
dades

A continuacion se presentan los resultados obtenidos con las dos probetas utilizadas en
los apartados anteriores, siguiendo las pruebas realizadas por Ballarini y Plesha [1987]
con el modelo que fue propuesto en ese articulo (modelo de rozamiento en caras de grieta
aplicado a modo II de fractura). En concreto se hace un anélisis de la influencia que tiene
sobre el coeficiente de intensificacion de tensiones el dngulo medio de las asperidades,
en funcién de la carga aplicada. Se ha observado (Ballarini y Plesha [1987], Mendelsohn
et al. [1995]) que el dngulo medio de las asperidades es el factor de la geometria de las

superficies que mds influencia tiene en el desarrollo del rozamiento entre caras de grieta.

Para la probeta de grieta inicial ¢ =0.2 mm se muestran los resultados en la figura 6.13 y

para la grieta inicial de ¢ =1.23 mm en la figura 6.14.
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Figura 6.12: Coeficiente de intensificacion de tensiones Ky
aparente y efectivo en funcion del avance de grieta, para la
grieta inicial de ¢ =0.2 mm.
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Figura 6.13: Coeficiente de intensificacion de tensiones Ky
en funcién del par aplicado y de la longitud de la grieta, para
la grieta inicial de 0.2 mm.
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Figura 6.14: Coeficiente de intensificacion de tensiones Ky
en funcién del par aplicado y de la longitud de la grieta, para
la grieta inicial de 1.23 mm.
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Se puede observar, como era de esperar, que el efecto del rozamiento en las caras de la
grieta es mucho mds notable cuanto mayor es la grieta inicial. Asi, en la probeta de grieta
inicial ¢ =0.2 mm, s6lo para valores de dngulo mayores de 15° y para pares aplicados al-
tos, los valores del coeficiente de intensificacion de tensiones empiezan a verse afectados
por la existencia del rozamiento. Eso vuelve a confirmar la hipdtesis del apartado ante-
rior, en la que se consideraba que en esa probeta los efectos de la interaccion de las caras
de la grieta son minimos, para cualquier valor fisicamente aceptable de la rugosidad. Sin
embargo, en la probeta de grieta inicial ¢ =1.23 mm el efecto es muy importante, tanto
mayor cuanto mayor es el par aplicado. Se debe remarcar aqui, que los valores de dngulo
medio de las asperidades esperados en una grieta real se encuentran entre 5 y 20°. Se ha

introducido el cdlculo para o =25° simplemente por motivos didacticos.



136 Resultados

6.5. Variacion de Ky efectivo frente a Ky aparente

A continuacién se muestran para las dos probetas utilizadas en los célculos anteriores, el
coeficiente de intensificacion de tensiones efectivo en punta de grieta, Ky, en funcién
del coeficiente de intensificacion de tensiones aplicado, Ky, (€l que habria si no exis-
tiera el efecto de rozamiento en las caras de la grieta). En la figura 6.15 se muestran los
resultados correspondientes a la probeta de grieta inicial ¢ =0.2 mm y en la figura 6.16
los correspondientes a la de grieta inicial ¢ =1.23 mm. Se muestra, ademas, en cada gra-
fica, el efecto que tiene el valor del angulo medio de las asperidades. Estos cdlculos y la
manera de presentar estos resultados han sido observados en Gross y Mendelsohn [1989].
Son muy relevantes porque normalmente es el valor del coeficiente de intensificacién de
tensiones aplicado, Ky, €l que se utiliza en estudios de crecimiento de grieta, mientras
que es el valor efectivo, Kypet, €l que realmente provoca la propagacion. Se observa de
nuevo como la mayor influencia aparece en la probeta de grieta inicial de mayor longitud.
En la probeta de grieta inicial ¢ =0.2 mm, para valores razonables del dngulo medio de

las asperidades, los valores de Kiper Y Kirap SON practicamente coincidentes.

Nota

El programa utilizado para realizar los cadlculos por elementos finitos y en el que se ha im-
plementado el modulo de friccidn entre caras de grieta es el programa FEAP v.7.1 (Finite
Element Analysis Program), programa de cédigo abierto desarrollado por el Prof. Ro-
bert Taylor de la Universidad de Berkeley (EEUU) y cedido por el autor a la Universidad

Pontificia Comillas.
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Figura 6.15: Coeficiente de intensificacion de tensiones
efectivo K¢ en funcién del coeficiente de intensificacién
de tensiones aplicado Ky, para diferentes dngulos medios
de rugosidades y para la grieta inicial de 0.2 mm.
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efectivo K¢ en funcién del coeficiente de intensificacién
de tensiones aplicado Ky, para diferentes dngulos medios
de rugosidades y para la grieta inicial de 1.23 mm.
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Capitulo 7
Conclusiones

Se ha desarrollado un modelo de contacto y friccidn utilizando leyes micromecdanicas, que
se ha acoplado a un elemento con una ley cohesiva de fractura con el objeto de modelar
el efecto que tiene el rozamiento entre las caras de la grieta cuando éstas se encuentran en
contacto. En el caso de modos de fractura de deslizamiento (modos II y III), ese contacto

es permanente, de ahi la importancia de este fendmeno.

Se han elegido leyes micromecanicas tanto para el contacto como para la fricciéon debido a
que al ser un proceso muy localizado y de dimensiones pequenas (del orden del tamaifio de
la grieta), la fisica del problema debe ser capturada de una manera precisa. Estas leyes han
sido desarrolladas fundamentalmente para el calculo de resistencias térmicas de contacto
y se han seleccionado las ecuaciones que relacionan las areas de contacto reales con la
presion normal existente en la interfaz. Son leyes ampliamente utilizadas y verificadas

experimentalmente.

El modelo desarrollado se ha programado en un c6digo de elementos finitos y se ha apli-
cado a un ejemplo de eje a torsion. Debido a la imposibilidad de realizar ensayos con
medios propios, se han utilizado resultados de ensayos publicados para la validacién del
modelo. Se ha evitado realizar pruebas de fatiga, por su mayor complejidad y por ser el
objetivo el comprobar el modelo de una forma simple. Asi, se ha utilizado un ensayo en
el que la carga se aplica en un solo paso. Los valores procedentes del ensayo se han com-
probado mediante el modelo propuesto, calculando con éste los valores de Ky efectivos

en la punta de la grieta que corresponderian a los nominales o aplicados. Los resultados
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obtenidos han sido muy satisfactorios.

7.1.

Contribuciones realizadas

Las aportaciones que suponen el trabajo realizado son:

7.2.

Incorporacién de un médulo de contacto a un elemento cohesivo de fractura. Hasta
este momento, en los célculos realizados en los que previsiblemente las caras de la
grieta iban a estar en contacto, se aplicaba una pequefia carga axial que hiciera que
éstas se separaran ligeramente para evitarlo. Con la incorporacion del modelo de

contacto, se reproduce la fisica del problema fielmente.

Incorporacién del cdlculo del rozamiento dentro de un elemento cohesivo de frac-
tura. En casos de fractura bajo modos de deslizamiento es imprescindible tener en
cuenta la friccién que se produce entre las superficies libres, de cara a evaluar la
tension efectiva en la punta de la grieta que es la responsable de la propagacion de

ésta.

Utilizacién de modelos micromecénicos de contacto y friccion para el estudio de la
interaccion entre las caras de una grieta. Los modelos propuestos hasta ahora eran
modelos més simples en los que se utilizaba un coeficiente de rozamiento tradi-
cional con una ley de Coulomb en la superficie de cada asperidad (suponiendolas

rigidas).

Aplicaciones del modelo desarrollado

El modelo que se ha desarrollado se ha validado, mediante varios ensayos de un eje a

torsién. Pero eso no implica que sea su tnica aplicacion. Este modelo se debe utilizar en

cualquier problema de fractura en el que las caras de la grieta permanezcan en contac-

to, es decir, en todos los problemas de modos II y III de fractura o modos mixtos I/II 6

I/II1. Entre otros, algunos ejemplos podrian ser las grietas por fatiga superficiales o sub-

superficiales inducidas por contacto rodante y las grietas entre interfaces de contacto en

materiales compuestos.
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Ademads, el modelo va a ser muy ttil en los calculos de crecimiento de grieta por fatiga,
debido a la influencia que tiene la interaccion entre las caras de la grieta en su velocidad

de crecimiento. Su aplicacion a cdlculos de crecimiento de grieta por fatiga es inmediata.

7.3. Desarrollos futuros

Existen diferentes desarrollos que se deben realizar para mejorar y ampliar el modelo

propuesto.

= Utilizacion del modelo desarrollado junto con el algoritmo de extrapolacion aplica-
do al crecimiento de grietas por fatiga creado por Fernandez [2003], en paralelo a
este trabajo. La unién de ambos trabajos es inmediato y se espera que con su uti-
lizacién se prediga, de una forma més efectiva y més real, la vida de un elemento

que trabaja a fatiga y que contenga grietas bajo modos de deslizamiento.

= Evolucién de la rugosidad: actualmente los pardmetros geométricos de las superfi-
cies (rugosidad RMS (o) y m, pendiente media de las asperidades), se consideran
constantes en todo el proceso. Esto es cierto si las particulas de desgaste no esca-
pan de la grieta y asi, al quedarse en la interfaz de contacto, se regenera de alguna
forma la rugosidad. En caso de que las particulas no permanecieran en la grieta,
la superficie de ésta se iria suavizando, disminuyendo, por tanto, los pardmetros

caracteristicos de las superficies y por tanto también el rozamiento entre ellas.

= Relacién entre los pardmetros del elemento cohesivo y la fuerza de rozamiento. El
parametro (3 del elemento cohesivo controla la relacion entre las fuerzas cohesivas
normales y tangenciales. Habria que investigar en detalle la funcién de ese pard-
metro, intentando relacionarlo con la friccién micromecdnica, para representar sélo

con el elemento cohesivo el comportamiento global en la interfaz.

= Introduccién de los procesos térmicos en la interfaz de contacto. Debido a que el
rozamiento es un proceso de degradacion de energia, seria conveniente aiadir un
moddulo en el que toda esa energia generada por rozamiento se transformara en un

aumento de temperatura en las caras que estdn en contacto. No se ha encontrado
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ningun estudio en la literatura referente a este tema, por lo que seria interesante

explorarlo.



Apéndice A

Conceptos sobre plasticidad

A.1. Modelo de plasticidad fenomenologico

La formulacién del elemento elastopléstico utilizado se basa en estudios micromecéanicos
de plasticidad de monocristales metdlicos. Estos estudios se pueden ver en detalle en Tay-
lor [1938], Hill [1966], Hill y Rice [1972], Asaro y Rice [1977], Asaro [1979, 1983]. Una
caracteristica esencial de esta descripcion es la introduccion de una configuracion inter-
media local, relativa a la cual se describe la respuesta eldstica del material. La presencia
de esa configuracion lleva a una descomposicion multiplicativa local del gradiente de las

deformaciones de la forma:

F(X,t) = F*(X, t)F*(X, 1) (A.1)

donde F actia sobre cada punto X de la configuracion de referencia del cuerpo B consi-
derado.

Se han utilizado descomposiciones multiplicativas de este tipo en numerosos trabajos.
Destacan los de Simo y Ortiz [1985] y Simo [1988].
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A.1.1. Relaciones cinematicas. Configuracion intermedia local

En este apartado se introduce la nocién de la configuracion intermedia y se resumen al-

gunas relaciones cinemadticas bésicas necesarias para los desarrollos posteriores.

A.1.1.1. Motivacion micromecanica. Plasticidad en monocristales

Desde un punto de vista micromecénico, el flujo plastico en la plasticidad cristalina pue-
de considerarse como un flujo de material a través de la malla cristalina mediante el
movimiento de las dislocaciones. Para un cristal con un sistema de deslizamiento tinico
denominado {s,m} conm-s = 0y ||s|| = ||m]| = 1, las consideraciones del flujo plas-
tico llevan a la descripcién micromecdnica que se muestra en la figura A.1. Los vectores
unitarios {s, m} estdn fijados a la malla cristalina y el flujo pléstico se caracteriza por el

tensor F? que se define como:

FPF=1+~vs®m

donde ~ es la deformacién plastica en el sistema cristalografico definido por {s,m} y 1

es el tensor unitario. La deformacion total del cristal se descompone, por tanto, en:

F = F°F?

donde F¢ es la deformacion debida al estiramiento o contraccion y a la rotacién de la

malla cristalina y F es el gradiente de la deformacion.

A.1.1.2. Relaciones cinematicas asociadas con la configuracién intermedia

Segun la descomposicion multiplicativa (A.1), la configuracion intermedia local, definida

-1 ., . .
por F¢ ~ es una configuracion libre de tensiones.

Tensores de deformacion lagrangiano y euleriano

Siguiendo la nomenclatura tradicional de la mecédnica de los medios continuos, se define

el tensor derecho de Cauchy-Green en la configuracion de referencia del cuerpo como:
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Figura A.1: Aspectos micromecénicos de la deformacion en
un cristal. F? mueve al material a través de la malla por el
movimiento de las dislocaciones. F'¢ gira y distorsiona la
malla cristalina.

C=F'F, y C” =F" F? (A.2)
Los tensores de deformacion lagrangianos asociados son:

1 1
—_ 2 _ P _ _[CP _
E=Z[C-1], y B'=3[C"—1]

donde 1 es el tensor unitario simétrico con componentes 9 4z en un sistema de referencia

cartesiano.

De forma similar, los tensores eulerianos, asociados con la configuracion actual, son:

b=FFT, y b®=FF° (A.3)

llamados tensores izquierdos de Cauchy-Green total y eldstico, respectivamente. Sus ten-

sores inversos tienen el nombre de tensores de deformacién de Finger:

-1

c=b'=F7TF yc=b" =F F
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Finalmente, los tensores de deformacién eulerianos toman la forma:

1 e_l _ e
e:§(1—c), y e —2(1 c) (A4)

donde 1 es el tensor simétrico unitario en la configuracion actual con componentes 0;;.

La siguiente relacion tiene un papel fundamental en la formulacién que sigue. De (A.1) y
(A.3.b):

b¢ — FF* 'F? "FT — F [FPTFP] T

que, junto con (A.2) se obtiene:
b¢ = FC? 'FT (A.5)

Velocidades de deformacion

El tensor de velocidad de deformacion total es:

d=F"T Bc} F!'=FTEF! (A.6)

Ahora, de (A.3) y (A.4):

E = %FT [1-F"F'|F =F"eF (A7)
Y combinando (A.6) y (A.7) se obtiene:

d=Le=F7" {% [F"eF| } F! (A.8)
donde el operador L, es la derivada de Lie. Para una revisién de ese concepto, se reco-

mienda la referencia Marsden y Hughes [1983]. Por analogia con la ecuacion (A.8), a

partir de la ecuacion (A.5) se obtiene:
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L,b*=F {% [F'bF 7] } F ' =rC F’

Descomposicion multiplicativa desviadora y volumétrica

Dentro del contexto de la teoria infinitesimal, el tensor de deformaciones € se descompone

en las partes volumétrica y desviadora, de acuerdo con la expresion:

1
e =dev[e] + 3t €] 1

donde

devie] =€ — %tr [e]1 = tr[dev[e]] =0

Esta descomposicion aditiva, aunque formalmente vélida, pierde completamente su sen-
tido fisico en la teoria no lineal. La descomposicion correcta es la siguiente, denominada

descomposicién multiplicativa.

Sea F la parte del gradiente de deformaciones que conserva el volumen (det [F} =1y

sea J = det [F] el cambio de volumen local. Entonces:

F=J"'F = det[F] =1yF=J"F

C=F'F=J?C = det|[C] =1

A.1.2. Teoria de flujo J

Se supone en toda la formulaciéon que la respuesta tensional es isotropica. Ademads, se-
gtn las hipétesis habituales en plasticidad de metales, se supone que el flujo pléastico es

isOcoro:
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detFP =detC?P =1 = J =detF =det F°

A.1.2.1. Respuesta tensional

De acuerdo con la suposicion de isotropia y con la definicidn de configuracion intermedia
sin tensiones, se caracteriza la respuesta tensional mediante una funcién de la energia

almacenada de la forma:

W =U(J¢) + W(be
e (A9)
donde U : R, — R, U {0} es una funcién convexa de J. U(J¢) y W (b¢) son las partes

volumétrica y desviadora de IV, respectivamente. Para concretar:

SIS

(A.10)
o7 (tf [be] - 3)

W(B )
donde x > 0y p > 0 se interpretan como el médulo de elasticidad longitudinal y el

modulo de elasticidad a cortadura respectivamente.

Si ahora se supone una energia de la forma W = U(J¢) 4+ W(C*), segiin la ecuacién

(A.10.b), se obtiene el tensor de tensiones de Kirchhoff por medio de la expresion general:

T = 2F QLR = JU'(J)1 +s

— e W fe
s = 2dev |Fe 2L P |

La energia almacenada definida en (A.9), al estar desacoplada, da lugar a relaciones
tension-deformacion desacopladas en su parte volumétrica y desviadora. Resumiendo las

ecuaciones anteriores, queda:

T=Jpl+s
p=U(J)=r[J—1- 7]
s = dev [T] = pdev [b]
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A.1.2.2. Condicion de fluencia

Se considera la condicion de fluencia clasica de Mises-Huber, formulada en términos del

tensor de tensiones de Kirchhoff como

9
flr,a) = 7| —\/;[UY+KQ] <0 (A.11)

donde oy es el limite eldstico, K > 0 es el mdédulo de endurecimiento isotrépico y « el
parametro de endurecimiento. En esa formulacion se pueden introducir facilmente leyes
de endurecimiento no lineales en las que K («) sea una funcién no lineal del pardmetro

de endurecimiento.

A.1.2.3. Regla de flujo asociativa

Igual que en la teoria infinitesimal, conocidas la funcién de energia almacenada y las
condiciones de fluencia, la forma funcional de la regla de flujo asociativa correspondiente
se determina de forma unica mediante el principio de mdxima disipacion pldstica (Simo

[1988]). En esa referencia, se muestra como la regla de flujo toma la forma:

C' ' = —2jtr [b*] F'nF 7T
n =& (A.12)

s = dev [7]

A.1.2.4. Ley de endurecimiento isotropico y condiciones de carga-descarga

Igual que en la teoria lineal, se supone que la evolucién de la variable de endurecimiento

() se rige por la ecuacion:

Y =4/ =1 A.13
é 37 (A.13)

donde ¥ es el parametro de consistencia sujeto a las condiciones de carga-descarga de
Kuhn-Tucker habituales:
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¥ =0, f(T’a/)SOa ﬁf(*r,a):O

que junto con la condicién de consistencia

7]5(7-7(1) =0

completan la formulacién del modelo.

A.1.2.5. Modelo de endurecimiento cinematico

Ademais de la ley de endurecimiento isotropico considerada en el apartado anterior, se
pueden incorporar otros tipos de endurecimiento en el modelo, introduciendo variables
internas adicionales cuya evolucién esté regida por ecuaciones de variacion apropiadas.
En concreto, se utiliza una extension de la ley de endurecimiento cinematico de Prager-

Ziegel a deformaciones finitas.

Las ecuaciones de evolucion para la regla de flujo y la ley de endurecimiento son:

L,b¢ = —42tr [b]n
L,q=93H'r [bn

n= {89
ls—all

donde H' es el médulo de endurecimiento cinemdtico y g es el término correspondiente
al back stress. Como en la teoria lineal, la condicion de fluencia de Mises-Huber (A.11)
se modifica para incorporar el endurecimiento cinematico. Sea ¢ = —\/gka, donde «
es la variable de endurecimiento isotrépico con ecuacién de evolucion (A.13). Entonces,
en términos de las variables de endurecimiento q = {¢, q}, la condicién de fluencia se

convierte en:

f(r.a) =T —all +q— /2oy <0
i=—2K"
¥ <0
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Las ecuaciones anteriores junto con las relaciones tensién-deformacién y las condiciones

de Kuhn-Tucker completan la formulacién del modelo.






Apéndice B

Relaciones geométricas de parametros

de superficies reales

Se considera un area A (drea aparente) en la que se definen una serie de subregiones
interiores cuyas areas son A,1, Ao,...,A., (areas reales de contacto) siendo m el nimero
de regiones que existen (nimero de puntos de contacto en el drea considerada) (figura
B.1).

Figura B.1: Area aparente A, y dreas de contacto reales, A,
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Si se dibuja una linea que atraviese el area A, cortard a s de las subregiones. Se denominan
a éstas A,,, Ayq...., Ay y las longitudes de las lineas en A, A,,, A,...., A, respectiva-

mente L, l¢p, leg....lcr. Se define:

Ar = Arl + Ar2 + ...+ Arm
Sl = oy 4 log + oo+ L

Se considera ahora una familia de lineas paralelas a la linea original, espaciadas en una
distancia ¢ pequefia comparada con las dimensiones de A y de todas las A,;. La longitud
total de todas esas lineas dentro de A es aproximadamente, A/J, y la longitud total de
todas las lineas dentro de cualquier A,; es aproximadamente, A,;/d. Sumando la longitud
total de todas esas lineas en todas las A,;, el resultado es aproximadamente A, /0. En
todas esas aproximaciones, el error que se comete tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.
Asi, para todas esas lineas, la longitud media de linea dentro de los A,; por unidad de

longitud de linea en A es:

lim =

6—0 A/(s

A )5 A,
A

y, por tanto:

- (B.1)

Si se representa cada subregion A,; por un circulo de radio ¢; y si 0 es pequefio comparado
con ¢;, entonces el nimero de lineas que intersectan A,; es, aproximadamente, 2(c;/0).
De esta manera, el nimero total de intersecciones de todos los A,; por lineas es 2(c; +
Coy+ ...+ ¢y /0. Asi, para todas esas lineas, el nimero medio de intersecciones por unidad

de longitud de la linea en A es:

lm 2ci+ et +ep)/d 2(cFcat .4 cm)
6—0 Al N A

y por tanto, en promedio:
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s 2 +teat . tey)
Z = B.2
7 P (B.2)

Si el valor de ¢; no varia mucho, de modo que la media de ¢; es aproximadamente igual al

valor RMS de ¢;, entonces:

{%}pmmedio = 2 + CQZ e+ Cm) = QmW
=ﬂmgg&ﬁzgﬂ¢@+%+m+@
A A m
_ 2m\/Ar1+Ar2+---+Arm B \/4mAr
A mr “Viaa
4dn A,
VoA (B.3)

donde n es el nimero de contactos por unidad de area.

Para cada una de las superficies de contacto se supone que el perfil es un proceso aleatorio

y(z) (figura B.2.a) y que la distribucion de las alturas de dicho perfil es gausiana:

2
ply) = — exp( y) (B.4)

o\ 21 _TUQ

donde y se mide desde la linea media del perfil y o representa la desviacion tipica de las

alturas. Esta se calcula como:

2 1 g 2 oo 2
azﬁmz/ywz/ yp(y)dy
0 _

—
L—oo 00

En un perfil tal como el de la figura B.2.a, se quiere calcular el nimero de picos por
unidad de longitud del perfil que estdn por encima de un nivel Y, ya que se considera que
el contacto tendrd lugar en los puntos en los que 4 > Y. El problema se resuelve usando

el método de contar funcionales sugerido por Middleton [1960].

Sea u(s) la funcidn escalén que tiene las siguientes propiedades:
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Vi IVARA //\’\\/\/\

WAVA! JAWA -
VARV AR VAV A

a) Perfil de la superficie
uy-v) |
v
b) Representacion de la funcién escalon
du

%
I

¢) Funcional de contar

Figura B.2: Niumero de intersecciones para y = Y en un
perfil de superficie tipico.
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u(s) =1paras >0

u(s) =0paras <0

Entonces u(y(z) —Y') tiene la forma que sefiala la figura B.2.b . Diferenciando u(y — Y")

se puede obtener el funcional capaz de contar picos (figura B.2.c) que es:

Lty )] = /sty - V)

siendo ¢ = j—g, y 6(y — Y') es la delta de Dirac, que se hace cero en todos los puntos

excepto en y = Y y tiene la propiedad:

/+005(y—Y)dy: |

— 00

Por lo tanto,

/ )oYy = () (B.5)

e}

También, si para 77 < x < z3, y(z) toma el valor de Y una sola vez, entonces

/ /|6y — V)da = 1

1

Por lo tanto, el nimero de picos con y > Y por unidad de longitud del perfil es:

* i [ yl6 - v)a

— = lim — — x

L ite2r ), YOV

y es igual al nimero de puntos de contacto s por unidad de longitud. Aplicando la ecua-

cion (B.5) y suponiendo que la distribucion de las alturas del perfil es independiente de la

distribucién de las pendientes del perfil

S 1 Heo oo i / pY I ! !
ses [ ws -yt =22 [y

o0
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Sustituyendo en la ecuacién (B.4), la ecuacién anterior queda:

20s/L  exp (=Y?/20?)

- N (B.6)

donde

—+o00 1 L
_ / / / ! 1z = /
m—/_oo '[P (y')dy —nggoL/O |yl dz
es la pendiente media de los picos del perfil.

Sustituyendo la ecuacion (B.2) en (B.6) se obtiene la expresion de la suma de todos los

radios de los puntos de contacto por unidad de area:

Y, 1 m
L= C exp (—Y?/202
A 4210 P ( / )

La fraccion de la longitud del perfil en contacto X/./L puede obtenerse, por medio de la

definicién de p(y) como:

Por otro lado, mediante la ecuacion (B.1) se puede obtener el valor de la relacién entre el

drea real y el drea aparente:

o= /Oop(y)dy = %erfc (Y/\/§a>

Y

donde erfc(z) es la funcién error y se define como:

2 x
erfc(x) = — / exp’“2du
T Jo

Si se consideran las dos superficies que forman el par de contacto en su conjunto, con los
planos medios separados una distancia Y, y con perfil aleatorio y distribucién gausiana de

las alturas de las asperidades, el contacto tendrd lugar en cualquier punto donde y; + yo >
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Y . Por lo tanto, las ecuaciones anteriores serdn vélidas si se interpreta y(z) de la figura
B.2.a como y(x) = y1(z) + y2(x) e Y como la distancia entre los planos medios de las

superficies en contacto. El valor RMS para la distribucién y; (x) + y2(x) es:

— /52 2
o =14/07 + 05

Y si las pendientes estdn distribuidas normalmente también:

m = y\/m?+m3

El nimero de puntos de contacto por unidad de drea aparente se puede obtener a partir de

la ecuacién (B.3), de donde:
7rA<3>2 1 m? - Y Y2
=—-——|—=) = —=—erfc — |exp | ——
"T1a\T) T 1602 V2o ) TP\ T2
El radio medio de las zonas de contacto por unidad de drea aparente, es:

ECZ/A 8 o Y2 Y
c=——=/——exp| = |erfc | —=
n T™m 202 V20

El area real de contacto también por unidad de drea aparente, es entonces:

1 Y
A, = nrc® = éerfc (—)
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