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Capítulo 1

Introducción, motivación y
objetivos

Uno de los elementos clave para el funcionamiento de la mayoría de los merca-
dos eléctricos liberalizados es una subasta diaria donde las empresas participantes
son convocadas para que envíen sus ofertas de compra y venta de energía. De la
casación de estas ofertas se obtiene tanto la programación de unidades del sistema
que cubrirán la demanda de energía como el precio marginal, para cada una de las
24 horas del día siguiente. Resulta crucial, por tanto, para las empresas participantes
anticiparse a los movimientos del precio marginal para poder optimizar sus estrate-
gias de oferta o protegerse frente al riesgo de grandes desviaciones. La caracterización
y predicción de dicho precio marginal constituye la principal motivación de esta tesis.

En este primer capítulo se introduce el contexto en el que se desarrolla la tesis.
Primero se explica el funcionamiento general de los mercados eléctricos liberalizados
tomando como ejemplo el mercado ibérico de electricidad. El capítulo se centra en
el proceso de formación del precio marginal y los factores por los que se ve afectado.
Finalmente, se explica la motivación y los objetivos de la tesis.
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1.1. Introducción

Las leyes físicas que determinan la conducción de energía a través de una red
de transporte requieren mantener el equilibrio entre la inyección de energía en los
puntos de generación y la extracción en los puntos de demanda (con algún margen
por pérdidas en la transmisión). En todo momento la producción y el consumo deben
de estar perfectamente sincronizados dado que no hay capacidad de almacenamiento.
Así, la tarea del operador del sistema eléctrico es realizar el seguimiento de la
demanda de electricidad y asegurar en todo momento su perfecta sincronización con
las unidades de generación, requiriendo en tiempo real el funcionamiento de aquellos
generadores que tengan la capacidad técnica de responder a las variaciones de la
demanda y garantizando que ésta cumple con los requisitos de calidad de suministro.

El hecho de que la electricidad no sea almacenable es lo que diferencia un mercado
eléctrico de otros mercados en donde se negocian por ejemplo activos �nancieros o
materias primas. Puesto que la electricidad es un bien de consumo esencial, no existe
apenas elasticidad de la demanda1 con respecto al precio del mercado. La demanda
responde fundamentalmente a factores de laboralidad y temperatura. De este modo,
en un periodo de tiempo determinado (día, semana o año), se necesita que entren
en funcionamiento un número variable de plantas de generación con diferentes costes
de producción capaces de satisfacer los requerimientos instantáneos de electricidad.
Esta variabilidad en los costes de las tecnologías de generación según los diferentes
niveles de demanda, unido a otros factores como la naturaleza oligopolística de estos
mercados, es lo que determina que los precios presenten una serie de características
únicas y universales que serán expuestas en detalle a lo largo del documento.

Con el �n de comprender mejor la idiosincrasia de los mercados eléctricos, en
la sección siguiente se describe brevemente el funcionamiento del mercado ibérico
de electricidad. Esto permite asimismo establecer el marco de trabajo en el que se
desarrolla la tesis, que tiene como objetivo la predicción de los precios del mercado
diario de electricidad en un horizonte de corto plazo. Una vez explicado el proceso de
formación de los precios eléctricos en el mercado, se expone la motivación de la tesis
y la organización del resto del documento.

1.2. Funcionamiento del mercado ibérico de electricidad

El mercado ibérico de electricidad es un mercado mayorista en el que los agentes
productores de electricidad venden la electricidad a distribuidores, comercializadores
y grandes consumidores. Dentro de este mercado se incluye tanto la energía que se
vende a través de contratos bilaterales físicos como la energía que se vende en el
mercado organizado o pool, donde se realiza la mayor parte de las transacciones.
El mercado organizado o pool se estructura sobre la base de una serie de mercados
sucesivos en los que se va ajustando la oferta y la demanda de electricidad. El más

1Se entiende por elasticidad de la demanda a su sensibilidad a variaciones en el precio
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Figura 1.1: Secuencia de mercados en el mercado ibérico de electricidad.

importante de estos mercados es el mercado diario, en el que se negocia la energía
para cada una de las 24 horas del día siguiente. Con posterioridad a la casación en el
mercado diario las empresas oferentes y demandantes de energía pueden ajustar sus
posiciones en los mercados intradiarios. Gracias a estos mercados, y a los procesos de
resolución de restricciones técnicas, servicios complementarios y gestión de desvíos,
el sistema puede acomodar las inevitables discrepancias entre la demanda real y la
prevista y los generadores pueden optimizar sus programas de operación dadas las
características técnicas de sus plantas.

La secuencia de mercados de generación responde al grá�co de la �gura 1.1. Si
atendemos al horizonte temporal en el que se negocia la energía, se distinguen tres
etapas diferentes:

En los mercados a plazo de electricidad se negocian contratos de compra-venta
de electricidad con plazos de entrega superiores a 24 horas (semanas, meses,
trimestres, años, antes de la entrega física de la energía).

El día anterior a la entrega física de la energía (día D-1), los agentes del mercado
negocian mediante subastas la electricidad que será consumida el día D. Estas
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Figura 1.2: Esquema del proceso de casación de ofertas en el mercado diario. Fuente:
Energía y sociedad www.energiaysociedad.es.

transacciones se llevan a cabo en el mercado diario.

En el muy corto plazo (dentro de las 24 horas anteriores al momento de la
entrega física de la energía), existen otros mercados en los que los agentes
pueden ajustar sus posiciones contractuales y en los que se ofrecen una serie de
servicios de gestión técnica al sistema.

Mercados a plazo. Los contratos que los agentes se intercambian con períodos
de entrega superiores a un día pueden ser de dos tipos: 1) contratos bilaterales
adaptados a las necesidades de los agentes que son acordados por la negociación
bilateral entre las dos partes; y 2) productos estandarizados que se contratan a
través de mercados organizados (en el mercado ibérico, OMIP: (bolsa de derivados
del MIBEL) y CESUR (Subastas de energía para el Suministro de Último Recurso))
u OTC (acrónimo de Over The Counter). Este tipo de contratos cumplen un papel
crucial en un mercado liberalizado desarrollado, puesto que permiten a los agentes
compradores y vendedores gestionar e�cazmente sus riesgos. Sin embargo, para el
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Figura 1.3: Períodos de ejecución de la secuencia de mercados intradiarios y sus
horizontes de aplicación. Fuente: Red eléctrica www.ree.es.

caso del mercado ibérico estos mercados no están su�cientemente desarrollados ni
son lo su�cientemente líquidos para permitir dicha gestión.

Para un momento dado, los precios a los que se está intercambiando electricidad
a los distintos plazos futuros se conoce como curva forward (o curva a plazo). La
curva forward cambia al mismo ritmo que cambian las expectativas sobre el precio
del mercado diario y los factores por los que se ve afectado.

Mercado diario. El mercado del diario está organizado por el operador del
mercado (OMEL), entidad privada encargada de llevar a cabo la gestión del mercado y
garantizar que la contratación en el mismo se realiza en condiciones de transparencia,
objetividad e independencia. Se celebra el día anterior al de la entrega de la energía y
en él compradores y vendedores realizan sus ofertas de compra-venta de electricidad
para cada una de las horas del día siguiente. Así, en este mercado en realidad hay
24 productos diferentes (la energía en cada una de las 24 horas del día siguiente). El
operador del mercado es el encargado de realizar diariamente la casación de ofertas
cruzando las curvas agregadas de compra y venta, obteniendo así la programación
de unidades de generación que cubrirán la demanda prevista de electricidad y su
precio, para cada una de las 24 horas del día. El proceso de casación se muestra
esquematizado en la �gura 1.2, y será explicado con algo más de detalle en la sección
1.3. Puesto que la predicción de dicho precio de casación constituye la principal
motivación de la tesis, serán expuestos también los factores que determinan las forma
de las curvas agregadas de oferta y demanda y que determinan, por tanto, el precio
resultante.

Mercados intradiarios. Dentro de las 24 horas anteriores al momento del
despacho de la energía, generadores y comercializadores pueden ajustar sus posiciones
comprando y vendiendo energía en los seis mercados intradiarios actualmente
existentes, también gestionados por OMEL, y cuyo funcionamiento es similar al del
mercado diario. Los periodos de ejecución de estos mercados y su secuencia, así como
los horizontes a los que aplican sus resultados se muestran la �gura 1.3.

5
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Mercados de servicios de ajuste del sistema. Bajo estos mercados se agrupan
un conjunto de mecanismos de carácter competitivo gestionados por el operador del
sistema. Los servicios de ajuste comprenden las restricciones técnicas, los servicios
complementarios y la gestión de desvíos generación-consumo, todos ellos necesarios
para mantener el sistema eléctrico en equilibrio físico y dentro de un nivel de seguridad
adecuado. Sus horizontes de aplicación abarcan desde unas pocas horas hasta pocos
minutos antes del despacho. Estos mercados son los siguientes:

Mercado de restricciones técnicas: Una vez realizada la casación del mercado
diario y teniendo en cuenta los contratos bilaterales, el OS realiza un análisis
para veri�car la viabilidad del programa de generación y consumo resultante.
En caso de que dicho programa no sea técnicamente factible, el OS resuelve las
congestiones de la red alterando el programa de generación aplicando criterios
técnicos de seguridad y económicos, es decir, considerando las ofertas a subir o
bajar energía enviadas por los generadores al mercado de restricciones.

Mercado de regulación Secundaria: El servicio de banda de regulación permite
al OS disponer de una reserva de capacidad disponible que permita resolver
desequilibrios signi�cativos entre generación y demanda. Las unidades de
generación de los participantes en este mercado deben poder responder en
unos pocos segundos a requerimiento automático del programa de control de la
generación del OS.

El mercado se convoca después de la celebración del mercado diario y del
de restricciones. Cada día, el OS estima y pública la reserva de banda de
regulación (en términos de potencia) necesaria para asegurar el suministro en
condiciones de �abilidad en caso de desequilibrios producción/consumo que
puedan producirse en tiempo real. A partir de dicha estimación y con carácter
voluntario, las empresas generadoras con capacidad de regulación presentan sus
ofertas de capacidad disponible. El coste marginal de la banda de potencia para
cada hora marca el precio con el que se remunera toda la capacidad asignada en
este mercado. Así mismo, el servicio remunera no sólo la banda de potencia, sino
también la energía eventualmente utilizada, valorada al precio de sustitución
de la energía terciaria.

Mercado de regulación terciaria: El mercado de energía terciaria se celebra a
última hora del día anterior al despacho, y tiene como objetivo restituir la
reserva de banda en caso de que se haga uso de la banda secundaria por causa
de una contingencia. En este mercado, los generadores envían ofertas por la
variación máxima de su potencia a subir y a bajar. El precio de la energía
terciaria utilizada a subir o a bajar es el precio marginal resultante de las ofertas
realizadas por los generadores frente a una demanda establecida por el OS según
sus requerimientos. Al contrario que en el caso de la reserva secundaria, los
generadores sólo perciben ingresos por este servicio si es utilizado por el OS.

Mercados de desvíos: El objetivo de estos mercados es resolver los desequilibrios
entre la oferta y la demanda que sean identi�cados unas pocas horas antes
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del despacho, tras la celebración de cada mercado intradiario. Una vez los
agentes productores hayan comunicado sus previsiones de desvíos y junto con
las previsiones de generación de energía eólica, el OS convoca el mercado de
gestión de desvíos en caso de que el conjunto de desvíos previstos supere una
cierta cantidad. Así, el mercado solicitará ofertas a los generadores en el sentido
contrario al desvío previsto.

1.3. Formación del precio en el mercado diario

El precio del mercado diario viene dado por la intersección de la curva de oferta
(construida por agregación de todas las ofertas de venta enviadas al mercado) y la de
demanda (construida por agregación de todas las ofertas de compra). En un modelo
de subasta de casación simple (uniform-price, como es el caso del mercado ibérico),
todos los agentes de compra con ofertas por encima o igual a dicho precio pagarán
ese precio por la electricidad suministrada, y los agentes de venta con ofertas por
debajo o igual serán remunerados a ese mismo precio, independientemente de cuál
fuese el precio establecido en sus ofertas (ver �gura 1.4). Al precio así calculado se le
denomina precio marginal o precio spot. Este es el mecanismo de casación adoptado
por la mayoría de mercado eléctricos, aunque existen otros como el adoptado en el
mercado de Reino Unido, conocido como pay-as-bid, donde a los agentes de venta se
les paga el precio exacto que ellos ofertaron por la cantidad de electricidad indicada
en su oferta (ver Vázquez (2003) para más detalles sobre modelos de casación de
ofertas).

Las ofertas económicas de venta de energía eléctrica que los vendedores presenten
al operador del mercado pueden ser simples o incorporar condiciones complejas en
razón de su contenido. Las ofertas simples son ofertas económicas de venta de energía
que los vendedores presentan para cada periodo horario y unidad de producción de
la que sean titulares, expresadas como pares energía-precio. Las ofertas complejas
de venta son aquellas que incorporan además todas o algunas de las condiciones
técnicas o económicas siguientes: condición de indivisibilidad, gradiente de carga,
ingresos mínimos y parada programada. La condición de indivisibilidad permite �jar
en el primer tramo de cada hora un valor mínimo de funcionamiento. Este valor solo
puede ser dividido por la aplicación de los gradientes de carga declarados por el mismo
agente, o por aplicación de reglas de reparto en caso de ser el precio distinto de cero. El
gradiente de carga permite establecer la diferencia máxima entre la potencia inicio de
hora y la potencia �nal de hora de la unidad de producción, lo que limita la energía
máxima a casar en función de la casación de la hora anterior y la siguiente, para
evitar cambios bruscos en las unidades de producción que no pueden, técnicamente,
seguir las mismas. La condición de ingresos mínimos permite la realización de ofertas
en todas las horas, pero respetando que la unidad de producción no participe en el
resultado de la casación del día, si no obtiene para el conjunto de su producción en
el día, un ingreso superior a una cantidad �ja, establecida en pesetas o euros, más
una remuneración variable establecida en pesetas o céntimos de euro por cada kWh
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Figura 1.4: Curvas agregadas de oferta y demanda en OMEL y precios marginales
resultantes en una hora punta (20h) y otra valle (06h) del 18 de diciembre de 2008.

casado. La condición de parada programada permite que si la unidad de producción ha
sido retirada de la casación por no cumplir la condición de ingresos mínimos solicitada,
realice una parada programada en un tiempo máximo de tres horas, evitando parar
desde su programa en la última hora del día anterior a cero en la primera hora del
día siguiente, mediante la aceptación del primer tramo de las tres primeras horas de
su oferta como ofertas simples, con la única condición de que la energía ofertada sea
decreciente en cada hora (ver www.omel.es para más detalles).

Las curvas agregadas de oferta habitualmente presentan una forma escalonada
como las de la �gura 1.4, en donde cada tramo o escalón re�eja las ofertas
correspondientes a centrales que pertenecen a una misma tecnología y el orden en el
que aparecen viene determinado por sus costes de producción (o de oportunidad2).
Las diferentes tecnologías empleadas en la generación de electricidad se distinguen
unas de otras por su costes de operación (incluido el coste del combustible) y su
�exibilidad, esto es, su capacidad para variar su potencia en un determinado periodo
de tiempo. Las tecnologías más caras, como las centrales de fuel-gas, son las más
�exibles. Únicamente operan unas pocas horas al año, cuando la demanda es muy
alta, por lo que habitualmente se encuentra en la parte alta de la curva. En el otro

2Se entiende por coste de oportunidad el valor de la mejor opción alternativa no realizada. Se
re�ere a aquello de lo que un agente se priva o renuncia cuando hace una elección o toma de una
decisión.
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extremo, las centrales nucleares son las que presentan un menor coste variable de
operación. Sin embargo, estas centrales son muy poco �exibles y tienen que operar
de manera regular durante la mayor parte del año para evitar arranques y paradas.
También se encuentran actualmente en la parte baja de la curva los productores de
energía eólica, puesto que existe un régimen regulatorio especial que les lleva a ser
tomadores de precio en el mercado3. La energía hidráulica tiene un coste de operación
muy bajo y una gran �exibilidad, pero está sujeta a las disponibilidades de agua. Las
centrales hidráulicas �uyentes suelen ofertarse a precios bajos puesto que sus costes de
oportunidad son muy bajos. Sin embargo, las centrales hidráulicas regulables pueden
aparecer en la parte alta de la curva ya que su coste de oportunidad puede ser alto
(tienen la opción de reservar el agua para producir en un instante futuro en el que el
precio del mercado sea alto). Finalmente, los costes de operación de las centrales de
ciclo combinado de gas y las centrales de carbón se sitúan a un nivel intermedio.

Del lado de la demanda, los factores determinantes son fundamentalmente
la temperatura y la laboralidad. Esto da lugar a distintos per�les de demanda
estacionales e intradiarios, que de manera general pueden clasi�carse en horas de
carga base u horas de punta. Una parte de la curva de demanda es a menudo ofertada
a precio instrumental (el máximo posible) con el �n de asegurar el abastecimiento.
Evidentemente, esto no signi�ca que se pagará dicho precio, puesto que existe otra
parte de los consumidores que sólo están dispuestos a tomar energía si su precio es
menor o igual a un cierto valor. Estos consumidores tienen la posibilidad de adaptar
su consumo a los precios del mercado (por ejemplo, algunos consumidores industriales
o generadores hidráulicos de bombeo consumen electricidad preferentemente en los
períodos de precios bajos). En la curva agregada de demanda del mercado, estos
consumidores representan la parte de la curva con una cierta pendiente.

El precio resultante de la casación del mercado diario tiene una componente
estratégica muy importante, puesto que depende de la manera en la que los agentes
construyen sus ofertas. Puesto que el objetivo último de cada agente es maximizar
el bene�cio a lo largo de toda la secuencia de mercados, el precio del diario se ve
también afectado por los precios de los mercados subsiguientes al diario.

1.4. Motivación de la tesis

La motivación de esta tesis surge de la necesidad de estudiar y comprender el
comportamiento de los precios en mercados eléctricos, con el objetivo de predecirlos
de la manera más precisa posible en un horizonte de corto plazo. Parafraseando el
trabajo en Bunn and Karakatsani (2003): si la competencia en los mercado eléctricos
fuera tan e�ciente4 que los precios re�ejaran los costes marginales incluso en las horas

3Esta es la situación regulatoria en los períodos de tiempo bajo estudio en este documento. Sin
embargo, la entrada en vigor del real decreto 2/2013 cambia el régimen regulatorio de los productores
de energía eólica, lo que puede afectar al modo en que éstos oferten en el mercado.

4En un mercado e�ciente los precios re�ejan toda la información disponible del pasado y cambian
instantáneamente para re�ejar nuevas informaciones.
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de alta demanda, habría convergencia entre el precio de la electricidad y el coste del
combustible necesario para generarla, y el modelado de los precios eléctricos sería
relativamente sencillo. Si los mercados de futuros fueran líquidos5 y completos6, los
precios forward tendrían una estructura similar a la de otros activos �nancieros y
podrían aplicarse técnicas convencionales de gestión de riesgos. Sin embargo, ninguna
de estas situaciones se da en la mayoría de mercados eléctricos, lo que hace necesario
el análisis especí�co del comportamiento de los precios para su correcto modelado.

La tesis se centra en el comportamiento de los precios del mercado diario, por
ser éste el elemento clave del funcionamiento de los mercados eléctricos liberalizados.
Existe ya abundante literatura en la que se analizan los precios de diversos mercados
y se proponen diferentes métodos de predicción. Sin embargo, a menudo el objetivo
ha sido tratar de predecir únicamente el valor puntual o precio que se obtiene de
la casación de las ofertas, sin prestar demasiada atención a la magnitud del posible
error en la estimación o la probabilidad de obtener cualquier otro precio. Puesto que
el precio resultante de la casación es el resultado del conjunto de las estrategias de
los agentes participantes en el mercado, la predicción de dicho precio es un problema
intrínsecamente estocástico, y es precisamente en este punto, la estimación de la
función de densidad de los precios del mercado, en dónde se pone el foco de atención
en la tesis. Con ello se pretende contribuir en áreas de conocimiento en donde la
estimación y caracterización de los precios del mercado eléctrico resulta de gran
importancia, como puede ser el diseño y optimización de estrategias de oferta o la
gestión del riesgo derivado de dicho precio. El conocimiento de la distribución de
probabilidad de los precios del mercado diario del día siguiente permite introducir
incertidumbre en la elaboración de los escenarios utilizados para maximizar el
bene�cio de un agente en el mercado, y proporciona la información necesaria para
una correcta gestión del riesgo que de él se deriva.

1.5. Organización del documento

Lo que resta de documento está organizado de la siguiente manera: En el
capítulo 2 se hace una revisión del estado del arte de los modelos que tienen cómo
objetivo predecir o estimar los precios de la electricidad. El capítulo se centra
fundamentalmente en los utilizados para predecir los precios a corto plazo, en
particular, para predecir los precios del mercado diario con un horizonte de hasta
un día. Los siguientes dos capítulos describen las contribuciones más importantes
de la tesis. En el capítulo 3 se presenta una manera alternativa de modelar la
distribución de probabilidad de los precios eléctricos que extiende el tradicional marco
de trabajo gaussiano utilizado en los modelos de series temporales. Esta metodología
puede contribuir a modelar de manera más realista el comportamiento de los precios

5Un mercado se dice que es líquido cuando un agente puede comprar o vender cantidades
signi�cativas del producto sin alterar el precio del mismo.

6En un mercado completo todos los posibles pagos futuros de cada uno de los productos que se
negocian se pueden replicar usando instrumentos disponibles en ese mercado.
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eléctricos, sobre todo en un contexto de gestión de riesgos; En el capítulo 4 se propone
un modelo de predicción de precios eléctricos capaz de mejorar las estimaciones de
los modelos habitualmente utilizados en la literatura. El modelo puede enmarcarse
tanto en el campo de los modelos paramétricos de series temporales como en el de las
redes neuronales, puesto que mezcla la formulación utilizada en ambas disciplinas.
Finalmente, en el capítulo 5 se comprueban las capacidades de predicción de los
modelos propuestos en el contexto habitual al que se enfrentan los agentes del mercado
eléctrico, y se comparan sus resultados con los obtenidos utilizando otros modelos
más habituales en la literatura. El capítulo 6 resume las conclusiones de la tesis.
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Capítulo 2

Modelos de predicción de precios
spot en mercados eléctricos

En este capítulo se revisan los métodos utilizados para predecir o estimar el
precio de la electricidad en mercados eléctricos. En primer lugar, se presenta una
clasi�cación general de los distintos enfoques con los que se aborda el problema en
función del horizonte de predicción o la �nalidad que se persigue con el modelo. A
continuación, el capítulo se centra en los modelos habitualmente utilizados para la
predicción a corto plazo, especialmente para la predicción de los precios spot del día
siguiente. Este grupo de modelos son de índole estadística y abarca desde los métodos
paramétricos basados en el análisis de series temporales hasta los basados en técnicas
de inteligencia arti�cial o minería de datos. El capítulo describe también las especiales
características estadísticas de la series de precios, en las cuales se apoyan los modelos
descritos.
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2.1. Clasi�cación general de los modelos de precios

eléctricos

La introducción de competencia tras la liberalización de los mercados eléctricos
ha obligado a las empresas participantes a anticiparse a los movimientos del precio
marginal, puesto que es una variable determinante en sus procesos de toma de
decisiones y desarrollo estratégico. La necesidad de predicciones precisas del precio
marginal abarca tanto el largo, como el medio y corto plazo. En el largo plazo,
las predicciones del precio in�uyen en las decisiones relacionadas con el análisis de
inversiones o la plani�cación, como por ejemplo la expansión de la generación o
la plani�cación de la distribución. Las predicciones a medio plazo (de seis meses
a un año) se utilizan para la coordinación hidrotérmica, así como a la hora de
hacer una gestión e�caz del riesgo asociado al precio del mercado, de manera que
los agentes puedan decidir la cantidad de energía que comercializan a través de
contratos bilaterales, mercados de futuros o directamente en el pool. Las decisiones
de corto plazo conciernen a la programación diaria de la producción de las plantas y
el desarrollo de las estrategias de oferta en el mercado, con el objetivo de maximizar
el bene�cio.

Según el horizonte de predicción requerido o la �nalidad que se persigue con
el modelo, la metodología empleada para estimar los precios eléctricos resultantes
de la casación del mercado del diario (precios spot) es diferente. En esta sección se
introducen algunos de los modelos utilizados para la predicción de precios en el largo
y medio plazo, así como para la valoración de productos derivados del precio eléctrico.
El análisis detallado de este tipo de modelos está, sin embargo, fuera del alcance de
la tesis. El objetivo no es otro que ilustrar las diferencias que presentan con respecto
a los utilizados para la predicción a corto plazo, en particular para la predicción de
los precios spot del día siguiente, los cuales se describen en profundidad en la sección
2.2.

Aunque las técnicas de predicción de precios eléctricos todavía están en una
etapa temprana de madurez, existe ya mucha literatura al respecto e incluso pueden
encontrarse otras taxonomías previas expuestas en Weron, 2006; Li et al., 2005;
Aggarwal et al., 2009; Mateo, 2005. La clasi�cación presentada en esta capítulo no
di�ere en líneas generales de las citadas.

2.1.1. Modelos para el medio y largo plazo

Los modelos que pertenecen a esta categoría no están únicamente destinados a
estimar el precio del mercado, sino a representar el comportamiento del mercado
completo, incluido el comportamiento estratégico de los agentes participantes, con
el objetivo último de obtener información útil para la plani�cación a medio o largo
plazo. La predicción del precio constituye por tanto una de las salidas del modelo,
de la que habitualmente no se espera obtener precisión sino más bien analizar su
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respuesta frente a diferentes escenarios.

Existen diferentes enfoques o metodologías que se aplican para abordar esta
problemática. Como denominador común a todas ellas está la necesidad de disponer
de una descripción detallada del sistema, lo que supone un signi�cativo riesgo para
la toma de decisiones.

Uno de los enfoques utilizados es el basado en costes de producción. En estos
modelos se simula la producción de las unidades de generación con el objetivo de
satisfacer la demanda al mínimo coste. Pueden ser usados para realizar análisis
en tiempo real y obtener estimaciones del precio hora a hora. Estos modelos son
apropiados para mercados muy regulados donde existe poca incertidumbre sobre el
precio. Sin embargo, presentan la limitación de no considerar el comportamiento
estratégico de los agentes a la hora de elaborar las ofertas del mercado, por lo que
no son tan adecuados en mercados competitivos. Una extensión de un modelo de
costes de producción donde se tiene en cuenta este comportamiento estratégico ha
sido propuesto en Batlle and Barquín (2005). En cualquier caso, este tipo de modelos
sirven como referencia para conocer cuáles son las componentes del precio.

Otro de los enfoques es el constituido por los modelos de equilibrio, que están
basados en la teoría de juegos (Ventosa, 2005; Barquín et al., 2005). Aquí se
tiene en cuenta que el resultado del mercado depende del conjunto de ofertas
enviadas por todos los agentes, por lo que éste puede ser considerado como un juego
donde los agentes participantes son los jugadores y las reglas del mismo quedan
de�nidas por el tipo de subasta. Así, la decisión de cada agente que participa en el
mercado se corresponde con un problema de optimización donde se maximizan sus
bene�cios sujeto a un conjunto de restricciones técnicas (arranques y paradas de sus
grupos, mínimos técnicos, contratos, etc), y existe una restricción común a todos los
agentes relacionada con el hecho de que siempre debe respetarse el equilibrio entre
generación y demanda. Uno de los inconvenientes de estos modelos es su elevado
coste computacional debido al complejo procedimiento de optimización requerido.
Además, existe un gran número de componentes que tienen que ser de�nidos con un
muy alto nivel de detalle: número de jugadores, posibles estrategias, el modo en el
que interactúan los agentes, etc; lo que implica un grado de información del mercado
que no está disponible para todos los agentes del mercado.

El último de los grupos de modelos utilizados son los denominados modelos de
simulación (ver p.ej. Bastian et al. (1999)). Estos modelos son a menudo utilizados
en sistemas eléctricos basados en precios nodales (Locational marginal prices), en
los cuales cada unidad de energía tiene un precio diferente según el punto de la
red donde sea consumida. La principal razón de esta discriminación espacial son las
pérdidas en las líneas de transmisión y las congestiones. Los modelos de simulación
parten de una representación de las relaciones físicas y económicas entre las variables
que afectan al sistema completo, con el �n de simular su operación teniendo en
cuenta sus requerimientos y restricciones. Las entradas a un modelo de este tipo
son, por tanto, la red de transporte, datos de las unidades de generación, costes
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de transmisión, condiciones hidrológicas, precios de los combustibles, predicciones de
demanda, comportamientos estratégicos de los agentes, etc. El inconveniente de estos
modelos es el volumen de datos requerido, lo que limita su aplicabilidad, y su elevado
coste computacional.

2.1.2. Modelos para la valoración de productos derivados

Alrededor de la mayoría de los mercados eléctricos liberalizados se articulan
también otros mercados �nancieros más o menos desarrollados que permiten
comercializar con productos derivados1 del precio spot del mercado. Estos productos
�nancieros son una herramienta muy útil para los agentes que operan en el mercado
eléctrico, tanto generadores como comercializadores, puesto que permiten transferir
el riesgo asociado al precio del mercado a otros que puedan bene�ciarse de tomar
dicho riesgo. Como ejemplo se puede considerar la situación de una empresa
comercializadora que compra electricidad en el pool del mercado y la vende a sus
clientes �nales a precios �jados. En caso de que el precio spot experimente un fuerte
incremento inesperado, la comercializadora podría sufrir pérdidas muy elevadas. Del
mismo modo, los bene�cios de un generador que vende energía en el mercado podrían
verse seriamente afectados si los costes del combustible que utiliza se incrementan más
que los de otros tipos de generación, por lo que un contrato a plazo puede permitirle
�jar un nivel de ingresos estable y aceptable para la cantidad objeto de contratación.

El punto clave de los modelos destinados a la valoración de productos derivados
del precio eléctrico es la estimación del precio que tiene que ser pagado por la entrega
física de una unidad de energía en una fecha determinada, lo que se conoce como precio
forward. En la literatura coexisten dos enfoques diferentes que persiguen este objetivo.
Uno de ellos trata de modelar las dinámicas de las curvas forward2 directamente (ver
p. ej. Borak and Weron (2008)), mientras que el otro enfoque trata de modelar los
precios spot y a partir de estos deducir los precios forward. Partiendo de la hipótesis
de ausencia de arbitraje3, la relación entre el precio spot Pt y el precio forward Ft,T
con fecha de vencimiento T , viene dada por (2.1) (Eydeland and Wolyniec (2002))4.

Ft,T = Pte
(rt−dt)(T−t) (2.1)

donde rt denota la tasa de interés sin riesgo y dt la prima asociada por

1Derivados son contratos, instrumentos �nancieros, que derivan su valor de un activo subyacente,
por ejemplo, el precio spot de la electricidad. Existen cuatro tipos básicos: contratos forward, futuros,
swaps y opciones.

2La curva forward es el conjunto de precios a los que se podría intercambiar la electricidad en
distintos plazos futuros.

3Arbitraje denota un situación en la que puede sacarse bene�cio sin tomar ningún riesgo.
4Puesto que no entraremos en mayor detalle, se presenta la ecuación (2.1) como la habitualmente

utilizada para la valoración de producto derivados. Sin embargo, para commodities como la
electricidad los argumentos de arbitraje utilizados necesitarían ser cuidadosamente revisados (Hull
(2006)).
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vender el activo. En el contexto de valoración de productos derivados, los modelos
habitualmente utilizados para describir la evolución de los precios spot son
llamados cuantitativos (quantitative models). Estos modelos están inspirados en los
utilizados para modelar tipos de interés y otras comodities, y tratan de replicar las
características principales de los precios eléctricos. Los modelos conocidos comomean-
reversion jump-di�usion son representativos de este grupo y se han utilizado para
describir algunas de las características más importantes de los precios eléctricos, como
son la reversión a la media y la presencia de spikes (Weron (2006)) (ver sección 2.2.1).
La expresión general de estos modelos es a menudo descrita a través de ecuaciones
diferenciales estocásticas de la forma

dPt = µ(Pt, t)dt+ σ(Pt, t)dWt + dq(Pt, t) (2.2)

donde µ(Pt, t) denota la deriva (o drift), σ(Pt, t) es el término que modela la
volatilidad, q(Pt, t) es un proceso de Poisson compuesto que produce infrecuentes
pero grandes saltos y Wt es un movimiento browniano estándar en tiempo continuo
cuya característica más relevante es que sus incrementos dWt son variables normales
i.i.d. Una vez discretizada la ecuación diferencial estocástica, estos modelos son
equivalentes a algunos de los modelos de series temporales descritos en la sección
2.2.2. Así, por ejemplo, un mean-reverting di�usion (Lucia and Schwartz (2000)),
que responde a (2.2) sin incluir el proceso de Poisson compuesto y donde

µ(Pt, t) = α− βPt (2.3)

es equivalente a un proceso autorregresivo de orden 1 (AR(1)). En Jong (2006a)
se utiliza un conjunto de modelos diferentes para representar los precios spot de
distintos mercados internacionales. Entre los modelos se encuentra un mean-reverting
jump-di�usion que se describe en forma discretizada de la siguiente manera

dPt = α(µ1 − Pt−1) + σ1ε+

nt∑
i=0

Zt (2.4)

con

Zt ∼ N(µ2, σ
2
2) (2.5)

nt ∼ POI(λ) (2.6)

dónde POI(·) denota un proceso de Poisson compuesto y λ, α, µ1, σ1, µ2, σ2 son
parámetros del modelo.

La analogía entre el enfoque cuantitativo y el de series temporales podría
confundir al lector. La diferencia fundamental entre ambos radica en el objetivo que se
persigue con el modelo. En los cuantitativos, la �nalidad no es tanto la precisión sino
captar adecuadamente las características esenciales del precio, con el objetivo último
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de deducir el valor del derivado. Los parámetros calibrados para este tipo de modelos
son consistentes con los datos del mercado y el proceso de precios que modelan sigue
una evolución acorde con la distribución neutral al riesgo implícita en el mercado5.
Esto da lugar a modelos con muy pocos parámetros, a menudo formulados en escala
diaria. Los modelos de series temporales persiguen la precisión de sus estimaciones
y sus parámetros se ajustan a valores históricos. Suelen involucrar un mayor número
de parámetros y son más adecuados para realizar estimaciones horarias.

2.2. Modelos de predicción a corto plazo

La predicción de los precios en un horizonte de corto plazo resulta de vital
importancia para los agentes del mercado en su operativa diaria. Partiendo de
predicciones precisas de los precios de casación, las empresas participantes pueden
ajustar sus programas de acuerdo con ellos y, por tanto, maximizar su bene�cio o
utilidad. En este contexto, la fuente de incertidumbre más relevante son los precios
del mercado diario resultantes de la casación para el día siguiente, aunque también
son necesarias estimaciones de los mismos que comprendan hasta los 7 días siguientes,
así como estimaciones de los precios del resto de mercados subsiguientes al diario que
comprenden horizontes que van desde unas pocas horas a una semana.

Dado que el objetivo último de estos modelos es la precisión de sus estimaciones,
la metodología usada para la predicción de los precios es diferente al de los modelos
anteriormente expuestos. Aquí no se trata de modelar el comportamiento estratégico
de los agentes del mercado ni de describir las relaciones físicas o económicas del
sistema completo, sino de modelar estadísticamente la relación existente entre el
precio y su pasado cercano. Los métodos de predicción para el corto plazo se basan,
por tanto, en los patrones estadísticos repetitivos que la historia de las series de
precios presenta, los cuales son explotados para la predicción de los precios futuros.
En sus versiones más simples, estos modelos tan solo utilizan la información de la
serie histórica del precio. No obstante suele alcanzarse más precisión si se incorporan
también algunas de las variables fundamentales que afectan al precio, como puede
ser la demanda eléctrica o las reservas hidráulicas (Karakatsani and Bunn, 2008a;
Weron, 2006). Estos métodos son adecuados para su utilización en tiempo real y
están al alcance de cualquier agente del mercado.

Los métodos pertenecientes a esta categoría parten de la base de considerar el
precio del mercado como la realización de un proceso estocástico que es necesario
caracterizar (ver Peña (2005) para más detalles). Existen dos corrientes claramente
diferenciadas. Una de ellas está formada por los métodos de predicción paramétricos,
en los cuales se asume a priori un modelo estadístico del proceso estocástico,
basándose en las características que presentan las series de precios. Los métodos
pertenecientes a este grupo son los procedentes del análisis de series temporales

5La ausencia de oportunidades de arbitraje implica la existencia de una distribución de
probabilidad cuya esperanza es el valor del activo valorado.
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descritos en la sección 2.2.2. La otra corriente está constituida por los métodos no
paramétricos procedentes del campo de la inteligencia arti�cial, en los cuales no
se hace ninguna hipótesis previa acerca de las relaciones existentes entre el precio
y su pasado reciente y/o otras variables explicativas, de manera que la estructura
del modelo estadístico queda de�nida por el conjunto de datos utilizado para su
estimación. Este último grupo de métodos son descritos en las secciones 2.2.3 y 2.2.4.

A continuación se describirán las características que habitualmente presentan
las series de precios en los distintos mercados eléctricos, en las cuales se basan los
métodos de predicción a corto plazo.

2.2.1. Características de las series de precios

Las series de precios spot habitualmente presentan un comportamiento consider-
ado errático e imprevisible (Knittel and Roberts, 2001; Álvaro Escribano et al., 2002;
Weron, 2006). Las causas de este comportamiento se encuentran en factores como
la naturaleza no almacenable de la electricidad, la forma escalonada de las curvas
de venta de energía debido a la presencia de diferentes tecnologías de generación, la
estructura oligopolística de los mercados eléctricos y los frecuentes cambios de reg-
ulación y su complejo diseño. De este modo, los precios spot presentan un conjunto
de características únicas y comunes a la mayoría de los mercados, que se resumen en:
reversión a la media, presencia de componentes estacionales (estacionalidad diaria,
semanal y anual), presencia de diferentes patrones de comportamiento según la hora
del día o el día de la semana, efectos de calendario, volatilidad variable en el tiempo
y distribuciones asimétricas con colas pesadas6 y valores extremos. En la �gura 2.1
se muestran las series de precios en OMEL (mercado Ibérico, ahora OMIE), POW-
ERNEXT (Francia), PJM (Interconexión Pensilvania - New Jersey - Maryland) y
NEM (Victoria). En ella pueden apreciarse algunas de estas características, como
son los patrones de comportamiento diarios y semanales, la volatilidad variable y la
presencia de los valores extremos denominados spikes.

A la hora de explicar el comportamiento de las series de precios, la demanda
eléctrica juega un papel muy relevante. Este hecho es bastante lógico, dada la
instantánea naturaleza de la electricidad y puesto que el precio �nal de casación
se obtiene tras cruzar las curvas agregadas de oferta y demanda, estas últimas
habitualmente más inelásticas7 que las primeras. Con el resto de factores estables,
un incremento en la demanda eléctrica implica un incremento en el precio spot.
Habitualmente, el operador del sistema proporciona a los agentes del mercado
predicciones de la demanda horaria su�cientemente precisas para que estos puedan
incorporarlas en sus procesos de elaboración de ofertas. Esta variable resulta, por
tanto, muy útil para modelar el efecto que tienen sobre el precio diversos factores como
son la actividad económica (efectos de calendario, variaciones horarias y diarias) y las

6En las distribuciones que presentan colas pesadas (fat tails), existe mayor probabilidad de
obtener valores extremos que la que existiría en una distribución normal.

7Los bienes que presenta demanda inelástica son poco sensibles a variaciones del precio.
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Figura 2.1: Precios en OMEL (España), POWERNEXT (Francia), PJM (Pensilvania,
New Jersey, Maryland) and NEM (Victoria)20



variaciones en las condiciones meteorológicas o en la temperatura. En la �gura 2.2 se
muestran los precios spot y la demanda eléctrica en PJM, OMEL y NEM (Victoria).
En ella puede apreciarse cómo la respuesta del precio a la demanda, en general, no
es lineal y varía en función de su nivel. Como se a�rma en Bunn and Karakatsani
(2003), los precios eléctricos presentan una estructura mucho más compleja que un
simple escalado de la demanda eléctrica que re�eje los costes de generación.

En el lado de la oferta, el mix de generación de cada mercado especí�co es el
factor determinante para explicar las variaciones de los precios spot. Por ejemplo, en
el mercado Ibérico (OMEL/OMIE), la previsión de generación eólica se ha convertido
en una variable fundamental debido a su alto grado de penetración8, y un régimen
regulatorio especial que lleva a los productores de energía eólica a actuar como
tomadores de precio en el mercado. En el Nord Pool, una de las variables más
importantes es la cantidad de recursos hidráulicos disponibles para la generación.
En general, el modo en el que los generadores construyen las ofertas que son enviadas
al mercado está fuertemente ligado a los costes de producción de las tecnologías
de generación que cubren la demanda. Por tanto, los costes de los combustibles,
costes de emisiones, reservas hidráulicas, exportaciones e importaciones, e incluso las
paradas de mantenimiento de algunas plantas determinan el precio spot resultante.
Sin embargo, es importante destacar que en el contexto de predicción a corto plazo,
algunas de estas variables no son útiles para explicar las variaciones de alta frecuencia
(variaciones horarias) de los precios. Otras variables, como la generación hidráulica,
son difíciles de predecir o no están disponibles para todos los agentes del mercado.

Como ejemplo, la �gura 2.3 muestra los precios medios diarios frente a la
producción media diaria de las tecnologías involucradas en OMEL. Para el caso
de la producción eólica, la variable mostrada en la grá�ca es la previsión que el
operador del sistema pone a disposición de los agentes antes de que estos envíen sus
ofertas al mercado diario. Como puede apreciarse, existe una reducción signi�cativa
en el precio medio del mercado según se incrementa la previsión de generación de
energía eólica. Como es lógico, el resto de tecnologías también presentan un patrón
de correlación con el precio. Sin embargo la predicción de su producción resulta
bastante complicada sin más información que la publicada en el mercado para todos
los agentes, con la excepción de la producción nuclear, que puede ser aproximada
teniendo en cuenta su disponibilidad declarada. Esto es debido a que esta tecnología
también es habitualmente ofrecida al precio más bajo posible. No obstante, como se
aprecia en la �gura, el efecto esperado de reducción del precio según se incrementa
la generación con este tecnología no parece tan claro, lo que se debe a la respuesta
inelástica del precio a la generación en base9.

Atendiendo a los factores que pueden explicar las variaciones de los precios spot,
cabe destacar el trabajo expuesto Karakatsani and Bunn (2008a), donde se plantea un

8El 11% de la demanda en 2008 fue cubierta por parques eólicos. El pico de demanda máxima
horaria en 2008 fue alcanzado el 15 de Diciembre (42.961MW). El 18% de esta demanda fue cubierta
por energía eólica.

9generación de electricidad que cubre la demanda mínima.
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Figura 2.2: Precio(línea negra) y Demanda(línea gris) en PJM ($/MWh - GWh),
OMEL (e/MWh - GWh) y NEM ($/MWh - GWh)22
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Figura 2.3: Precio medio diario (e/MWh) frente a la producción media diaria (GWh)
de cada una de las tecnologías involucradas en OMEL (datos correspondientes a los
balances del P48 publicados por Red Eléctrica de España, período: Enero 2007 -
Agosto 2010).

modelo de regresión con coe�cientes variables en el tiempo que utiliza como regresores
variables fundamentales del precio. Aparte de la inclusión de una componente de
tendencia y factores estacionales en el modelo, el resto de variables son:

la demanda;

la pendiente y curvatura de la demanda (diferencias de la demanda de primer y
segundo orden, respectivamente) y el spread (diferencia entre el precio del diario
y el precio de los mercados subsiguientes, es decir, intradiarios y de reserva)
con el �n de capturar el efecto de las estrategias de los agentes en relación a
los mercados subsiguientes al diario;

los coe�cientes de variación (desviación estándar dividido por la media) del
precio y la demanda como índices de reacción de los agentes frente al riesgo;

el margen de capacidad (máxima disponibilidad declarada menos la predicción
de demanda) y la escasez (el margen de capacidad entre la predicción de
demanda) como medidas del exceso de capacidad de generación;

No fueron considerados los costes de los combustibles debido a su lenta evolución
en el tiempo, ni los precios de los contratos forward puesto que re�ejan el coste del
riesgo percibido por los agentes, el cual ya es capturado a través de otros variables.

En cuanto a las características intrínsecas de los precios spot, la más distintiva
de ellas es la presencia de los denominados spikes. Estos spikes son valores extremos
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que aparecen de manera abrupta e inesperada en un periodo muy breve de tiempo.
Durante este período, el precio incrementa signi�cativamente su valor, para luego
volver a caer al nivel previo. Normalmente, los spikes se producen durante las horas
de alta demanda y están presentes en la mayoría de mercados eléctricos, aunque no se
dan con la misma intensidad. La �gura 2.1 ilustra algunos de los spikes ocurridos en
el mercado de Victoria, donde el valor del precio alcanzó varios órdenes de magnitud
por encima de su valor habitual.

Los spikes se producen debido a la combinación de diversos factores. Por un
lado, la naturaleza no almacenable de la electricidad causa que las tecnologías más
caras determinen el precio durante las horas de alta demanda. Además, paradas no
programadas de algunas plantas de generación o fallos en la transmisión pueden
agravar esta situación. En este contexto, las estrategias de las empresas participantes
en el mercado juega un papel muy importante. Por otro lado, dado que la electricidad
es una commodity esencial, muchos compradores están dispuestos a pagar casi
cualquier precio para asegurar el suministro de electricidad.

En el contexto de modelado de series temporales, es aconsejable eliminar los
spikes del conjunto de ajuste previamente a la estimación de un modelo estadístico
que capture el comportamiento normal de los precios. De otro modo estos valores
extremos podrían afectar de manera dramática al valor de los parámetros y causar
que el modelo �nal no describa adecuadamente ni los spikes ni el comportamiento
normal de la serie. Existen algunos métodos paramétricos para detectar y corregir
outliers de manera automática que pueden ser usados (Gómez and Taguas, 1995;
Chang et al., 1988). Otras maneras de prevenir el efecto negativo de los spikes en
el proceso de ajuste es �ltrar la serie usando la transformada wavelet (Conejo et al.
(2005)), o atenuar el valor de los precios cuando este sobrepase un determinado
umbral (Weron (2006)). Sin embargo, es necesario tener en cuenta que los spikes

no son valores que correspondan a errores de medida, y por consiguiente un modelo
bien especi�cado debería ser capaz de modelar sus ocurrencias. Los modelos jump-
di�usion y los de cambio de régimen han sido utilizados para tal propósito (ver por
ejemplo Jong (2006b)). Estos modelos son descritos en la secciones 2.1.2 y 2.2.2.8,
respectivamente.

Otra característica distintiva de los precios spot, relacionada con los spikes, es
su especial distribución de probabilidad condicional. Las distribuciones empíricas
obtenidas a través del tradicional ajuste gaussiano habitualmente no cumplen con la
hipótesis de normalidad (o log-normalidad), incluso cuando se asume que la varianza
de la serie de precios sigue un proceso GARCH (ver sección 2.2.2.5). Existe mucha
literatura al respecto señalando que las distribuciones de probabilidad de los precios
spot presentan colas pesadas y son asimétricas (ver p. ej. Knittel and Roberts, 2001;
Weron, 2006). Este hecho no suele afectar en gran medida a la predicción puntual
de los precios eléctricos, pero si a la predicción de intervalos a niveles de con�anza
cercanos al 100%.10. En la sección 2.2.2.9 se describen algunos trabajos que se han

10Se entiende por predicción puntual a la predicción del valor concreto de una serie temporal
en cada instante t, es decir, la esperanza de la distribución de probabilidad predicha del proceso
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preocupado de esta cuestión.

Entre las características más importantes a la hora de predecir el comportamien-
to de los precios eléctricos está su carácter estacional y autorregresivo. Este compor-
tamiento suele reconocerse fácilmente tras calcular la Función de Autocorrelación
Simple (FAS) de la variable diferenciada del precio eléctrico zt = (1 − L)(1 −
L)S1 . . . (1−L)Smyt, siendo yt el precio, L es el operador retardo tal que Lnyt = yt−n
y S1, . . . , Sm los períodos estacionales considerados11 (S1 = 24, S2 = 168 para el caso
de series horarias o S1 = 48, S2 = 336 en el caso de que la subasta del mercado diario
comprenda 48 períodos de media hora cada uno, como sucede en NEM). En la �gura
2.4 aparecen las series diferenciadas de los precios horarios en OMEL, PJM y NEM12

así como la FAS para cada una de ellas. La inspección de la FAS muestra que existen
correlaciones signi�cativas en los retardos más bajos y en los retardos estacionales,
siendo estas últimas las más importantes. Esto implica que existe información con-
tenida en dichos retardos de la propia serie temporal que puede ser utilizada para la
construcción de un modelo lineal que prediga los precios eléctricos.

Sin embargo, que exista dicha correlación lineal no signi�ca que las verdaderas
relaciones entre el precio y sus retardos sean lineales. Si consideramos ahora diferentes
períodos o instantes de la serie temporal del precio de manera separada, por ejemplo,
las horas llano, punta y valle13, o los distintos tipos de días (lunes, de martes a viernes,
sábados y domingos) podemos ahora calcular la autocorrelación de la serie para cada
uno de los períodos considerados a través de la Función de Autocorrelación Simple
Periódica (FASP) (ver Mcleod (1993) para detalles). Las �guras 2.5 y 2.6 ilustran
esta situación para los precios en OMEL. En la �gura 2.5 se observa cómo el patrón
de autocorrelación que afecta a los retardos múltiplos del periodo 24 es diferente y
más signi�cativo para los precios correspondientes a los martes, miércoles, jueves y
viernes que para el resto de días. El hecho de que el coe�ciente de autocorrelación
en el retardo 24 sea, por ejemplo, diferente y mayor para un miércoles que para
un sábado resulta lógico si atendemos a la diferente relación entre días consecutivos
según estos sean laborables o festivos. En la �gura 2.6 se observa cómo también el
patrón estacional de las horas punta di�ere del de las horas valle y llano. Puesto
que las demandas punta diarias suelen producirse en las mismas horas del día, la
�gura muestra que existe mayor correlación con los precios de días anteriores cuando
la hora es punta que cuando no lo es. Sin embargo, los precios en las horas punta
presentan menor correlación con los de la semana anterior. Como puede verse, en

estocástico en cada instante t. Los intervalos de predicción son los valores predichos entre los cuales
se encuentra el valor concreto o realizado a un determinado nivel de con�anza.

11Esta transformación es frecuentemente utilizada en el contexto de series temporales. Se
utiliza para convertir una serie en estacionaria en media. De este modo se evita que aparezcan
autocorrelaciones en la FAS causadas por la tendencia de la serie.

12Para el caso de NEM, los spikes han sido atenuados al valor máximo de 150$/MWh puesto que
de otro modo las autocorrelaciones quedan distorsionadas.

13La clasi�cación de las horas de un día en horas de llano, punta y valle es comúnmente utilizada
en el contexto de mercados eléctricos. Las horas de punta se corresponden con las 4 horas de mayor
demanda de un día, las horas de valle a las 8 horas de menor demanda y el resto se consideran horas
de llano.
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Figura 2.4: Precios diferenciados y FAS correspondiente en PJM (2002), OMEL
(2008) y NEM Victoria (2008) 26
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general, las series de precios eléctricos exhiben diferentes patrones de autocorrelación
intra-diarios y/o intra-semanales.

2.2.2. Modelos de series temporales

En esta sección se describen los modelos de series temporales usados para la
predicción a corto plazo de los precios en mercados eléctricos. Los métodos de
predicción dentro de esta categoría constituyen el enfoque paramétrico, en el cual
se asume un modelo estadístico a priori en función de las características de la serie
a modelar. Dado que algunas de las habituales hipótesis en este tipo de modelos
no se cumplen para los precios eléctricos, han surgido también algunas técnicas de
predicción híbridas que combinan métodos paramétricos y no paramétricos, los cuales
son descritos al �nal de la sección.

2.2.2.1. Modelos ARIMA

Los modelos ARIMA (Auto Regressive Integrated Moving Average) han sido
ampliamente utilizados como métodos e�caces de predicción, y junto con las técnicas
de alisado exponencial constituyen la base de los métodos univariantes clásicos del
análisis de series temporales (Peña, 2005; Hamilton, 1994). En estos modelos, el valor
esperado de la variable de salida se obtiene como una combinación lineal de valores
pasados reales y predichos de la propia variable. La metodología descrita en Box
and Jenkins (1970) ofrece un proceso de identi�cación sistemático para este tipo de
modelos que ha sido testeada en multitud de áreas.

La expresión general del modelo ARIMA (p, d, q) responde a la ecuación (2.7)

φp(L)∇dyt = c+ θq(L)εt (2.7)

con

φp(L) = 1 + φ1L+ · · ·+ φpL
p (2.8)

θq(L) = 1 + θ1L+ · · ·+ θqL
q (2.9)

donde yt es la variable de salida, c es el término constante y εt denota un
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proceso de ruido blanco14 que se conoce como error de predicción o innovación15.
L es el operador retardo tal que Liyt = yt−i, y φp(L) y θq(L) son polinomios en el
operador retardo, de órdenes p y q respectivamente, los cuales modelan los efectos
autorregresivos y de media móvil, respectivamente. ∇d es el operador diferencia tal
que ∇dyt = (1 − L)dyt, siendo d un entero no negativo, que describe las diferencias
aplicadas para inducir estacionariedad en procesos integrados.

El predictor óptimo de la variable de salida16 con origen de predicción en T y a
un horizonte de predicción k, es decir, el predictor óptimo de yT+k, es su esperanza
condicionada a los datos observados (ver Peña (2005) para detalles). Llamando
ϕ(L) = φp(L)∇d al operador de orden h = p + d que se obtiene multiplicando el
operador AR(p) por las diferencias, la expresión de la variable yT+k es

yT+k = c− ϕ1yT+k−1 − · · · − ϕhyT+k−h + θ1εT+k−1 + · · ·+ θqεT+k−q (2.10)

y por tanto, tomando esperanzas condicionadas a la información disponible hasta
el instante T en todos los términos de la ecuación (2.10), obtenemos la predicción de
la variable yT+k,

E[yT+k|T ] = ŷT+k|T = c−ϕ1ŷT+k−1|T−· · ·−ϕhŷT+k−h|T+θ1ε̂T+k−1|T+· · ·+θq ε̂T+k−q|T
(2.11)

En esta ecuación algunas esperanzas se aplican a variables observadas (por lo que
coinciden con las observaciones reales) y otras a no observadas, cuando T +k−j > T
con j = 1, . . . , h, dependiendo del horizonte de predicción k y el orden de la parte
autorregresiva h. Con relación a las innovaciones, la esperanza de las innovaciones
futuras (no observadas), es decir, cuando T +k−j > T con j = 1, . . . , q condicionada
a la historia de la serie es igual a su esperanza absoluta, es decir 0, ya que el ruido
del proceso es independiente de la variable de salida. El resto de innovaciones son
conocidas, por lo que sus esperanzas coinciden con los valores observados, que se
calculan recursivamente mediante la siguiente ecuación

14Se entiende de aquí en adelante por ruido blanco un proceso estocástico estacionario e
incorrelado de media 0. Es decir, el proceso cumple que

1. E(εt) = 0

2. V ar(εt) = σ2

3. E(εtετ ) = 0 ∀t 6= τ

15Se denota de aquí en adelante como innovación a la componente puramente aleatoria de un
modelo de serie temporal. Nótese que no siempre coincide con el error de predicción εt de�nido en
(2.7), como en el caso de los modelos GARCH, donde la innovación representa el error estandarizado,
es decir, el error de predicción dividido por la varianza condicional del proceso.

16óptimo en el sentido que minimiza el error cuadrático medio.
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εt = yt + ϕ1yt−1 + · · ·+ ϕhyt−h − c− θ1εt−1 − · · · − θqεt−q (2.12)

desde t = 1 hasta T 17, y de esta manera, se pueden calcular recursivamente
las predicciones de yT+1, . . . , yT+k condicionales a la información disponible hasta el
instante T , comenzando con el horizonte 1 hasta el horizonte k deseado.

La extensión estacional de estos modelos resulta especialmente adecuada para
acomodar los patrones diarios y semanales que presentan las series de precios
eléctricos. La expresión general del modelo ARIMA (p, d, q) x (P1, D1, Q1)S1

x · · ·
x (Pm, Dm, Qm)Sm para series con m estacionalidades responde entonces a 2.13:

φp(L)ΦP1(LS1) · · ·ΦPm(LSm)∇d∇D1
S1
· · · ∇DmSm yt = c+ θq(L)ΘQ1(LS1) · · ·ΘQm(LSm)εt

(2.13)

con

ΦPs(L
Ss) = 1 + Φ1L

Ss + · · ·+ ΦPsL
PS∗Ss (2.14)

ΘQs(L
Ss) = 1 + Θ1L

Ss + · · ·+ ΘQsL
Qs∗Ss (2.15)

donde ΦPs(L
Ss) y ΘQs(L

Ss) son polinomios en el operador retardo, de órdenes
Ps, Qs respectivamente, que modelan los efectos autorregresivos y de media móvil
estacionales de período Ss, con s = 1, · · · ,m. ∇DsSs son operadores diferencia

(∇DsSs yt = (1 − LSs)Dsyt) que describen las diferencias estacionales aplicadas para
inducir estacionariedad, siendo Ds enteros no negativos.

El modelo para series de precios horarios descrito en (2.13), que acomoda la
doble estacionalidad diaria y semanal (es decir, con S1 = 24, S2 = 168), supone
utilizar un mismo juego de parámetros para todas las horas del día. Este es el
enfoque adoptado en algunas publicaciones, como por ejemplo en Contreras et al.,
2003; Conejo et al., 2005. Sin embargo, existe otra manera de modelar el precio
de cada hora que es igualmente popular. Así, por ejemplo, Cuaresma et al., 2004;
Zareipour et al., 2006b; Misiorek et al., 2006; García-Martos et al., 2007 utilizan un
modelo ARIMA (o sus particularizaciones AR o ARMA) diferente para cada una de
las series correspondientes a las 24 horas del día, lo que da lugar a 24 modelos de
series diarias (con una sola estacionalidad de período S1 = 7). Este segundo enfoque
presenta la ventaja de utilizar un juego diferente de parámetros para cada hora del
día, lo cual resulta bene�cioso para modelar las relaciones no lineales existentes en
la series de precios. Sin embargo, tiene el inconveniente de ignorar las relaciones
existentes entre los precios de horas diferentes, lo que resulta perjudicial de cara a
la predicción cuando éstas son signi�cativas. Ambos enfoques se diferencian también

17es necesario sustituir las primeras q innovaciones por su esperanza, que es 0, y calcular las demás
innovaciones con esta condición inicial.
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en la manera en la que las predicciones del día siguiente son calculadas a partir de
la información recopilada hasta la hora 24 del día origen de la predicción. Así, en el
enfoque horario es necesario calcular las predicciones de las 24 horas del día siguiente
ŷT+1|T , · · · , ŷT+24|T como en (2.11), mientras que el cálculo es más sencillo en los
modelos horarios puesto que el horizonte de predicción es siempre 1 y no es necesario
tomar esperanzas puesto que todas las variables son observadas.

Actualmente los modelos ARIMA, especi�cados de una o otra manera, son usados
como modelos de referencia o benchmark para testear las capacidades de predicción
de otros modelos (ver p.ej. Swider and Weber, 2007).

2.2.2.2. Modelo de alisado exponencial con doble estacionalidad

Los métodos de suavizado exponencial constituyen una familia de modelos
univariantes ampliamente utilizados para la predicción a corto plazo de series
temporales (Gardner, 1985, 2006). Estos modelos suponen que la serie temporal se
genera como una composición de diferentes efectos, como son la tendencia, el nivel, la
componente estacional o ciclo y la componente puramente aleatoria o innovación. En
el pasado, surgieron como alternativa a los métodos de descomposición que suponían
tendencias y ciclos deterministas, y siguen siendo motivo de investigación hasta la
fecha (Hyndman et al. (2008)).

Sin embargo, su uso no se ha extendido al campo de la predicción de precios
eléctricos, probablemente debido al hecho de que no fueron originalmente diseñados
para tratar series que presenten doble estacionalidad. Recientemente, en Taylor
(2003) se introduce una versión del método de Holt-Winters capaz de acomodar
este comportamiento doblemente estacional, y se aplica con éxito para la predicción
a corto plazo de series de demanda eléctrica horaria en Taylor et al., 2006; Taylor,
2008. La formulación de dicha extensión del modelo de Holt-Winters para series
horarias con doble estacionalidad diaria y semanal responde a

St = α(yt/(Dt−24Wt−168)) + (1− α)(St−1 + Tt−1) (2.16)

Tt = γ(St − St−1) + (1− γ)Tt−1 (2.17)

Dt = δ(yt/(StWt−168)) + (1− δ)Dt−24 (2.18)

Wt = ω(yt/(StDt−24)) + (1− ω)Wt−168 (2.19)

ŷt+k|t = (St + kTt)Dt−24+kWt−168+k + φk(yt − ((St−1 + Tt−1)Dt−24Wt−168)) (2.20)

donde α, γ, δ, ω y φ son parámetros del modelo, St denota el nivel de la serie,
Tt la tendencia, Dt la componente estacional diaria y Wt la componente estacional
semanal. El término en el que está involucrado el parámetro φ en (2.20) se propone
debido a la autocorrelación de primer orden encontrada tras la inspección de los
errores de predicción a un paso de la demanda eléctrica horaria.
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2.2.2.3. Modelos de función de transferencia

Existe abundante literatura mostrando la buena capacidad de predicción de los
modelos de función de transferencia con ruido ARIMA o LTF (Linear Transfer

Function) en diferentes mercados eléctricos: Nogales and Conejo (2006) y Conejo
et al. (2005) en PJM (Interconexión Pennsylvania-New Jersey-Maryland), Nogales
et al. (2002) en OMEL (Mercado Ibérico), Zareipour et al. (2006b) en Ontario,
Misiorek et al. (2006) en CalPX (California). Estos modelos generalizan a los ARIMA
incluyendo la in�uencia de los valores presentes y pasados de otras series temporales.
Su éxito radica en una metodología de identi�cación y diagnosis bien establecida (ver
Box and Jenkins (1970) y Pankratz (1991)), y un reducido número de parámetros
que es fácilmente interpretable. Así, El modelo LTF para series horarias de precios
(con doble estacionalidad, diaria y semanal) presenta la siguiente expresión general
(2.21):

yt =
n∑
i

Gi(L)xit +
θq(L)ΘQ1(L24)ΘQ2(L168)

φp(L)ΦP1(L24)ΦP2(L168)∇d∇D1
24 ∇

D2
168

εt (2.21)

siendo x1t, · · · , xnt el conjunto de variables explicativas y donde G1, · · · , Gn
representa una familia de funciones de transferencia lineales capaces de capturar
un gran número de respuestas impulsionales con pocos parámetros (ver Pankratz,
1991). Estas funciones de transferencia responden a (2.22)18

Gi(L) =
(wi0 + wi1L+ wi2L

2 + · · ·+ wigiL
gi)Lbi

1 + δi1L+ δi2L2 + · · ·+ δiriL
ri

(2.22)

Una particularización de los modelos LTF ampliamente utilizada en la literatura
son los modelos de regresión dinámica o ARIMAX (ARIMA con variables eXógenas).
La diferencia con el modelo LTF general es que no presenta términos en el
denominador de las funciones de transferencia correspondiente a las variables
explicativas, es decir ri = 0, ∀i. Esta simpli�cación permite evaluar el modelo de una
manera más sencilla, aunque a expensas de incrementar arti�cialmente el número de
parámetros para el caso de algunos tipos de respuesta impulsional, lo que redunda
en una merma en las capacidades de generalización del modelo.

El sistema lineal de la señal de salida yt descrito en (2.21) se escribe de manera
equivalente de la siguiente manera (ver Ljung (1986))

yt =
∑
i

Gi(L)xit +H(L)εt (2.23)

18Nótese que en esta formulación puede incluirse una constante en el modelo utilizando una
variable dummy con valor 1 para todo t y una función de transferencia asociada que incluya un
único coe�ciente en el numerador.
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siendo

H(L) =
θq(L)ΘQ1(L24)ΘQ2(L168)

φp(L)ΦP1(L24)ΦP2(L168)∇d∇D1
24 ∇

D2
168

=
∞∑
l=0

ψlL
l (2.24)

donde los ψ′ls se corresponden con los coe�cientes de la representación del término
H(L)εt como un proceso de media móvil de orden in�nito MA(∞). La predicción de
la señal de salida a un paso puede calcularse entonces de la siguiente manera (2.25)

ŷt|t−1 =
∑
i

H−1(L)Gi(L)xit + [1−H−1(L)]yt (2.25)

donde el valor de la variable yt en el instante t desaparece puesto que se anula y
solo intervienen sus retardos (yt−d, con d > 0). Así mismo, la predicción a horizonte
k es

ŷt|t−k =
∑
i

Wk(L)Gi(L)xit + [1−Wk(L)]yt (2.26)

siendo

Wk(L) =

(
k−1∑
l=0

ψlL
l

)
H−1(L) (2.27)

Las variables exógenas típicamente utilizadas para la predicción del precio con
modelos LTF son la previsión de demanda eléctrica (p.ej. Bunn and Karakatsani
(2003)) y variables dummies que capturan los efectos de calendario, es decir, �nes
de semana y días festivos (p.ej. Weron and Misiorek (2008)) . Otras variables han
sido también utilizadas en función de sus efectos sobre el precio dentro de cada
mercado espéci�co, como por ejemplo, el exceso de capacidad o las predicciones de
exportaciones e importaciones (Zareipour et al. (2006b)) en Ontario. En Knittel and
Roberts (2001) se modela la relación no lineal entre el precio y la temperatura de
California utilizando un modelo LTF que utiliza la temperatura y el cuadrado y
el cubo de la misma. Un trabajo publicado del autor previo a esta tesis muestra
el impacto que tiene la previsión de la generación eólica en las predicciones de los
precios eléctricos de OMEL (Cruz et al. (2011)).

2.2.2.4. Modelos vectoriales

Si consideramos los valores correspondientes a las 24 horas de un día como una
observación diaria compuesta de 24 componentes, es posible plantear un modelo
distinto para cada hora del día que considere las relaciones existentes entre horas
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diferentes. De forma análoga al caso univariable lineal, los modelos VAR (Vector AR)
o VARX (Vector AR con variables eXógenas) sirven a tal propósito. La expresión
general de cada componente del vector de salida en un modelo VARX de orden p
responde a (2.28)

yd,h = ch +

p∑
k=1

24∑
j=1

φh,j,kyd−k,j +
∑
i

24∑
j=1

βh,j,ixi,d,j + εd,h (2.28)

donde yd,h es el precio del día d y la hora h (h = 1, . . . , 24), xi,d,h son las variables
exógenas y εd,h cada una de las 24 componentes de un vector de ruido blanco19.

Para simpli�car la notación, si se de�nen yd = (yd,1, · · · , yd,24)′, C =
(c1, · · · , c24)′, xi,d = (xi,d,1, · · · , xi,d,24)′, εd = (εd,1, · · · , εd,24)′ y

Ak =

 φ1,1,k · · · φ1,24,k
...

. . .
...

φ24,1,k · · · φ24,24,k



Bi =

 β1,1,i · · · β1,24,i
...

. . .
...

β24,1,i · · · β24,24,i


entonces el modelo de�nido en (2.28) puede ser escrito de forma compacta como

en (2.29)

yd = C +

p∑
k=1

Apyd−p +
∑
i=1

Bixi,d + εd (2.29)

Para el caso de la aplicación de estos modelos a la predicción de los precios
horarios del día siguiente, el horizonte de predicción es 1 (se predice el día d a partir
de la información conocida hasta el día d−120). Es decir, el vector de precios estimado
para el día siguiente se calcula de la siguiente manera (2.30)

ŷd|d−1 = C +

p∑
k=1

Apyd−p +
∑
i=1

Bixi,d (2.30)

y de este modo el horizonte usado para predecir cada una de las 24 horas del día
siguiente coincide con el horizonte usado al estimarlas. Esta circunstancia representa
una diferencia importante con el enfoque horario (ver (2.13) o (2.21)), puesto que

19Es decir, εd es un vector de 24 componentes tal que E(εd) = 0, E(εdε
′
τ ) = Q para d =

τ, E(εdε
′
τ ) = 0 ∀d 6= τ .

20Nótese que las variables exógenas se consideran conocidas en cualquier instante de tiempo
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en este último caso los precios se estiman para la hora t a partir de la información
conocida hasta la hora t − 1, y la predicción de los 24 precios del día siguiente se
realiza de manera recursiva desde la hora 1 hasta la 24, por lo que la incertidumbre
asociada a la predicción de cada hora afecta a la siguiente.

Sin embargo, el uso de este tipo de modelos conlleva la estimación de un
gran número de parámetros, lo que merma considerablemente sus capacidades de
generalización. Además, dado que las series de precios no son estacionarias, se hace
necesario el estudio de la cointegración entre las 24 series horarias21. En general,
el proceso de identi�cación de este tipo de modelos es mucho más complejo que
para el caso univariable (ver Lütkepohl (2005), Part II Cointegrated Processes).
Así, existen pocos ejemplos en la literatura que apliquen este tipo de modelos.
Recientemente, Panagiotelis and Smith (2008) aplica un VARX de primer orden
a la serie de precios horaria del mercado eléctrico de Australia dónde las matrices
de coe�cientes son de tipo sparse, es decir, presentan gran cantidad de coe�cientes
restringidos a 0. En Koopman et al. (2010) y Carnero et al. (2010) se presenta
una versión vectorial del modelo periódico descrito en la sección 2.2.2.6. El trabajo
de Joutz et al. (1995), compara la capacidad predictiva de modelos VAR frente a
modelos VECM (Vector Error Correction Models) o BVAR (Bayesian VAR), los
cuales responden a la misma formulación del VAR descrita en (2.29) pero incorporan
restricciones sobre los parámetros, para la predicción de series mensuales de consumo
y precios eléctricos.

Otra posible solución al elevado número de parámetros de los modelos vectoriales
son los modelos conocidos como de Factores Dinámicos (Dynamic Factor Models)
(Peña and Poncela (2006)). El modelo propuesto en Alonso et al. (2008) para la
predicción de precios eléctricos responde a la siguiente formulación (2.31)

yd = Ωfd + εd (2.31)

donde se asume que el vector de precios diarios yd puede ser descrito por una
combinación lineal de componentes no observados o factores especí�cos fd mas un
ruido blanco εd. La matriz Ω es de dimensión 24 × r, siendo r < 24 el número de
factores especí�cos considerados. De esta manera, el conjunto reducido de factores
comunes describe las dinámicas regulares y estacionales de la serie de precios, puesto
que fd sigue un proceso VARIMA (p, d, q) x (P,D,Q)s (Vector AutoRegressive
Integrated Moving Average) que responde a

(1− L)d(1− Ls)Dφ(L)Φ(Ls)fd = C + θ(L)Θ(Ls)wd (2.32)

21La aplicación de un modelo VAR/VARX sobre el vector de precios donde cada hora es
diferenciada individualmente podría distorsionar las verdaderas relaciones existentes entre las
componentes del vector de precios.
Dos procesos no estacionarios están cointegrados si existe una combinación lineal entre ellos que es
estacionaria.
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donde φ(L), Φ(Ls), Θ(L) y θ(L) son matrices r× r de polinomios en el operador
retardo L tal que

φ(L) = (I + φ1L+ φ2L
2 + · · ·+ φpL

p) (2.33)

Φ(Ls) = (I + Φ1L
s + Φ2L

2s + · · ·+ ΦpL
Ps) (2.34)

θ(L) = (I + θ1L+ θ2L
2 + · · ·+ θpL

q) (2.35)

Θ(L) = (I + Θ1L
s + Θ2L

2s + · · ·+ ΘpL
Qs) (2.36)

y wd ∼ N(0, Q) es un ruido serialmente incorrelado (E(wdw
′
τ ) = 0 ∀d 6= τ) que

también está incorrelado con εd (E(wde
′
τ ) = 0 para todo d y τ). Para que el modelo

sea identi�cable es necesario imponer también wij = 0 j > i, donde Ω = [wij ], y
Q = I o ΩΩ′ = I.

El modelo en (2.31)-(2.32) puede ser descrito de manera equivalente usando una
formulación en Espacio de Estados como la propuesta en Kohn and Ansley (1986),
que responde a (2.37)-(2.38),

yd = Ωfd + εd (2.37)

fd = C + Ψfd−1 + wd (2.38)

donde la matriz Ψ se construye en función de las matrices de polinomios φ(L),
Φ(Ls), Θ(L) y θ(L). De esta manera los parámetros pueden ser estimados por máxima
verosimilitud usando el �ltro de Kalman22. Entre las debilidades de los modelos de
Factores Dinámicos se encuentra la di�cultad para identi�car la estructura del modelo
VARIMA dado que los factores del modelo no son observados, y la asunción de que
la relación entre el vector de precios diarios y sus factores especí�cos se mantiene
constante en el tiempo.

2.2.2.5. Modelos de heteroscedasticidad condicional GARCH

En los modelos ARIMA y LTF descritos en (2.13) y (2.21), se de�nió el término
de error εt como un proceso de ruido blanco. Sin más conocimiento de la función
de densidad de probabilidad de la variable de salida, es frecuente asumir que
εt se distribuye como una normal de media cero y varianza constante, es decir,
εt ∼ i.i.d N(0, σ2). Para el caso de series temporales multiples, esta hipótesis de
normalidad es εd ∼ i.i.d N(~0,Σ) siendo Σ una matriz simétrica y semide�nida
positiva. Sin embargo, como se señala en la sección 2.2.1, existe abundante literatura
mostrando que las series de precios spot en mercados eléctricos se caracterizan por

22En las secciones 4.2.1.1 y 4.2.1.2 se presenta una introducción al �ltro de Kalman y
la representacíón en Espacios de Estados propuesta en Hamilton (1994). Para otro tipo de
representaciones ver, por ejemplo, de Jong and Penzer, 2004; Harvey, 1990; Hyndman et al., 2008.
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presentar una estructura de la varianza compleja y no constante. Álvaro Escribano
et al. (2002) y Knittel and Roberts (2001) encuentran que los precios presentan
volatilidad agrupada (volatility clustering23). Carnero et al. (2003) encuentra incluso
diferencias en la volatilidad de la series de precios según el día de la semana. Estas
circunstancias invalidan la hipótesis de homocedasticidad24 asumida, lo que lleva a
incorrectas especi�caciones que no solo afectan a la estimación de la varianza del
proceso sino que también, aunque habitualmente en menor medida, a la estimación
de su media.

Algunos autores se han preocupado de modelar la varianza del los precios
eléctricos asumiendo que el término de error del proceso del precio sigue un proceso
GARCH (Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity) (Bollerslev,
1986; Engle, 1982). De esta manera, se asume que existe parte de la varianza de la
serie que es predecible y función lineal del cuadrado de los errores y varianzas en
instantes de tiempo anteriores. Los modelos GARCH resultan especialmente válidos
cuando la característica de volatility clustering está presente y han sido utilizados
para modelar la varianza de multitud de series de índole �nanciera Engle (2001).
Además, resultan especialmente pertinentes para modelar los precios eléctricos puesto
que conducen a distribuciones con colas pesadas. La expresión general del término
de error εt de un modelo GARCH(p,q) responde a (2.39)-(2.40)

εt = σtεt (2.39)

σ2t = α0 +

p∑
i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j (2.40)

siendo αi y βj parámetros del modelo. En este caso, el término de error εt es
el producto de un ruido blanco de varianza 1, conocido como error estandarizado o
innovación, εt, y un término predecible σt. Si se de�ne el proceso de ruido blanco vt25

tal que

vt = ε2t − σ2t (2.41)

entonces la dependencia del cuadrado del término de error εt puede expresarse
como un proceso ARMA

23volatility clustering se re�ere a la característica presente en las series temporales dónde grandes
cambios tienden a ser seguidos de grandes cambios y pequeños cambios tienden a ser seguidos por
pequeños cambios.

24Se dice que existe homocedasticidad cuando la varianza de los errores estocásticos es la misma
para cada observación en t. Decimos que existe heterocedasticidad cuando no se cumple esta
situación.

25Se demuestra que vt es un proceso de ruido blanco, es decir, un ruido incorrelado de media 0
y varianza marginal constante. Sin embargo, no es un proceso de ruido blanco en sentido estricto,
puesto que aunque es incorrelado no es independiente (ver Peña (2005) para detalles).
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ε2t = α0 +

max(p,q)∑
i=1

(αi + βi)ε
2
t−i −

q∑
j=1

βjvt−j + vt (2.42)

y de esta manera caben hacer las mismas consideraciones que para los modelos
ARMA previamente descritos en cuanto al cálculo de las predicciones y la
incorporación de términos estacionales. Se demuestra que si εt ∼ i.i.d N(0, 1), el
coe�ciente de curtosis de la distribución de εt es siempre mayor que 3, por lo que su
distribución marginal26 será de colas pesadas (ver Peña (2005) para detalles).

El modelo GARCH y sus variantes (ver Bollerslev (2008) para una lista detallada
de variantes del modelo GARCH) ha recibido mucha atención en el campo del análisis
de riesgos en mercados eléctricos (ver p.ej. Chan and Gray (2006)). Con respecto a
la predicción de los precios spot, ha sido utilizado en combinación con otros modelos
de series temporales para modelar simultáneamente la media y varianza de la serie.
Así, García et al. (2005) especi�ca modelos AR-GARCH para los precios del mercado
Español y Californiano. Misiorek et al. (2006) aplica AR-GARCH y ARX-GARCH
a los precios en CalPX. Knittel and Roberts (2001) especi�ca un AR-EGARCH
(Exponential GARCH) para capturar la asimetría de la distribución del término del
error de predicción de un modelo AR. Koopman et al. (2007) perfecciona el modelo
propuesto previamente en Carnero et al. (2003) añadiéndole un término GARCH
para modelar los precios medios diarios de diferentes mercados eléctricos europeos.

Los términos GARCH adicionales en cualquier modelo de serie temporal afectan
a las predicciones puntuales en cuanto que in�uyen en la estimación de los parámetros
que determinan el valor esperado de la variable de salida. A este respecto, no está claro
si dichos términos GARCH adicionales contribuyen a predecir mejor el valor puntual
o esperado de los precios eléctricos. García et al. (2005) señala que el modelo AR-
GARCH mejora a su equivalente homocedástico AR solo en los períodos en los que
los precios del mercado español y californiano presentan alta volatilidad. Misiorek
et al. (2006) encuentra que el término GARCH adicional de los modelos empeora
las predicciones puntuales en CalPX. En este mismo artículo se evalúa también
la capacidad del modelo AR-GARCH para proveer intervalos de predicción de los
precios spot a los niveles de con�anza del 50%, 90% y 99%, no encontrando una
mejora signi�cativa frente a otros modelos de series temporales que no consideran la
varianza como una función dinámica.

2.2.2.6. Modelos periódicos

La diferente estructura de autocorrelación observada en las series de precios según
el día de la semana llevan a (Koopman et al. (2007)) a especi�car un modelo periódico

26Se llama distribución marginal de una variable zt a la distribución de la variable sin el
conocimiento de su trayectoria hasta el instante t. Por contra, la distribución condicionada de
zt dados zt−1, . . . , zt−k es la distribución que presenta la variable cuando se conocen los k valores
anteriores del proceso.
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para los precios diarios de distintos mercados europeos. Los modelos periódicos son
una extensión de los modelos anteriormente expuestos permitiendo que se aplique
un juego diferente de parámetros en cada prede�nida estación s ∈ {1, . . . , S} por las
que transcurre la serie temporal (ver Franses and Paap (2004)). De esta forma, el
modelo es capaz de captar comportamientos no lineales periódicos que los anteriores
modelos no podían. Además, el modelo descrito en Koopman et al. (2007) añadió
otras características novedosas con respecto a los ya existentes en la literatura, como
son una forma alternativa para modelar el comportamiento de memoria larga que
exhiben las series de precios, la inclusión de variables exógenas en el modelo para
la varianza condicional y la especi�cación de la función de densidad del término
estocástico como una distribución t-Student.

La especi�cación del modelo Reg-ARFIMA-GARCH (AutoRegresive Fractionally
Integrated Moving Average with Exogenous Variables and GARCH disturbance)
estacional periódico descrito en Koopman et al. (2007) responde a (2.43) - (2.46)

(1− LS)Dst (yt − ut) = εt (2.43)

dónde st toma el valor de la estación s en el instante t, los días de la semana en este
caso, y el período estacional es S = 7 puesto que son precios diarios. Como alternativa
a la inclusión de un elevado número de términos autorregresivos estacionales que
capturen la autocorrelación presente en los retardos múltiplos del período estacional
(lo que caracteriza a un proceso de memoria larga), se asume que (1−LS)Dst (yt−ut) es
una serie fraccionalmente integrada, siendo |Dst | < 0.5. El operador de diferenciación
en este caso responde a (2.44):

(1− LS)Dst =

∞∑
i=1

Γ(i−Dst)

Γ(−Dst)Γ(i+ 1)
Lis (2.44)

donde Γ(·) es la función gamma. Además, la media ut y varianza σt condicionales
del proceso se de�nen como en (2.45) y (2.46), respectivamente.

ut = φ1styt−1 + · · ·+φpstyt−p +
K∑
k=1

δk0stxk,t + δk1stxk,t−1 + · · ·+ δkmstxk,t−m (2.45)

σ2t = exp(λst)ht ht = α0 + α1ε
2
t−1 + β1ht−1 +

K∗∑
k=1

γkzkt (2.46)

dónde φist para i = 1, · · · , p y δkist para k = 1, . . . ,K y i = 0, 1, . . . ,m son
coe�cientes de regresión periódicos que se aplican a los valores pasados de yt y valores
actuales y pasados de las variables exógenas xkt para modelar la media condicional.
α0, α1, β1, γk para k = 1, . . . ,K∗ modelan la estructura de la varianza condicional
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de la serie como un modelo GARCH(1, 1) que también incluye la in�uencia de las
variables explicativas zkt. Los parámetros λ1, . . . , λS permiten escalar la varianza
según la estación st.

La última característica novedosa del modelo es que asume que la componente
estocástico se distribuye como una t-Student de v grados de libertad, media 0 y
varianza 1. La razón se encuentra en que a pesar de que asumir normalidad en las
innovaciones del proceso conduce a distribuciones con colas pesadas, las distribuciones
empíricas de dichas innovaciones siguen sin ajustarse adecuadamente a la distribución
teórica y presentan colas más pesadas. Este hecho es una de la características
distintivas de las series de precios en mercados eléctricos.

2.2.2.7. Modelos por umbrales

De manera similar a los modelos periódicos (ver sección 2.2.2.6), los modelos por
umbrales constituyen una extensión de los modelos lineales anteriormente expuestos
(ver 2.2.2.3) en los que se aplica un juego diferente de parámetros en cada instante
t según toma valor una variable observable en relación a un valor umbral. Los
modelos TAR (Threshold-AR) originalmente propuestos por Tong (1983) responden
a la formulación descrita en (2.47)

{
φ1(L)yt = ε1,t si vt ≥ U
φ2(L)yt = ε2,t si vt < U

(2.47)

donde vt es una variable exógena, existen dos regímenes o juegos diferentes de
parámetros (φi(L) = 1 − φi,1L − · · · − φi,pLp, i = 1, 2) determinados por un valor
umbral U 27 y εi,t son variables aleatorias i.i.d. . Cuando la variable exógena que
determina el régimen es un retardo de la propia variable de salida, es decir vt = yt−d,
el modelo es conocido como SETAR (Self-Exciting TAR).

Los modelos por umbrales constituyen una oportunidad para modelar la diferente
estructura de autocorrelación que presenta los precios para, por ejemplo, valores altos
o bajos, o para modelar la respuesta no lineal del precio a cambios en una determinada
variable explicativa, como puede ser la demanda eléctrica. Así, en Misiorek et al.
(2006) se aplican modelos TAR y TARX (TAR con variables exógenas) para los
precios horarios en CalPX (California Power Exchange) y se compara su rendimiento
con una batería de modelos entre los que se incluyen AR/ARX, ARX-GARCH, y
modelos de Markov (ver sección 2.2.2.8), encontrando que los modelos TAR/TARX
son los más precisos en cuanto a predicciones puntuales se re�ere. En el citado trabajo,
la variable que determina el umbral es la diferencia entre el precio medio del día
anterior y el de ocho días antes, mientras que en Weron (2006) se aplica un modelo
similar en el que la variable que determina el umbral es la demanda eléctrica. También
en Rambharat et al. (2005) se utiliza un modelo de tipo SETAR para modelar los

27La formulación en (2.47) puede generalizarse fácilmente para más de dos regímenes
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precios máximos diarios en PJM en donde se tiene en cuenta también la in�uencia
de la temperatura.

A esta categoría de modelos pertenecen también los modelos de transición suave o
STAR (Smooth Transtion AR) (Terasvirta, 1990; Terasvirta et al., 2005). A diferencia
del caso de otros tipos de modelos no lineales, existe un conjunto de herramientas
estadísticas que pueden ser empleadas para su identi�cación y diagnóstico (ver
Eitrheim and Terasvirta, 1996; Strikholm and Terasvirta, 2005; Luukkonen et al.,
1988). En estos modelos, el juego de coe�cientes aplicado en cada instante t varía
según una determinada función de transición suave Gt típicamente acotada entre 0 y
1, lo que permite una transición gradual entre los regímenes. Una elección frecuente
de la función Gt es la función logística, dando lugar a los modelos conocidos como
LSTAR (Logistic STAR) (ver 2.48-2.49)

yt = φp(L)yt + Φp(L)Gtyt + εt (2.48)

siendo

Gt = G(vt, γ, U) = 1/(1 + exp−γ(vt − U)) (2.49)

donde γ es el parámetro suavizado que determina la transición entre regímenes y
p es el orden de los polinomios autoregresivos φp(L) y Φp(L).

No obstante, existen pocas referencias de la aplicación de estos modelos al precio
de la electricidad, probablemente debido al hecho contradictorio que puede suponer el
modelar transiciones suaves entre distintos regímenes, puesto que en muchas ocasiones
los precios eléctricos experimentan cambios abruptos. Como excepción, se encuentra
el trabajo de Robinson (2000), donde se señala que el grado de reversión a la media
de los precios del pool de los mercados inglés y galés cambia con el nivel de la serie,
y se utilizan modelos LSTAR para describir dicho comportamiento.

2.2.2.8. Modelos de cambio de régimen

En los modelos de series temporales con cambio de régimen, se asume que la serie
temporal transcurre a lo largo de un pequeño número de regímenes no observables
y mutuamente excluyentes R, de tal manera que rt ∈ {1, . . . , R}, con t = 1, . . . , T ,
indica el régimen en el instante t, y el modelo que describe la serie temporal utiliza
un juego diferente de parámetros en cada uno de los regímenes. La diferencia con
los modelos periódicos o los de tipo TAR anteriormente descritos en las secciones
2.2.2.6 y 2.2.2.7 radica en el hecho de que en aquellos el régimen es una variable que
está prede�nida o está determinada por una variable observable y un cierto valor
umbral, y por tanto los regímenes que han ocurrido en el pasado y ocurren en el
presente son conocidos con certeza. Por el contrario, en los modelos de cambio de
régimen, el mecanismo de switching o cambio entre regímenes está gobernado por
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una variable aleatoria discreta y no observable rt, y nunca se sabe con certeza qué
régimen ocurre en cada instante t. Resulta necesario por tanto asumir un determinado
comportamiento para la variable estocástica rt, y así estimar o asignar probabilidades
a sus ocurrencias.

La manera más simple de especi�car el comportamiento del régimen rt es
asumir que evoluciona independientemente de su propio pasado y cualquier otra
variable explicativa. De este modo, los parámetros adicionales del modelo son las
probabilidades de ocurrencia invariantes en el tiempo de cada uno de los regímenes
2.50

Pr(rt = i|ηt−1) = Pr(rt = i) = qi (2.50)

con
∑
qi = 1 y 0 ≤ qi ≤ 1 y donde ηt−1 representa la información conocida

hasta el instante t − 1. Esta manera de especi�car el mecanismo de cambio de
régimen es una de las adoptadas en Swider and Weber (2007) para representar la
distribución de probabilidad de los precios spot y de reserva en el mercado eléctrico
alemán. En dicho artículo, se asumen dos regímenes de comportamiento diferentes
(i = 1, 2) y la distribución de probabilidad del precio en cada uno de ellos responde
a una normal cuya media y varianza siguen un proceso de tipo ARMA-GARCH,
yt|rt=i ∼ i.i.d N(ui,t, σ

2
i,t). Así, la función de densidad de probabilidad en cada

régimen responde a

f [yt|rt = i; ηt−1] =
1√

2πσi,t
exp

[
−(yt − ui,t)2

2σ2i,t

]
(2.51)

donde ui,t y σ2i,t son la media y varianza condicionales del modelo correspondiente
al régimen i. La distribución de probabilidad del precio resultante de un modelo
así especi�cado es una mixtura de las distribuciones asumidas en cada uno de los
regímenes con pesos qi, como se indica en (2.52)

f [yt|ηt−1] =
R∑
i=1

f [yt, rt = i] =
R∑
i=1

qif [yt|rt = i] (2.52)

El citado artículo señala que dicha representación resulta más adecuada que la de
otros modelos ARMA o ARMA-GARCH con distribuciones gaussianas (es decir, con
un único régimen), puesto que la mixtura es capaz de capturar más �elmente las colas
pesadas y el comportamiento asimétrico que típicamente presentan las distribuciones
empíricas de los precios.

No obstante, los modelos de cambio de régimen han sido más utilizados para
modelar de manera separada el proceso estocástico de emisión de valores normales
de precios del que emite altos precios o spikes. Para tal �n, el hecho de que las
probabilidades de ocurrencia de cada uno de los regímenes sean constantes a lo largo
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del tiempo supone una importante limitación a la hora de representar, por ejemplo, el
mecanismo que cambia de un régimen de emisión de spikes a otro régimen normal y
viceversa. Así, la inmensa mayoría de los modelos de cambio de régimen que modelan
los precios de la electricidad asumen que el régimen sigue un proceso de Markov de
primer orden dónde el valor del régimen rt depende de rt−1. En este caso, se utiliza una
matriz de transición Q que contiene las probabilidades de transición de un régimen
a otro

Q = (qij) =

 q11 · · · q1R
...

. . .
...

qR1 · · · qRR


donde qij = Pr(rt = j|rt−1 = i) denota la probabilidad de cambiar del régimen i

en el instante t− 1 al régimen j en el instante t, con
∑

i qij = 1∀j y 0 ≤ qij ≤ 1.

Los diferentes modelos de Markov encontrados en la literatura di�eren funda-
mentalmente en tres aspectos: el número de regímenes que presenta el modelo, las
distribuciones de probabilidad asumidas dentro de cada régimen y la especi�cación
de la matriz de probabilidades de transición Q. La mayoría de ellos presentan dos
únicos regímenes, uno para modelar el comportamiento estable de los precios y otro
para capturar los spikes (Jong, 2006b; Weron, 2006, 2009). Aunque también pueden
encontrarse referencias que utilizan tres regímenes diferentes, como por ejemplo en
Huisman and Mahieu, 2003; Janczura and Weron, 2010. En estos modelos existe
un régimen de precios estables, otro de súbito incremento y otro de vuelta a la
situación de precios estables, con una matriz de transición Q pertinentemente especi-
�cada. En cuanto a las distribuciones asumidas para cada uno de los regímenes, es
común utilizar la distribución normal para el proceso de precios estables, mientras
que para modelar los spikes se han utilizado diferentes distribuciones como la normal
o log-normal, Pareto y la distribución de Poisson compuesta (Karakatsani and Bunn,
2008b; Janczura and Weron, 2009; Jong, 2006b). Respecto a la especi�cación de la
matriz de probabilidades de transición Q, lo más habitual es asumir que permanece
constante a lo largo del tiempo, aunque en Mount et al. (2006) y Huisman (2008)
se utiliza una representación del mecanismo de cambio de régimen más realista que
asume que varia con el tiempo y depende de variables explicativas como la temper-
atura, la demanda de energía o el margen de reserva. En este caso, cada elemento de
la matriz suele especi�carse a través de una función parámetrica, como por ejemplo,
la función logística,

Pr(rt = j|rt−1 = i; ηt−1;ϕ) = exp(β0 + β1zt)/(1 + exp(β0 + β1zt)) (2.53)

dónde zt es una variable explicativa y β0, β1 parámetros del modelo.

Para este tipo de modelos, y en general para los modelos no lineales, no existe una
metodología bien establecida para identi�car su estructura. Así, tanto el número de
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regímenes como el número de parámetros de cada régimen han de ser determinados a
priori, lo que supone una limitación a la hora de aplicar estos modelos para predecir
series reales. Resulta una excepción el trabajo de Vucetic et al. (2001), donde se
presenta un algoritmo capaz de determinar el número de regímenes que presenta
la serie de precios a partir de sus diferentes relaciones con la demanda eléctrica. No
obstante, el algoritmo presenta la fuerte restricción de no permitir frecuentes cambios
de régimen y no considerar cualquier otra variable fundamental que afecte al precio.

A pesar del gran número de diferentes distribuciones que este tipo de modelos
es capaz de representar y de su pertinencia para recoger algunas de las especiales
características de los precios eléctricos, existe controversia sobre sus capacidades
de predicción y de sí realmente pueden superar el rendimiento de los modelos
lineales como los ARIMA o las funciones de transferencia. El trabajo de Bessec and
Bouabdallah (2005), que se basa en la descomposición del error de predicción de un
modelo en sus diferentes fuentes propuesta en Krolzig (2004), pone de mani�esto que,
en los modelos de Markov, la predicción del régimen futuro es el punto más crítico,
y errores en dicha estimación afectan de manera dramática a su rendimiento. En
Kosater and Mosler (2006), se compara el rendimiento de diferentes especi�caciones
de modelos de Markov con modelos autorregresivos lineales en el mercado eléctrico
alemán, concluyendo que los modelos de Markov pueden mejorar las predicciones
puntuales de los modelos lineales.

2.2.2.9. Modelos semiparamétricos

Se entiende por modelo semiparamétrico aquel en el que parte de la estructura del
modelo estadístico (la función de densidad o alguno de los momentos condicionales
de la serie, habitualmente media o varianza) es tratado de manera no paramétrica,
es decir, sin asumir ninguna forma especí�ca, mientras que el resto se especi�ca
paramétricamente con una forma a priori como las descritas anteriormente en
este capítulo. Como ya se comentó previamente en 2.2.1, la habitual hipótesis
de normalidad (o log-normalidad) asumida en los modelos de series temporales
no es adecuada para representar la distribución de probabilidad de los precios,
puesto que las distribuciones empíricas obtenidas a menudo presentan asimetría o
colas más pesadas que las representadas por una distribución gaussiana. Algunos
autores han enfocado este problema asumiendo diferentes distribuciones a priori más
verosímiles teniendo en cuenta las características del proceso estocástico del precio,
como la t-student (Koopman et al. (2007)), t-student asimétrica (Panagiotelis and
Smith (2008)), hiperbólica, inversa gaussiana o α-estable (Weron (2009)), aunque sin
resultados plenamente satisfactorios, como se contrasta en el estudio comparativo en
Weron and Misiorek (2007). En el trabajo expuesto en Weron and Misiorek (2008),
los autores comparan el rendimiento de un conjunto de modelos gaussianos de tipo
ARX y TARX con sus contrapartidas semiparamétricas, es decir, que no asumen
ninguna distribución de probabilidad determinada para el ruido del proceso, para los
mercados nórdico y de California. Este enfoque no paramétrico está inspirado en el

44



análisis previo de Cao et al. (2003). Así, la estimación de los parámetros se hace de
la manera habitual, es decir, maximizando la verosimilitud de la muestra de datos
disponible (2.54)

ϕ̂ = arg máx
{ϕ}

L(ϕ) = ΠT
t=1f [εt|ηt−1;ϕ] (2.54)

pero en lugar de utilizar la función de densidad normal estándar28 como
función de densidad f [εt|ηt−1;ϕ] (siendo εt las innovaciones del modelo (εt =
(yt − ŷt|t−1)/σ̂t|t−1)), los autores utilizan el estimador kernel de Parzen-Rosenbaltt
(Parzen, 1962; Rosenblatt, 1956).

fh[εt|ηt−1;ϕ] =
1

nh

T∑
τ=1

K

(
εt − ετ
h

)
(2.55)

donde el parámetro prede�nido h representa el ancho de banda de la función
kernel K(·), que puede ser cualquier función kernel como por ejemplo la función
de densidad normal estándar. En el mencionado artículo, los autores llegan a la
conclusión que el rendimiento de los modelos semiparamétricos generalmente es mejor
que el de sus contrapartidas gaussianas en cuanto a predicciones puntuales y de
intervalos se re�ere. No obstante, el método presenta dos importantes desventajas:
una es la sensibilidad del ajuste de los modelos al parámetro del ancho de ventana
h, lo que hace necesario un método adecuado para su correcta selección (Jones et al.
(1995)); el otro inconveniente es que no existe una forma analítica de la función de
densidad, estando de�nido el valor de densidad asignado a cada punto en función de
los puntos más cercanos al mismo.

Dentro del grupo de modelos semiparamétricos se encuentra también el modelo
propuesto en Zhao et al. (2008), que responde a la siguiente formulación

yt = f(yt−1, yt−2, . . . , yt−p, xit) +

q∑
j=1

θjεt−j + εt (2.56)

σ2t = α0 +

r∑
j=1

αjε
2
t−j +

m∑
k=1

βkxkt (2.57)

εt = σtεt (2.58)

εt ∼ i.i.d N(0, 1) (2.59)

y donde la función f(·) es un función no lineal cuya forma se determinada
a través de máquinas de vectores soporte (Support Vector Machines). Por tanto,
el citado modelo combina una especi�cación no paramétrica para la media, una

28Una función de densidad en su forma estándar tiene media 0 y varianza 1
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especi�cación tipo GARCH para la varianza y utiliza la distribución normal estándar
para representar la función de densidad del precio.

Una excelente revisión de métodos no paramétricos para estimar la media,
varianza y la forma de la función de densidad condicionales de una serie temporal
puede encontrarse en Härdle et al. (1997). En Pagan and Schwert (1990) se describen
métodos no paramétricos alternativos a la familia ARCH/GARCH para modelar la
volatilidad de series de índole �nanciera.

2.2.3. Modelos basados en redes neuronales

Dentro de las técnicas de aprendizaje automático, las redes neuronales son las
que más atención han recibido para la predicción de precios spot en mercados
eléctricos. En el contexto de métodos de predicción, las redes neuronales son
usadas como modelos de regresión no lineal multivariable con capacidades de
aproximador universal. Son especialmente adecuadas cuando las relaciones existentes
entre las variables del sistema son complejas y desconocidas, y han sido utilizadas
para modelar gran cantidad de procesos no lineales (Haykin, 1994; Zhang et al.,
1998). No obstante, presentan algunas desventajas frente a algunos de los métodos
paramétricos previamente descritos, como son el riesgo de sobreentrenamiento y la
falta de interpretabilidad, lo que hace difícil encontrar soluciones parsimoniosas que
generalicen adecuadamente.

La arquitectura de red feed-forward con una única capa oculta ha sido
ampliamente utilizada (ver �gura 2.7a). Su formulación responde a

yt = β0 +

q∑
j=1

βjG(γ0j +W T
t γj) + εt (2.60)

donde Wt = (yt−1, . . . , yt−p, x1t, . . . , xnt)
T es un vector compuesto de retardos

de la variable de salida hasta el orden p y variables explicativas que pueden o no
estar retardadas, γj = (γ1j , . . . , γ(n+p)j)

T es un vector de ((n + p) × 1) parámetros
para cada j-ésima neurona j = 1, . . . , q, y β0, β1, . . . , βq son parámetros escalares.
La función G : R → [0, 1] es una función de activación, que a menudo es la función
logística

G(x) = 1/(1 + e−x) (2.61)

o la tangente hiperbólica

G(x) = (ex − e−x)/(ex + e−x) (2.62)

Una de las primeras publicaciones en donde se aplica la arquitectura de tipo feed-
forward, en particular el Perceptrón multicapa, a la predicción de precios eléctricos
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se encuentra en Szkuta et al. (1999). En este trabajo, la demanda y las reservas de
energía, así como sus retardos y los del precio fueron las entradas seleccionadas para
predecir los precios spot del mercado eléctrico de Victoria. Un perceptrón multicapa
fue también usado en Gao et al. (2000) para predecir precios y demandas del mercado
de California. En este caso, también se consideraron como entradas los costes de
los combustibles, las exportaciones e importaciones, la temperatura, un conjunto de
índices para las horas del día y los días de la semana. En Pino et al. (2008), se hace
una selección de los ejemplos de entrenamiento a través de una red neuronal de tipo
ART (Adaptative Resonance Theory), con la que posteriormente se alimenta una red
feed-forward, para predecir los precios del mercado eléctrico español. En Mandal et al.
(2007), se utiliza una red feed-forward para corregir la curva diaria del precio que
se obtiene tras la aplicación de una técnica de predicción no paramétrica conocida
como similar day.

Un caso particular de redes de tipo feed-forward, son las conocidas como redes
wavelet, las cuales utilizan funciones wavelet como funciones de activación (ver �gura
2.7b). Estas redes aprovechan las propiedades de adaptabilidad de la forma de dichas
funciones para modelar señales no estacionarias y de alta frecuencia (Graps (1995)),
como es el caso de las series de precios eléctricos. Su expresión general responde a
(2.63)

yt =

q∑
j=1

βjψ[Dj(W
T
t − bj)] +W T

t γ + γ0 + εt (2.63)

donde, el coe�ciente escalar γ0 y el vector de parámetros γ = (γ1, . . . , γn+p)
T

modelan las relaciones lineales existentes entre las entradas y la salida, y βj son
los pesos de salida de cada una de las neuronas (conocidas como wavelons) cuyas
funciones de activación son funciones wavelet multidimensionales de parámetros la
matriz diagonal Dj y el vector bj . A menudo se toma el sombrero mexicano (mexican
hat) como función wavelet, que responde a la siguiente expresión

ψ(x) = (‖x‖2 − n)e−‖x‖
2/2 (2.64)

donde x es un vector de dimensión n y ‖x‖2 es xTx. Un ejemplo reciente de
la aplicación de redes wavelets para los mercados Español, de Ontario y PJM se
encuentra en Pindoriya et al. (2008).

Un tipo de redes más complejas que las feed-forward son las redes recurrentes
Mandic and Chambers (2001) (ver �gura 2.7c). En este tipo de redes, existe una
retroalimentación que va de la salida a las entradas (red NOE, Nonlinear Output
Error), o se presenta en alguna de las capas ocultas (red de Elman). Como ejemplo,
en la �gura 2.7c se muestra una representación grá�ca de la arquitectura NOE,
donde se puede apreciar que existe un elemento que retarda la señal de salida
para tomarla como entrada en el instante de tiempo siguiente. Estas redes han sido
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aplicadas en Andalib and Atry (2009) y Hong and Hsiao (2002), donde se compara su
rendimiento con el de otros métodos de predicción como son los splines de regresión
adaptativos, las redes wavelets o las tradicionales feed-forward basadas en el algoritmo
de aprendizaje backpropagation. En ambos trabajos se pone de mani�esto las buenas
capacidades de generalización de estas redes y su éxito para modelar las rápidas
variaciones del precio. La desventaja de esta arquitectura es la complejidad y el coste
computacional que supone estimarla debido a las retroalimentaciones que presenta.

Otro tipo de redes que han sido también utilizadas en Rodriguez and Anders
(2004) para los precios spot de Ontario, y en Amjady (2006) para los de España, son
las redes neuronales borrosas, donde se combinan técnicas procedentes del campo de
la lógica borrosa con las redes neuronales.

Mención especial merece el trabajo desarrollado en Mateo et al. (2005), dada
su conexión con el desarrollo posterior de esta tesis. En él se propone el uso de
un modelo IOHMM (Input/Output Hidden Markov Model) capaz de modelar los
cambios discretos en las estrategias de los agentes del mercado, los cuales se ven
re�ejados en las variaciones de las variables fundamentales que afectan al precio. El
modelo IOHMM es una generalización de un modelo oculto de Markov basado en
redes neuronales, que consta de dos módulos bien diferenciados (ver �gura 2.8). Uno
de los módulos es el encargado de modelar la función de distribución de probabilidad
del régimen del sistema a partir de las variables fundamentales que afectan al precio y
el régimen del sistema en el estado anterior. Este módulo es, por tanto, el encargado
de estimar la matriz de probabilidades de transición, las cuales son función de las
variables exógenas del sistema. El otro módulo consta de un conjunto de expertos que
modelan la función de densidad del precio condicionada a cada uno de los regímenes
del sistema a partir también de variables fundamentales. Tanto la red que modela la
distribución de probabilidad del régimen como los expertos son implementados con
perceptrones multicapa.

En general, no está claro si el rendimiento de las redes neuronales supera a los
métodos paramétricos de series temporales en lo que a predicción de precios spot se
re�ere. Existe poca literatura comparando los métodos de ambos campos para sacar
conclusiones de�nitivas. En Conejo et al. (2005) se compara el rendimiento de un
perceptrón multicapa con el de los modelos de función de transferencia o regresión
dinámica, mostrando que el primero proporciona peores resultados que los segundos.
No obstante, no se ha encontrado literatura en la que se comparen los métodos
de series temporales con las arquitecturas de red más so�sticadas y que mejores
resultados parecen proporcionar, como son las redes recurrentes, redes wavelets, o las
redes neuronales borrosas.

2.2.4. Modelos basados en técnicas de minería de datos

Como ya se ha expuesto en la sección 2.2.1, los precios spot en mercados eléctricos,
en general, presentan relaciones no lineales con sus variables fundamentales,
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Figura 2.8: Arquitectura del modelo IOHMM. Fuente:Mateo (2005)

una volatilidad compleja y no constante y distribuciones asimétricas con valores
extremos que se alejan de la habitual hipótesis de normalidad. Debido a estas
especiales características y a la creciente necesidad que tienen los agentes de
disponer de predicciones más precisas, algunos investigadores han propuesto métodos
no paramétricos alternativos con el �n de superar los límites de los métodos
paramétricos. Además de las redes neuronales que han sido expuestas en la sección
anterior, existen muchas y muy diversas técnicas que se han empleado para tal
propósito, habitualmente en conjunción con las redes neuronales u otros modelos de
series temporales, y que no serán cubiertas en más detalle: lógica borrosa (Niimura
and Nakashima (2001)), vecinos más cercanos (Lora et al. (2007)), métodos similar-
day (Mandal et al. (2007)), splines de regresión multivariables adaptativos (Zareipour
et al. (2006a)), máquinas de vectores soporte (Gao et al. (2007)), descomposición de
la señal con funciones wavelets (Conejo et al. (2005)) y reducción de la dimensión
LLE (Local Linear Embeding) (Chen et al. (2008)).

2.3. Conclusiones

Dada la naturaleza no almacenable de la electricidad y la forma escalonada de
las curvas de venta debido a la presencia de diferentes tecnologías de generación, el
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comportamiento de los precios resultantes de la casación de ofertas en el mercado
diario resulta ser errático y complejo de predecir. Dicho comportamiento queda
re�ejado en un conjunto de características únicas y universales, que se resumen
en: reversión a la media, presencia de componentes estacionales, diferentes patrones
de comportamiento intradiarios e intrasemanales, efectos de calendario, volatilidad
variable y distribuciones asimétricas con colas pesadas y spikes. Debido a este especial
comportamiento que presentan las series de precios, la investigación en métodos
de predicción paramétricos ha ido evolucionando desde los modelos univariables
que tan solo utilizan la información contenida en la propia serie del precio hasta
los modelos que incorporan también las variables fundamentales por las que se ve
afectado; desde los modelos lineales de un solo régimen hasta los modelos que asumen
diferentes modelos de comportamiento en función del estado del sistema y/o variables
fundamentales; desde los métodos que tratan de predecir el valor puntual del precio
hasta aquellos que tratan de caracterizar el proceso estocástico completo prediciendo
su función de densidad. Así mismo, se han propuesto también gran cantidad de
métodos no paramétricos con el �n de capturar las complejas relaciones no lineales
que presentan los precios eléctricos, como por ejemplo las redes neuronales.

Sin embargo, debido a la complejidad de las series de precios y a la creciente
necesidad de predicciones precisas, los resultados de los métodos de predicción
propuestos hasta la fecha no son plenamente satisfactorios. En nuestra opinión,
creemos que existen actualmente dos carencias importantes que esta tesis trata de
cubrir. La primera de ellas es el planteamiento de un modelo de serie temporal que
represente adecuadamente la distribución de probabilidad de los precios eléctricos, sin
que esto suponga una merma en las capacidades de predicción del modelo. Como se ha
comentado en la revisión de este capítulo, las distribuciones paramétricas propuestas
en la literatura no se ajustan plenamente a las distribuciones empíricas obtenidas a
través de los métodos descritos. La causa de esta limitación se encuentra en la forma
rígida que este tipo de distribuciones impone, las cuales no permiten adaptarse de
forma �exible a las series de precios de cada mercado especí�co. En cuanto a la
solución no paramétrica basada en métodos kernel propuesta en Weron and Misiorek
(2008), ésta tiene la desventaja de no proporcionar una forma analítica de la función
de densidad.

La segunda limitación de los métodos de predicción en la actualidad está
relacionada con la representación del comportamiento no lineal. A pesar de que
los métodos lineales, como los de regresión dinámica o función de transferencia,
proporcionan buenos resultados de cara a la predicción, éstos no son capaces
de describir adecuadamente las relaciones no lineales presentes en la serie del
precio. En cuanto a las redes neuronales, éstas en teoría son capaces de aproximar
cualquier función por complejas que sean las relaciones entre las entradas y la
salida. Sin embargo, en la práctica presentan un alto riesgo de sobreentrenamiento y
su elevado número de parámetros puede afectar sensiblemente a sus capacidades
de generalización. Los modelos de cambio de régimen constituyen una buena
oportunidad para incorporar dinámicas no lineales manteniendo la estructura básica
de los modelos lineales. Sin embargo, habitualmente se han utilizado modelos de
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Markov, en donde se asume que la distribución de probabilidad del régimen está
determinada por la distribución de probabilidad del régimen en el instante anterior.
Estos modelos presentan problemas a la hora de predecir correctamente el régimen
futuro, puesto que éste no puede ser determinado únicamente por el régimen en
instantes anteriores. En nuestra opinión, el régimen del sistema puede ser predicho
a través de las variables fundamentales que afectan al precio, las cuales in�uyen en
los agentes a la hora de enviar sus ofertas al mercado. El modelo descrito en Mateo
et al. (2005) es capaz de predecir el régimen del sistema modelando las complejas
relaciones existentes entre el precio y sus variables fundamentales. Sin embargo,
los modelos utilizados como expertos, redes neuronales feed-forward, adolecen de
algunas de las características deseables para modelar las series de precios que sí
presentan los métodos paramétricos, como son una estructura más simpli�cada, la
retroalimentación del error y el modelado de la volatilidad como función dinámica
del pasado de la serie.
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Capítulo 3

Representación no paramétrica de
la distribución de probabilidad de
los precios de la electricidad

En este capítulo se propone un modelo semiparamétrico de serie temporal
para predecir la distribución de probabilidad de los precios spot en un horizonte
de corto plazo. La estructura general responde a la de un modelo de función
de transferencia con ruido ARIMA-ARCH estacional. Dicha estructura permite
considerar la in�uencia de variables fundamentales sobre el precio, así como su
carácter autorregresivo, estacional y heterocedástico. La característica novedosa del
modelo consiste en la especi�cación de la densidad de las innovaciones como una
función semiparamétrica, lo que permite representar de manera �exible la asimetría
y las colas pesadas que habitualmente presentan las distribuciones de los precios.
Dicha función de densidad consiste en la transformación cuadrada de una serie
de Hermite, la cual es capaz de aproximar densidades de formas generales con el
su�ciente número de parámetros. El modelo se ha aplicado a las series de precios de
diferentes mercados eléctricos, comparando los resultados obtenidos con los modelos
que asumen distribuciones gaussianas.
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3.1. Introducción

De entre los métodos paramétricos descritos en el capítulo anterior, los de función
de transferencia son uno de los que más han sido utilizados y que mejor rendimiento
han mostrado de cara a la predicción a corto plazo de los precios eléctricos (Nogales
and Conejo, 2006; Conejo et al., 2005; Nogales et al., 2002; Zareipour et al., 2006b;
Misiorek et al., 2006). Estos modelos recogen el comportamiento autorregresivo y
estacional de los precios, y además incorporan fácilmente la in�uencia de variables
explicativas a la predicción. A diferencia de los modelos que tratan los precios
como observaciones diarias de 24 componentes (como los modelos tipo VAR/VARX),
el enfoque horario usado en estos modelos facilita el proceso de identi�cación y
estimación de los mismos, lo que redunda a la postre en una mejora de las capacidades
de generalización y predicción. Sin embargo, estas buenas capacidades de predicción
se limitan a la predicción puntual o valor esperado del precio. En el habitual marco
de trabajo que asume homocedasticidad y distribuciones gaussianas, estos modelos
no representan correctamente el comportamiento estocástico de los precios eléctricos,
y por tanto, no son capaces de proveer buenas estimaciones de los intervalos de
predicción o, en general, de su función de densidad condicional.

La asunción de varianza condicional constante no es válida para describir el
comportamiento de los precios eléctricos. Una vez eliminada la dependencia en media
presente en las series de precios, es habitual que la serie del cuadrado de los errores
de predicción presente una clara estructura de autocorrelación. Algunos autores han
descrito este comportamiento heterocedástico usando modelos ARCH, donde parte
de la varianza es predecible y función lineal de la varianza en instantes anteriores
(García et al., 2005; Koopman et al., 2007; Carnero et al., 2003; Knittel and Roberts,
2001; Misiorek et al., 2006). Dado que un proceso ARCH puede escribirse como
un proceso autorregresivo de los errores cuadrados del modelo, también se pueden
recoger con él efectos estacionales en la varianza de la serie. Estos modelos han sido
ampliamente utilizados con éxito en todo tipo de series de índole �nanciera. Con
respecto a su aplicación a los precios eléctricos, constituyen una solución apropiada
para modelar su volatilidad debido a la ya mencionada característica de volatility

clustering presente en las series. A pesar de que existe algo de controversia sobre si
su uso contribuye a predecir de manera más precisa el valor puntual o realizado de
los precios eléctricos, los resultados de las investigaciones con estos modelos sugieren
que incorporar un término ARCH en la especi�cación del modelo de función de
transferencia contribuye a predecir más �elmente su densidad condicional.

Sin embargo, a pesar de que los modelos de tipo ARCH/GARCH gaussianos
conducen a distribuciones marginales que presentan colas más pesadas que la
distribución normal (ver Peña (2005) para más detalles), esto habitualmente no es
su�ciente para describir correctamente el comportamiento de los precios eléctricos,
puesto que suelen presentar gran cantidad de valores inusuales (para la distribución
gaussiana) y colas aún más pesadas (ver por ejemplo, (Koopman et al. (2007)).
Tampoco su comportamiento asimétrico, causado por la diferente variabilidad entre
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precios altos y bajos, puede ser modelado mediante una distribución simétrica. En
general, las distribuciones de precios eléctricos presentan asimetría y colas pesadas y,
dada la dependencia en la manera de ofertar de los agentes al mix de generación,
formas diferentes según el mercado especí�co. Por lo tanto, en este contexto, la
distribución normal resulta inadecuada e insu�ciente. Algunos investigadores han
tratado de modelar los precios de diferentes mercados eléctricos asumiendo otro
tipo de distribuciones paramétricas con asimetría y colas pesadas ya mencionadas
en el capítulo anterior, como por ejemplo la t-student asimétrica (Panagiotelis and
Smith (2008)), la hiperbólica, la inversa gaussiana o la α-estable (Weron (2009)). Sin
embargo, la forma rígida que este tipo de distribuciones impone no permite adaptarse
de forma �exible a las diferentes series de precios. Además, las distribuciones
paramétricas adolecen de la posibilidad de incrementar su capacidad de aproximación
a la distribución empírica puesto que el número de parámetros que las de�nen está
predeterminado.

Para caracterizar adecuadamente el proceso estocástico de los precios eléctricos
resulta necesario, por tanto, una distribución capaz de modelar de manera �exible
no únicamente su media y varianza condicional, sino también momentos de mayor
orden. Para tal propósito, utilizar un enfoque no paramétrico es a nuestro juicio
una solución apropiada, puesto que la característica principal de dicho enfoque es
precisamente permitir que sea el conjunto de datos el que determine la forma que
éstos presentan, sin asumir ninguna previamente. Esta idea ya ha sido aplicada a
los precios eléctricos en Weron and Misiorek (2008), que está basado en el trabajo
previo de Cao et al. (2003). Los modelos de series temporales presentados en estos
artículos describen la densidad de las innovaciones o el comportamiento puramente
estocástico de la variable de salida a través de estimadores kernel (Silverman (1986)).
El primer artículo citado encuentra que los modelos así estimados arrojan, en general,
mejores resultados que sus contrapartidas gaussianas, tanto en predicción puntual
como de intervalos, para los precios eléctricos en CalPX (California) y Nord Pool.
El segundo pone de mani�esto, a través de un estudio de simulación, que dicha
técnica de aproximación de densidades debería ser elegida frente al habitual marco
de trabajo gaussiano en situaciones en las que no existe información previa sobre
la distribución de los errores de predicción del modelo. Sin embargo, el método
presenta los inconvenientes de ser sensible al parámetro de ancho de banda, lo que
hace necesario un método adecuado para su correcta selección, y de no presentar
una forma analítica de su función de densidad, estando de�nido el valor de densidad
asignado a cada punto en función de los puntos más cercanos al mismo.

Una manera de calcular intervalos de predicción que es aplicable cuando la
hipótesis de innovaciones gaussianas no se satisface es a través del conocido método
bootstrap (Efron and Tibshirani (1993)). Este método de remuestreo, en combinación
con la estimación de quasi máxima verosimilitud1 (quasi maximum likelihood),
proporciona una manera sencilla de estimar intervalos de predicción futuros que ha

1Se conoce como estimación de quasi máxima verosimilitud a aquella que maximiza una función
de verosimilitud mal especi�cada (por ejemplo, una estimación de máxima verosimilitud bajo la
hipótesis de normalidad cuando los datos reales no se distribuyen de este modo).
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sido ampliamente utilizada (ver p. ej. Hyndman et al., 2008; Rodriguez and Ruiz,
2008). La idea básica consiste en tomar la distribución empírica de los errores de
predicción o innovaciones del modelo obtenidos tras la estimación de sus parámetros
asumiendo normalidad, para a partir de ella generar réplicas bootstrap2 que puedan
ser utilizadas junto con el modelo estimado para simular posibles realizaciones futuras
del proceso. De este modo se obtienen distribuciones predictivas o intervalos de
predicción a cualquier horizonte de tiempo basadas en los residuos obtenidos tras
el ajuste del modelo en lugar de en la distribución gaussiana. El método presenta la
ventaja de no asumir una forma determinada de la distribución de probabilidad del
proceso estocástico para generar los intervalos de predicción, aunque como desventaja
puede señalarse la �incoherencia� que supone estimar la media y varianza del proceso
utilizando una distribución que es incorrecta.

Nuestra intención en este capítulo es extender la especi�cación del modelo de
función de transferencia para que pueda proporcionar estimaciones razonables de la
función de densidad de los precios eléctricos, sin que esto suponga una merma en
la precisión de sus estimaciones puntuales. Para ello, el modelo adoptado incorpora
un término ARCH que describe la estructura de autocorrelación que típicamente
presentan los cuadrados de los errores de predicción. Además, la densidad de las
innovaciones se modela como una función no paramétrica. Esto implica que la
forma de dicha densidad no está �jada a priori, lo que permite que sean los
datos usados en el ajuste los que determinen su forma de�nitiva. La característica
novedosa del modelo reside en la solución adoptada para lograrlo, puesto que está
basada en una transformación cuadrada de una serie de Hermite, cuyo término
principal es la densidad normal estándar (Gallant and Nychka (1987)). La densidad
resultante presenta, por tanto, la forma de la distribución normal modi�cada por
la multiplicación de un polinomio al cuadrado, lo que da lugar a formas generales
de densidades, entre ellas distribuciones con asimetría y colas pesadas. Esta familia
de densidades es capaz de aumentar la capacidad de aproximación a la distribución
empírica incrementando el orden de dicho polinomio. En comparación con el método
bootstrap, la solución aquí propuesta guarda la coherencia entre el valor estimado de
los parámetros que modelan la media y varianza del proceso y la densidad asumida
para estimar los intervalos de predicción.

Lo que resta de capítulo está organizado de la siguiente manera: la sección
3.2 desarrolla el planteamiento teórico de la solución adoptada para modelar las
innovaciones del modelo de precios como una función semiparamétrica (basado en
Gallant and Nychka, 1987; Mauleón, 2010); en la sección 3.3 se presenta el modelo
completo propuesto para la predicción de los precios eléctricos, y se detallan los
procedimientos usados para su estimación e identi�cación; en la sección 3.4 se
muestran los resultados de la aplicación del modelo a los precios horarios de distintos
mercados eléctricos internacionales, mostrándose la mejora obtenida en el modelado
de la función de densidad con respecto a los que asumen distribuciones gaussianas;

2Una réplica bootstrap es una permutación con reemplazamiento de los elementos del conjunto
original.

56



�nalmente, en la sección 3.5 se extraen las conclusiones de lo expuesto en el capítulo.

3.2. Aproximación de funciones de densidad mediante

series de Hermite

La familia de densidades conocida como Edgeworth-Sargan (ES, ver Mauleón
(2010)) responde a la siguiente formulación

f(ε) = ρ(ε)×

[
1 +

K∑
k=1

dkHk(ε)

]
(3.1)

donde ρ(ε) denota la función de densidad normal estándar N(0, 1), d1, . . . , dK son
un conjunto de constantes y Hk(ε) es el polinomio de Chebyshev-Hermite de orden
k de�nido por la ecuación Drρ(ε) = (−1)rρ(ε)Hr(ε) (ver apéndice 3.6).

En virtud de las propiedades de estos polinomios, se comprueba que la integral
de (3.1) es 1, E(ε) = d1 y E(ε2) = (1 + 2d2). Es decir, la densidad descrita en (3.1)
está en forma estándar si d1 = d2 = 0 . Además, d3 = E(ε3)/6 y d4 = (E(ε4)−3)/24,
por lo que recogen las medidas de asimetría y curtosis, respectivamente. Por último,
la función de distribución viene dada por (3.2)

F (a) =

∫ a

−∞
f(ε)dε = %(a)− ρ(a)×

[
K∑
k=1

dkHk−1(a)

]
(3.2)

donde %(a) denota la función de distribución de la N(0, 1) (ver apéndice 3.7
Kendall and Stuart, 1969; Mauleón, 2010 para estas y otras propiedades).

La familia de densidades ES describen, por tanto, formas generales de funciones
de densidad según el valor que tome K y los coe�cientes dk. Además, permiten
incrementar la capacidad de aproximación de una distribución dada aumentando el
grado K del polinomio. Entre las ventajas de esta familia de distribuciones, aparte
de su enfoque no paramétrico, está la manera de contabilizar la asimetría (a través
de los polinomios impares) y el sencillo calculo que supone obtener su distribución
de probabilidad. Sin embargo y a pesar de estas deseables propiedades, presentan el
inconveniente de que no para todos los posibles valores de d1, . . . , dK se cumple que
f(ε) ≥ 0 para todo ε, lo que supone una fuerte limitación para encontrar los valores
de los parámetros d1, . . . , dk en el contexto de estimación de máxima verosimilitud.

En Gallant and Nychka (1987) y más tarde en Gallant and Tauchen (1989) se
propone otra familia de densidades que responde a la formulación en (3.3)
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f(ε) = ρ(ε)×

(∑K
k=0 ak · εk

)2
∫ ∞
−∞

ρ(ε)

(
K∑
k=0

ak · εk
)2

d(ε)

(3.3)

donde los valores ak, k = 0, . . . ,K en este caso no están restringidos. Nótese
que el denominador de la expresión (3.3) asegura que la integral de la función sea
1, como requiere una función de densidad. Además, dado que el numerador es un
término elevado al cuadrado, el valor de f(ε) es siempre mayor o igual que 0 para
cualesquiera valores de los a′ks. Para conseguir una representación única, el término
a0 es �jado a 1 (ver Gallant and Tauchen (1990)). Por tanto, si K = 0 se tiene
exactamente la densidad normal estándar. Si K es positivo, se tiene la forma de la
densidad normal estándar modi�cada debido a la multiplicación de un polinomio al
cuadrado.

Del mismo modo que las funciones ES, la familia de funciones descrita en (3.3)
es capaz de aproximar formas generales de funciones de densidad entre las que se
incluyen aquellas que presentan colas pesadas o asimetría. Es por ello que dichas
funciones son denominadas seminoparamétricas (Seminonparametric, SNP), como
sugieren sus autores. Dado que en este caso para cualquier valor de los a′ks la densidad
cumple que f(ε) ≥ 0 para todo ε, encontrar los parámetros ak que maximicen la
verosimilitud de una muestra de datos no presenta los problemas de infactibilidad de
las densidades ES. Sin embargo, las densidades SNP tienen el inconveniente de no
presentar una solución analítica de su función de distribución, lo que puede complicar
el cálculo de los intervalos de predicción a un determinado nivel de con�anza. En
Gallant and Tauchen (1990) se propone un método especial que permite simular una
variable aleatoria que sigua la distribución de�nida en (3.3).

No obstante, las densidades SNP, en general, no cumplen que E(ε) = 0 y
σ2(ε) = E(ε2) − E(ε)2 = 1, lo que puede conducir a estimaciones sesgadas de la
media y varianza en un modelo estocástico como el descrito en la sección (3.3). En
Mauleón (2010) se establecen de forma explícita las restricciones que son necesarias
imponer sobre los parámetros ak para que las densidades SNP tengan media 0
y varianza 1. Sin embargo, su cálculo resulta computacionalmente muy costoso3.
Una forma más conveniente de solventar este problema es calcular el valor de las
restricciones expresando la densidad SNP en su forma equivalente ES, como se
muestra en (Mauleón (2010)). Así, dado que los coe�cientes de los polinomios de
Hermite son constantes, el polinomio del numerador en (3.3) puede ser escrito como
una suma ponderada de polinomios de Hermite, permitiendo reescribir la función de
densidad de la siguiente manera

3En el citado trabajo se determina que la complejidad del cálculo de dichas restricciones es
O((2K)2).
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f(ε) = υρ(ε)×

[
1 +

K∑
k=1

dkHk(ε)

]2
(3.4)

donde la integral del denominador en (3.3) toma el valor 1/υ y los coe�cientes dk
de�nen una función de densidad para cualesquiera valores que tomen. En Mauleón
(2010) se establecen también de manera explícita las restricciones que han de cumplir
los coe�cientes dk en (3.4) para que la función de densidad tenga media 0 y varianza 1,
cuyo cálculo resulta menos costoso que para el caso de la densidad en (3.3). Partiendo
de la formulación en (3.4), la función de densidad SNP puede reescribirse de la misma
forma que en (3.1) del siguiente modo

f(ε) = ρ(ε)×

[
1 +

2K∑
k=1

ΨkHk(ε)

]
(3.5)

donde los Ψ′ks, k = 1, . . . , 2K son función de los parámetros no restringidos
dk, k = 1, . . . ,K obtenidos tras desarrollar explícitamente el término al cuadrado en
(3.4) y reorganizar los resultados (ver apéndice 3.7 para más detalles). Por tanto, hay
K restricciones no lineales asociadas a la última reformulación de f(ε), para asegurar
que f(ε) ≥ 0 para todo ε. La densidad en (3.5) tiene media cero y varianza 1 cuando
Ψ1 = 0 y Ψ2 = 0.

Por lo tanto y dada la equivalencia entre las distribuciones ES y SNP, es
posible desarrollar un procedimiento que estime de manera �exible (no paramétrica)
la densidad del término de innovación o componente puramente estocástica de
una determinada variable en un modelo de predicción, asegurando las necesarias
propiedades que ha de presentar, a saber: no negatividad, media cero, varianza uno
e integral igual a uno. Este procedimiento es explicado en más detalle en la sección
(3.3.1).

A continuación se ilustra el error de aproximación en el que puede incurrirse tras
estimar los parámetros de la media y varianza de una muestra de datos asumiendo
que su distribución es gaussiana cuando en realidad no lo es. Para ello se ha generado
una muestra aleatoria {y} de 1000 puntos que se distribuyen según una t-student

con 4 grados de libertad, y se han estimado los parámetros de media y varianza de
dicha población por máxima verosimilitud, asumiendo que la variable ε = σ−1(y−µ)
se distribuye N(0, 1) y con densidad de tipo SNP con K=4. Los resultados de las
estimaciones de la media y varianza en ambos casos no di�eren signi�cativamente
(µ̂GAUSS = 0.033, σ̂GAUSS = 1.916, µ̂SNP = 0.040, σ̂SNP = 2.070) y ambos están
muy próximos a los valores reales (µ = 0, σ = 2). Sin embargo, el problema aparece
en el cálculo de los percentiles de la distribución si asumimos que la distribución
asumida es la correcta para el caso gaussiano. En los grá�cos de la �gura 3.1 se
muestran los resultados de este experimento. En ella se aprecia claramente cómo
la distribución normal no estima adecuadamente la probabilidad real de los valores
alejados de la media, mientras que por el contrario, la densidad SNP sí proporciona

59



−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

 

 

t−student
SNP
Normal

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

 

 

−6 −4 −2 0 2 4 6
−6

−4

−2

0

2

4

6

 

 

Normal

SNP

Figura 3.1: Resultado de la estimación de la función de densidad de una muestra
aleatoria de 1000 puntos distribuidos según una t-student con 4 grados de libertad.
El grá�co de la izquierda muestra la distribución real y las distribuciones estimadas
mediante el ajuste gaussiano y SNP. La segunda columna muestra los grá�cos q-q
plot que enfrentan las distribuciones asumidas y empíricas.

un ajuste próximo a la verdadera distribución con un valor de K pequeño.

Finalmente, para ilustrar las capacidades de aproximación de la familia de
densidades SNP, en la �guras 3.2 y 3.3 se muestran los resultados de un experimento
similar al anterior pero con muestras de 1000 puntos generados según distintas
distribuciones, a saber: la distribución de valores extremos (EV, con parámetros de
ubicación 0 y escala 1); Rayleigh (con parámetro de escala 0.5); β (con parámetros
a=2 y b=2); una mixtura de gaussianas (con medias -1 y 2, varianza 0.5 y 1
y proporción 0.6 y 0.4, respectivamente); F (con 30 grados de libertad para el
numerador y 10 para el denominador) y α-estable (de parámetros α=1.5, β=0, γ=1
y δ=0). Los resultados de este último experimento dejan patente que la familia de
densidades SNP es capaz de ajustar un gran número de diferentes distribuciones,
entre ellas distribuciones asimétricas y con colas pesadas. Dado que el término central
de las densidades SNP es la densidad normal, es lógico que cuanto más alejada de
ésta sea la forma de la distribución a estimar, más difícil resulte la aproximación
y, en general, se requiera un valor de K mayor. Nótese que el grado del polinomio
requerido está relacionado con el peso o relevancia de las colas en la distribución a
estimar, puesto que los puntos cercanos a la media son modelados fundamentalmente
a través de la distribución gaussiana. A este respecto, cabe mencionar la alta precisión
necesaria para estimar las densidades cuando el grado del polinomio en (3.3) es
alto. Por ejemplo, un valor de K=11 implica un orden máximo de los polinomios de
Hermite en su forma ES equivalente de 22, cuyos coe�cientes llegan a tener 13 dígitos
(ver Kendall and Stuart (1969)). El grado de aproximación obtenido para algunas
distribuciones cuya forma está muy alejada de la normal, como la distribución F o la
α-estable, muestran la versatilidad y capacidad de generalización de esta familia de
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densidades. En el caso de la densidad α-estable, la aproximación en las colas no es
buena debido a que la longitud de las mismas requeriría un número de datos mucho
mayor para que fueran representadas adecuadamente. Es decir, existe una desviación
de la distribución generada con respecto a la teórica. Esto es lo que ocurre también
en cierta medida con la mixtura de gaussianas.
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(g) β: Densidad y estimación SNP (K=8)
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(i) β: q-q plot SNP frente a residuos estandarizados

Figura 3.2: Resultado de la estimación de las distribuciones: EV(0,1), Rayleigh(0.5) y Beta(2,2) a partir de muestras aleatorias de
1000 puntos.
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(h) α-estable: Histograma de residuos estandariza-
dos y estimación SNP
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Figura 3.3: Resultado de la estimación de las distribuciones: Mixtura de Gaussianas(-1,2),(0.5,1) y prob=0.6, F(30,10) y α-
estable(1.5,0,1,0) a partir de muestras aleatorias de 1000 puntos.
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3.3. Modelo de función de transferencia con ruido

ARIMA-ARCH estacional

La expresión general del modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-
ARCH estacional responde a la siguiente a la siguiente formulación (3.6)-(3.15),

yt =

n∑
i

Gi(L)xit +
θq(L)ΘQ1(LS1) . . .ΘQm(LSm)

∇d∇D1
S1
. . .∇DmSm φp(L)ΦP1(LS1) . . .ΦPm(LSm)

εt (3.6)

con

εt = σtεt (3.7)

σ2t = α0 + α1ε
2
t−1 + · · ·+ αwε

2
t−w (3.8)

y

Gi(L) =
(wi0 + wi1L+ wi2L

2 + · · ·+ wigiL
gi)Lbi

1 + δi1L+ δi2L2 + · · ·+ δiriL
ri

(3.9)

φp(L) = 1 + φ1L+ · · ·+ φpL
p (3.10)

ΦPs(L
Ss) = 1 + Φ1L

Ss + · · ·+ ΦPL
Ps∗Ss (3.11)

θq(L) = 1 + θ1L+ · · ·+ θqL
q (3.12)

ΘQs(L
Ss) = 1 + Θ1L

Ss + · · ·+ ΘQL
Qs∗Ss (3.13)

∇d = (1− L)d (3.14)

∇DsSs = (1− LSs)Ds (3.15)

donde yt es la variable de salida, xit son las variables explicativas y εt es un proceso
de ruido blanco de varianza 1. εt denota el error de predicción a un paso. φp(L) y
θq(L) son polinomios en L de órdenes p y q, que describen los términos autorregresivos
y de media móvil, respectivamente. ΦPs(L

Ss) y ΘQs(L
Ss) describen los términos

autorregresivos y de media móvil estacionales de período Ss, con s = 1, · · · ,m y
siendo m el número de estacionalidades consideradas (por ejemplo S1 = 24, S2 = 168
para series horarias con estacionalidad diaria y semanal).∇d y∇DsSs son los operadores
que describen describen las diferencias regular y estacionales aplicadas para inducir
estacionariedad en procesos integrados. Gi(L) representa una familia de funciones de
transferencia lineales capaces de capturar un amplio número de diferentes respuestas
impulsionales con pocos parámetros. σ2t modela la varianza de la serie como función
lineal de los w previos errores de predicción al cuadrado.
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Los parámetros han de cumplir una serie de restricciones para que el proceso sea
estacionario, invertible y tenga varianza positiva (ver Chat�eld, 2001; Pankratz, 1991
para detalles). Así,

α0 > 0 ; αj ≥ 0 ;
w∑
j=1

αj < 1 (3.16)

y todos los valores z que satisfacen las ecuaciones

1 + φ1z+ . . . +φpz
p = 0 (3.17)

1 + θ1z+ . . . +θqz
q = 0 (3.18)

y

1 + Φ1z
Ss + · · ·+ ΦP z

Ps∗Ss = 0 ∀s = 1, . . . ,m (3.19)

1 + Θ1z
Ss + · · ·+ ΘQz

Qs∗Ss = 0 ∀s = 1, . . . ,m (3.20)

1 + δi1z + δi2z
2 + · · ·+ δiriz

ri = 0 ∀i = 1, . . . , n (3.21)

deben quedar fuera del círculo unidad.

La formulación del modelo propuesto responde por tanto a la descrita en la sección
2.2.2.3 para los modelos de función de transferencia, los cuales han demostrado buenas
capacidades para la predicción puntual de los precios eléctricos (ver p.ej. Nogales
and Conejo, 2006; Misiorek et al., 2006), y añade un término ARCH que modela la
varianza condicional de la serie de precios.

Es importante tener en cuenta que el modelo (3.6)-(3.15) puede escribirse también
de la siguiente forma general (3.22)

yt = ut + εt = ut + σtεt (3.22)

donde el término ut responde a

ut =
∑
i

H−1(L)Gi(L)xit+ [1−H−1(L)]yt (3.23)

siendo

H(L) =
θq(L)ΘQ1(L24)ΘQ2(L168)

φp(L)ΦP1(L24)ΦP2(L168)∇d∇D1
24 ∇

D2
168

=

∞∑
l=0

ψlL
l (3.24)

y donde los ψ′ls se corresponden con los coe�cientes de la representación del
término H(L)εt como un proceso de media móvil de orden in�nito MA(∞). Nótese
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que el término yt en el instante t en (3.23) desaparece puesto que se anula, y solo
intervienen sus retardos (yt−d, con d > 0).

Dado que εt tiene media 0 y varianza 1, si denotamos como ηt−k a la información
disponible hasta el instante t− k, es directo comprobar que la esperanza condicional
de la variable de salida yt es E(ut|ηt−k) y que su varianza condicional es E(σ2t |ηt−k)
sea cual sea la forma especí�ca de la función de densidad de εt4.

Para terminar la especi�cación del modelo propuesto, la forma de la función de
densidad de εt responde a la propuesta en Gallant and Nychka (1987) descrita en la
sección 3.2, es decir,

f(εt) =
[PK(εt)]

2 ρ(εt)∫
[PK(s)]2 ρ(s)ds

(3.25)

con

PK(εt) = 1 + a1εt + · · ·+ aKε
K
t (3.26)

siendo ρ(εt) la densidad normal estándar. Como se ha expuesto en la sección 3.2,
esta forma no paramétrica de la función de densidad permite capturar de manera
�exible la asimetría y las colas pesadas que habitualmente presentan las distribuciones
de los precios eléctricos.

3.3.1. Estimación de los parámetros del modelo

La estimación de los parámetros de un modelo de serie temporal suele llevarse
a cabo maximizando la verosimilitud de la muestra de datos disponible (Hamilton
(1994)). Supongamos que se observa la serie temporal Y = {yt}Tt=1 y las variables
explicativas Xi = {xit}Tt=1, i = 1, . . . , n. Si recogemos todos los parámetros que
de�nen el modelo en el vector ϕ, maximizar la función de verosimilitud implica
calcular el máximo de la función de densidad conjunta de las T observaciones de
la muestra

f(y1, y2, . . . , yT−1, yT |X1, . . . , Xn;ϕ) (3.27)

con respecto al vector de parámetros ϕ. Es decir, la estimación de máxima
verosimilitud es el valor de ϕ para el cual es más probable haber observado {yt}Tt=1.
Teniendo en cuenta que la distribución conjunta de dos variables cualesquiera puede

4Si tomamos esperanzas en la ecuación (3.22)
E(yt|ηt−k) = E(ut|ηt−k) puesto que εt es incorrelado y E(εt) = 0.
Elevando al cuadrado y tomando esperanzas se tiene que
E((yt − E(ut|ηt−k))2) = E(σ2

t ε
2
t |ηt−k) = E(σ2

t |ηt−k), puesto que εt es incorrelado y E(ε2t ) = 1.
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escribirse como el producto de la distribución marginal de la primera y la distribución
de la segunda condicionada a los valores de la primera, podemos escribir la función
de densidad conjunta en (3.27) como

f(y1|X1, . . . , Xn;ϕ)f(y2, y3, . . . , yT−1, yT |y1, X1, . . . , Xn;ϕ) (3.28)

y repitiendo el mismo proceso para el segundo término de manera recursiva,
se puede escribir la función de verosimilitud conjunta de la muestra {yt}Tt=1 de la
siguiente manera

f(y1, y2, . . . , yT−1, yT |X1, . . . , Xn;ϕ) =
T∏
t=1

f [yt|ηt−1;ϕ] (3.29)

donde ηt−1 denota la información disponible hasta el instante t−15. El problema
habitualmente suele formularse en términos de la función de verosimilitud logarítmica
puesto que presenta el mismo máximo y es computacionalmente más estable

máx
{ϕ}

L(ϕ) =
T∑
t=1

ln (f [yt|ηt−1;ϕ]) (3.30)

Por tanto, para estimar los parámetros del modelo es necesario asumir una
determinada distribución de sus innovaciones, para poder entonces deducir la función
de densidad de la variable de salida yt, f [yt|ηt−1;ϕ]. Sin más conocimiento de dicha
distribución, es habitual asumir que εt ∼ N(0, 1), lo que implica que la función de
densidad de yt es también gaussiana y responde a

fGAUSS [yt|ηt−1;ϕ] = n
(
yt|ut|t−1, σt|t−1

)
=

1√
2πσt|t−1

exp

[
−(yt − ut|t−1)2

2σ2t|t−1

]
(3.31)

donde ut|t−1 y σ2t|t−1 son la media y varianza de yt condicionados a la información
disponible en t − 1, respectivamente. Sin embargo, dado que las innovaciones del
modelo siguen la distribución no paramétrica descrita en (3.25), la función de
densidad de yt es entonces

fSNP [yt|ηt−1;ϕ] =
[PK(zt)]

2 n (yt|ut, σt)∫
[PK(s)]2 ρ(s)ds

(3.32)

donde los condicionantes se han omitido para simpli�car la notación, zt =
σ−1t (yt − ut) y PK(zt) es un polinomio de orden K en zt, de manera que si K = 0 se
tiene (3.31).

5Nótese que las variables explicativas Xi se consideran conocidas en cualquier instante de tiempo.
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Nótese que f [yt|ηt−1;ϕ] en (3.31) o (3.32) no presenta la misma expresión para
cada instante t = 1, . . . , T por un problema de valores iniciales. A continuación se
ilustra esta situación calculando la función de verosimilitud de un simple modelo
autorregresivo de orden 1 con varianza constante σ2 (AR(1)) y ruido gaussiano, el
cual responde a

yt = c+ φyt−1 + εt (3.33)

En este caso, la función de densidad condicionada a la información precedente
hasta t− 1 para las muestras correspondientes a los instantes de tiempo t = 2, . . . , T
es

fAR1[yt|yt−1;ϕ] =
1√

2πσ2
exp

[
−(yt − c− φyt−1)2

2σ2

]
(3.34)

sin embargo, para la primera muestra de la serie y1, la densidad marginal (no
condicionada, puesto que no hay información previa al instante t = 1) es

fAR1[y1;ϕ] =
1√

2π
√
σ2/(1− φ2)

exp

[
−(y1 − (c/(1− φ)))2

2σ2/(1− φ2)

]
(3.35)

puesto que la esperanza marginal del proceso (3.33) es E(y1) = µ = c/(1 − φ)
y su varianza E((y1 − µ)2) = σ2/(1 − φ2). Por tanto, para este caso la función de
verosimilitud logarítmica de�nida en (3.30) responde a (3.36)

LAR1(ϕ) =
−1

2
log(2π)− 1

2
log(σ/(1− φ2))−

−(y1 − (c/(1− φ)))2

2σ2/(1− φ2)
− ((T − 1)/2)log(2π)−

−((T − 1)/2)log(σ2)−
T∑
t=2

(
(yt − c− φyt−1)2

2σ2
) (3.36)

la cual presenta una forma más complicada de maximizar que la que tendría
si no se tuviera en cuenta la densidad marginal de la primera muestra de la serie.
En general, el cálculo de la función de verosimilitud exacta para el modelo de�nido
en (3.6)-(3.15) se convierte en un problema complejo y computacionalmente costoso
a medida que el orden de los polinomios AR, MA, ARCH y los correspondiente a
las funciones de transferencia aumenta debido a la diferente expresión del primer
y segundo momento de la distribución para los valores iniciales de la muestra. La
manera más sencilla de hacer frente a este problema es usar una representación
en Espacio de Estados equivalente y evaluar la función de verosimilitud usando el
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�ltro de Kalman6. Sin embargo, una aproximación a la función de verosimilitud
cuya expresión es mucho más sencilla surge si condicionamos a los valores de las
primeras muestras de yt y tomamos valores esperados en los términos que impliquen
valores retardados de εt desconocidos. Dado que el orden p∗ = p +

∑m
s PsSs del

polinomio autorregresivo del modelo es habitualmente mayor que el de las funciones
de transferencia de las variables explicativas, si denotamos por q∗ = q +

∑m
s QsSs y

tomando ε0 ≡ (εp∗−q∗+1, . . . , εp∗)
′ y ε20 ≡ (εp∗−w+1, . . . , εp∗)

′ como dados, siendo

εp∗−q∗+1 = · · · = εp∗ = 0 (3.37)

ε2p∗−w+1 = · · · = ε2p∗ = α0/(1−
w∑
1

αw) (3.38)

entonces las secuencias de valores {ut}Tp∗+1, {σt}Tp∗+1 y por tanto {zt}Tp∗+1 pueden
ser fácilmente calculadas. La aproximación condicional a la función de verosimilitud
de�nida en (3.30) para el caso de innovaciones gaussianas presenta entonces la forma
siguiente

L̂GAUSS(ϕ) = log f(yp∗+1, . . . , yT |y1, . . . , yp∗ , ε0, ε20;ϕ) =

T − p∗

2
log(2π)− 1

2

T∑
p∗+1

log(σ2t|t−1)−

−1

2

T∑
p∗+1

(yt − ut|t−1)2

σ2t|t−1
(3.39)

y para el caso no paramétrico, denotando por 1/υ la constante de proporcionali-
dad, la función de verosimilitud condicional responde a

6En las secciones 4.2.1.1 y 4.2.1.2 se presenta una introducción al �ltro de Kalman y la
representación en Espacios de Estados propuesta en Hamilton (1994). Nótese que para el caso de
que se asuma que las innovaciones del modelo no siguen una distribución normal, el �ltro de Kalman
no proporciona la estimación exacta, aunque sí una buena aproximación (ver Harvey (1990) para
detalles)
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L̂SNP (ϕ) = log f(yp∗+1, . . . , yT |y1, . . . , yp∗ , ε0, ε20;ϕ) =

T − p∗

2
log(2π)− 1

2

T∑
p∗+1

log(σ2t|t−1)−

−1

2

T∑
p∗+1

(yt − ut|t−1)2

σ2t|t−1
+

+(T − p∗) log(υ) + 2
T∑

p∗+1

log(PK(zt)) (3.40)

En comparación con la estimación exacta de los parámetros, el ajuste condicional
supone un coste computacional mucho menor. Si la muestra es su�cientemente larga,
la contribución de las primeras muestras a la verosimilitud total es insigni�cante, por
lo que habitualmente no existen apenas diferencias entre las estimaciones de ambos
enfoques. Por este motivo, los modelos estimados en esta tesis han sido ajustados
utilizando el enfoque condicional. Para no complicar la formulación, en lo que resta
de documento se utilizará la expresión (3.29) o (3.30) en referencia a la función de
verosimilitud condicional sin indicar explícitamente los valores iniciales condicionales
o el índice de las muestras utilizadas. Para más detalles sobre la diferencia de ambos
enfoques pueden consultarse Hamilton, 1994; Hyndman et al., 2008; Peña, 2005.

Una vez formulada la función de verosimilitud, es necesario maximizarla. La
estimación de máxima verosimilitud es el valor de los parámetros del modelo para
los cuales (3.30) se maximiza. En principio, esto requiere derivar (3.30) con respecto
a cada uno de los parámetros en ϕ y establecer el resultado igual a cero. En la
práctica, el resultado es un sistema de ecuaciones no lineales en ϕ para el cual
no hay una solución sencilla en términos de (y1, . . . , yT ). Maximizar (3.30) require
por tanto un procedimiento iterativo de optimización no lineal. Dependiendo de
los parámetros de cada modelo particular pueden usarse diferentes procedimientos
que tomen ventaja de la forma de la función de verosimilitud. Por ejemplo, para
los modelos gaussianos que asumen varianza constante, es decir, σ2t = α0, suele
usarse la verosimilitud concentrada. Esto permite sacar el parámetro α0 (es decir
la varianza) fuera de la función a maximizar de manera que el problema sea
equivalente a minimizar la tradicional suma de errores cuadrados (ver Gómez and
Maravall, 1994; Harvey, 1990; Hyndman et al., 2008 para detalles). En tal caso
resulta muy apropiado usar el algoritmo de minimización no lineal conocido como
Levenberg-Marquardt (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963; Press et al., 2002). En
general, para los modelos que respondan a la formulación descrita en (3.6)-(3.15)
con innovaciones gaussianas, la función de verosimilitud puede ser maximizada
utilizando una rutina de optimización sin restricciones. Para ello, una opción es
reparametrizar la función de verosimilitud de tal manera que los parámetros cumplan
siempre las restricciones (3.16)-(3.21). No obstante, también se pueden usar los
parámetros originales del modelo y comprobar que se cumplen las restricciones
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una vez se han estimado los modelos, lo cual habitualmente ocurrirá si la serie
a estimar es estacionaria tanto en media como en varianza (ver Hamilton (1994)
p.146 para detalles). En esta tesis se ha usado un algoritmo de minimización sin
restricciones especialmente apropiado para funciones de verosimilitud y que está
basado en el método quasi-Newton y la actualización BFGS de la inversa del Hessiano
(ver Luenberger and Ye (2008) para más detalles) cuyo código está disponible
(http://www.princeton.edu/ sims/#optimize). Sin embargo, la estimación de los
modelos con densidad SNP, requiere una rutina de optimización con restricciones
debido a las restricciones adicionales sobre los coe�cientes a′ks del polinomio PK
en (3.26), necesarias para que la densidad de las innovaciones tenga media 0 y
varianza 1. La rutina calcula entonces la forma equivalente ES (Edgeworth-Sargan)
para la densidad de las innovaciones con el �n de asegurar que se cumplen dichas
restricciones (ver sección 3.2). Las dos rutinas de optimización utilizadas requieren
de una estimación inicial de los parámetros. Aquellos concernientes a las funciones de
transferencia de las variables explicativas pueden inicializarse a través del algoritmo
de variables instrumentales (ver Hamilton (1994)). Tras esta primera estimación, los
términos autorregresivos y de media móvil se inicializan a través del algoritmo descrito
en Hannan and Rissanen (1982). Una vez eliminada la dependencia en media de la
serie, una primera estimación del término ARCH se obtiene a partir del cuadrado del
residuo por mínimos cuadrados lineales (Ordinary Least Squares). Los parámetros
a′ks de la densidad de las innovaciones se inicializan a 0. Con el �n de guiar el
proceso de optimización, habitualmente resulta una buena práctica estimar primero
los parámetros que determinan la media y varianza del proceso asumiendo la densidad
normal estándar, para luego dejar libres los parámetros a′ks relativos a la densidad
no paramétrica y estimar conjuntamente todos los parámetros del modelo.

3.3.2. Diagnosis y selección del modelo

La sección anterior describe la manera de estimar el conjunto de parámetros del
modelo de�nido en (3.6)-(3.15), (3.25). En base a los resultados de dicha estimación,
es posible comprobar la idoneidad de la estructura del modelo (signi�cación de los
coe�cientes, órdenes de los polinomios, etc) y establecer unos criterios que ayuden
a seleccionar la más adecuada para representar el comportamiento estocástico de la
variable de salida. En esta sección se resumen estos métodos.

Uno de los primeros análisis de interés es, dada una estructura de modelo �jada,
conocer cual sería el verdadero valor del vector de parámetros resultante de la
estimación si observáramos todo el proceso estocástico de la variable de salida, y no
sólo una particular muestra de datos. O dicho de otra manera, saber si la estimación
obtenida de cada uno de los parámetros es lo su�cientemente precisa o si cambiaría
considerablemente si se tomara otra muestra de datos diferente. Idealmente, si se
dispusiera de diversas realizaciones del proceso estocástico de la variable de salida
yt, se podría obtener la distribución de probabilidad de cada parámetro derivada
de usar una muestra particular para computar la estimación. Esta es la idea básica
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del método bootstrap (Efron and Tibshirani (1993)) utilizado en Rodriguez and Ruiz
(2008). En el citado trabajo se parte de la serie de residuos estandarizados {ẑt}Tt=1

obtenidos a través de la estimación del conjunto de parámetros ϕ̂ y la serie original
{yt}Tt=1, para a partir de ellos generar B réplicas bootstrap {ẑts}Tt=1, s = 1, . . . , B via
permutaciones aleatorias con reemplazamiento. A partir de éstas pueden construirse
las correspondientes réplicas bootstrap de la serie original {yst }Tt=1, s = 1, . . . , B
por medio del vector de parámetros estimado ϕ̂. Finalmente, se obtiene cada una
de las estimaciones del vector de parámetros correspondiente a cada una de las
réplicas de la serie original, {ϕ̂s}, s = 1, . . . , B, con las que se puede construir la
distribución de probabilidad de cada parámetro del modelo. Este enfoque presenta
la ventaja de no asumir ninguna hipótesis acerca de la distribución de probabilidad
de los parámetros del modelo. Sin embargo, su aplicación al modelo aquí descrito
resulta muy inconveniente debido al alto coste computacional requerido, puesto que
es necesario estimar tantos modelos como réplicas bootstrap se generen.

Afortunadamente, como se pone de mani�esto en Hamilton (1994), si la muestra
de datos es su�cientemente grande, a menudo la distribución de la estimación de
máxima verosimilitud ϕ̂ puede ser aproximada por la siguiente distribución

ϕ̂ ∼ N(ϕ0, T
−1Π−1) (3.41)

donde T es el tamaño de la muestra, ϕ0 representa el verdadero vector de
parámetros y la matriz Π es conocida como la matriz de información, la cual puede
ser estimada de dos maneras diferentes. La primera de ellas pasa por calcular la
matriz de segundas derivadas de la función de verosimilitud logarítmica evaluada
en el punto de máxima verosimilitud, lo que puede hacerse numéricamente. Así, la
matriz de información responde a

Π̂2D = −T−1∂
2L(ϕ)

∂ϕ∂ϕ′

∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

(3.42)

y sustituyendo en (3.41) proporciona una forma de estimar la matriz de varianzas-
covarianzas de los parámetros del modelo, siendo L(ϕ) la verosimilitud logarítmica
de�nida en (3.30). La segunda forma de estimar la matriz de información es conocida
como outer-product y responde a

Π̂OP = T−1
T∑
t=1

[ht(ϕ̂, ηt−1)] · [ht(ϕ̂, ηt−1)]′ (3.43)

Donde ht(ϕ̂, ηt−1) denota el vector m-dimensional de derivadas del logaritmo de
la densidad condicional de la t-ésima observación con respecto a los m elementos
del vector de parámetros ϕ, con la derivada evaluada en la estimación de máxima
verosimilitud, es decir,
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ht(ϕ̂, ηt−1) =
∂logf [yt|ηt−1;ϕ]

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ϕ̂

(3.44)

Como ya se puso de mani�esto en la sección (3.2), la estimación de máxima
verosimilitud cuando se asume que la densidad de las innovaciones es Gaussiana es
una manera razonable de estimar los parámetros de un modelo de serie temporal
incluso si los datos no fueron generados por dicha distribución. Este enfoque
es conocido como estimación de quasi-máxima verosimilitud (ver Bollerslev and
Wooldridge (1992)). Las aproximaciones de la matriz de varianzas-covarianzas de los
parámetros obtenidas a través de (3.42) o (3.43) son válidas y están razonablemente
cerca la una de la otra si los datos fueron realmente generados por un proceso i.i.d
Gaussiano. Sin embargo, no son válidas si la densidad de las innovaciones sigue
otra distribución diferente. En tal caso, una aproximación adecuada de la matriz
de varianzas-covarianzas del vector de parámetros es la propuesta en White (1982),
que responde a (3.45)

E(ϕ̂− ϕ0)(ϕ̂− ϕ0)
′ = T−1

[
Π2DΠ−1OPΠ2D

]−1
(3.45)

La estimación de quasi-máxima verosimilitud comporta por tanto la estimación
de los parámetros del modelo asumiendo una distribución gaussiana y el cálculo
de los errores estándar según la ecuación (3.45). A partir de esta matriz, los errores
estándar de los parámetros se calculan tomando la raíz cuadrada de cada elemento de
su diagonal. Estos errores estándar se re�eren a la desviación típica de la distribución
de probabilidad de la estimación de cada parámetro derivada de usar una muestra
particular para computarla, y permiten realizar contrastes de hipótesis individuales
sobre la signi�cación de cada parámetro incluido en el modelo. Así, puede contrastarse
si un determinado parámetro es signi�cativamente distinto de cero a un nivel de
con�anza del 95% si el valor absoluto del cociente entre el parámetro estimado y
su error estándar es mayor de 1.96 (conocido como t-test, ver por ejemplo Pankratz
(1991) para detalles).

Los errores estándar de los modelos para los precios eléctricos reportados en
la sección 3.4, tanto los correspondientes a los modelos gaussianos como a los
no paramétricos, son calculados de acuerdo a (3.45). Para el caso de los modelos
gaussianos, este enfoque constituye la aproximación válida puesto que la distribución
empírica de las innovaciones no cumple la hipótesis de normalidad. Para los modelos
que asumen la distribución no paramétrica descrita en (3.32), el método proporciona
una estimación robusta de dichos errores estándar (ver Hansen (1994)). Para más
detalles sobre el cálculo de los errores estándar de los parámetros de un modelo
pueden consultarse entre otros Bollerslev and Wooldridge, 1992; Hamilton, 1994;
Newey and West, 1987.

No obstante, los tests individuales descritos no son de�nitivos y pueden resultar
más importantes aquellos que consideran grupos de parámetros al mismo tiempo.
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Así, para el caso de los modelos de precios eléctricos ensayados en la sección 3.4,
resulta conveniente comprobar si la inclusión de los parámetros ak, k = 1, . . . ,K
que dan forma a la densidad de sus innovaciones contribuyen a obtener una mejora
signi�cativa en la estimación de su función de verosimilitud, lo que justi�caría
el enfoque no paramétrico adoptado. Para tal propósito puede utilizarse el test
conocido como cociente de verosimilitudes7 (likelihood ratio test) (Hamilton (1994)).
La hipótesis nula de este test establece un conjunto de restricciones sobre los
parámetros del modelo, que en este caso son a1 = · · · = aK = 0. Es decir, dicha
hipótesis establece un modelo para los precios eléctricos donde la distribución de
probabilidad es Gaussiana. La hipótesis alternativa establece por tanto un modelo que
presenta la misma estructura que el anterior pero dónde los a′ks no están restringidos.
De este modo, bajo la hipótesis nula se cumple que

2 [L(ϕu)− L(ϕc)] ∼ χ2(K) (3.46)

dónde L(ϕc) y L(ϕu) denotan el logaritmo del valor de la función de verosimilitud
en la estimación de los parámetros restringidos y no restringidos, respectivamente.

Sin embargo, el test anterior tiene una utilidad limitada puesto que únicamente
permite elegir entre dos estructuras de modelos diferentes. El procedimiento adoptado
en esta tesis como guía para la selección de la estructura idónea del modelo (órdenes
autorregresivos y de media móvil, forma especí�ca de las funciones de transferencia,
estructura del término ARCH y orden K del polinomio SNP) está basado en
las conocidas metodologías descritas en Pankratz, 1991; Box and Jenkins, 1970.
Las herramientas estadísticas fundamentales en las que a su vez se basan estas
metodologías son las FAS y FAP de los modelos ensayados, los patrones de respuesta
impulsional de la salida frente a cada una de las variables explicativas y la signi�cación
de los coe�cientes calculada según los errores estándar previamente descritos. Una vez
ha sido eliminada la dependencia en media de la serie a través de las mencionadas
metodologías, la estructura del término ARCH se determina tras inspeccionar la
FAS del cuadrado de los residuos (ver Bollerslev (1986)). Finalmente el orden K
del polinomio se determina tras la estimación de una batería de modelos con la
estructura para la media y varianza ya identi�cada y con distintos órdenes K, y
la posterior inspección visual del ajuste de la densidad asumida a la distribución
empírica obtenida, mediante herramientas como q-q plots e histogramas. Por último,
señalar que los criterios habituales de selección entre posibles modelos candidatos son
también aplicables al caso de modelos con densidades SNP (ver Gallant and Tauchen
(1990)). Estos criterios son el criterio de información de Akaike (AIC) y el criterio
Bayesiano de Schwarz (SBC), los cuales responde a (3.47) y (3.48), respectivamente

7Este test es usualmente utilizado para comparar modelos estimados bajo la hipótesis de
normalidad. No obstante, en Gallant and Tauchen (1990) se explica que la inferencia basada en
este test con densidades SNP sigue siendo válida.
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AIC = 2m− 2L(ϕ) (3.47)

SBC = m log(T )− 2L(ϕ) (3.48)

siendo m el número de parámetros del modelo. El procedimiento usado para
identi�car la estructura del modelo se ilustra en la sección 3.4 con los precios horarios
de diversos mercados internacionales.

3.4. Aplicación a los precios horarios en mercados eléc-

tricos

A continuación se presentan los resultados relativos a la aplicación del modelo
propuesto en la sección 3.3 a los precios horarios de varios mercados eléctricos
internacionales, en particular: el mercado Ibérico (OMEL), el mercado francés
(POWERNEXT), el mercado de Victoria, Australia (NEM) y la interconexión
Pensilvania - New Jersey - Maryland (PJM), los cuales se muestran en las grá�cas
de la �gura 2.1. La discusión de esta sección está fundamentalmente encaminada a
justi�car el modelo asumido para la media y varianza de las series de precios, y en
particular, de la pertinencia de usar densidades SNP para modelar su comportamiento
estocástico como alternativa a la distribución gaussiana. En el capítulo 5 se mostrará
la aplicación de estos modelos a la predicción de los precios horarios del día siguiente,
tras establecer la forma de predecir la densidad de dichos precios en un horizonte de
predicción de hasta 24 horas.

Los modelos han sido estimados usando datos horarios correspondientes al año
2008 en el caso de OMEL, POWERNEXT y NEM, y 2002 para el caso de PJM. Esto
supone 8760 muestras en el caso de los mercados de OMEL, POWERNEXT y PJM,
y 17520 horas para NEM puesto que en este caso la subasta diaria comprende 48
períodos de media hora cada uno. Para los mercados de PJM y NEM, se ha utilizado
la demanda eléctrica horaria real usada como proxy de la previsión de demanda
puesto que no se dispone de esta última, que es a la que los agentes reaccionan. Para
OMEL no solo se ha utilizado la previsión de demanda sino también la previsión de
producción eólica que está disponible para los agentes en el momento de enviar sus
ofertas al mercado. En el caso de POWERNEXT no se ha utilizado ninguna variable
explicativa.

Para cada serie de precios se ha identi�cado la estructura idónea del modelo con la
ayuda de la metodología y herramientas explicadas en la sección 3.3.2, asumiendo en
primer lugar la hipótesis de normalidad (los modelos así estimados son referenciados
como FT-ARCH en las tablas y grá�cas). Una vez eliminada la dependencia en
media y varianza de la serie, se ha estimado un modelo con la misma estructura pero
asumiendo en su lugar una distribución SNP (referenciados como FT-ARCH-SNP).
Los resultados de la estimación de ambas aproximaciones se resumen en la tabla 3.1.
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En ella aparecen los valores alcanzados de verosimilitud logarítmica, así como los
índices AIC y BIC que derivan de ella. En todos los mercados, el test cociente entre
verosimilitudes que compara el modelo gaussiano con el no paramétrico indica que
los parámetros adicionales de este último contribuyen signi�cativamente a mejorar el
valor de verosimilitud. Los índices AIC y BIC también son claramente favorables al
enfoque no paramétrico.

En las tablas 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7 aparece el detalle de los parámetros estimados
y los errores estándar calculados según (3.45). Para incorporar adecuadamente la
autocorrelación estacional que presentan las series de los cuadrados de los errores de
predicción, el término ARCH se expresa como un modelo AR (r) x (R1)24 x (R2)168
de dichas series. Es decir, en lugar de utilizar la expresión

σ2t = α0 + α1ε
2
t−1 + · · ·+ αwε

2
t−w (3.49)

como en (3.8), los parámetros estimados son los que aparecen en la siguiente
expresión equivalente

γr(L)ΓR1(L24) · · ·ΓR2(L168)ε2t = γ0 + vt (3.50)

con

γr(L) = 1− γ1L− · · · − γrLr (3.51)

ΓR1(L24) = 1− Γ1L
24 − · · · − ΓR1L

24∗R1 (3.52)

ΓR2(L168) = 1− Γ1L
168 − · · · − ΓR2L

168∗R2 (3.53)

donde vt = ε2t − σ2t (ver sección 2.2.2.5).

Para comprobar el efecto que tienen los parámetros que modelan la varianza y la
forma de la función de densidad en las estimación puntual del precio, se ha calculado
el MAE (Mean Absolute Error) de los modelos que asumen errores gaussianos y
homocedásticos, los cuales han sido estimados durante el proceso de identi�cación
(referenciados como FT en las tablas y grá�cas), y comparado con el de aquellos que
incorporan el término ARCH adicional (FT-ARCH) y los parámetros que modelan
la forma de la función de densidad (FT-ARCH-SNP). Los resultados aparecen en
la tabla 3.2. En ella se aprecia cómo los errores absolutos no se ven prácticamente
alterados con la incorporación de los términos ARCH, ni tampoco con la de los
parámetros a′ks que modelan la forma de la función de densidad.

Así mismo, con el ánimo de evaluar y contrastar la calidad de las densidades
predictivas proporcionadas por los modelos estimados, se han utilizado algunas
medidas comúnmente utilizadas para tal propósito (ver Gneiting and Raftery (2007))
y que di�eren de la verosimilitud logarítmica que es la medida que se maximiza al
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estimar los parámetros de los modelos. Estas medidas son el Quadratic Score (QS),
Spherical Score (SS) y el Continuous Ranked Probability Score (CRPS), las cuales
responden a

QSt(f̂t, yt) = 2f̂t(yt)−
∫ −∞
−∞

f̂t(h)2dh (3.54)

SSt(f̂t, yt) =
f̂t(yt)(∫ −∞

−∞
f̂t(h)2dh

)1/2
(3.55)

CRPSt(F̂t, yt) =

∫ −∞
−∞

(
F̂t(h)− 1{h ≥ yt}

)2
dh (3.56)

donde f̂t y F̂t se re�eren a las funciones de densidad y de distribución (acumulada)
predictivas en cada instante de tiempo t, y donde la función 1{·} toma valor 1
cuando la condición entre corchetes es verdad y 0 en otro caso. Estas medidas
pueden ser fácilmente calculadas utilizando la formulación equivalente ES a través
de la ecuación 3.2 (para el caso de las distribuciones SNP) e integración numérica.
Nótese que a diferencia del QS o el SS, el CRPS tiene orientación negativa, y por
tanto, cuando más bajo sea su valor mejor valoración recibe la densidad predicha.
Los resultados de la media de cada una de ellas se resumen en la tabla 3.3. Como
puede observarse, las medidas QS y SS son claramente favorables a los modelos FT-
ARCH-SNP en todos los mercados. El CRPS de dichos modelos resulta también
claramente favorable en todos los mercados en relación a los modelos FT, y en
OMEL y POWERNEXT cuando se compara con los modelos FT-ARCH. En PJM y
NEM esta medida resulta mínimamente superior para los modelos que no modelan
la densidad de sus innovaciones a través de las densidades SNP (FT-ARCH). Este
hecho viene causado por la fuerte penalización que este tipo de medida impone a la
distancia entre el valor realizado de la serie y la distribución predictiva, dado que
como se aprecia en la tabla 3.2 el error absoluto en estos dos mercados es ligeramente
mayor para los modelos con densidades SNP (ver sección 5.3.2 para más discusión
sobre medidas de predicción probabilística).

Los grá�cos q-q plots de las distribuciones asumidas frente a las empíricas
obtenidas (ver �guras 3.4 y 3.5) muestran de qué manera las densidades SNP se
ajustan mejor a la distribución de los errores estandarizados (si procede) de cada
modelo que la distribución normal, tanto cuando se asume varianza variable como
cuando, y en mayor medida, se asume homocedasticidad. Así mismo, las grá�cas
de la �gura 3.6 muestran el ajuste de la densidad no paramétrica a la distribución
empírica (izquierda) y la forma de la densidad SNP aproximada frente a la de la
normal estándar. En ellas puede observarse que las distribuciones obtenidas son
ligeramente asimétricas a la izquierda y mucho más apuntadas que la distribución
normal, hecho que es adecuadamente capturado a través de las densidades SNP. Sin
embargo, la aproximación de estas densidades se aleja algo de la distribución empírica
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al �nal de las colas. Este hecho está causado principalmente por el escaso volumen
de datos atípicos, el cual hace que el ajuste en esos puntos no sea del todo preciso.
Además, la magnitud de dichos valores requiere de un polinomio de orden muy alto
para modelarlos, lo que resulta computacionalmente muy costoso. En las grá�cas
de la �gura 3.7 se muestra más claramente el comportamiento en la cola derecha
de las funciones de distribución SNP para cada mercado (Nótese que la escala de
las abscisas en la �gura es logarítmica). Aunque el ajuste obtenido no es exacto, los
niveles de probabilidad proporcionados son razonables teniendo en cuenta el volumen
de datos utilizado para el ajuste, y en cualquier caso, son más aproximados que los
proporcionados por la distribución normal.

Finalmente, algunos de los resultados parciales obtenidos en el proceso de
identi�cación de los modelos aparecen en la �guras 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11. A
continuación se explican los grá�cos mostrados en estas �guras:

las grá�cas referenciadas por la letra a) (3.8a, 3.9a, 3.10a y 3.11a) muestran el
grá�co de secuencia del residuo que se obtiene una vez se ha identi�cado la forma
de las funciones de transferencia de las variables explicativas y las diferencias
a aplicar. dicho residuo, que llamaremos error de regresión Nt, responde a 3.57

Nt = ∇d∇D1
S1
. . .∇DmSm

(
yt −

(
C +

n∑
i

Gi(L)xit

))
(3.57)

las grá�cas referenciadas por las letras b) y c) (3.8b, 3.8c, 3.9b, 3.9c, 3.10b
,3.10c ,3.11b y 3.11c) muestran las FAS's y FAP's del residuo Nt utilizadas
para identi�car la forma de los términos autorregresivos y de media móvil,
respectivamente.

las grá�cas referenciadas por la letra d) (3.8d, 3.9d, 3.10d y 3.11d) muestran
las FAS's del cuadrado de los residuos una vez se ha identi�cado la estructura
para la media.

las grá�cas referencias por la letra e) (3.8e, 3.9e, 3.10e y 3.11e) muestran
las FAS's de los residuos estandarizados (σ̂t

−1(yt − ŷt)) de los modelos SNP
�nalmente identi�cados.

las grá�cas referenciadas por la letra f) (3.8f, 3.9f, 3.10f y 3.11f) muestran
las FAS's del cuadrado de los residuos estandarizados de los modelos SNP
�nalmente identi�cados.

las grá�cas referenciadas por la letra g) (3.8g, 3.9g, 3.10g y 3.11g) muestran los
residuos estandarizados de los modelos SNP ajustados.

En base a los grá�cos de estas �guras caben hacer algunos comentarios. En
general, la serie de residuo Nt, obtenida tras descontar el efecto de las variables
explicativas y aplicar las diferenciaciones requeridas presenta volatilidad variable
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Mercado Modelo Ver. log. AIC BIC N. parám.
OMEL FT-ARCH -34.08 94.15 185.62 13
OMEL FT-ARCH-SNP 162.74* -285.49 -144.77 20
PJM FT-ARCH 8146.00 -16255.99 -16129.77 18
PJM FT-ARCH-SNP 8424.97* -16793.94 -16597.60 28

POWERN FT-ARCH 1771.97 -3521.94 -3444.55 11
POWERN FT-ARCH-SNP 2216.52* -4393.05 -4252.33 20

NEM FT-ARCH 11130.72 -22229.43 -22105.77 16
NEM FT-ARCH-SNP 11572.53* -23092.90 -22891.42 26

Tabla 3.1: Resultados de la estimación de los modelos para cada mercado (* indica
que el modelo rechaza la hipótesis nula del test cociente entre verosimilitudes descrito
en la sección 3.3.2 al 5% de signi�cación).

Tipo Modelo OMEL PJM POWERNEXT NEM
FT 2.23 2.09 4.73 3.72

FT-ARCH 2.28 2.165 4.75 3.63

FT-ARCH-SNP 2.23 2.185 4.77 3.82

Tabla 3.2: MAE's del conjunto de entrenamiento en los distintos mercados eléctricos
(OMEL y POWERNEXT (e/MWh), PJM y NEM ($/MWh)).

y un número de valores atípicos más frecuente que en una distribución normal
(aunque este último hecho ocurre en menor medida en OMEL). Las FAS's y FAP's
del residuo Nt muestran una clara autocorrelación que es más relevante para los
términos estacionales que para los regulares. También se observa en las FAP's un
comportamiento de media móvil de período semanal que es común a las cuatro series
consideradas. Una vez ha sido descontada la autocorrelación en media de la serie,
el cuadrado de los residuos muestra también una clara autocorrelación regular y
estacional. Las FAS's de los residuos estandarizados, y sus cuadrados, de los modelos
SNP �nalmente estimados no muestran autocorrelaciones signi�cativas en los retardos
de orden bajo tanto regulares como estacionales, lo que implica que se ha eliminado
las dependencias lineales en media y varianza de las series.
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Mercado Tipo Modelo QS SS CRPS
OMEL FT 1.0701 1.0346 0.14644
OMEL FT-ARCH 1.2167 1.0903 0.13928
OMEL FT-ARCH-SNP 1.261 1.1096 0.13915

PJM FT 2.5711 1.6038 0.059079
PJM FT-ARCH 3.6271 1.8386 0.055787

PJM FT-ARCH-SNP 4.0761 1.9265 0.057604
POWERN FT 1.3926 1.1808 0.11486
POWERN FT-ARCH 1.6202 1.2576 0.10849
POWERN FT-ARCH-SNP 1.733 1.2999 0.10832

NEM FT 1.5162 1.2338 0.096299
NEM FT-ARCH 2.8404 1.629 0.081568

NEM FT-ARCH-SNP 2.9367 1.6541 0.091476

Tabla 3.3: Valores medios del Quadratic Score (QS), Spherical Score (SS) y Contin-

uous Ranked Probability Score (CRPS) evaluados en el conjunto de entrenamiento
para cada uno de los mercados.

FT-ARCH FT-ARCH-SNP
Parámetros Valor Est. Error Valor Est. Error
w10(dem) 0.3133 0.0267 0.3199 0.0156
w20(eol) -0.1490 0.0084 -0.1493 0.0073
φ1 -0.7854 0.0100 -0.8099 0.0090
θ1 -0.9536 0.0035 -0.9554 0.0045
Φ1(24) -0.0765 0.0163 -0.0866 0.0133
Φ1(168) 0.0573 0.0170 0.0465 0.0127
Θ1(24) -0.7883 0.0102 -0.7937 0.0071
Θ1(168) -0.7391 0.0123 -0.7381 0.0071
γ0 0.0163 0.0015 0.0157 0.0016
γ1 0.1532 0.0184 0.1422 0.0169
γ2 0.0365 0.0101 0.0315 0.0083
Γ1(24) 0.2481 0.0208 0.2581 0.0291
Γ1(168) 0.2418 0.0193 0.2660 0.0257
a1 � � 0.0216* 0.0137
a2 � � -0.1087 0.0382
a3 � � -0.0173 0.0091
a4 � � 0.0129 0.0074
a5 � � 0.0029 0.0015
a6 � � 0.0003** 0.0005
a7 � � -0.0001 0.0001

Tabla 3.4: Coe�cientes estimados para los modelos FT-ARCH y FT-ARCH-SNP en
OMEL (* indica que el parámetro es signi�cativo al 10% de signi�cación. ** indica
que el parámetro no es signi�cativo. El resto de parámetros son signi�cativos al 5%
de signi�cación).
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FT-ARCH FT-ARCH-SNP
Parámetros Valor Est. Error Valor Est. Error
w10(dem) 0.2865 0.0061 0.258290 0.004651
φ1 -0.7306 0.0106 -0.741450 0.004976
φ2 -0.0996 0.0097 -0.118970 0.005670
θ1 -0.7938 0.0051 -0.789420 0.001926
θ2 -0.2032 0.0047 -0.206940 0.001901
Φ1(24) 0.3010 0.0163 0.245050 0.005948
Φ1(168) 0.2014** 0.3434 -0.031438 0.009294
Φ2(24) -0.6940 0.0071 -0.712510 0.005499
Φ2(168) -0.0399* 0.0267 0.064616 0.005322
Θ1(24) 0.6503 0.0208 0.563630 0.008052
Θ1(168) -0.5288* 0.3433 -0.789020 0.010507
Θ2(24) -0.3439 0.0115 -0.379130 0.007277
Θ2(168) -0.2313** 0.2764 0.057653 0.009152
γ0 0.0011 0.0000 0.000512 0.000020
γ1 0.2872 0.0081 0.285500 0.009318
γ2 0.0477 0.0042 0.062054 0.002899
Γ1(24) 0.2469 0.0088 0.294010 0.005687
Γ1(168) 0.2016 0.0081 0.138070 0.003069
a1 � � -0.074233 0.016604
a2 � � -0.129490 0.019296
a3 � � 0.066386 0.016527
a4 � � 0.023756 0.010766
a5 � � -0.019347 0.004727
a6 � � -0.000852 0.002303
a7 � � 0.001596 0.000479
a8 � � 0.000390 0.000193
a9 � � -0.000033 0.000016
a10 � � -0.000024 0.000005

Tabla 3.5: Coe�cientes estimados para los modelos FT-ARCH y FT-ARCH-SNP en
PJM (* indica que el parámetro es signi�cativo al 10% de signi�cación. ** indica
que el parámetro no es signi�cativo. El resto de parámetros son signi�cativos al 5%
de signi�cación).
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FT-ARCH FT-ARCH-SNP
Parámetros Valor Est. Error Valor Est. Error
φ1 -0.8269 0.0074 -0.854720 0.004563
θ1 -0.9663 0.0029 -0.973990 0.001899
Φ1(24) -1.0361 0.0164 -1.066600 0.006946
Φ1(168) -0.0550 0.0114 -0.100380 0.007357
Φ2(24) 0.0980 0.0121 0.124510 0.005510
Θ1(24) -0.8324 0.0128 -0.852110 0.005933
Θ1(168) -0.8016 0.0051 -0.824670 0.004192
γ0 0.0161 0.0003 0.017046 0.000280
γ1 0.2248 0.0071 0.270200 0.008407
Γ1(24) 0.2151 0.0097 0.240880 0.008454
Γ1(168) 0.1622 0.0075 0.173750 0.004374
a1 � � 0.002060** 0.013321
a2 � � -0.271200 0.014203
a3 � � -0.007047 0.010822
a4 � � 0.067935 0.005547
a5 � � 0.003158 0.002355
a6 � � -0.005959 0.000677
a7 � � -0.000443** 0.000163
a8 � � 0.000136 0.000024
a9 � � -0.000004* 0.000003

Tabla 3.6: Coe�cientes estimados para los modelos FT-ARCH y FT-ARCH-SNP en
POWERNEXT (* indica que el parámetro es signi�cativo al 10% de signi�cación. **
indica que el parámetro no es signi�cativo. El resto de parámetros son signi�cativos
al 5% de signi�cación).
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FT-ARCH FT-ARCH-SNP
Parámetros Valor Est. Error Valor Est. Error
w10(dem) 0.2409 0.0036 0.283450 0.001919
φ1 -0.3145 0.0130 -0.465980 0.003476
φ2 -0.4853 0.0113 -0.353790 0.003155
θ1 -0.4564 0.0129 -0.618000 0.001416
θ2 -0.5412 0.0130 -0.379820 0.001387
Φ1(48) -0.7356 0.0494 0.308730 0.031318
Φ1(336) -0.0401 0.0055 -0.016274 0.005239
Φ2(48) -0.1182 0.0396 -0.127610 0.005682
Θ1(48) -0.5877 0.0480 -0.404890 0.032399
Θ1(336) -0.7248 0.0020 -0.652100 0.003342
Θ2(48) -0.1673 0.0333 -0.432210 0.028162
γ0 0.0021 0.0000 0.002244 0.000044
γ1 0.3648 0.0031 0.347120 0.003479
γ2 0.1417 0.0025 0.137480 0.002505
Γ1(48) 0.1457 0.0022 0.140040 0.002321
Γ1(336) 0.1588 0.0032 0.181680 0.002517
a1 � � -0.006701** 0.010703
a2 � � -0.186740 0.011567
a3 � � -0.016740 0.009546
a4 � � 0.033051 0.006196
a5 � � 0.004346 0.002427
a6 � � -0.002317 0.001124
a7 � � -0.000116** 0.000215
a8 � � 0.000237 0.000079
a9 � � -0.000009* 0.000006
a10 � � -0.000010 0.000002

Tabla 3.7: Coe�cientes estimados para los modelos FT-ARCH y FT-ARCH-SNP en
NEM (* indica que el parámetro es signi�cativo al 10% de signi�cación. ** indica
que el parámetro no es signi�cativo. El resto de parámetros son signi�cativos al 5%
de signi�cación).
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Figura 3.4: q-q plots de los modelos estimados para el mercado de OMEL (izquierda)
y PJM (derecha).
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Figura 3.5: q-q plots de los modelos estimados para el mercado de POWERNEXT
(izquierda) y NEM Victoria (derecha).
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Figura 3.6: Histograma de los residuos estandarizados de los modelos FT-ARCH-SNP
y Distribución teórica SNP, para cada mercado.
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Figura 3.7: Colas derechas de las distribuciones asumidas (Normal a la izquierda y
SNP a la derecha) frente a las empíricas obtenidas para cada mercado.
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Figura 3.8: Resultados parciales del proceso de identi�cación de los modelos para los precios horarios en OMEL.
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Figura 3.9: Resultados parciales del proceso de identi�cación de los modelos para los precios horarios en PJM.
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Figura 3.10: Resultados parciales del proceso de identi�cación de los modelos para los precios horarios en POWERNEXT.
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Figura 3.11: Resultados parciales del proceso de identi�cación de los modelos para los precios horarios en NEM.
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3.5. Conclusiones

Las habituales hipótesis de normalidad y homocedasticidad asumidas a la hora
de estimar los modelos de función de transferencia con ruido ARIMA no se cumplen
para las series de precios eléctricos. Estos modelos no contemplan el carácter
heterocedástico de las series, la posible asimetría de las distribuciones resultantes ni la
probabilidad de que aparezcan valores inusuales o extremos. Este hecho no resulta un
problema si el modelo es concebido únicamente para obtener predicciones puntuales,
puesto que el marco de trabajo de estimación de quasi-máxima verosimilitud
proporciona una solución su�cientemente robusta. Sin embargo, resulta inadecuado
si se quiere estimar de manera razonable la probabilidad de cualquier intervalo de
predicción, es decir, si se quiere predecir su función de densidad.

Como algunos investigadores han señalado previamente, una conveniente solución
al hecho de que las series presenten volatilidad variable es la inclusión de un término
ARCH que modele la varianza del proceso. Los resultados de la sección 3.4 muestran
que la inclusión de este término no sólo contribuye a estimar mejor la densidad
de los precios eléctricos, sino que no supone un empobrecimiento signi�cativo de
la predicciones puntuales. Sin embargo, la forma de las distribuciones obtenidas en
cada mercado particular hacen necesaria una solución lo su�cientemente general y
�exible para modelar los momentos mayores al segundo. En la sección 3.2 se ha
presentado la familia de densidades propuesta en Gallant and Nychka (1987), a la
que nos referimos como SNP. Dicho enfoque constituye una solución no paramétrica,
y presenta la ventaja de ser capaz de representar formas generales de funciones de
densidad e incrementar la capacidad de ajuste a una distribución dada aumentando
el número de parámetros. La solución proporcionada por esta familia de densidades
es, a nuestro juicio, muy adecuada para modelar las distribuciones de los precios
eléctricos, puesto que son capaces de capturar fácilmente ligeras asimetrías y colas
más pesadas que las de las distribuciones normales. Como desventaja se puede señalar
el coste computacional que supone estimar estas densidades cuando se precisa de un
polinomio de orden alto.

El modelo propuesto en este capítulo �exibiliza las hipótesis de partida
habituales en el modelo de función de transferencia con ruido ARIMA, con el
�n de que también pueda ser usado para proporcionar estimaciones razonables
de la función de densidad condicional de los precios eléctricos. El modelo es, por
tanto, una extensión semiparamétrica del modelo de función de transferencia con
ruido ARIMA que incorpora un término ARCH y dónde las innovaciones siguen
una densidad SNP. El modelo captura las características esenciales de los precios
eléctricos: in�uencia de variables explicativas, estacionalidad, carácter autorregresivo,
y volatilidad variable en el tiempo, y trata de representar más �elmente las asimetrías
y colas pesadas habitualmente presentes en las distribuciones empíricas a través
de un enfoque no paramétrico. La manera de estimar los parámetros del modelo
supone una generalización del habitual marco de trabajo de máxima verosimilitud
asumiendo normalidad. El modelo se ha aplicado a las series de precios de OMEL,
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POWERNEXT, NEM y PJM, y en todos los casos se aprecia una notoria mejoría en
la representación de la función de densidad con respecto al ajuste proporcionado por
distribuciones gaussianas.
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3.6. Apéndice A: Polinomios de Chebyshev-Hermite

Denotando por

ρ(x) =
1√
2π
e
−

1

2
x2

(3.58)

D =
d

dx
(3.59)

y tomando sucesivas derivadas de ρ(x) con respecto a x, se tiene

Dρ(x) = −xρ(x)

D2ρ(x) = (x2 − 1)ρ(x)

D3ρ(x) = (3x− x3)ρ(x)

. . .

El resultado es por tanto un polinomio en x multiplicado por ρ(x). Se de�ne
entonces el polinomio de Chebyshev-Hermite Hr(x) por la ecuación (3.60)

(−D)rρ(x) = Hr(x)ρ(x) (3.60)

donde Hr(x) es un polinomio de grado r en x y el coe�ciente de xr es la unidad.
Por convención H0 = 1. La fórmula cerrada viene dada por (3.61)

Hr(x) =

r/2∑
s=0

(−1)sxr−2s
r[2s]

2ss!
(3.61)

donde r[2s] = (r(r−1)(r−2) . . . (r−2s+1)), y s = 0, . . . , ([r−1]/2) si r es impar.

Los diez primeros polinomios son entonces
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H0 = 1

H1 = x

H2 = x2 − 1

H3 = x3 − 3x

H4 = x4 − 6x2 + 3

H5 = x5 − 10x3 + 15x

H6 = x6 − 15x4 + 45x2 − 15

H7 = x7 − 21x5 + 105x3 − 105x

H8 = x8 − 28x6 + 210x4 − 420x2 + 105

H9 = x9 − 36x7 + 378x5 − 1260x3 + 945x

H10 = x10 − 45x8 + 630x6 − 3150x4 + 4725x2 − 945 (3.62)

Los polinomios cumplen una serie de interesantes propiedades. Así

d

dx
Hr(x) = rHr−1(x) (3.63)

y de manera general para r ≥ j

DjHr(x) = rjHr−j(x) (3.64)

También cumplen que

Hr(x)− xHr−1(x) + (r − 1)Hr−2(x) = 0 (3.65)

por lo que el polinomio de grado r puede calcularse a partir de los polinomios de
grado r − 1 y r − 2.

La propiedad más relevante es que son ortogonales con respecto a la función de
peso ρ(x), de esta manera

∫ ∞
−∞

Hm(x)Hn(x)ρ(x)dx = 0, si m 6= n

= n!, si m = n (3.66)

Este resultado se demuestra considerando que, si m ≤ n, por (3.60) se tiene que

∫ ∞
−∞

Hm(x)Hn(x)ρ(x)dx = (−1)n
∫ ∞
−∞

Hm(x)Dnρ(x)dx (3.67)
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e integrando ahora por partes, se tiene que

∫ ∞
−∞

Hm(x)Hn(x)ρ(x)dx = (−1)n
[
Hm(x)Dn−1ρ(x)

]∞
−∞ +

+ (−1)n−1
∫ ∞
−∞

d

dx
Hm(x)Dn−1ρ(x)dx (3.68)

puesto que ρ(x) → 0 cuando x → ±∞, el primer sumando de la expresión en
(3.68) desaparece, y en virtud de (3.63) se tiene que

∫ ∞
−∞

Hm(x)Hn(x)ρ(x)dx = m(−1)n−1
∫ ∞
−∞

Hm−1(x)Dn−1ρ(x)dx (3.69)

por lo que, continuando el proceso de manera recursiva, se obtiene m! si m = n
y 0 en otro caso. Puesto que H0(x) = 1 se deduce directamente que

∫ ∞
−∞

Hm(x)ρ(x)dx = 0, si m ≥ 1 (3.70)

Para más detalles sobre las propiedades de los polinomios de Chebyshev-Hermite
pueden consultarse Kendall and Stuart, 1969; Mauleón, 2010, 2003, 2006.
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3.7. Apéndice B: Propiedades de la familia de densidades

Edgeworth-Sargan

La expresión de la función de densidad en (3.1) integra a 1 en virtud de la
propiedad en (3.70).

∫ ∞
−∞

f(ε)dε =

∫ ∞
−∞

ρ(ε)×

[
1 +

K∑
k=1

dkHk(ε)

]
dε

=

∫ ∞
−∞

ρ(ε)dε+
K∑
k=1

dk

∫ ∞
−∞

Hk(ε)ρ(ε)dε

= 1 (3.71)

Además, el primer momento de la distribución es d1,

∫ ∞
−∞

εf(ε)dε =

∫ ∞
−∞

ερ(ε)dε+ d1

∫ ∞
−∞

ε2ρ(ε)dε

+
K∑
k=2

dk

∫ ∞
−∞

εHk(ε)ρ(ε)dε

= d1 (3.72)

por (3.66) y puesto que H1(ε) = ε. El segundo momento es igual a 1 + 2d2,

∫ ∞
−∞

ε2f(ε)dε =

∫ ∞
−∞

ε2ρ(ε)dε+ d1

∫ ∞
−∞

ε3ρ(ε)dε

+ d2

[∫ ∞
−∞

(
ε4 − ε2

)
ρ(ε)dε

]
+

K∑
k=3

dk

∫ ∞
−∞

ε2Hk(ε)ρ(ε)dε

= 1 + (3− 1)d2 +

K∑
k=3

dk

∫ ∞
−∞

(ε2 − 1)Hk(ε)ρ(ε)dε

+

K∑
k=3

dk

∫ ∞
−∞

Hk(ε)ρ(ε)

= 1 + 2d2 (3.73)

puesto que H2(ε) = ε2 − 1. Finalmente, la función de distribución responde a
(3.2).
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∫ a

−∞
f(ε)dε =

∫ a

−∞
ρ(ε)dε+

K∑
k=1

dk

∫ a

−∞
Hk(ε)ρ(ε)dε

= %(a) +
K∑
k=1

(−1)kdk

∫ a

−∞
Dkρ(ε)dε

= %(a) +

K∑
k=1

(−1)kdk

[
Dk−1ρ(ε)

]a
−∞

= %(a)− ρ(a)
K∑
k=1

dkHk−1(a) (3.74)

siendo %(a) la función de distribución de la densidad normal estándar, y teniendo
en cuenta que Dk−1ρ(a) = −ρ(a)Hk(a) si k es par y su opuesto si es impar (ver
Kendall and Stuart (1969) para más propiedades).

Si consideramos la expresión de la función de densidad descrita en (3.4), el valor
1/υ puede ser determinado explícitamente. Puesto que la función de densidad integra
a 1, y aplicando de nuevo la propiedad en (3.66) se tiene que

1/υ =

∫ ∞
−∞

ρ(ε)

[
1 +

K∑
k=1

dkHk(ε)

]2
dε

=

∫ ∞
−∞

ρ(ε)

1 +

(
K∑
k=1

dkHk(ε)

)2

+ 2
K∑
k=1

dkHk(ε)

 dε
= 1 +

∫ ∞
−∞

ρ(ε)

(
K∑
k=1

dkHk(ε)

)2

dε

= 1 +
K∑
s=1

K∑
r=1

∫ ∞
−∞

ρ(ε)dsdrHs(ε)Hr(ε)dε

= 1 +
K∑
k=1

d2kk! (3.75)

Desarrollando explícitamente el término al cuadrado de la función de densidad
expresada en (3.4) y reorganizando el resultado se tiene que

υρ(ε)×

[
1 +

K∑
k=1

dkHk(ε)

]2
= ρ(ε)×

[
2K∑
k=0

ΨkHk(ε)

]
(3.76)
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donde los Ψ′ks, k = 0, . . . , 2K son función de los parámetros dk, k = 1, . . . ,K.
Puesto que la nueva expresión también integra a 1 se tiene que

∫ ∞
−∞

ρ(ε)×

[
2K∑
k=0

ΨkHk(ε)

]
dε =

∫ ∞
−∞

ρ(ε)×Ψ0H0(ε)dε

+

∫ ∞
−∞

ρ(ε)×

[
2K∑
k=1

ΨkHk(ε)

]
dε

= 1 (3.77)

y dado que por la propiedad de ortogonalidad el segundo término de la expresión
desaparece, Ψ0 ha de ser igual a 1 (ver Kendall and Stuart, 1969; Mauleón, 2010,
2003, 2006 para más detalles sobre éstas y otras propiedades).
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Capítulo 4

Modelo de cambios de régimen
para la predicción de los precios de
la electricidad

El handicap del modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-
ARCH descrito en el capítulo anterior reside en la imposibilidad de modelar el
comportamiento no lineal que exhiben las series de precios eléctricos. En este capítulo
se introduce una representación equivalente en espacio de estados, y a partir de
ésta se plantea un modelo en el que las matrices que lo de�nen cambian con el
tiempo en función de un conjunto reducido de regímenes no observados que están
determinados por las variables fundamentales que afectan al precio. De este modo,
es posible modelar distintas respuestas del precio a diferentes situaciones en función
de las variables que condicionan el comportamiento del mercado. El modelo se ha
aplicado a las series diarias y horarias de los precios eléctricos en el mercado Ibérico,
comparándose la calidad de sus estimaciones probabilísticas con la proporcionada con
los modelos lineales.
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4.1. Introducción

El modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH estacional
propuesto en el capítulo 3 constituye una buena aproximación para representar el
comportamiento de los precios en mercado eléctricos. Sin embargo, se trata de una
aproximación lineal, y por tanto, con él no es posible capturar el comportamiento no
lineal evidenciado tanto en la respuesta de los precios a variables explicativas como en
las dinámicas autorregresivas de las propias series. Como ya se expuso en el capítulo
2, este comportamiento ha llevado a muchos investigadores a proponer métodos de
predicción que sean capaces de capturarlo, como son las redes neuronales (ver por
ejemplo Szkuta et al., 1999; Gao et al., 2000; Pino et al., 2008; Mandal et al., 2007;
Pindoriya et al., 2008). El problema de estas técnicas es que no permiten incorporan
el conocimiento previo del analista, por lo que se obtienen modelos de caja negra1 en
los cuales el riesgo de sobreentrenamiento, y por tanto de pérdida de generalidad, es
alto (ver sección 2.2.3).

Una alternativa para modelar el comportamiento no lineal de los precios eléctricos
son los modelos periódicos, por umbrales o en general de cambio de régimen. Estos
modelos generalizan a los lineales permitiendo que el juego de parámetros que los
de�nen cambie con el tiempo en función del régimen del sistema, que puede ser
observado o no (ver secciones 2.2.2.6, 2.2.2.7 y 2.2.2.8 donde se describen estos
modelos). Por tanto, constituyen una alternativa para modelar comportamientos no
lineales sin necesidad de cambiar la estructura básica de los modelos lineales. Existen
referencias en la literatura de precios eléctricos donde ya han sido aplicados (ver
por ejemplo Swider and Weber, 2007; Jong, 2006b; Weron, 2006, 2009; Karakatsani
and Bunn, 2008b; Janczura and Weron, 2009; Mount et al., 2006; Huisman, 2008).
Sin embargo, el objetivo en estas publicaciones no es tanto la predicción precisa
de los precios eléctricos sino representar �elmente sus principales características.
En la mayoría de estos casos, se trata de modelos con dos regímenes ocultos (o
no observados) que describen de manera separada el proceso estocástico de emisión
de precios normales del que emite altos precios o spikes. Habitualmente se asume
también que el régimen del sistema sigue un proceso de Markov de primer orden
donde su valor depende del valor del régimen en el instante anterior y, en ocasiones,
de variables exógenas como la temperatura, la demanda de energía o el margen de
reserva. Los modelos periódicos propuestos en Koopman et al., 2007; Carnero et al.,
2010 son una alternativa válida para predecir el comportamiento cambiante de los
precios eléctricos según los días de la semana y/u horas del día, pero con ellos no es
posible condicionar la respuesta del precio a otras variables explicativas.

En este capítulo se presenta una formulación equivalente del modelo de función
de transferencia con ruido ARIMA-ARCH en la representación conocida como de
espacio de estados (ver Hamilton (1994)). A partir de dicha representación, el modelo
se generaliza permitiendo que las matrices que lo de�nen cambien en el tiempo

1Un modelo de caja negra es aquel que describe la relación entre las entradas y las salidas de un
sistema sin conocerse su estructura interna.
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según un conjunto reducido de regímenes no observados. En línea con algunos de los
trabajos citados, el modelo propuesto asume que el régimen depende de las variables
fundamentales que condicionan el comportamiento del mercado. A diferencia de los
anteriores, la probabilidad de que cada uno de los regímenes ocurra no se modela a
través de una matriz de probabilidades de transición, sino que se estima mediante
una red neuronal. Este enfoque permite que sean los propios datos de ajuste los
que determinen la forma de la distribución de probabilidad del régimen sin asumir
ninguna previamente.

El enfoque no paramétrico adoptado para modelar la distribución de probabilidad
del régimen permite modelar las complejas relaciones existentes entre las variables
fundamentales del mercado y el precio resultante. La idea básica es permitir al
modelo que aprenda las diferentes situaciones del mercado que determinan distintas
respuestas o dinámicas del precio. Además, permite también aumentar la capacidad
de ajuste del modelo incrementando el número de regímenes. Al ser la distribución
de probabilidad del régimen variable en el tiempo, la función de densidad resultante
es una mixtura de las densidades asumidas para cada régimen con diferentes pesos en
cada instante de tiempo, lo que proporciona una capacidad de representación mayor
que la del modelo descrito en el capítulo 3, en el que la forma de la distribución
permanece constante en el tiempo.

La manera de modelar la distribución de probabilidad del régimen está inspirada
en el IOHMM (Input Output Hidden Markov Model) presentado en Mateo et al.
(2005). El modelo allí expuesto presenta una red neuronal que modela la distribución
de probabilidad del régimen oculto tomando como entradas las variables explicativas
que condicionan el comportamiento del mercado y las probabilidades de cada uno de
los regímenes en el instante anterior (ver sección 2.2.3). En nuestro caso, se simpli�ca
su estructura asumiendo que sólo depende de variables fundamentales del mercado
y no de su valor en instantes anteriores, lo que supone un ahorro computacional
importante. Sin embargo, lo que hace completamente diferentes ambos enfoques son
los modelos expertos que describen la dinámica de los precios eléctricos condicional
a cada uno de los regímenes. En el caso del modelo IOHMM, se trata también
de redes neuronales feed-forward que toman como entradas variables explicativas
que podrían ser o no las mismas que determinan cada uno de los regímenes. Esta
estructura permite ajustar los parámetros de cada una de estas redes expertas
de forma separada en un mismo paso del algoritmo EM2. En nuestro caso, los
modelos expertos que describen las dinámicas del precio condicionales a cada uno
de los regímenes son modelos en espacio de estados que modelan tanto la media
como la varianza del proceso. Como en el caso del IOHMM, es posible estimar de
manera aislada los parámetros que determinan la red de probabilidad del régimen en
cada paso del algoritmo EM. Sin embargo en nuestro caso, puesto que los modelos
expertos presentan términos que dependen del error del modelo en instantes anteriores
(términos de media móvil), no es posible estimar los parámetros de cada uno de los
regímenes de manera separada. El �ltro utilizado para estimar la media y varianza

2El algoritmo EM se explica en la sección 4.2.4.1
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condicional a partir de un conjunto de parámetros �jados se describe en 4.2.4 y el
procedimiento de estimación de dichos parámetros se describe en la sección 4.2.4.1.

En la siguiente sección se presenta la formulación de los modelos de espacio de
estados adoptada en Hamilton (1994), y se detalla cómo puede escribirse el modelo
de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH en dicha formulación. A partir
de la misma se presenta una extensión que permite que las matrices que lo de�nen
cambien con el tiempo de acuerdo con un conjunto de períodos o regímenes conocidos
a priori. Finalmente, se describe el modelo de cambio de régimen oculto adoptado
en esta tesis. Las secciones 4.3 y 4.4 muestran los resultados obtenidos del ajuste del
modelo a los precios diarios y horarios de OMEL, y se comparan con los obtenidos
usando sus contrapartidas lineales. La sección 4.5 recoge las conclusiones del capítulo.

4.2. Modelos en Espacio de Estados

El objetivo de esta sección es describir el modelo de serie temporal adoptado
en esta tesis para tratar de representar el comportamiento no lineal que las series
de precios eléctricos presentan. Su estructura básica deriva de la formulación en
espacio de estados del modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-
ARCH estacional descrito en el capítulo 3. Básicamente, el modelo extiende dicha
formulación permitiendo que sus parámetros cambien en el tiempo en función de un
reducido conjunto de situaciones del mercado, las cuales a su vez están determinadas
por las variables fundamentales que afectan al mismo.

Para entender correctamente la estructura del modelo de�nitivo, se describe en
primer lugar la formulación conocida como de espacio de estados, en la cual pueden
expresarse una gran cantidad de sistemas dinámicos. Dicha formulación junto con
el �ltro de Kalman constituyen herramientas muy importantes dentro del campo
del análisis de series temporales. Entre otras muchas aplicaciones, proporcionan la
manera de estimar los parámetros de un modelo de función de transferencia con ruido
ARIMA gaussiano por el método de máxima verosimilitud exacta.

Una vez descrita esta forma de representar el comportamiento de un sistema
dinámico, en la sección 4.2.2 se presenta una formulación equivalente en espacio
de estados del modelo lineal de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH
estacional descrito en el capítulo 3. A continuación en la sección 4.2.3, se describe
una extensión del modelo anterior que permite que las matrices cambien en el tiempo
según un conjunto de regímenes no ocultos o períodos establecidos a priori. Este
tipo de modelo es capaz de capturar las diferentes dinámicas que presenta una
determinada variable estocástica según determinados régimenes o períodos, y por
tanto, es adecuado para recoger, por ejemplo, las variaciones de comportamiento
intra-diario e intra-semanal que exhiben los precios eléctricos.

El modelo adoptado en esta tesis permite descubrir de manera automática el
conjunto de regímenes no observables según los cuales la serie de precios eléctricos
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responde de manera diferente. El modelo es explicado en detalle en la sección 4.2.4.

4.2.1. Representación en Espacio de Estados de un sistema dinámi-

co

A continuación se expone una formulación en espacio de estados capaz de describir
el comportamiento de una gran cantidad de sistemas dinámicos diferentes. Existen
en la literatura otras representaciones en espacio de estados que presentan pequeñas
diferencias con respecto a la que aquí se expone tanto en la estructura como en las
hipótesis del modelo (ver por ejemplo de Jong and Penzer, 2004; Harvey, 1990; Durbin
and Koopman, 2001; Aoki, 1986; Hyndman et al., 2008). Sin embargo, en todas ellas
se expresa el sistema en términos de un vector de valores no observados conocido como
vector de estado, utilizado para almacenar toda la información necesaria para estimar
la salida en cada instante de tiempo. El modelo en espacio de estados propuesto en
Hamilton (1994) describe el comportamiento de un vector observado yt de dimensión
(m× 1) a través del siguiente sistema de ecuaciones

ξt+1 = Fξt + vt+1 (4.1)

yt = Axt +Hξt + wt (4.2)

donde F,A y H son matrices de parámetros de dimensión (r × r), (m × n) y
(m× r), respectivamente, y xt un vector de dimensión (n× 1) de variables exógenas
predeterminadas. La ecuación 4.1 es conocida como ecuación de estado, el vector ξt
vector de estado y 4.2 es la ecuación de observación. Los vectores vt y wt de dimensión
(r× 1) y (m× 1), respectivamente, son vectores de ruido blanco, por lo que cumplen
que

E(vtv
′
τ ) =

{
Q para t = τ
0 en otro caso

(4.3)

E(wtw
′
τ ) =

{
R para t = τ
0 en otro caso

(4.4)

dónde Q y R son matrices de covarianzas de dimensión (r × r) y (m × m),
respectivamente. Se asume, además, que ambos ruidos están incorrelados

E(vtw
′
τ ) = 0 para todo t y τ (4.5)

Si se asume también que ξ1 es incorrelado con cualquier realización de vt y wt,
entonces se cumple que
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E(vtξ
′
τ ) = 0 para todo τ = t− 1, t− 2, . . . , 1 (4.6)

E(wtξ
′
τ ) = 0 para todo τ = 1, 2, . . . , T (4.7)

E(wty
′
τ ) = 0 para todo τ = t− 1, t− 2, . . . , 1 (4.8)

E(vty
′
τ ) = 0 para todo τ = t− 1, t− 2, . . . , 1 (4.9)

A continuación se muestra de qué manera puede expresarse un modelo de función
de transferencia con ruido ARIMA en la representación de espacio de estados aquí
descrita. Otros modelos de series temporales como los de suavizado exponencial o
componentes no observados también pueden describirse a través de este tipo de
representación (ver Hyndman et al., 2008; Harvey, 1990 para detalles). Una vez un
modelo queda representado de esta forma, es posible aplicar el �ltro de Kalman y
estimar sus parámetros por máxima verosimilitud exacta. Seguidamente se resumen
las ecuaciones del �ltro derivado de la representación aquí descrita.

4.2.1.1. Representación del modelo de función de transferencia con ruido

ARIMA

El modelo de función de transferencia con ruido ARIMA descrito en (4.10)3

yt =
n∑
i

Gi(L)xit +
1 + θ1L+ · · ·+ θqL

q

1 + φ1L+ · · ·+ φpLp
εt (4.10)

con

Gi(L) =
wi0 + · · ·+ wigL

g

1 + δi1L+ · · ·+ δigLg
(4.11)

puede ser expresado en forma de espacio de estados de la manera siguiente4

ξt+1 = Fξt +Bxt + vt+1 (4.12)

yt = Hξt +Axt (4.13)

3En 4.10 se ha simpli�cado la notación del modelo presentado en la sección 2.2.2.3. Aquí no se
incluyen explícitamente la constante, los términos estacionales o las diferenciaciones aplicadas a la
serie. La constante puede ser considerada una variable explicativa más cuya función de transferencia
presenta un único coe�ciente. Los términos estacionales y las diferenciaciones están implícitos en los
términos autorregresivo y de media móvil. Tampoco la expresión de las funciones de transferencia
es la misma, aunque es equivalente.

4En la representación expuesta en Hamilton (1994) la matriz B no aparece. Esta matriz captura
la in�uencia de los términos de las funciones de transferencia de las variables exógenas sobre el
estado del sistema.
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donde ξt es el vector de estado, xt = (x1t, . . . , xnt)
′ es el vector de variables

explicativas y vt+1 es un vector de ruido blanco con matriz de covarianzas Q.

Las matrices A,B, F,H y Q dependen de los parámetros del modelo de�nido en
(4.10) y se construyen a partir de las siguientes

F0 =


−φ1 −φ2 · · · −φr

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
0 0 · · · 0


H0 =

(
1 θ1 · · · θr

)
siendo r = max(q + 1, p). En el caso de que el modelo no incluya variables

explicativas, es decir, que responda a la descripción de un ARIMA, F = F0, H =
H0, A = 0 y B = 0. Para el caso general, si escribimos cada función de transferencia
Gi en (4.11), i = 1, · · · , n , de la siguiente forma

Gi(L) = wi0 +
bi1L+ bi2L

2 + · · ·+ bigL
g

1 + δi1L+ δi2L2 + · · ·+ δigLg
(4.14)

las matrices se construyen por cajas del siguiente modo

A =
(
w10 w20 · · · wn0

)

Bi =


bi1
bi2
· · ·
big

 B =


B1

B2

· · ·
Bn



Fi =


−δi1 1 · · · 0
−δi2 0 1 0
...

...
...

...
−δig 0 0 0

 F =


F0 0 · · · 0
0 F1 · · · 0
0 0 · · · 0
0 0 · · · Fn


Hi =

(
1 0 · · · 0

)
H =

(
H0 H1 · · · Hn

)
Por último, el ruido blanco εt se recoge en el vector vt,

vt+1 =


εt+1

0
· · ·
0

 Q =


σ2 0 · · · 0
0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0


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Nótese que tan solo aparece una fuente de ruido vt y, por tanto, R = 0.

4.2.1.2. Resumen del �ltro de Kalman

A partir de la representación en espacio de estados (4.1)-(4.2), el �ltro de Kalman
proporciona en cada instante t la estimación del vector de estado que minimiza su
error cuadrático. Los pasos del �ltro se resumen a continuación.

Considerando que

ξ̂t|t−1 = E(ξt|ηt−1) (4.15)

Pt|t−1 = E[(ξt − ξ̂t|t−1)(ξt − ξ̂t|t−1)′] (4.16)

son la predicción del vector de estado y su matriz de error cuadrático medio
asociada, respectivamente, el algoritmo comienza con una predicción de sus valores
iniciales, esto es, la media y varianza no condicionales del vector de estado, ξ̂1|0 y P1|0.
Para el caso de que el proceso sea estacionario, la solución es única (ver Hamilton
(1994)) y viene dada por (4.17)-(4.18)5.

ξ̂1|0 = 0 (4.17)

vec
(
P1|0

)
= [Is2 − (F ⊗ F )]−1 · vec(Q) (4.18)

donde Is2 es la matriz identidad de dimensión s2, siendo s el tamaño del vector
de estado, ⊗ el producto de kronecker y vec

(
P1|0

)
los elementos de P1|0 dispuestos

como una sola columna. Dados estos valores iniciales, el primer paso es predecir el
valor de yt a través de la ecuación de observación (4.2) del siguiente modo

ŷt|t−1 = Hξ̂t|t−1 +Axt (4.19)

con error cuadrático medio

E
[
(yt − ŷt|t−1)(yt − ŷt|t−1)′

]
= HPt|t−1H

′ +R (4.20)

Una vez observado yt, se actualiza la inferencia sobre el vector de estado y su
error cuadrático medio

ξ̂t|t = ξ̂t|t−1 + Pt|t−1H
′(HPt|t−1H

′ +R)−1(yt −Axt −Hξ̂t|t−1) (4.21)

Pt|t = Pt|t−1 − Pt|t−1H ′(HPt|t−1H ′ +R)−1HPt|t−1 (4.22)

5Existen diversas maneras de inicializar el �ltro para el caso de que no se cumplan las condiciones
de estacionariedad (ver Harvey (1990) para más detalles y discusión).
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Finalmente, se utiliza la ecuación de estado (4.1) para predecir el estado del
sistema en el siguiente instante de tiempo ξt+1|t, así como su correspondiente error
cuadrático medio asociado

ξ̂t+1|t = F ξ̂t|t (4.23)

Pt+1|t = FPt|tF
′ +Q; (4.24)

y con estas estimaciones se vuelve a (4.19) hasta calcular toda la muestra de
datos, t = 1, . . . , T . A menudo los pasos (4.21)-(4.24) son calculados en uno solo del
siguiente modo

ξ̂t+1|t = F ξ̂t|t−1 +Kt(yt −Axt −Hξ̂t|t−1) (4.25)

Pt+1|t = (F −KtH)Pt|t−1(F
′ −H ′K ′t) +Q; (4.26)

donde la matriz Kt es conocida como la ganancia de Kalman y responde a

Kt = FPt|t−1H
′(HPt|t−1H

′ +R)−1 (4.27)

Si ξ1 y {vt}Tt=1 son gaussianos, la distribución condicional de yt es también
gaussiana, con media y varianza dadas por (4.19) y (4.20), respectivamente

yt|t−1 ∼ N(Axt +Hξ̂t|t−1, HPt|t−1H
′ +R) (4.28)

Es decir, la función de densidad de yt responde a (4.29)

f[yt|ηt−1] = (2π)−1/2|HPt|t−1H ′ +R|−1/2 ×

×exp
[
−1

2
(yt −Axt −Hξ̂t|t−1)′(HPt|t−1H ′ +R)−1(yt −Axt −Hξ̂t|t−1)

]
para t = 1, . . . , T (4.29)

la cual se utiliza para la estimación de máxima verosimilitud exacta.

Un resultado importante del �ltro que afecta a su e�ciencia computacional son
sus propiedades de convergencia. Así, si el modelo de espacio de estados (4.1)-(4.2)
describe un proceso estacionario, es decir, los autovalores de la matriz F están todos
dentro del círculo unidad, la matriz Pt+1|t → P según t → ∞. Es decir, la matriz
Pt|t+1 alcanza un valor constante una vez aplicado el �ltro con el su�ciente número
de muestras. A la aplicación del �ltro una vez se ha alcanzado dicho estado se le
conoce como �ltro de kalman en régimen permanente (steady-state Kalman �lter).

Para más detalles y discusión sobre esta y otras aplicaciones del �ltro de Kalman

pueden consultarse entre otros Harvey, 1990; Hamilton, 1994.
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4.2.2. Representación en espacio de estados del modelo de función

de transferencia con ruido ARIMA-ARCH estacional

A continuación se repite aquí por conveniencia la formulación del modelo de
función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH estacional descrito en la sección
3.3.

yt =
n∑
i

Gi(L)xit +
θq(L)ΘQ1(LS1) . . .ΘQm(LSm)

∇d∇D1
S1
. . .∇DmSm φp(L)ΦP1(LS1) . . .ΦPm(LSm)

εt (4.30)

con

εt = σtεt (4.31)

σ2t = α0 + α1ε
2
t−1 + · · ·+ αwε

2
t−w (4.32)

y

Gi(L) =
(wi0 + wi1L+ wi2L

2 + · · ·+ wigiL
gi)Lbi

1 + δi1L+ δi2L2 + · · ·+ δiriL
ri

(4.33)

φp(L) = 1 + φ1L+ · · ·+ φpL
p (4.34)

ΦPs(L
Ss) = 1 + Φ1L

Ss + · · ·+ ΦPL
Ps∗Ss (4.35)

θq(L) = 1 + θ1L+ · · ·+ θqL
q (4.36)

ΘQs(L
Ss) = 1 + Θ1L

Ss + · · ·+ ΘQL
Qs∗Ss (4.37)

∇d = (1− L)d (4.38)

∇DsSs = (1− LSs)Ds (4.39)

donde yt es la variable de salida, xit son las variables explicativas y εt es un proceso
de ruido blanco de varianza 1. εt es conocido como error de predicción. φp(L) y θq(L)
son polinomios en L de órdenes p y q, que describen los términos autorregresivos
y de media móvil, respectivamente. ΦPs(L

Ss) y ΘQs(L
Ss) describen los términos

autorregresivos y de media móvil estacionales de período Ss, con s = 1, · · · ,m y
siendo m el número de estacionalidades consideradas (por ejemplo S1 = 24, S2 = 168
para series horarias con estacionalidad diaria y semanal).∇d y∇DsSs son los operadores
que describen describen las diferencias regular y estacionales aplicadas para inducir
estacionariedad en procesos integrados. Gi(L) representa una familia de funciones de
transferencia lineales capaces de capturar un amplio número de diferentes respuestas
impulsionales con pocos parámetros. σ2t modela la varianza de la serie como función
lineal de los w previos errores de predicción al cuadrado.
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En la sección 4.2.1.1 se muestra cómo puede escribirse un modelo de función de
transferencia con ruido ARIMA en la representación de espacio de estados propuesta
en Hamilton (1994). Puesto que el término ARCH adicional puede ser escrito como
un modelo AR del cuadrado de los errores de predicción εt del siguiente modo,

ε2t = α0 + α1ε
2
t−1 + · · ·+ αwε

2
t−w + vt (4.40)

siendo vt

vt = ε2t − σ2t = σ2t (ε
2
t − 1) (4.41)

un proceso de ruido blanco, aunque no independiente6, entonces el modelo com-
pleto (4.30)-(4.39) puede ser expresado de manera equivalente en una representación
de espacio de estados anidada del siguiente modo,

ξ∗t+1 = Fξ∗t +Bxt +$t+1 (4.42)

yt = Hξ∗t +Axt (4.43)

ξ∗∗t+1 = Gξ∗∗t +D + νt+1 (4.44)

ε2t = Jξ∗∗t + α0 (4.45)

donde ξ∗t y ξ∗∗t son los vectores de estado, xt = (x1t, . . . , xnt)
′ es el vector

de variables explicativas, $t = (εt, 0, · · · , 0)′ y νt = (vt, 0, · · · , 0)′. Las matrices
F,B,H y A dependen de los parámetros que modelan la media condicional de yt y
se construyen de la manera descrita en la sección 4.2.1.1. De igual modo partiendo
de (4.40) se construyen las matrices G,D y J , las cuales dependen de los parámetros
que modelan la varianza condicional de yt.

Partiendo de estimaciones de los vectores de estado ξ∗t|t−1 y ξ∗∗t|t−1, la predicción

del valor de yt y σ2t en t es

ŷt|t−1 = Hξ̂∗t|t−1 +Axt (4.46)

ε̂2t|t−1 = σ̂2t|t−1 = Jξ̂∗∗t|t−1 + α0 (4.47)

y una vez observado yt, los vectores de estado pueden actualizarse según (4.48)
y (4.49), respectivamente.

ξ̂∗t|t = ξ̂∗t|t−1 + (1, 0, · · · , 0)′(yt −Axt −Hξ̂∗t|t−1) (4.48)

ξ̂∗∗t|t = ξ̂∗∗t|t−1 + (1, 0, · · · , 0)′
[
(yt −Axt −Hξ̂∗t|t−1)

2 − (Jξ̂∗∗t|t−1 + α0)
]
(4.49)

6Puesto que ε2t ha de ser no negativo, la variable vt tiene que satisfacer que vt ≥ −(α0+α1ε
2
t−1+

· · ·+ αwε
2
t−w) (ver Peña (2005) para detalles).
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Por último, la predicción de los vectores de estado para t+1 se realiza del siguiente
modo,

ξ̂∗t+1|t = F ξ̂∗t|t +Bxt (4.50)

ξ̂∗∗t+1|t = Gξ̂∗∗t|t +D (4.51)

y repitiendo este proceso para toda la muestra de datos, t = 1, · · · , T , se obtienen
la media y varianza condicional estimadas del proceso estocástico de la variable yt.

La manera de actualizar los vectores de estado en el �ltro desarrollado en (4.46)-
(4.51) contrasta con la manera de hacerlo en el �ltro de kalman explicado en la
sección 4.2.1.1. La diferencia radica en la incertidumbre asociada a la estimación de
los vectores de estado debido a la falta de información en los instantes iniciales. Para
el caso del �ltro aplicado en (4.46)-(4.51), esta incertidumbre no es considerada y por
tanto se trata de una estimación condicional a las estimaciones iniciales ξ̂∗1|0 y ξ̂∗∗1|0,
lo que reduce drásticamente el coste computacional.

4.2.3. Modelo de espacio de estados periódico

El enfoque periódico, en el que los parámetros que de�nen el conjunto de matrices
del modelo en (4.42)-(4.45) cambia su valor de acuerdo con un conjunto de regímenes
o períodos que gobiernan el sistema, ofrece una buena oportunidad para añadir
complejidad a este tipo de modelos manteniendo su estructura básica. Así, el modelo
de espacio de estados periódico utilizado en esta tesis se formula del siguiente modo

ξ∗t+1 = Frt+1ξ
∗
t +Brt+1xt +$t+1 (4.52)

yt = Hrtξ
∗
t +Artxt (4.53)

ξ∗∗t+1 = Grt+1ξ
∗∗
t +Drt+1 + νt+1 (4.54)

ε2t = Jrtξ
∗∗
t + α0,rt (4.55)

donde las anteriores de�niciones de ξ∗t , ξ
∗∗
t , $t+1 y νt+1 se mantienen y rt ∈

{1, · · · , R} con t = 1, · · · , T denota el conjunto de regímenes o períodos y es conocido
a priori. Como solución al elevado número de parámetros que implicaría tomar
todos los elementos de las matrices en (4.52)-(4.55) como parámetros libres, cada
conjunto de matrices Frt , Brt , Hrt , Art , Grt , Drt , Jrt y α0,rt correspondiente a cada
uno de los regímenes puede especi�carse a partir de los parámetros de un modelo
de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH del mismo modo que en el
caso lineal. Nótese sin embargo, que el modelo formulado en (4.52)-(4.55) con las
matrices así especi�cadas, en general, no es equivalente a un modelo de función
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de transferencia con ruido ARIMA-ARCH periódico7, es decir, un modelo como
el descrito en (4.30)-(4.39) pero en el que el conjunto de parámetros a aplicar en
cada instante t depende ahora del régimen o período rt. La diferencia entre ambas
formulaciones radica en la salida del modelo tras una transición de un determinado
régimen a otro. Lógicamente, en un estado de régimen permanente (constante) ambas
formulaciones tienden a reproducir el mismo sistema. La ventaja de utilizar el modelo
formulado en espacio de estados frente al de función de transferencia con ruido
ARIMA-ARCH periódico es de índole computacional y radica fundamentalmente en
las facilidades que la representación en espacio de estados proporciona para calcular
las estimaciones del modelo a cualquier horizonte de tiempo considerado. En Franses
and Paap (2004) se expone una representación vectorial de algunos modelos de series
temporales periódicos que puede resultar útil para su identi�cación. Recientemente en
Hindrayanto et al. (2010) se presenta una formulación en espacio de estados (basada
en la representación expuesta en De Jong (1991)) de un modelo ARIMA estacional
y periódico (Periodic SARIMA).

Partiendo de estimaciones de los vectores de estado ξ∗t|t−1 y ξ∗∗t|t−1, la predicción

del valor de yt y σ2t en t es

ŷt|t−1 = Hrt ξ̂
∗
t|t−1 +Artxt (4.56)

ε̂2t|t−1 = σ̂2t|t−1 = Jrt ξ̂
∗∗
t|t−1 + α0,rt (4.57)

Una vez observado yt, los vectores de estado pueden actualizarse según (4.58) y
(4.59), respectivamente.

ξ̂∗t|t = ξ̂∗t|t−1 + (1, 0, · · · , 0)′(yt −Artxt −Hrt ξ̂
∗
t|t−1) (4.58)

ξ̂∗∗t|t = ξ̂∗∗t|t−1 + (1, 0, · · · , 0)′ ×

×
[
(yt −Artxt −Hrt ξ̂

∗
t|t−1)

2 − (Jrt ξ̂
∗∗
t|t−1 + α0,rt)

]
(4.59)

Finalmente, la predicción de los vectores de estado ξ̂∗t+1|t, ξ̂
∗∗
t+1|t en t+ 1 se realiza

del siguiente modo,

ξ̂∗t+1|t = Frt+1 ξ̂
∗
t|t +Brt+1xt (4.60)

ξ̂∗∗t+1|t = Grt+1 ξ̂
∗∗
t|t +Drt+1 (4.61)

7Para algunos casos como los modelos autorregresivos o de media móvil periódicos puros la
representación en espacio de estados expuesta sí es equivalente.
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4.2.4. Modelo de espacio de estados con cambio de régimen

La expresión general del modelo de espacio de estados con cambio de régimen
adoptado en esta tesis presenta la misma formulación que la de los modelos de espacio
de estados periódicos, (4.62)-(4.65)

ξ∗t+1 = Frt+1ξ
∗
t +Brt+1xt +$t+1 (4.62)

yt = Hrtξ
∗
t +Artxt (4.63)

ξ∗∗t+1 = Grt+1ξ
∗∗
t +Drt+1 + νt+1 (4.64)

ε2t = Jrtξ
∗∗
t + α0,rt (4.65)

dónde las de�niciones realizadas para los modelos de espacio de estados periódicos
se mantienen, con la diferencia de que en este caso el régimen rt ∈ {1, · · · , R} con
t = 1, 2, . . . , T no es una variable observable. Este hecho supone una importante
diferencia a la hora de estimar la salida del sistema en cada instante t. Así, en este
caso la función de densidad de probabilidad de yt se calcula como la suma de la
función de densidad conjunta de yt y todos los posibles valores de rt de acuerdo con
(4.66)

f [yt|ηt−1;ϕ] =

R∑
j=1

f [yt, rt = j|ηt−1;ϕ] =

R∑
j=1

f [yt|rt = j; ηt−1;ϕ]Pr(rt = j|ηt−1;ϕ)

(4.66)

donde ϕ denota el vector de parámetros, ηt−1 se re�ere a la información disponible
hasta t− 18, Pr(rt = j|ηt−1;ϕ) la probabilidad de que el régimen rt tome el valor j
en el instante t y f [yt|rt = j; ηt−1;ϕ] la función de densidad condicional al régimen
j, la cual, si se asume gaussiana, responde a (4.67)

f [yt|rt = j; ηt−1;ϕ] =
1√

2πσ̂t,j
exp

[
−(yt − ŷt|j)2

2σ̂2t|j

]
(4.67)

siendo ŷt|j y σ̂2t|j la media y varianza estimadas condicional a que el régimen rt
tome el valor j. Por tanto, se necesita una hipótesis adicional del comportamiento
estocástico de rt para poder derivar la función de densidad de la variable de salida
yt, y a la postre, su función de verosimilitud. Como ya se expuso en la sección
2.2.2.8, existen diversas maneras de especi�car el comportamiento de rt que han
sido aplicadas en los modelos encontrados en la literatura relativa al modelado de
precios eléctricos. Las diferencias entre ellas residen en la manera de representar la
evolución de la probabilidad de ocurrencia de cada régimen {1, · · · , R}, especi�cando
si su valor depende o no de su propio pasado y/o cualquier otra variable explicativa.

8Nótese que las variables exógenas se consideran conocidas en cualquier instante de tiempo
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El modelo aquí propuesto permite descubrir de manera automática la distribución
de probabilidad de rt a partir de variables explicativas que afectan a los precios
eléctricos. Asume, por tanto, que el comportamiento de las series de precios está
determinado por un reducido conjunto de regímenes no observables que a su vez están
determinados por variables fundamentales. El régimen del sistema, es por tanto, una
variable discreta y �cticia que nos permite modelar diferentes respuestas del precio
en diferentes situaciones del mercado. Dadas las complejas relaciones que existen
entre los precios y las variables por las que se ve afectado, el régimen se modela a
través de una red neuronal, en particular un perceptrón multicapa, que incorpora una
capa adicional que hace posible que la red responda a una función de distribución de
probabilidad sin imponer restricciones a los pesos de la red. Así, la probabilidad de
que el régimen rt tome el valor j responde a (4.68)-(4.70),

Pr(rt = j|z1t, . . . , zmt) = λ2j/(1 +

R−1∑
r=1

λ2r) ∀j ∈ {1, .., R− 1} (4.68)

Pr(rt = R|z1t, . . . , zmt) = 1/(1 +

R−1∑
r=1

λ2r) (4.69)

siendo

λj =
N∑
n=1

ωnj2
1− exp(

∑
h ωhn1zht + ω0n1)

(4.70)

donde (z1t, . . . , zmt)
′ es un vector de variables explicativas en el instante t,

N es el número de neuronas de la primera capa y ωhn1, ωnr2 son los pesos o
parámetros correspondientes a la primera y segunda capa, respectivamente. Nótese
que las ecuaciones (4.68)-(4.70) permiten cumplir con las necesarias condiciones de
0 ≤ Pr(rt = j) ≤ 1 ∀j ∈ {1, .., R} y

∑R
j=1 Pr(rt = j) = 1 sin imponer restriccciones

a los pesos de la red.

La distribución de probabilidad de la variable rt responde, por tanto, a la forma
general de un perceptrón multicapa, que tiene la propiedad de ser aproximador
universal (Park and Sandberg (1991)). Esta arquitectura presenta dos ventajas frente
a otros enfoques no paramétricos. La primera de ellas es su robustez frente a la
inicialización de los pesos previa a su estimación, lo cual resulta importante puesto
que el régimen rt no es observable, y por tanto, es difícil conjeturar unos valores
iniciales que sean apropiados. La otra ventaja es que el perceptrón multicapa es
menos sensible a variables no signi�cativas que otros aproximadores como las redes
de función de base radial (Radial Based Function Networks (RBFN)) o, en general,
estimadores kernel (Silverman (1986)).

Nótese que la asunción de la densidad condicional al régimen que aparece en (4.67)
es consecuencia de que las innovaciones del modelo se distribuyen según la densidad
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normal estándar, εt ∼ N(0, 1), la cual a priori puede aparecer una distribución menos
�exible que la familia de densidades no paramétrica asumida en el capítulo 3. Sin
embargo, dado que la probabilidad de ocurrencia de cada régimen {1, · · · , R} es
variable en el tiempo, la función de densidad resultante de los precios eléctricos
resulta en una mixtura de densidades normales que presenta diferentes pesos en cada
instante t, como está de�nida en (4.66). En este aspecto, el modelo de cambio de
régimen aquí propuesto proporciona una capacidad de representación mayor que la
del modelo expuesto en el capítulo 3, en el que la forma de la densidad de los precios
eléctricos, es decir, los momentos de la distribución mayores al segundo, permanecen
constantes en el tiempo.

Los modelos de cambio de régimen que aparecen en el artículo de Hamilton (1990),
germen del análisis de series temporales a través de este tipo de modelos, presentan
una estructura básica que responde a la de los procesos autorregresivos, por lo que la
función de densidad en (4.66) depende de un un número pequeño de valores pasados
de la variable de salida yt y del régimen rt. Como se señala en Hamilton (2008), surge
un problema añadido para el caso de los modelos cuya estructura recursiva hace que la
función de densidad de la variable de salida yt (4.66) depende de la historia completa
del régimen rt, rt−1, . . . , r1, como es el caso de los modelos tipo ARMA, ARCH o los
de espacio de estados aquí descritos. Sirva como ejemplo para ilustrar esta situación
el modelo ARMA descrito en (4.71)

yt = crt + φrtyt−1 + θrtεt−1 + εt (4.71)

donde rt, que toma los valores {0, 1}, determina el régimen del sistema y por tanto
el juego de parámetros {crt , φrt , θrt} a aplicar en cada instante t. Nótese que en el
caso de que θ0 y θ1 sean 0, el modelo en (4.71) presenta una estructura autorregresiva
pura, y el valor de yt depende de yt−1 y del valor que tome el régimen rt en el instante t
puesto que determina los parámetros crt , φrt . Sin embargo, en caso de que θrt , r = 0, 1
no sean nulos, yt se calcula recursivamente, y por tanto depende del valor actual y
todos los valores pasados del régimen rt, rt−1, . . . , r1 así como de toda la historia
yt−1, yt−2, . . . , y1. Para este tipo de modelos, calcular la función de verosimilitud
resulta inabordable según crece el tamaño de la muestra, por lo que la función de
densidad ha de ser aproximada. A continuación se describe una manera de estimar
los valores de ŷt|j y σ̂2t|j , los cuales permiten aproximar la función de densidad en
(4.66). El algoritmo está basado en el �ltro descrito en Kim, 1994; Kim and Nelson,
1999, donde se generalizan los modelos de Markov con cambio de régimen propuestos
en Hamilton (1990) a los de espacio de estados.

Partiendo de estimaciones de los vectores de estado ξ∗(j)t|t−1 y ξ
∗∗(j)
t|t−1, las cuales son

condicionales a que el régimen en el instante t sea el j, rt = j, con j = 1, . . . , R, la
predicción del valor de yt y σ2t condicional a rt = j se calcula del siguiente modo
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ŷt|t−1,j = Hj ξ̂
∗(j)
t|t−1 +Ajxt (4.72)

ε̂2t|t−1,j = σ̂2t|t−1,j = Jj ξ̂
∗∗(j)
t|t−1 + α0,j (4.73)

Una vez observado yt, los vectores de estado condicionales a cada régimen j se
actualizan según (4.74) y (4.75), respectivamente.

ξ̂
∗(j)
t|t = ξ̂

∗(j)
t|t−1 + (1, 0, · · · , 0)′(yt −Ajxt −Hj ξ̂

∗(j)
t|t−1) (4.74)

ξ̂
∗∗(j)
t|t = ξ̂

∗∗(j)
t|t−1 + (1, 0, · · · , 0)′ ×

×
[
(yt −Ajxt −Hj ξ̂

∗(j)
t|t−1)

2 − (Jj ξ̂
∗∗(j)
t|t−1 + α0,j)

]
(4.75)

El objetivo ahora es realizar una inferencia sobre los vectores de estado en t+ 1
basada en la información disponible en t, teniendo en cuenta los posible valores de rt
y rt+1. Así, el algoritmo ahora calcula una batería de R2 predicciones de los vectores
de estado correspondientes a cada posible pareja rt = j, rt+1 = k, del siguiente modo

ξ̂
∗(j,k)
t+1|t = Fkξ̂

∗(j)
t|t +Bkxt (4.76)

ξ̂
∗∗(j,k)
t+1|t = Gkξ̂

∗∗(j)
t|t +Dk (4.77)

Cada iteración de este algoritmo produciría un incremento de R veces el número
de casos a considerar (incluso con solo 2 regímenes habría más de 1000 casos para una
muestra de tamaño 10), lo que demuestra la necesidad de utilizar una aproximación
para hacer el �ltro operable. La idea básica es reducir los R × R vectores de estado
generados en este punto a tan solo R. La aproximación se realiza usando el término
de probabilidad del régimen, el cual puede actualizarse de acuerdo con (4.78) una vez
que yt ya ha sido observado

Pr(rt = j|ηt) = Pr(rt = j|ηt−1; yt)

=
f [yt, rt = j|ηt−1]

f [yt|ηt−1]

=
f [yt|rt = j; ηt−1]Pr(rt = j|z1t, . . . , zmt)∑R
j=1 f [yt|rt = j; ηt−1]Pr(rt = j|z1t, . . . , zmt)

(4.78)

Para �nalizar la iteración, la aproximación de los vectores de estado se realiza
entonces de acuerdo con (4.79)-(4.80)
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ξ̂
∗(k)
t+1|t =

R∑
j=1

Pr(rt = j|ηt)× ξ̂∗(j,k)t+1|t (4.79)

ξ̂
∗∗(k)
t+1|t =

R∑
j=1

Pr(rt = j|ηt)× ξ̂∗∗(j,k)t+1|t (4.80)

para todos los posibles valores del régimen, k = 1, . . . , R. Repitiendo este proceso
desde (4.72)-(4.73) para toda la muestra de datos, t = 1, · · · , T , se obtienen la media
y varianza estimadas condicional a cada uno de los posible regímenes, necesarias para
el cálculo de la función de densidad del proceso estocástico de yt de�nida en 4.66.

4.2.4.1. Estimación de los parámetros del modelo

Del mismo modo que para el caso del modelo de serie temporal descrito en el
capítulo 3, la estimación de los parámetros de los modelos en espacio de estados aquí
propuestos, tanto el modelo periódico como el de cambio de régimen, puede llevarse
a cabo maximizando la función de verosimilitud a partir de una muestra de datos
disponible, de la siguiente manera

máx
{ϕ}

L(ϕ) =
T∑
t=1

ln (f [yt|ηt−1;ϕ]) (4.81)

donde ϕ se re�ere al vector de parámetros y ηt−1 a la información disponible hasta
el instante t−1 (ηt−1 se omite de ahora en adelante para simpli�car la notación). Los
datos a partir de los cuales (4.81) se maximiza son la serie temporal de la variable
de salida Y = {yt}Tt=1 y las variables explicativas Xi = {xit}Tt=1, i = 1, . . . , n,
Zh = {zht}Tt=1, h = 1, . . . ,m (tanto las que afectan directamente a la salida del
modelo como las que determinan la distribución de probabilidad del régimen para
el caso de los modelos con cambio de régimen). Además, en este tipo de modelos
interviene otra serie temporal que determina el régimen del sistema en cada instante
de tiempo t, S = {rt}Tt=1 con rt ∈ {1, · · · , R}, la cual puede ser observable o no. En
el caso de que el régimen rt sea observable, el modelo es periódico, y la estimación de
los parámetros del modelo se lleva a cabo a través de los procedimientos explicados
en la sección 3.3.1. En este caso, asumiendo normalidad se tiene que

f [yt|rt;ϕ] =
1√

2πσ̂t|t−1
exp

[
−(yt − ŷt|t−1)2

2σ̂2t|t−1

]
(4.82)

donde ŷt|t−1 y σ̂t|t−1 se calculan según las 4.56 y 4.56, respectivamente. Sin
embargo, si el régimen rt, t = 1, . . . , T no es una variable observable, la variable
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de salida se distribuye entonces según (4.66), por lo que la función de verosimilitud
pasa a tener la forma siguiente

L(ϕ) =
T∑
t=1

ln

 R∑
j=1

f [yt|rt = j;ϕ]Pr(rt = j;ϕ)

 (4.83)

la cual presenta una expresión más complicada que la de los modelos con cambio
de régimen observable. Asumiendo normalidad, la función de densidad de la variable
de salida condicional al régimen j, f [yt|rt = j;ϕ] responde a (4.67), dónde los
valores ŷt|t−1,j y σ̂t|t−1,j se calculan como en (4.72)-(4.73). En este caso, el vector
de parámetros ϕ está constituido tanto por los parámetros que de�nen las matrices
de los modelos de espacio de estados para cada uno de los regímenes como por los
pesos de la red neuronal que modela la probabilidad de ocurrencia de cada régimen j,
Pr(rt = j;ϕ), de�nida en (4.68)-(4.70). El gran tamaño de este vector de parámetros
y la compleja forma de la función de verosimilitud (4.83), altamente no lineal, hacen
que en la práctica resulte muy complicado que los procedimientos de estimación
descritos en la sección 3.3.1 alcancen una solución aceptable.

Para resolver este problema, se ha utilizado un algoritmo alternativo para
calcular estimaciones de máxima verosimilitud conocido como EM (Expectation-
Maximization). Este algoritmo fue originalmente propuesto en Dempster et al. (1977),
donde se presentó una gran cantidad de situaciones susceptibles de ser resueltas a
través de su aplicación, como es el caso de ajustes en presencia de datos incompletos o
variables no observadas. Fue en el trabajo de Hamilton (1990) donde se particularizó
su aplicación al caso de la estimación de los parámetros de modelos de series
temporales con cambio de régimen. A continuación, se resume el funcionamiento del
algoritmo para la estimación de los parámetros del modelo presentado en esta tesis.
Una excelente descripción del funcionamiento del mismo para el caso particular del
modelo IOHMM (Input Output Hidden Markov Models, Bengio and Frasconi (1995))
puede encontrarse en Mateo (2005).

El Algoritmo EM es un procedimiento iterativo que consta de dos pasos en cada
iteración k:

1. Paso E : Dado el vector de parámetros ϕ(k−1) obtenido en la iteración anterior
(k − 1) y los datos observados, se calcula la distribución de probabilidad de la
variable rt para toda la muestra de datos t = 1, . . . , T . Dicho de otra manera,
dados los datos observados y el vector de parámetros en la iteración anterior,
se calcula para cada uno de los posible regímenes {1, . . . , R} la probabilidad de
que fuera el responsable de la observación en cada instante de tiempo t.

2. Paso M : Se maximiza el valor esperado de la función de verosimilitud de yt
condicionada a la distribución de probabilidad de la variable rt calculada en el
paso E. De esta manera se obtiene el vector de parámetros estimados ϕ(k) en
la iteración k.
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El algoritmo asegura que tras cada iteración se mejora el valor de la función
de verosimilitud (4.83), y de este modo, a partir de una estimación arbitraria de
parámetros ϕ(0), el algoritmo converge a un máximo local (ver Dempster et al.
(1977)). Puesto que la distribución de probabilidad del régimen no observable
rt es completamente desconocida, resulta muy complejo conjeturar un vector de
parámetros inicial ϕ(0) que resulte estar próximo de un máximo aceptable, lo que sería
necesario en caso de utilizar los procedimientos de estimación explicados en la sección
3.3.1. Sin embargo, como se señala en Hamilton (1990), el algoritmo EM resulta
su�cientemente robusto frente a una inicialización arbitraria de los parámetros.

El algoritmo se basa, por tanto, en sustituir la función de verosimilitud (4.83) por
una función auxiliar que se maximiza en cada iteración, lo que permite converger a
un máximo de (4.83) tras un número de iteraciones. Dicha función auxiliar responde
a

Q(ϕk−1, ϕk) = E
[
L(ϕ)|S, ϕk−1

]
(4.84)

Es decir,Q(ϕk−1, ϕk) es la esperanza de la verosimilitud logarítmica condicional al
conjunto de parámetros y la distribución de probabilidad de la variable no observada
rt obtenidos en la iteración anterior k − 1. Por consiguiente, en cada iteración k se
maximiza Q(ϕk−1, ϕk) con respecto al vector de parámetros ϕk. La ventaja de usar
esta función en lugar de (4.83) es que permite desacoplar diferentes términos con el
�n de poder estimar grupos de parámetros de manera separada. Así, se tiene que

Q(ϕk−1, ϕk) =
T∑
t=1

R∑
j=1

Pr(rt = j|yt;ϕk−1)× [ln(f [yt, rt = j;ϕ])]

=

T∑
t=1

R∑
j=1

Pr(rt = j|yt;ϕk−1)× [ln(f [yt|rt = j;ϕ]Pr(rt = j;ϕ))]

=
T∑
t=1

R∑
j=1

Pr(rt = j|yt;ϕk−1)× ln(f [yt|rt = j;ϕ]) +

T∑
t=1

R∑
j=1

Pr(rt = j|yt;ϕk−1)× ln(Pr(rt = j;ϕ)) (4.85)

y por tanto la función Q(ϕk−1, ϕk) puede descomponerse en dos sumandos
separados. Considerando que el vector de parámetros a estimar está constituido a
su vez por el vector de los parámetros que determinan las matrices del modelo en
espacio de estados, que denotaremos por ϕ1, y el vector de pesos de la red neuronal
que modela la distribución de probabilidad del régimen rt, ϕ2, es decir, ϕ = (ϕ1;ϕ2),
entonces se tiene que Q(ϕk−1, ϕk) se escribe de la siguiente manera
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Q(ϕk−1, ϕk) = Q1(ϕ
k−1, ϕk1) +Q2(ϕ

k−1, ϕk2) (4.86)

donde

Q1(ϕ
k−1, ϕk1) =

T∑
t=1

R∑
j=1

Pr(rt = j|yt;ϕk−1)× ln(f [yt|rt = j;ϕk1]) (4.87)

Q2(ϕ
k−1, ϕk2) =

T∑
t=1

R∑
j=1

Pr(rt = j|yt;ϕk−1)× ln(Pr(rt = j;ϕk2)) (4.88)

De este modo, el vector de parámetros ϕ puede ser estimado de manera
separada mediante dos maximizaciones diferentes en cada iteración. En la primera
maximización se estiman los parámetros en ϕ1, los cuales de�nen las matrices del
modelo de espacio de estados, utilizando una rutina de optimización no lineal. Para
asegurar la estabilidad del modelo resultante, puede ser necesario incorporar las
mismas restricciones de estacionariedad e invertibilidad a las matrices que determinan
cada uno de los regímenes que en el caso lineal. En la segunda maximización se
estiman los pesos de la red neuronal que conforman el vector de parámetros ϕ2 con
respecto a Q2(ϕ

k−1, ϕk2), lo cual puede llevarse a cabo utilizando un procedimiento
de optimización no lineal sin restricciones como el descrito en la sección 3.3.1, o algún
algoritmo especi�co apropiado para ajustar los pesos de una red neuronal (ver Haykin
(1994)). Estas dos maximizaciones constituyen el paso M del algoritmo. Como puede
apreciarse, la modularidad del algoritmo EM permitiría, por ejemplo, plantear un
modelo diferente en el que la distribución de probabilidad del régimen se describiera
a través de otro tipo de arquitectura diferente al perceptrón multicapa, sin más
que sustituir el procedimiento de maximización correspondiente a la distribución de
probabilidad del régimen.

El paso E no supone apenas coste computacional. Al principio de cada iteración
k, a partir de una estimación de parámetros ϕk−1 y para cada instante de tiempo
t, se trata de hacer una inferencia sobre qué régimen es más probable haber sido el
responsable de producir la observación yt. De la de�nición de probabilidad condicional
se tiene que

Pr(rt = j|yt;ϕk−1) =
f [yt, rt = j;ϕk−1]

f [yt;ϕk−1]

=
f [yt|rt = j;ϕk−1]× Pr(rt = j;ϕk−1)∑R
j=1 f [yt|rt = j;ϕk−1]× Pr(rt = j;ϕk−1)

(4.89)

cuyo resultado representa la probabilidad, dados los datos observados, de que
el régimen no observado responsable de la observación yt haya sido el j. Este
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cálculo completa entonces todos los valores necesarios para maximizar (4.84) en cada
iteración k.

4.2.4.2. Diagnosis y selección del modelo

En general, no existe una metodología consensuada que pueda ser aplicada para
guiar el proceso de identi�cación de los modelos de cambio de régimen. Existen varias
fuentes de incertidumbre a las que enfrentarse en el caso del modelo propuesto en
esta tesis, como son las estructura básica del modelo (es decir, la manera en que son
parametrizadas las matrices de espacio de estados), el número de regímenes ocultos
existentes en la serie a modelar, las variables explicativas que afectan a la distribución
de probabilidad de la variable que determina el régimen y el número de neuronas en la
capa oculta de la red neuronal. Este último valor, el número de neuronas, no resulta
crítico puesto que la arquitectura del perceptrón multicapa es su�cientemente robusta
frente a un exceso en el mismo. Sin embargo, el número de regímenes presentes en
la serie sí resulta un valor relevante y difícil de decidir. Puesto que no se trata de
una variable observable sino �cticia, el número de regímenes constituye a menudo
una decisión del analista y su valor es previamente �jado. A este respecto, destaca el
trabajo presentado en Vucetic et al. (2001), donde se propone una algoritmo capaz
de descubrir de manera automática el número de regímenes ocultos en las series
de precios eléctricos basándose en sus relaciones con la demanda. Sin embargo, el
algoritmo no permite cambios de régimen frecuentes y tampoco tiene en cuenta las
relaciones existentes entre el precio y el resto de sus variables fundamentales.

El proceso de identi�cación aquí propuesto comienza una vez la estructura de
un modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH estacional como el
descrito en la sección 3.3 ha sido identi�cada. Como ya se expuso en dicha sección,
algunas de las herramientas utilizadas en el proceso de identi�cación del modelo lineal
son las funciones de autocorrelación simple y parcial (FAS y FAP) de los residuos
y su cuadrado para seleccionar los órdenes de los polinomios AR, MA y ARCH,
los errores estándar de los parámetros de los modelos ajustados para comprobar su
signi�cación y el criterio de información de Akaike (AIC) como índice para medir la
parsimoniosidad de los modelos estimados. A partir de dicha estructura, las matrices
del modelo de cambio de régimen son especi�cadas del modo explicado en 4.2.2, es
decir, se construyen de manera que el modelo de espacio de estados que describe
cada uno de los regímenes por si solo presenta una estructura equivalente al modelo
de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH9. Nótese, sin embargo, que las
matrices del modelo de cambio de régimen de�nitivo no tendría por qué responder
exactamente a dicha especi�cación. Por ejemplo, un término autorregresivo podría
no ser signi�cativo en el modelo lineal, pero sí serlo una vez se han identi�cado
distintos regímenes en la serie temporal, para todos o alguno de dichos regímenes.

9Nótese, como ya se expuso en 4.2.3, que la formulación del modelo de espacio de estados con
cambio de régimen descrito en 4.2.4, en general, no es equivalente a la de un modelo de función de
transferencia con ruido ARIMA-ARCH donde los parámetros cambian de acuerdo con el régimen
del sistema.
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Desafortunadamente, en este caso no se dispone de los errores estándar de los
parámetros calculados a través de (3.45) puesto que el algoritmo EM estima los
parámetros del modelo de forma separada en dos grupos diferentes, y calcular las
matrices (3.42) y (3.43) una vez se ha alcanzado el vector de parámetros que maximiza
la verosimilitud de la muestra de datos sería computacionalmente muy costoso debido
a su tamaño. Resultará necesario, por tanto, una vez se hayan seleccionado el resto
de valores por determinar (el número de regímenes y las variables explicativas de
entrada a la red neuronal), probar algunas especi�caciones de la estructura básica
del modelo menos restrictivas, y decidir entre ellas usando el criterio de información
de Akaike (AIC) o el criterio Bayesiano (BIC).

Dado que la variable no observable que determina el régimen en cada instante
de tiempo rt es una variable �cticia, resulta complicado conocer a priori el número
de regímenes que mejor describe las dinámicas de la serie temporal a modelar. Sin
embargo, una solución parsimoniosa del modelo implicará un número pequeño de
regímenes. La estrategia para seleccionar dicho número y las variables de entrada a la
red de probabilidad será entonces tomar todas las variables candidatas y el número
máximo de regímenes a considerar, y estimar los parámetros del correspondiente
modelo de cambio de régimen. Las variables que resulten realmente signi�cativas
para modelar la distribución de probabilidad del régimen pueden ser identi�cadas a
través del análisis de la sensibilidad de la probabilidad de cada uno de los regímenes
con respecto a cada una de las entradas a la red del modelo ajustado, es decir,
calculando ∂Pr(rt = j)/∂zit por medio de procedimientos numéricos (ver White
and Racine, 2000; Muñoz and Czernichow, 1998 para más detalles). Una vez se ha
identi�cado un modelo con el número máximo de regímenes a considerar y donde
todas las variables explicativas de la red neuronal son relevantes, se pasa a estimar
un modelo que presente las entradas seleccionadas a la red y un régimen menos, para
volver a identi�car las variables que son relevantes en este caso. El procedimiento
se repite hasta llegar a estimar los parámetros de un modelo con dos regímenes e
identi�car las entradas signi�cativas a la red de probabilidad. Finalmente, de entre
todos los modelos ajustados con distinto número de regímenes se elige utilizando
los criterios AIC o BIC, e inspeccionando de manera visual el ajuste de la densidad
asumida a la distribución empírica obtenida a través de grá�cos de tipo q-q plot o
histogramas. Puesto que la hipótesis del modelo es que la componente estocástica
se distribuye normal estándar, εt ∼ N(0, 1), estos grá�cos contrastan si la serie de
residuos {σ̂−1t|t−1(yt − ŷt|t−1)}

T
t=1 se ajusta a dicha distribución. Dicha serie se calcula

teniendo en cuenta que los momentos de primer y segundo orden de la mixtura de
gaussianas en cada instante de tiempo t se calculan de la siguiente manera
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E[yt] = ŷt|t−1 =
R∑
j=1

Pr(rt = j|z1t, . . . , zmt)× ŷt|t−1,j (4.90)

E[(yt − ŷt|t−1)2] =

R∑
j=1

Pr(rt = j|z1t, . . . , zmt)×
(
ŷ2t|t−1,j + σ̂2t|t−1,j

)
− ŷ2t|t−1

(4.91)

con ŷt|t−1,j y σ̂t|t−1,j calculados como en (4.72) y (4.73) (ver Schnatter (2006)).
En las siguientes secciones se ilustra todo este análisis utilizando los precios medios
diarios y los precios horarios del mercado de OMEL.

4.3. Aplicación a los precios medios diarios del mercado

Ibérico

A continuación se presentan los resultados de la aplicación del modelo de cambio
de régimen propuesto en este capítulo a los precios medios diarios del mercado ibérico
de OMEL. Este estudio nos permitirá analizar el comportamiento de los precios sin
considerar el efecto de las diferentes dinámicas intra-diarias que presentan. Más tarde,
en la siguiente sección y teniendo en cuenta los resultados obtenidos tras este análisis,
se aplicará el modelo a los precios horarios.

El punto de partida para este análisis es el ajuste de un modelo de función de
transferencia con ruido ARIMA-ARCH (FT-ARIMA-ARCH) identi�cado como se
explica en 3.3.2. Los datos usados son los correspondientes al período comprendido
entre el 1 de enero de 2007 y el 31 de agosto de 2010, lo que suponen 1339 muestras.
Las variables explicativas para este modelo son los valores medios diarios de las
previsiones de demanda y producción eólica proporcionadas por el operador del
sistema. En la �guras 4.1a y 4.1b se representan estas variables, así como el precio
medio para todo el período, respectivamente. Como puede verse, los precios presentan
un comportamiento claramente no estacionario, por lo que previamente al ajuste las
variables fueron diferenciadas tanto regular como estacionalmente (diferencias diarias
y semanales). El modelo FT-ARIMA-ARCH identi�cado responde a la siguiente
formulación

zt = w1x1t + w2x2t +
(1 + θ1L)(1 + Θ1L

7)

(1 + φ1L)
εt (4.92)

vt = −γ0 + (1− γ1L)(1− ΓL7)ε2t (4.93)

donde zt = (1−L)(1−L)7yt es el precio medio diario diferenciado tanto regular
como estacionalmente, x1t, x2t son la previsiones medias diarias de la demanda y
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producción eólica (también diferenciadas), w1, w2, θ,Θ, φ, γ0, γ1,Γ los parámetros del
modelo y vt un proceso de ruido blanco (ver 2.2.2.5).

El modelo en (4.92) - (4.93) puede ser formulado en la representación de espacio de
estados presentada en 4.2.2, y por tanto, su estructura nos sirve para especi�car la de
las matrices del modelo de cambio de régimen. Con el �n de identi�car las variables
relevantes que determinan el régimen del sistema y que constituirán por tanto las
entradas a la red neuronal, se usaron aquellas empleadas en Karakatsani and Bunn
(2008a) y que fueron explicadas en 2.2.1. La programación diaria resultante de la
casación del mercado para cada tecnología tienen un claro efecto sobre el precio, por
lo que se usaron también sus retardos de un día como proxy. Las disponibilidades de
los grupos fueron también consideradas para calcular el margen de reserva diario10.

El proceso de identi�cación del modelo de cambio de régimen fue descrito en
4.2.4.2. Para un máximo de 4 regímenes, se estimaron diferentes modelos variando el
número de variables de entrada a la red neuronal en función de la sensibilidad de la
probabilidad de cada régimen frente a cada una de ellas, hasta alcanzar un conjunto de
variables mínimo para un determinado número de regímenes. También se estimaron
diferentes modelos variando el número de neuronas. En la tabla 4.1 se muestra un
resumen con los resultados de los mejores modelos obtenidos (en términos de AIC)
para cada uno de los regímenes ensayados (referenciados como RS2, RS3 y RS4), así
como los resultados del modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH
en (4.92)-(4.93) (referenciado como FT-ARCH). Como puede apreciarse, el índice
AIC obtenido para cada uno de los modelos indica que a pesar del incremento en
el número de parámetros que supone la red neuronal, estos contribuyen de manera
signi�cativa a maximizar la verosimilitud de la muestra de datos. Como resulta lógico,
a medida que se incrementa el número de regímenes (y por tanto, de parámetros) se
obtiene un valor mayor para la verosimilitud logarítmica, puesto que es la función
que se maximiza en el ajuste. En términos de AIC el modelo con 3 regímenes parece
ser el más adecuado. Este hecho se revela más claro si atendemos a los resultados que
se presentan en las �guras 4.1 y 4.2. Por ejemplo en los grá�cos q-q plots, los cuales
contrastan las distribuciones empíricas de los residuos estandarizados (calculados
según 4.90 y 4.91) con la normal estándar asumida, muestran claramente que el
modelo con 3 regímenes es el que mejor representa la distribución de probabilidad de
los precios.

Para el modelo RS3, las variables explicativas más relevantes a la hora de
determinar los diferentes regímenes de comportamiento fueron: las previsiones de
demanda y producción eólica, el precio del día anterior, el margen de reserva y la
programación total en régimen especial del día anterior (ver �guras 4.1a y 4.1b).
Esta última variable, aunque bastante correlada con la previsión de producción

10El margen de reserva de�nido en Karakatsani and Bunn (2008a) es una medida del exceso de
capacidad de generación, y se calcula como la maxima disponibilidad agregada de todos los grupos
menos la previsión de demanda del sistema. Nótese sin embargo que para los grupos de tipo régimen

especial (como lo son los parques eólicos) no se dispone de este dato en OMEL. Por tanto, el margen
aquí calculado es la suma de las disponibilidades de los grupos con tecnología de tipo carbón, ciclo
combinado, nuclear, fuel-gas e hidráulica, menos la previsión de demanda del sistema.
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Figura 4.1: Residuos estandarizados de los modelos estimados (izquierda) y su
histograma (derecha).
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(e) q-q plot RS3
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(g) q-q plot RS4
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Figura 4.2: q-q plots de los modelos estimados (izquierda) y distribución de
probabilidad acumulada (derecha).
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Figura 4.3: Funciones de densidad estimadas por el modelo RS3. En cada grá�co
aparece la contribución de cada régimen (Régimen 1 en azul; Régimen 2 en verde;
Régimen 3 en rojo) a la función de densidad total resultante (en negro). La línea
punteada representa el valor observado del precio diferenciado.
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Figura 4.4: Distribución de probabilidad del régimen (arriba) y desviación estándar
condicional a cada uno de los regímenes (abajo) a lo largo del período (régimen 1 en
azul; 2 en verde; 3 en rojo)
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Modelo N. regímenes Ver. Log AIC N. parámetros
FT-ARCH 1 -1101.4159 2218.8319 8

RS2 2 -910.2399 2020.4799 100
RS3 3 -888.8564 2017.7128 120
RS4 4 -880.5284 2041.0568 140

Tabla 4.1: Resultados de la estimación de los modelos diarios para la serie de OMEL.

eólica, se reveló como signi�cativa probablemente debido al hecho de que proporciona
información de la producción de las tecnologías no recogidas en ninguna otra variable.
Respecto a las previsiones de demanda y producción eólica y el precio del día
anterior, resulta lógico que se revelen como signi�cativas, puesto que se trata de las
variables incluidas en los modelos expertos encargados de las predicciones del precio
condicionales a cada uno de los regímenes. El efecto del margen de reserva sobre el
precio es el observado también en otra publicaciones en donde se argumenta que el
precio aumenta de manera no lineal según el margen se va reduciendo y acercando a
cero (ver por ejemplo Mount et al. (2006)).

La extracción del conocimiento implícito de la red neuronal ajustada, es decir, de
la interacción entre las variables explicativas que determinan en qué circunstancias
se activa uno u otro régimen, resulta difícil de analizar. En las �guras 4.5, 4.6 y
4.7 se muestra un grá�co similar a un scatter plot. En la diagonal de este grá�co se
representan los valores estimados de la distribución de probabilidad del régimen para
cada una de las variables explicativas de entrada a la red neuronal y por cada uno de
los posibles regímenes. Es decir, cada grá�co en la diagonal representa la probabilidad
estimada que tiene una muestra del conjunto de entrenamiento de pertenecer a un
determinado régimen en función del valor de cada variable de entrada (probabilidad a
priori). Los grá�cos fuera de la diagonal son grá�cos x-y entre cada par de variables,
y en cada punto de la nube el valor de probabilidad estimada para cada régimen viene
representado por la intensidad del color, siendo rojo probabilidad 1 y azul oscuro 011.
A tenor de estas �guras puede decirse a grandes rasgos que el régimen 1 se activa en
situaciones en las cuales se ha reducido la previsión de demanda con respecto a la
semana anterior, y el margen de reserva es alto. El régimen 2 es el más habitual de
los regímenes, por lo que puede asociarse con el régimen de comportamiento normal,
y parece activarse más cuando existe una reducción en la previsión de producción
eólica y de régimen especial. El régimen 3 se activa en situaciones de incremento de
demanda, margen bajo e incrementos en las previsiones de producción eólica y de
régimen especial.

En los grá�cos de la �gura 4.3 se representa las función de densidad estimada por
el modelo RS3 en diferentes días del período de ajuste, así como la contribución de
cada régimen a dicha distribución. Como puede observarse, las funciones de densidad

11Nótese que algunas de las variables fueron diferenciadas semanalmente para evitar el posible
efecto de distorsión de la tendencia en la detección de los regímenes ocultos.
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resultantes de combinar las gaussianas de cada régimen con distintos pesos en cada
instante de tiempo dan lugar a diferentes formas de densidades con asimetría y colas
pesadas. Atendiendo a los grá�cos, se observa que el régimen 1 parece ser el causante
de las colas de la distribución estimada, por lo que se deduce que existe mayor
incertidumbre en la predicción del precio para valores de demanda bajos que en
otras circunstancias. Este hecho viene refutado también por el grá�co de la �gura
4.4, en donde puede apreciarse cómo la desviación estándar del régimen 1 es superior
a la de los otros dos regímenes en prácticamente todo el período de ajuste. En el
grá�co superior de esta misma �gura se observa también cómo el modelo capta un
comportamiento diferente del precio en los períodos correspondientes a festividades
(navidades, semana santa, puente de mayo, etc), puesto que se activan con mayor
frecuencia los regímenes menos habituales, es decir, el 1 y el 3.
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Figura 4.5: Probabilidad estimada para el primer régimen en función de las variables explicativas.
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Figura 4.6: Probabilidad estimada para el segundo régimen en función de las variables explicativas.
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Figura 4.7: Probabilidad estimada para el tercer regimen en función de las variables explicativas.
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4.4. Aplicación a los precios horarios del mercado Ibérico

En la sección anterior se ha mostrado cómo la distribución de probabilidad de los
precios medios diarios puede representarse usando el modelo de cambio de régimen
descrito en 4.2.4. El objetivo en esta sección es encontrar también un modelo que
represente �elmente la distribución de probabilidad de los precios horarios en OMEL.

El conjunto de datos para el análisis es el mismo que en el apartado anterior, es
decir, se dispone de los datos comprendidos entre el 1 de enero de 2007 y el 31 de
agosto de 2010, lo que en este caso suponen 32136 muestras. El punto de partida es el
modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH previamente estimado
e identi�cado en 3.4. Este modelo también puede ser formulado en la representación
de espacio de estados expuesta en 4.2.2, y por tanto, su estructura nos sirve como
punto de partida para especi�car las matrices de un modelo de cambio de régimen. Su
estimación e identi�cación presenta sin embargo algunas di�cultades a nivel práctico
que se pasan a exponer a continuación.

Las di�cultades provienen fundamentalmente del hecho de que para capturar
adecuadamente las diferentes dinámicas que presenta la serie de precios horarios en
un intervalo de tiempo amplio (por ejemplo, en la sección 3.4 los modelos se estimaron
tomando los datos correspondientes a un año completo, es decir, 8760 muestras) es
necesario un elevado número de regímenes, lo que conlleva por tanto un aumento
considerable en el número de parámetros. La consecuencia directa de esto es que,
a pesar de utilizarse el algoritmo EM, resulta muy complicado que a partir de una
inicialización arbitraria de parámetros se alcance un máximo aceptable debido a la
compleja forma de la función de verosimilitud. Esta situación se ve agravada por
el hecho de que la estimación del modelo resulta computacionalmente mucho más
costosa que para el caso de usar datos en frecuencia diaria. Puesto que la serie presenta
estacionalidad semanal (es decir, de período 168), los vectores de estado y las matrices
del modelo equivalente son de gran tamaño (por ejemplo, los vectores de estado del
modelo presentado en 3.4 para OMEL tienen 193 elementos). El efecto negativo que
esto supone a la hora de implementar el �ltro descrito en (4.72)-(4.80) puede ser
solventado teniendo en cuenta que dichas matrices presentan gran cantidad de ceros.
Sin embargo, el aumento más importante en el coste computacional no proviene del
tamaño de las matrices del modelo sino del incremento en el número de regímenes
necesarios, puesto que el número de operaciones a realizar para la evaluación del �ltro
en cada muestra se incrementa con el cuadrado de los mismos.

Una solución al problema podría ser separar la serie de precios horarios en 24
series diarias, una para cada hora, y modelar cada una de ellas por separado de
manera similar a los precios medios diarios. Esta manera de tratar las series de precios
horarios ha sido empleada antes por diversos autores (ver por ejemplo Cuaresma et al.,
2004; Zareipour et al., 2006b; Misiorek et al., 2006; García-Martos et al., 2007). En
la �gura 4.8 aparecen los grá�cos q-q plots de los residuos estandarizados de los
modelos de cambio de régimen estimados de manera separada para cada hora del
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Figura 4.8: Grá�cos qqplot de los residuos estandarizados de los modelos estimados
de manera separada para las horas 8:00, 10:00, 12:00, 16:00, 20:00 y 21:00.

día12. Observando dichas �guras cabrían sacar las mismas conclusiones que en el
caso de los modelos aplicados a los precios medios diarios. La forma de la función de
densidad asumida se ajusta bastante bien a la distribución de los residuos empíricos
obtenidos. En particular, el ajuste en las colas es mucho mejor que el proporcionado
por los modelos de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH.

Sin embargo, el inconveniente de este enfoque radica en el hecho de que no

12El conjunto de datos para la estimación de los modelos cuyos resultados se muestran en las �gura
4.8 fue separado en 24 series diferentes, una por cada hora del día (lo que da lugar a 24 conjuntos
de datos de 1339 muestras cada uno). Las variables explicativas seleccionadas como entradas a las
redes neuronales fueron aquellas que se revelaron como signi�cativas en el análisis de los precios
medios diarios: las previsiones de demanda y generación de energía eólica, el margen de reserva, el
programa casado para los grupos de régimen especial y el precio del día anterior, todas ellas para
cada hora especí�ca. Se eligieron 3 regímenes para los 24 modelos a estimar.
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Figura 4.9: Precio del mercado de OMEL (en ce/KWh) en los distintos períodos de
estimación.

considera la correlación de los precios entre horas diferentes. Para el caso de la serie
de precios objeto de este estudio, esta simpli�cación no es despreciable en términos
de predicción puntual o precisión del modelo, por lo que separar las series de precios
en 24 series diarias no resulta una solución aceptable.

La solución adoptada pasa entonces por considerar un único modelo para la serie
de precios horarios y utilizar conjuntos de entrenamiento de menor tamaño. Esto
permite un doble ahorro computacional: por un lado, un menor número de muestras
hace que la evaluación de la verosimilitud con el �ltro descrito en (4.72)-(4.80) sea más
rápida; por otro lado, al estimar utilizando un conjunto de datos de menor tamaño
se requiere de un menor número de regímenes para representar adecuadamente la
distribución de probabilidad del proceso de los precios. A la hora de utilizar un
modelo así estimado para predecir fuera de muestra, será necesario implantar algún
tipo de seguimiento de los errores de predicción para detectar posibles cambios en la
dinámica de la serie que requieran reajustar los parámetros del modelo.
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Modelo N. regímenes Ver. Log AIC N. parámetros MAE MAPE(%)

Período 1

FT-ARCH 1 -207.7615 437.523 11 0.325 6.451
RS2 2 -522.5913 1213.1826 84 0.303 5.964
RS3 3 -363.6834 929.3668 101 0.292 5.711
RS4 4 -231.7987 699.5975 118 0.287 5.576
RS5 5 -82.1044 434.2089 135 0.283 5.459

Período 2

FT-ARCH 1 -148.7879 325.5759 14 0.215 3.449
RS2 2 -27.6395 259.279 102 0.208 3.366
RS3 3 41.7194 162.5612 123 0.204 3.31

RS4 4 34.2455 219.5091 144 0.206 3.337
RS5 5 34.672 260.6561 165 0.206 3.314

Período 3

FT-ARCH 1 -273.8978 577.7957 15 0.17 4.422
RS2 2 -933.761 647.0227 110 0.169 4.413
RS3 3 -1126.3034 583.7187 135 0.171 4.294
RS4 4 -66.2417 452.4833 160 0.165 4.252
RS5 5 -70.0336 504.0672 182 0.164 4.196

Tabla 4.2: Resultados de la estimación de los modelos horarios.

A continuación se muestran los resultados de la aplicación del modelo de cambio
de régimen propuesto en este capítulo en tres períodos de tiempo diferentes: El
período 1 comprendido entre el 1 de Julio y el 31 de Agosto de 2006; el período 2 entre
el 1 de Octubre y el 30 de Noviembre de 2008; y el período 3 entre el 1 de Febrero
y el 31 de Marzo de 2011 (ver �gura 4.9). En la tabla 4.2 se resumen los resultados
obtenidos de la estimación de los modelos para cada período de ajuste diferente.
En ella aparecen también los resultados de aplicar sus contrapartidas lineales (que
presentan un único régimen) con el �n de poder compararlos entre sí. Para el período
1 no se dispone de ninguna otra variable más que el precio, por lo que las variables
de entrada a la red de probabilidad del régimen fueron la hora del día y retardos
del precio (en particular, el precio retardado en 1, 213, 24 y 168 muestras). Para
los períodos 2 y 3 se dispone del mismo conjunto de variables que para el caso de
los modelos diarios de la sección anterior pero en frecuencia horaria. Las variables
explicativas usadas para las redes de probabilidad del régimen fueron la previsión de
demanda y producción eólica, la hora del día y diferentes retardos del precio.

Atendiendo al criterio de información de Akaike (AIC), los mejores modelos son
el RS5 para el período 1, el RS3 para el período 2 y el RS4 para el período 3. En
los tres casos, el incremento de parámetros que suponen estos modelos frente a los
de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH (FT-ARCH) está justi�cado en

13En el caso de utilizar el modelo de cambio de régimen con el objetivo de predecir los 24 precios del
día siguiente, utilizar retardos más pequeños de 24 muestras como entradas a la red de probabilidad
del régimen supone una di�cultad añadida puesto que no se dispone de dicha información al realizar
las predicciones. Esta problemática se aborda en el siguiente capítulo.
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(a) FT-ARCH, Período 2
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(b) RS3, Período 2
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(c) FT-ARCH, Período 3
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(d) RS4, Período 3

Figura 4.10: Grá�cos q-q plot de los residuos estandarizados de los modelos lineales
FT-ARCH (izquierda) y sus contrapartidas de cambio de régimen (derecha).

términos de verosimilitud de la muestra. También el MAE y MAPE que arrojan estos
modelos supera al de sus contrapartidas lineales en los tres períodos considerados, en
menor medida para los períodos 2 y 3, pero llegando a ser una disminución drástica
para el período 1. La mejora de los modelos de cambio de régimen en los períodos 2 y
3 con respecto a los de tipo FT-ARCH queda evidenciada si atendemos a los grá�cos
q-q plot de los residuos estandarízados, los cuales se muestran en la �gura 4.10.

Como sucedió en la sección 3.4, una vez eliminada la dependencia en media de
la serie con el modelo de función de transferencia con ruido ARIMA, el cuadrado
del residuo presenta un claro patrón de autocorrelación que es necesario modelar
con términos de tipo ARCH. Sin embargo, dicho patrón de autocorrelación no
apareció en los residuos de los modelos de cambio de régimen en ninguno de los
tres períodos considerados, por lo que no fue necesario incluir ningún término para
modelar la varianza condicional a excepción de la constante para cada régimen14.
En la �gura 4.11 se muestran las funciones de autocorrelación simple (FAS) de los
residuos estandarizados de los modelos ensayados, así como también las FAS del
cuadrado de dichas series. En ella se aprecia cómo las series de precios horarios no
presentan ningún patrón de autocorrelación que justi�que la inclusión de términos
autorregresivos que modelen la varianza. Este hecho pone de mani�esto la limitación
de los modelos lineales para estimar la medida del proceso de precios horarios de
OMEL.

14Nótese que este hecho no ocurría en el caso de las series diarias.
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(a) FAS del residuo (RS5, Período 1)

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

(b) FAS del cuadrado del residuo (RS5, Período 1)
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(c) FAS del residuo (RS3, Período 2)
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(d) FAS del cuadrado del residuo (RS3, Período 2)
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(e) FAS del residuo (RS4, Período 3)
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(f) FAS del cuadrado del residuo (RS4, Período 3)

Figura 4.11: Grá�cos de la Función de Autocorrelación Simple (FAS) de los residuos
estandarizados (izquierda) y su cuadrado (derecha) para cada uno de los períodos
ensayados.
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Los modelos de cambio de régimen estimados pueden escribirse por tanto
mediante una única ecuación de estado y otra de salida, como en (4.94)-(4.95)

ξt+1 = Frt+1ξt +Brt+1xt +$t+1 (4.94)

yt = Hrtξt +Artxt (4.95)

donde rt ∈ {1, · · · , R} denota el régimen en el instante t, las matri-
ces Frt , Brt , Hrt , Art quedan de�nidas por los parámetros estimados y $t =
(αrtεt, 0, · · · , 0)′, siendo αrt el parámetro de desviación típica de las innovaciones
del régimen rt.

Recuérdese que la distribución de probabilidad de rt se modela mediante una red
neuronal como se describe en (4.68)-(4.70). Los grá�cos de la �gura 4.12 muestran
la evolución de la distribución de probabilidad estimada del régimen rt a lo largo
de tiempo en los tres períodos ensayados. Como puede apreciarse, en los tres casos
existe un régimen predominante que podría asociarse como el de comportamiento
normal, y dentro de un mismo día se activan el resto de regímenes en mayor o menor
medida según tomen valor el resto de variables explicativas. Para el caso del período
1, el régimen del sistema está determinado principalmente por la hora del día. Si
atendemos a la serie de precios en este período (ver �gura 4.9 y 4.13) se aprecia
cómo parece estar �jado o saturado en algunas horas del día. En la �gura 4.13 puede
apreciarse el error del modelo FT-ARCH para capturar dicha saturación con respecto
al modelo de cambio de régimen.
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(a) Distribución de probabilidad estimada del régimen (período 1, modelo RS5)
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(b) Distribución de probabilidad estimada del régimen (período 2, modelo RS3)
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(c) Distribución de probabilidad estimada del régimen (período 3, modelo RS4)

Figura 4.12: Distribuciones de probabilidad estimadas para los regímenes de los
modelos estimados durante parte del período de ajuste. La probabilidad de cada
uno de los posibles valores del régimen está representada con un color diferente.
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Figura 4.13: Valor del precio real (en azul) frente a la estimación del modelo FT-
ARCH (en rojo, círculos) y RS5 (en verde, cuadrado) en el período 1.

4.5. Conclusiones

El comportamiento no lineal de los precios eléctricos, evidenciado tanto en la
respuesta de los precios a variables explicativas como en las dinámicas autorregresivas
de las propias series, no puede ser descrito adecuadamente utilizando los modelos
lineales habitualmente utilizados como métodos de predicción. El modelo propuesto
en este capítulo hace frente a esta debilidad generalizando el de función de
transferencia con ruido ARIMA-ARCH al permitir que los parámetros del modelo
varíen con el tiempo según un conjunto reducido de regímenes no observados o
�cticios, los cuales a su vez están determinados por las variables explicativas que
determinan el comportamiento del mercado. Respecto al modelo SNP-ARIMA-
ARCH propuesto en el capítulo anterior, el aquí descrito proporciona una capacidad
de representación notablemente más �exible, puesto que la función de densidad
resultante es una mixtura de densidades gaussianas con diferentes pesos en
cada instante de tiempo. Como contraprestación, el número de parámetros se ve
incrementando considerablemente y el proceso de estimación resulta mucho más
complejo.

La capacidad del modelo de aplicar un juego diferente de parámetros en cada
instante de tiempo se consigue utilizando una representación en espacio de estados.
A partir de dicha representación y un juego de parámetros �jados, el �ltro descrito
en Kim (1994) permite estimar la salida del modelo condicional a la información
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conocida hasta ese momento en cada punto de la serie temporal. La distribución de
probabilidad de cada uno de los regímenes se determina a través de una red neuronal
que presenta como entradas las variables fundamentales que afectan al precio. Esto
permite aprender de manera automática las diferentes situaciones del mercado que
determinan distintas respuestas o dinámicas del precio. Los parámetros del modelo
pueden estimarse usando el algoritmo EM Dempster et al., 1977; Hamilton, 1990,
el cual permite maximizar de manera separada los parámetros que determinan la
distribución de probabilidad de los regímenes de aquellos que modelan la media y
varianza condicional del precio, siendo a la vez robusto frente a una inicialización
aleatoria de los mismos.

El modelo se ha aplicado a las series de precios horarios y precios medios
diarios de OMEL, poniéndose de mani�esto cómo el modelo de cambio de régimen
puede modelarlas más adecuadamente que un modelo lineal como el de función
de transferencia con ruido ARIMA-ARCH. Dicha mejora queda evidenciada sobre
todo en las colas de la distribución condicional de los precios tanto diarios como
horarios. Puesto que la distribución de probabilidad del régimen no observado está
modelada por una red neuronal, resulta complejo extraer el conocimiento implícito
que explique en qué circunstancias se activa uno u otro régimen. Para el modelo
de precios diarios, existe un régimen claramente diferenciado de los otros dos, que
se activa en situaciones de decrecimiento de previsión de demanda y que es el
responsable de las colas pesadas de la distribución. En el caso de las serie horarias, los
modelos de cambio de régimen estimados consiguieron capturar también diferentes
dinámicas intradiarias determinadas fundamentalmente por la hora del día y su nivel
de previsión de demanda.
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Capítulo 5

Aplicación a la predicción de los
precios spot del día siguiente en el
mercado ibérico

En este capítulo se evalúan las capacidades predictivas de los dos modelos
propuestos en esta tesis dentro del marco de trabajo habitual, en dónde la casación
de precios se resuelve diariamente para las 24 horas del día siguiente. En primer
lugar se pone en relieve la problemática de utilizar estos modelos para calcular
las distribuciones predictivas en un horizonte de hasta 24 horas, puesto que en su
formulación incorporan la información de la hora anterior. También se presentan las
medidas utilizadas para evaluar la precisión de las predicciones, tanto las utilizadas
para medir la precisión de las estimaciones puntuales como las menos habituales
que consideran las distribuciones predictivas completas y no solo su valor esperado.
Finalmente, se presentan los resultados de la aplicación de los dos modelos a la
predicción fuera de muestra de los precios horarios de OMEL, comparando su
rendimiento con los modelos de series temporales más habitualmente utilizados en la
literatura de precios.
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5.1. Introducción

Nuestra preocupación en este capítulo es validar las capacidades de predicción de
los modelos propuestos en esta tesis en el contexto habitual en el que se desenvuelven
los agentes del mercado eléctrico diario. Como se describe en el capítulo 1, la casación
de los 24 precios del día D+ 1 en el mercado diario de OMEL se resuelve en torno a
las 10 de la mañana del día D, por lo que antes de ese momento los agentes necesitan
disponer de las estimaciones de los mismos para poder optimizar sus estrategias de
compra o venta de energía. En este marco de trabajo, los modelos de predicción
son usados para que a partir de la serie histórica de precios hasta un determinado
día, se predigan en bloque los 24 precios horarios del día siguiente. El precio de la
primera hora del día se predecirá por tanto con un horizonte de predicción de 1, la
segunda a un horizonte de 2, y así sucesivamente hasta la última hora del día que se
predecirá con un horizonte de 24 horas. Una vez resuelta la casación del mercado, la
información de la serie de precios es actualizada y se procede de la misma manera
para el día siguiente.

La manera en la que se resuelve la casación de los precios eléctricos del mercado
del diario introduce la problemática del cálculo de las predicciones a un horizonte
de predicción multiperíodo. Esta problemática ha sido abordada en trabajos como
Baillie and Bollerslev, 1992; Cheng et al., 2006; Lütkepohl, 2010. En general, el cálculo
de las expresiones explícitas de los momentos de una distribución a un determinado
horizonte de predicción se complica en función de cuál sea la distribución de las
innovaciones del modelo. Una manera sencilla de abordar el problema está basada
en la generación aleatoria de las innovaciones del modelo y la simulación de sus
trayectorias hasta el horizonte de predicción deseado (ver Hyndman et al. (2008)).
Las innovaciones pueden ser generadas a partir de la función de densidad asumida, o
bien mediante réplicas bootstrap del residuo del conjunto de estimación (Efron and
Tibshirani (1993)). Las distribuciones predictivas de los dos modelos propuestos en
esta tesis se calculan por simulación, y el procedimiento se describe en la sección 5.2.

Para poder evaluar la capacidad predictiva de los modelos frente a un conjunto
de test se utilizan diferentes medidas de precisión. Las habitualmente utilizadas en
la literatura se centran en la capacidad de los modelos para realizar estimaciones
puntuales, es decir, están basadas en el valor esperado de la distribución predictiva
del modelo y el valor realizado de la serie temporal. Sin embargo, existe otro grupo
de medidas que consideran las distribuciones predictivas completas y, por tanto, son
propicias para evaluar la precisión de los intervalos de predicción proporcionados
por los modelos. Tanto unas como otras son presentadas en la sección 5.3, y serán
utilizadas para evaluar las predicciones de los modelos ensayados en este capítulo.

En la sección 5.4 se presentan los resultados de la aplicación de un conjunto
de modelos a la serie de precios horarios de OMEL. El período de validación es lo
su�cientemente amplio como para extraer conclusiones generales sobre el rendimiento
de los modelos. El objetivo de la comparación no es sólo validar las predicciones que
proporcionan los modelos propuestos en los capítulos 3 y 4, sino también contribuir
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a responder a algunas cuestiones como si incluir variables explicativas en los modelos
contribuye a predecir mejor el precio del mercado diario; si los términos ARCH
contribuyen a predecir mejor el valor realizado del precio; o si los modelos propuestos
son adecuados para predecir los intervalos de predicción. Entre los modelos ensayados
se encuentran los modelos univariables ARIMA y el de suavizado exponencial con
doble estacionalidad, los cuales son usados como benchmarks. El resto de modelos son
el de función de transferencia con la previsión de demanda y de producción eólica
como variables explicativas, el de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH,
la extensión semiparamétrica del mismo propuesta en el capítulo 3, y el modelo
de cambio de régimen propuesto en el capítulo 4. En la comparativa se incluyen
también los resultados de la generación de los intervalos de predicción o distribuciones
predictivas por medio del método de remuestreo o bootstrapping. Las conclusiones de
la comparativa son discutidas en la sección 5.5.

5.2. Predicción multiperíodo

En esta sección se describe la manera de calcular las distribuciones predictivas
de los modelos propuestos en esta tesis en un horizonte de predicción mayor de 1
(multi-step prediction). En primer lugar, en el apartado 5.2.1 se describe la manera
de calcular la media y varianza de las distribuciones predictivas de los modelos de tipo
ARMA-ARCH a un determinado horizonte de predicción. Las expresiones resultantes
pueden ser fácilmente generalizadas para el caso de que el modelo en cuestión presente
in�uencia de variables explicativas consideradas deterministas y no estocásticas, como
es el caso del modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH descrito en
el capítulo 3. Sin embargo, en general, el cálculo de los momentos de una distribución
predictiva se complica en función de cual sea la forma de las innovaciones que rigen el
proceso, o bien ni siquiera están disponible en la literatura (ver Baillie and Bollerslev
(1992)).

Este hecho hace que sea preferible abordar el problema de calcular las
distribuciones predictivas completas por simulación. Con este enfoque, es posible
obtener de forma sencilla dichas distribuciones sin más que generar aleatoriamente
las innovaciones del modelo según la densidad asumida y simular sus trayectorias
con origen de predicción en t hasta el horizonte t+ k deseado. Aunque el método es
computacionalmente intensivo, resulta perfectamente viable dada la potencia de los
ordenadores actuales, y puesto que se trata de procesos univariables para los cuales
se necesita un número abordable de simulaciones. El inconveniente de esta solución
es que no provee de las expresiones explícitas de las distribuciones obtenidas, hecho
que puede ser resuelto utilizando alguno de los métodos de aproximación de funciones
de densidad no paramétricos existentes, como el método basado en expansiones de
Hermite descrito en la sección 3.2 (Gallant and Nychka (1987)) o estimadores kernel
(Silverman (1986)).
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5.2.1. Predicción con el modelo ARMA-ARCH

Puesto que en el modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH
las variables explicativas son deterministas y no estocásticas, para simpli�car la
exposición sin pérdida de generalidad, a continuación se presentan las expresiones
para la media y varianza de las distribuciones predictivas condicionales de un modelo
ARMA-ARCH en un horizonte de predicción mayor 1 (ver Baillie and Bollerslev
(1992) para detalles).

La ecuación que de�ne el proceso para la media en un modelo ARMA o ARMA-
ARCH responde a

yt = c−
p∑
i=1

φiyt−i +

q∑
i=1

θiεt−i + εt (5.1)

por lo que tomando esperanzas condicionadas a la información contenida hasta
el instante t, la predicción de la media del proceso con origen de predicción en t y a
un horizonte de predicción k responde a

ŷt+k|t = E[yt+k|t] = c− φ1E[yt+k−1|t]− · · · − φhE[yt+k−p|t] +

θ1E[εt+k−1|t] + · · ·+ θqE[εt+k−q|t] (5.2)

En esta ecuación algunas esperanzas se aplican a variables observadas, por lo que
E[yt+k−i|t] = yt+k−i cuando t+ k − i ≤ t, con i = 1, . . . , p, y otras a no observadas,
dependiendo del horizonte de predicción k y el orden de la parte autorregresiva p. Con
relación a las innovaciones, la esperanza de las innovaciones futuras (no observadas)
condicionada a la historia de la serie es igual a su esperanza absoluta, es decir 0,
ya que el ruido del proceso es independiente de la variable de salida. Por tanto,
E[εt+k−i|t] = 0 cuando t + k − i > t, con i = 1, . . . , q. El resto de innovaciones son
conocidas, por lo que sus esperanzas coinciden con los valores observados, que se
calculan recursivamente mediante la siguiente ecuación

εt = yt + φ1yt−1 + · · ·+ φhyt−p − c− θ1εt−1 − · · · − θqεt−q (5.3)

y de esta modo se calculan recursivamente también las predicciones ŷt+1|t, . . . , ŷt+k|t
condicionales a la información disponible hasta el instante t, comenzando con el hor-
izonte 1 hasta el horizonte k deseado.

Si partimos de la representación del proceso (5.1) como un proceso de media
móvil de orden in�nito MA(∞) (Baillie and Bollerslev, 1992; Hamilton, 1994),

yt+k = c+ εt+k + ψ1εt+k−1 + · · ·+ ψk−1εt+1 + ψkεt + ψk+1εt−1 + · · · (5.4)
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se tiene que el error de predicción a horizonte k (k-step-ahead error prediction)
responde a

et,k = yt+k − E[yt+k|t] =

k∑
i=1

ψk−iεt+i (5.5)

y el error cuadrático medio (MSE) asociado a esta predicción es entonces

E[e2t,k|t] = V ar[yt+k|t] =

k∑
i=1

ψ2
k−iE[σ2t+i|t] (5.6)

Así, con errores homocedásticos, el MSE de dicha predicción responde a

V ar[yt+k|t] = σ2
k∑
i=1

ψ2
k−i (5.7)

donde σ2 es la varianza (constante) de los errores de predicción a un paso del
modelo. En presencia de heterocedasticidad condicional, es decir, cuando el modelo
incluye un término ARCH, la incertidumbre de los errores de predicción es variable
en el tiempo y toma entonces la siguiente forma

V ar[yt+k|t] = σ2
k∑
i=1

ψ2
k−i +

s∑
i=1

ψ2
k−i(E[σ2t+k|t]− σ2) (5.8)

donde al primer término coincidente con (5.7) se le añade un segundo término que
re�eja las diferencias entre la varianza media o varianza no condicional de las futuras
innovaciones y la predicción de la varianza de las mismas condicional a la información
hasta el instante t. Si el proceso es estacionario e invertible, los ψ2

i tenderán a cero y
E[σ2t+k|t] a σ2 según se incremente el valor de i.

En relación al cálculo de la predicción de la varianza de las innovaciones (es decir,
E[σ2t+k|t] en 5.6), si ésta viene descrita por un proceso ARCH, el procedimiento para
calcularla es similar al de la predicción de la media para un proceso ARMA. Así, el
modelo ARCH puede ser conveniente descrito de la siguiente manera

ε2t = α0 +

w∑
i=1

αiε
2
t−i + vt (5.9)

siendo vt = ε2t−σ̂2t|t−1 un proceso serialmente incorrelado de media 0, por lo que la
expresión en (5.9) se corresponde con la de un modelo AR(w) de la serie del cuadrado
de los errores de predicción a un paso. De manera análoga al caso del modelo ARMA,

151



la predicción de la varianza de las innovaciones del proceso a horizonte k viene dada
por la recurrencia

E[ε2t+k|t] = E[σ2t+k|t] = α0 + α1E[ε2t+k−1|t] + · · ·+ αwE[ε2t+k−w|t] (5.10)

donde E[ε2t+i|t] = ε2t+i cuando i ≤ 0. De esta manera, sustituyendo 5.10 en (5.6)
tenemos la expresión del error cuadrático medio asociado a las predicciones óptimas
en el modelo ARMA-ARCH general.

Resumiendo lo expuesto, los momentos de primer y segundo orden de la
distribuciones predictivas del modelo ARMA-ARCH pueden ser calculados utilizando
las expresiones 5.2, 5.6 y 5.10. A partir de dichas estimaciones y para el caso particular
de que se asuman errores homocedásticos (sin término ARCH) y gaussianos, las
distribuciones predictivas o intervalos de predicción pueden ser fácilmente obtenidos
puesto que también son gaussianos1. En presencia de un término ARCH, la forma de
las distribuciones de los errores de predicción en un horizonte mayor de 1 di�eren de
la asumida para los errores de predicción a un paso. Para el caso de las distribuciones
semiparamétricas (SNP), sus expresiones explícitas no están disponibles (ver Baillie
and Bollerslev, 1992; Chat�eld, 1993; Hyndman et al., 2008 para más detalles y
discusión).

5.2.2. Predicción con el modelo semiparamétrico de función de

transferencia con ruido ARIMA-ARCH

Otra manera de calcular la predicción de la media y de la varianza de las
innovaciones de un proceso descrito por el modelo FT-ARIMA-ARCH es utilizando
su representación equivalente en espacio de estados expuesta en 4.2.2. El modelo así
descrito responde a

ξ∗t+1 = Fξ∗t +Bxt +$t+1 (5.11)

yt = Hξ∗t +Axt (5.12)

ξ∗∗t+1 = Gξ∗∗t +D + νt+1 (5.13)

ε2t = Jξ∗∗t + α0 (5.14)

donde ξ∗t y ξ∗∗t son los vectores de estado, xt = (x1t, . . . , xnt)
′ es el vector

de variables explicativas, $t = (εt, 0, · · · , 0)′ y νt = (vt, 0, · · · , 0)′. Las matrices
F,B,H y A dependen de los parámetros que modelan la media condicional de yt y
se construyen de la manera descrita en la sección 4.2.1.1. De igual modo partiendo

1En caso de errores homocedásticos todas las variables de la ecuación 5.4 son normales
independientes entre sí.
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de (5.9) se construyen las matrices G,D y J , las cuales dependen de los parámetros
que modelan la varianza condicional de yt.

Según esta formulación, las predicciones a horizonte k, ŷt+k|t y σ̂2t+k|t, se calculan
del siguiente modo

ŷt+k|t = Hξ̂∗t+k|t +Axt+k (5.15)

ε̂2t+k|t = σ̂2t+k|t = Jξ̂∗∗t+k|t + α0 (5.16)

donde ξ̂∗t+k|t y ξ̂
∗∗
t+k|t son las predicciones de los vectores de estado con origen de

predicción en t y a horizonte k.

Puesto que yt+1, . . . , yt+k no son observadas, los vectores de estado no pueden
ser actualizados según las ecuaciones 5.11 y 5.13. Por de�nición E[$t+1|t] = · · · =
E[$t+k|t] = 0 y E[νt+1|t] = · · · = E[νt+k|t] = 0), por lo que, partiendo de las
estimaciones iniciales ξ∗t+1|t y ξ

∗∗
t+1|t, la predicción de los vectores de estado se realiza

recursivamente según:

ξ̂∗t+i+1|t = F ξ̂∗t+i|t +Bxt+i (5.17)

ξ̂∗∗t+i+1|t = Gξ̂∗∗t+i|t +D (5.18)

para i = 1, . . . , k.

Sin embargo, la manera más sencilla de obtener las distribuciones predictivas a
un horizonte mayor de 1 es simulando la densidad SNP asumida para las innovaciones
del proceso y seguir las trayectorias del modelo desde el origen de predicción t hasta
el instante t + k deseado. Así, para cada simulación s, s = 1, . . . , S, se generan las
observaciones {y(s)t+1, . . . , y

(s)
t+k} a partir de la información de la serie original hasta t.

Utilizando la representación en espacio de estados, el procedimiento resulta sencillo.
Para cada simulación s y con origen de predicción en t, los pasos a seguir se resumen
en los siguientes:

1. Se simula la innovación ε[s]t+1 según la distribución SNP asumida por medio de
la ecuación (3.2) o a través del método descrito en Gallant and Tauchen (1990).

2. Partiendo del vector de estado ξ
∗∗[s]
t , el valor del factor de escala para la

innovación σ̂[s]t+1|t se calcula como la raíz cuadrada de (5.19)

E[ε2
[s]

t+1|t] = σ̂2
[s]

t+1|t = J
(
Gξ̂
∗∗[s]
t +D

)
+ α0 (5.19)
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3. A partir de los dos pasos anteriores puede calcularse el término de error
ε
[s]
t+1 = σ̂

[s]
t+1|tε

[s]
t+1, y con ellos los vectores $[s]

t+1 y ν
[s]
t+1, puesto que $[s]

t+1 =

(ε
[s]
t+1, 0, . . . , 0)′ y ν[s]t+1 = (ε2

[s]

t+1 − σ̂2
[s]

t+1|t, 0, . . . , 0)′.

4. Una vez simulados $[s]
t+1 y ν[s]t+1, pueden calcularse los vectores de estado ξ∗[s]t+1

y ξ∗∗[s]t+1 a través de (5.11) y (5.13), para �nalmente calcular y[s]t+1 via (5.12).

5. El proceso se repite sustituyendo t por t+ 1, hasta llegar a simular el horizonte
t+ k deseado.

Con el su�ciente número de simulaciones puede estimarse entonces cualquier
intervalo de predicción tomando los quantiles pertinentes de la distribución de
las observaciones simuladas para un determinado horizonte de predicción Yt+k|t =

{y(1)t+k, . . . , y
(S)
t+k}. La densidad predicha puede ser estimada usando estimadores kernel

(ver Silverman (1986)) aplicados a Yt+k|t (ver Hyndman et al. (2008)).

5.2.3. Predicción con el modelo de espacio de estados con cambio

de régimen

La formulación general del modelo de espacio de estados con cambio de régimen
responde a (5.20)-(5.23)

ξ∗t+1 = Frt+1ξ
∗
t +Brt+1xt +$t+1 (5.20)

yt = Hrtξ
∗
t +Artxt (5.21)

ξ∗∗t+1 = Grt+1ξ
∗∗
t +Drt+1 + νt+1 (5.22)

ε2t = Jrtξ
∗∗
t + α0,rt (5.23)

dónde el régimen rt ∈ {1, · · · , R} no es una variable observable, y presenta
una determinada distribución de probabilidad condicionada a un vector de variables
explicativas Pr(rt = j|Zt), con j = 1, . . . , R (ver sección 4.2.4).

Del mismo modo que ocurre con la predicción a un paso, el cálculo exacto del
valor esperado de la distribución predictiva a un horizonte de predicción mayor de 1
no resulta un problema computacionalmente tratable y, por tanto, requiere de una
aproximación (por ejemplo, a horizonte 24 sería necesario considerar R24 posibles
trayectorias del vector de estado que describe el proceso de la media). Así, dado
el modelo en (5.20)-(5.23), la predicción de la media del proceso con origen de
predicción en t y a un horizonte de predicción k se calcula ponderando las predicciones
condicionales a cada uno de los regímenes, las cuales se calculan del siguiente modo

ŷt+k|t,j = Hj ξ̂
∗(j)
t+k|t +Ajxt+k (5.24)

154



con j = 1, . . . , R, donde j denota el régimen del sistema en t+k, es decir, cuando
rt+k = j. Por tanto, la predicción de la media del proceso no condicional al régimen
rt+k será

ŷt+k|t =
R∑
j=1

Pr(rt+k = j|Zt+k)× ŷt+k|t,j (5.25)

Para poder calcular (5.24) se necesita una estimación del vector de estado futuro
correspondiente a cada régimen ξ̂

∗(j)
t+k|t, el cual ha de ser aproximado. Para ello, de

manera recurrente desde i = 1 hasta i = k, se realiza una inferencia sobre los vectores
de estado en t+ i+ 1 basada en las predicciones del instante anterior t+ i, teniendo
en cuenta los posible valores de rt+i+1 y rt+i. De este modo, el algoritmo calcula en
cada paso una batería de R2 predicciones del vector de estado correspondiente a cada
posible pareja rt+i = j, rt+i+1 = h, del siguiente modo

ξ̂
∗(j,h)
t+i+1|t = Fhξ̂

∗(j)
t+i|t +Bhxt (5.26)

y puesto que yt+1, . . . , yt+k no son observadas, la aproximación se realiza usando
la estimación del término de probabilidad del régimen del siguiente modo

ξ̂
∗(h)
t+i+1|t =

R∑
j=1

Pr(rt+i = j|Zt+i)× ξ̂∗(j,h)t+i+1|t (5.27)

para todos los posibles valores del régimen, h = 1, . . . , R.

Del mismo modo que en la sección 5.2.2, el problema del cálculo de las
distribuciones predictivas del modelo se abordará igualmente por simulación. El
procedimiento es similar al utilizado para el modelo FT-ARIMA-ARCH, con la
diferencia que en este caso es necesario simular también la variable que determina el
régimen rt. Para cada simulación s (s = 1, . . . , S) y con origen de predicción en t, los
pasos a seguir se resumen en los siguientes:

1. En primer lugar se genera aleatoriamente el régimen no observado r[s]t+1 = j
según su distribución de probabilidad Pr(rt+1 = j|Zt+1), conj = 1, . . . , R.
Nótese que para el caso en el que algún retardo menor que k de la variable
de salida esté presente en el conjunto Zt+1 se tomará como valor de dicho
retardo la predicción del modelo para el retardo correspondiente.

2. Se simula la innovación ε[s]t+1, la cual se distribuye normal estándar, εt ∼ N(0, 1).

3. Partiendo del vector de estado ξ
∗∗[s]
t , el valor del factor de escala para la

innovación σ̂[s]t+1|t se calcula como la raíz cuadrada de (5.28)
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E[ε2
[s]

t+1|t] = σ̂2
[s]

t+1|t = Jj

(
Gj ξ̂

∗∗(s)
t +Dj

)
+ α0,j (5.28)

4. A partir de los dos pasos anteriores puede calcularse el término de error
ε
[s]
t+1 = σ̂

[s]
t+1|tε

[s]
t+1, y con ellos los vectores $[s]

t+1 y ν
[s]
t+1, puesto que $[s]

t+1 =

(ε
[s]
t+1, 0, . . . , 0)′ y ν[s]t+1 = (ε2

[s]

t+1 − σ̂2
[s]

t+1|t, 0, . . . , 0)′.

5. Una vez simulados $[s]
t+1 y ν[s]t+1, y puesto que r[s]t+1 = j, pueden calcularse los

vectores de estado ξ
∗[s]
t+1 y ξ

∗∗[s]
t+1 a través de (5.20) y (5.22), para �nalmente

calcular y[s]t+1 via (5.21).

6. El proceso se repite sustituyendo t por t+ 1, hasta llegar a simular el horizonte
t+ k deseado.

Con el su�ciente número de simulaciones se obtiene una aproximación a la
distribución predictiva a horizonte de k, Yt+k|t = {y(1)t+k, . . . , y

(S)
t+k}.

5.3. Medidas para evaluar la calidad de las predicciones

A continuación se presentan algunas de las medidas existentes para evaluar la
calidad de las predicciones y comparar el rendimiento de diferentes modelos frente
a un mismo conjunto de validación. En primer lugar se exponen brevemente las
medidas más utilizadas en la literatura de precios, que son las que se centran en
medir el rendimiento de un método de predicción en base a su capacidad de proveer
estimaciones puntuales próximas al valor realizado de la serie temporal (ver Hyndman
and Koehler (2006) para una revisión de estas medidas de error). Sin embargo, existe
otro tipo de medidas quizás menos conocidas que tienen como objetivo evaluar la
función de densidad predictiva completa, y no solo su valor esperado (Gneiting and
Raftery, 2007; Diks et al., 2011). Indudablemente, la predicción de la función de
densidad de una variable aleatoria resulta más interesante puesto que proporciona
la más completa medida posible de la incertidumbre asociada a una predicción
puntual, por lo que las medidas capaces de evaluar su precisión resultan también
más informativas.

5.3.1. Medidas de error para las predicciones puntuales

El MAPE (Error porcentual absoluto medio) es la medida más utilizada
tanto en la literatura de precios como en la industria. Sin embargo, no resulta
informativa cuando los precios son iguales o próximos a cero. El MAPE* presentado
a continuación es una versión del mismo que evita este efecto adverso. También
el MAE (Mean Absolute Error) y RMSE (Root Mean Square Error) son medidas
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frecuentemente utilizadas para medir el rendimiento de un modelo de predicción.
Estas medidas responden a

MAPE =
100

N

N∑
t=1

∣∣∣∣yt − ŷtyt

∣∣∣∣ (5.29)

MAPE∗ =
100

N

∑N
t=1 |yt − ŷt|∑N

t=1 |yt|
(5.30)

MAE =
1

N

N∑
t=1

|yt − ŷt| (5.31)

RMSE =

√√√√ 1

N

N∑
t=1

(yt − ŷt)2 (5.32)

siendo N el número de datos considerados y ŷt la predicción del precio a un
determinado horizonte de predicción (ver Hyndman and Koehler (2006) para más
detalles). Es común utilizar N = 168 para calcular el MAPE semanal (Weekly-

MAPE ) de un modelo de predicción de precios eléctricos (Misiorek et al. (2006)).

5.3.2. Medidas para evaluar las distribuciones predictivas

El creciente interés en la predicción de distribuciones probabilísticas ha llevado
al desarrollo de herramientas estadísticas para evaluar su precisión (ver Gneiting
and Raftery, 2007; Diks et al., 2011). Las técnicas que se han propuesto para este
propósito pueden clasi�carse en dos grupos. El primero de ellos se centra en evaluar
la calidad de una predicción probabilística individual con respecto al proceso de
generación de datos asumido. Los tests utilizados para tal �n están basados en la
función de distribución acumulada de la variable aleatoria asumida, conocida como
PIT (Probability Integral Transform). La aplicación de dicha transformación PIT

sobre la distribución predicha da como resultado la distribución uniforme en el caso
en que la distribución de las predicciones y la asumida coincidan (ver por ejemplo
Morales et al. (2010)). Esta técnica puede ser difícil de aplicar puesto que parte
del conocimiento de la función de distribución de las densidades asumidas, cuya
forma analítica a menudo resulta complicada de obtener, sobre todo en un contexto
de predicción multiperíodo (ver sección 5.2). Dado que se utiliza para cotejar una
distribución predicha con respecto a la distribución teórica asumida, no es aplicable
para la evaluación de los modelos utilizados en el caso práctico de este capítulo,
puesto que las distribuciones de probabilidad predictivas están basadas precisamente
en las densidades asumidas por los modelos.

El segundo grupo de tests empleados para evaluar la calidad de las densidades
predictivas utilizan una puntuación numérica (o Score) que permite comparar

157



predicciones obtenidas a través de distintos métodos. Dicha puntuación está basada
en la distancia relativa de la densidad predicha con la verdadera (aunque no
observada) densidad y el valor realizado de la serie temporal. La predicción con mejor
puntuación, y por tanto considerada ser mejor, depende de la medida usada para
cuanti�car la divergencia entre dos distribuciones, existiendo de este modo diferentes
medidas, como son el Quadratic Score (QS), Spherical Score (SS), Continuous Ranked
Probability Score (CRPS) y el Logarithmic Score (LS), las cuales responden a

QSt(f̂t, yt) = 2f̂t(yt)−
∫ −∞
−∞

f̂t(h)2dh (5.33)

SSt(f̂t, yt) =
f̂t(yt)(∫ −∞

−∞
f̂t(h)2dh

)1/2
(5.34)

CRPSt(F̂t, yt) =

∫ −∞
−∞

(F̂t(h)− 1{h ≥ yt})2dh (5.35)

LSt(F̂t, yt) = ln(f̂t(yt)) (5.36)

donde f̂t y F̂t se re�eren a las funciones de densidad y de distribución (acumulada)
predictivas para un instante de tiempo t a un determinado horizonte de predicción,
y donde la función 1{·} representa la función indicador que toma valor 1 cuando la
condición entre corchetes es verdad y 0 en otro caso.

En muchas aplicaciones resulta más interesante centrarse en ciertas regiones
de la densidad predicha. Por ejemplo, en la cola izquierda de la distribución para
aplicaciones enfocadas a la gestión de riesgos, etc. Para tal propósito, puede utilizarse
una generalización del CRPS que responde a

CRPSwt (F̂t, yt) =

∫ −∞
−∞

ς(h)(F̂t(h)− 1{h ≥ yt})2dh (5.37)

donde ς(h) es una función de peso no negativa de�nida en el intervalo unidad.
Por ejemplo, una elección natural de la función de peso para evaluar la cola izquierda
de una distribución es ς(h) = 1{h ≤ r}, donde r representa un determinado valor
umbral.

5.4. Análisis comparativo de modelos

Los precios del mercado diario de OMEL fueron los utilizados para testear
las capacidades predictivas de los dos modelos propuestos en la tesis. El objetivo
principal del test no es otro que el de investigar los bene�cios que supone de cara
a la predicción el asumir una función de densidad no paramétrica en el modelo de
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función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH como se describe en el capítulo 3,
o extender el modelo para incluir diferentes regímenes de comportamiento como se
explica en el capítulo 4. Así mismo, el test también permitirá comprobar la idoneidad
de otras características incluidas en los modelos, como la inclusión de las previsiones
de demanda y producción de energía eólica como variables explicativas y los términos
de tipo ARCH que modelan el ruido del modelo.

El test consiste principalmente en comparar las predicciones que arrojan los
modelos que incluyen densidades tipo SNP y diferentes regímenes de comportamiento
con su contrapartida gaussiana y de un único régimen. Además se incluyen en la
comparativa modelos más simples que los anteriores, con el �n de poder analizar el
impacto de las características añadidas a los modelos propuestos.

De entre los modelos ensayados, el modelo ARIMA (en lo que sigue denotado
como ARIMA) y el de suavizado exponencial con doble estacionalidad (SE, ver
sección 2.2.2.2) son los utilizados como benchmark o modelos de referencia. Su uso
nos permitirá cuanti�car la mejora obtenida al incluir variables explicativas o utilizar
modelos más complejos. Se incluyen también dos modelos de función de transferencia
con ruido ARIMA en el que uno presenta únicamente la previsión de demanda
como variable explicativa (DEM ) y el otro que presenta también la previsión de
producción eólica (EOL). Además se incluyen un modelo que presenta estas dos
variables explicativas y con una estructura de tipo ARIMA-ARCH para el ruido del
proceso (ARCH ), cuatro modelos con la misma estructura que el anterior pero con
densidades seminoparamétricas que presentan un grado del polinomio diferente (de
5 a 8, denotados como SNP5 al SNP8 ), y tres modelos de cambio de régimen (con
2, 3 y 4 regímenes, RS2, RS3 y RS4 ) ((ver secciones 3.3 y 4.2.4)). Con el ánimo de
validar la metodología del cálculo de los intervalos de predicción para los dos modelos
propuestos, se incluyó también en la comparativa los resultados de las distribuciones
predichas con el modelo ARCH computando los intervalos de predicción mediante
bootstraping (BOOT ) (Efron and Tibshirani (1993)).

Todos los modelos ensayados fueron estimados usando el mismo conjunto de
estimación, el período comprendido entre el 01 de Marzo y el 31 de Agosto de 2010. El
conjunto de validación es contiguo al anterior y comprende 1 año de datos, desde el 01
de Septiembre de 2010 hasta el 31 de agosto de 2011, por tanto, es lo su�cientemente
extenso como para extraer conclusiones generales del comportamiento de los modelos.
Las predicciones se calculan de la misma manera que tienen que hacerlo los agentes
del mercado, es decir, la primera hora del día se predice con un horizonte de predicción
de 1, la segunda con horizonte 2 y así sucesivamente hasta la última hora del día que
se predice con horizonte 24.

Las medidas utilizadas para evaluar la precisión de los modelos son las descritas
en la sección 5.3. El MAPE, MAE y RMSE fueron las utilizadas para evaluar
las predicciones puntuales, mientras que para evaluar las densidades predichas se
utilizó el CRPS, QS, SS y LS. Del mismo modo que en Panagiotelis and Smith
(2008), para el CRPS se toma el valor mediano puesto que es una medida que se ve
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Modelo MAE RMSE MAPE CRPS QS SS LS

ARIMA 0.4353 0.6644 9.3117 0.2102 0.2436 0.6700 -16.0507
SE 0.4360 0.6673 9.3254 � � �
DEM 0.4369 0.6666 9.3466 0.2163 0.2283 0.6675 -18.9306
EOL 0.3921 0.6075 8.3882 0.1855 0.3429 0.7216 -16.4187
ARCH 0.3872 0.6013 8.2822 0.1812 0.5188 0.7627 -6.9103
BOOT � � � 0.1867 0.3861 0.7296 -3.3258
SNP5 0.3836 0.6028 8.2055 0.1775 0.5309 0.7692 -3.3713
SNP6 0.3842 0.6044 8.2186 0.1787 0.4863 0.7569 -3.9607
SNP7 0.3890 0.6109 8.3216 0.1815 0.3418 0.7212 -5.1409
SNP8 0.3822 0.6046 8.1746 0.1774 0.4666 0.7560 -2.9207

RS2 0.3873 0.6105 8.2850 0.1795 0.3659 0.7332 -5.8328
RS3 0.3816 0.6003 8.1625 0.1755 0.4867 0.7614 -5.4669
RS4 0.3769 0.5961 8.0626 0.1755 0.5170 0.7724 -6.1575

Tabla 5.1: Resultados de la predicción del período de validación (01/Sept/2010-
31/Ago/2011) con todos los modelos ensayados. En negrita aparece el mejor resultado
para cada medida.

afectada por outliers, mientras que para el resto se toma su valor medio. Es necesario
mencionar que puesto que las densidades predichas son calculadas por simulación, no
se dispone de las expresiones analíticas de las funciones de densidad y distribución
que aparecen en 5.33-5.36. Los términos integrales en estas expresiones pueden
aproximarse mediante métodos de integración numérica, sin embargo la evaluación de
f̂h en yt requiere de una estimación de dicha función de densidad. Así, para aproximar
las densidades adecuadamente se usaron N = 2500 simulaciones en cada muestra,
y a partir de estas se uso el estimador kernel que responde a 5.38 (Parzen, 1962;
Rosenblatt, 1956)

f̂h(yt) =
1

Nh

N∑
s=1

K

(
yt − y(s)t

h

)
(5.38)

donde {y(s)t }Ns=1 son las simulaciones del modelo a un determinado horizonte de
predicción, K(·) es la densidad normal estándar y h = 1.06σ̂N−1/5.

El resumen de los resultados obtenidos se presenta en la tabla 5.1. Los resultados
relativos a la evaluación de las distribuciones predictivas para el modelo SE no
aparecen puesto que no se implementó ninguna rutina de simulación para dicho
modelo. Tampoco se muestran los resultados relativos a las predicciones puntuales
del modelo BOOT dado que son los mismos que los del modelo ARCH (presenta los
mismos parámetros).

Los resultados de la tabla 5.1 re�ejan que los modelos propuestos en la tesis, tanto
el modelo seminoparamétrico como el de cambio de régimen, mejoran en términos
globales las capacidades predictivas de su contrapartida gaussiana y de un único
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Modelo IC-50 IC-60 IC-70 IC-80 IC-90 IC-95 IC-99

ARIMA 74.28 68.21 62.29 55.05 45.92 39.46 29.41
DEM 74.74 69.20 62.80 55.45 46.97 39.63 29.58
EOL 72.37 66.59 60.01 52.76 42.41 35.50 25.74
ARCH 67.57 60.07 52.47 43.68 33.34 26.54 17.10
BOOT 72.80 67.01 59.36 49.32 35.72 25.90 10.92
SNP5 67.47 60.07 52.51 43.34 31.77 22.82 9.08
SNP6 69.83 62.88 54.79 45.50 32.74 22.53 7.10

SNP7 74.55 67.84 60.76 51.62 37.39 24.68 11.20
SNP8 70.31 63.38 55.42 46.28 32.77 22.61 8.42
RS2 79.00 73.77 67.88 60.79 40.56 32.51 19.13
RS3 74.47 68.13 60.82 52.83 35.27 27.03 15.41
RS4 69.47 62.90 55.22 46.43 34.29 26.93 15.87

Tabla 5.2: Porcentaje de muestras que quedan fuera de los intervalos de predicción
predichos por cada uno de los modelos a los intervalos de con�anza del 50%,
60%, 70%, 80%, 90%, 95% y 99% en el período de validación (01/Sept/2010-
31/Ago/2011, 8760 muestras). En negrita el resultado más cercano al intervalo
considerado.

régimen, así como las de los modelos generalmente usados en la literatura. Los
modelos de cambio de régimen parecen ser los más precisos en cuanto a predicciones
puntuales se re�ere. Si atendemos a este criterio, es claro que el modelo RS4 es el que
muestra mejor rendimiento, puesto que es el mejor modelo para todas las medidas
consideradas, seguido del modelo RS3. Nótese que no fue utilizado un mayor número
de regímenes en el ensayo puesto que supondría un excesivo número de parámetros.
En cuanto a la predicción de las distribuciones predictivas, los modelos de los dos tipos
propuestos mejoran en general las predicciones del resto de modelos. Sin embargo,
no está claro cual de los dos tipos proporciona mejores estimaciones, puesto que
los índices de puntuación que evalúan las distribuciones predichas son muy parejos
para ambos. Además, el modelo cuyas distribuciones predictivas se han calculado
mediante bootstrapping muestra un comportamiento comparable a los de tipo SNP
si atendemos a la medida de verosimilitud logarítmica, por lo que conviene analizarlos
en mayor detalle.

Una manera de evaluar cómo de aproximadas son las estimaciones de los intervalos
de predicción de un modelo es contabilizar cuantos puntos de una muestra de datos lo
su�cientemente amplia quedaron fuera de un intervalo de predicción a un determinado
nivel de con�anza. Así, en la tabla 5.2 se muestran los resultados de dicho test sobre
las 8760 muestras horarias que supone el conjunto de validación, para los niveles de
con�anza del 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 95% y 99%.

A tenor de los resultados de la tabla 5.2, los modelos ensayados parecen
subestimar la incertidumbre asociada a las predicciones del modelo, puesto que
para todos los intervalos de con�anza considerados el número de puntos de puntos
fuera de dicho intervalo excede del que teóricamente debería. Las distribuciones
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reales presentan por tanto colas más pesadas que las que los modelos propuestos
estiman. Este resultado, aunque algo desalentador, está en línea con otros trabajos
anteriormente presentados, como es el caso de Misiorek et al. (2006). El hecho de
que los intervalos predichos no sean lo su�cientemente amplios está relacionado con
el efecto aditivo que tiene la incertidumbre de los parámetros de los modelos en
la predicción, la cual no se ha contabilizado. A este respecto, existe todavía poca
literatura donde se aborde dicha problemática, y cuanti�car su impacto queda fuera
del alcance de la tesis.

Sin embargo, en términos comparativos, los modelos de tipo SNP parecen predecir
signi�cativamente mejor que ningún otro modelo las distribuciones predictivas de los
precios. Si atendemos a los intervalos más interesantes de cara al análisis de riesgos,
es decir, el intervalo del 90% y superiores, los resultados de los modelos de cambio
de régimen superan también al resto de modelos de la comparativa, a excepción del
que utiliza el método de bootstrapping.

A continuación se presenta el análisis detallado de los resultados en cuanto a
predicciones puntuales se re�ere, para seguidamente analizar los resultados relativos
a las predicciones de la función de densidad o intervalos de predicción.

5.4.1. Predicción puntual

Algunas conclusiones importantes pueden extraerse al analizar el MAE de los
modelos ensayados para cada una de las horas del día (ver tabla 5.3). En primer
lugar, el rendimiento de los dos modelos univariables, el ARIMA y el SE, muestran
un rendimiento similar. Ambos modelos presentan un rendimiento muy bueno en las
primeras horas del día (hora 1 y 2) que se va deteriorando con respecto al resto
de modelos a medida que el horizonte de predicción aumenta (ver �gura 5.1). Esto
demuestra que cuanto mayor es el horizonte de predicción más relevante son las
variables explicativas. Además, el rendimiento del modelo ARIMA presenta mejor
comportamiento a medida que el horizonte aumenta mientras que se ve superado por
el SE a horizontes pequeños, lo que valida la utilización de ambos modelos como
benchmark de la comparativa, puesto que minimiza el riesgo de estar utilizando un
modelo de referencia inadecuado.

La �gura 5.1 muestra también el rendimiento del modelo de función de
transferencia con ruido ARIMA que incluye la previsión de demanda como variable
explicativa (DEM), el que incluye también la previsión de generación eólica (EOL)
y el modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH que también
incluye ambas variables (ARCH). Observando el rendimiento del modelo DEM
podría desprenderse que la demanda eléctrica por si sola no mejora la capacidad
predictiva de los modelos ensayados. Sin embargo, el efecto de esta variable se aprecia
considerablemente en períodos de festividades, motivo por el que es incluida como
variable explicativa en los modelos. En la �gura 5.2 se presentan dos situaciones en
las que la aportación de la previsión de demanda a la predicción del precio resulta
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Hora ARIMA SE DEM EOL ARCH SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
1 0.31 0.32 0.34 0.33 0.32 0.32 0.32 0.33 0.32 0.33 0.32 0.32
2 0.42 0.40 0.43 0.43 0.42 0.42 0.42 0.43 0.42 0.42 0.41 0.41
3 0.58 0.54 0.59 0.56 0.55 0.55 0.55 0.57 0.56 0.53 0.56 0.54
4 0.63 0.59 0.63 0.59 0.59 0.58 0.59 0.61 0.59 0.57 0.59 0.58
5 0.66 0.63 0.67 0.62 0.61 0.60 0.60 0.63 0.61 0.60 0.61 0.59

6 0.63 0.60 0.63 0.58 0.57 0.57 0.57 0.59 0.58 0.56 0.57 0.55

7 0.53 0.50 0.53 0.48 0.48 0.47 0.47 0.48 0.47 0.48 0.47 0.47

8 0.44 0.42 0.43 0.39 0.38 0.38 0.38 0.38 0.38 0.40 0.39 0.38

9 0.48 0.46 0.46 0.43 0.42 0.42 0.42 0.42 0.42 0.43 0.40 0.41
10 0.41 0.38 0.39 0.37 0.35 0.35 0.35 0.35 0.35 0.37 0.35 0.34

11 0.35 0.33 0.36 0.33 0.31 0.31 0.31 0.31 0.31 0.33 0.31 0.30

12 0.35 0.34 0.34 0.29 0.28 0.29 0.29 0.28 0.28 0.29 0.28 0.27

13 0.35 0.34 0.35 0.30 0.29 0.29 0.29 0.29 0.28 0.30 0.28 0.28

14 0.36 0.36 0.36 0.30 0.29 0.29 0.29 0.29 0.30 0.29 0.28 0.28
15 0.39 0.40 0.38 0.31 0.29 0.30 0.30 0.30 0.31 0.29 0.28 0.29
16 0.43 0.45 0.43 0.35 0.33 0.34 0.34 0.33 0.34 0.32 0.32 0.32
17 0.46 0.49 0.46 0.37 0.35 0.37 0.37 0.36 0.37 0.35 0.34 0.35
18 0.43 0.45 0.42 0.35 0.33 0.34 0.34 0.34 0.34 0.34 0.33 0.33

19 0.41 0.43 0.40 0.34 0.34 0.33 0.33 0.33 0.32 0.34 0.32 0.33
20 0.42 0.45 0.43 0.37 0.39 0.37 0.37 0.38 0.36 0.39 0.38 0.38
21 0.35 0.39 0.36 0.33 0.35 0.32 0.33 0.33 0.31 0.34 0.34 0.33
22 0.42 0.46 0.44 0.41 0.43 0.39 0.40 0.41 0.38 0.42 0.42 0.41
23 0.32 0.36 0.33 0.31 0.32 0.30 0.30 0.31 0.28 0.31 0.31 0.30
24 0.31 0.36 0.33 0.29 0.30 0.29 0.29 0.29 0.27 0.30 0.30 0.29

Total 0.44 0.44 0.44 0.39 0.39 0.38 0.38 0.39 0.38 0.39 0.38 0.38

Tabla 5.3: Error Abosoluto medio (MAE) en ce/KWh de cada modelo para cada
una de las horas del día.

signi�cativa.

Sin embargo, el impacto de la previsión de generación eólica se hace patente en
todas las tablas y grá�cas. En la �gura 5.2 se aprecia cómo el rendimiento de los
modelos que la incluyen es claramente mejor, efecto que es más notorio a medida
que aumenta el horizonte de predicción. La inclusión de esta variable es sin duda la
aportación más signi�cativa en lo que al rendimiento de los modelos se re�ere.

En relación a la aportación de los términos ARCH con respecto a la predicción
de los modelos, dicha aportación resulta claramente positiva si atendemos a las
distribuciones de probabilidad obtenidas (como veremos en la siguiente sección),
sin embargo existe algo de controversia en la literatura sobre el impacto que tiene
sobre las predicciones puntuales. De este ensayo se desprende que las predicciones
puntuales son, en general, algo mejores que las arrojadas por los modelos con errores
homocedásticos, viéndose superadas por estos tan sólo en las últimas horas del día.

Una vez analizado el impacto en la predicción de las principales características
añadidas a la estructura de los modelos, pasamos a examinar en más detalle el
rendimiento de los modelos propuestos en la tesis. En la �gura 5.3 se muestran las
diferencias del MAE de los modelos propuestos con respecto al modelo EOL2. para
cada una de las horas del día. Así mismo, en la �gura 5.4 se muestran también las
diferencias del MAPE para cada semana del conjunto de validación. De las �guras se
desprende que existe una mejora signi�cativa de los errores puntuales de predicción
si se utilizan modelos de cambio de régimen con respecto al modelo de referencia

2Se toma el modelo EOL como modelo de referencia para compararlo con los modelos propuesto
en la tesis puesto que es un modelo frecuentemente utilizado en la literatura de precios (ver Nogales
and Conejo, 2006; Conejo et al., 2005; Nogales et al., 2002; Zareipour et al., 2006b; Misiorek et al.,
2006).
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Figura 5.1: MAE (en ce/KWh) de los modelos ARIMA, SE, EOL y ARCH para
cada una de las horas del día.

EOL. Los modelos RS3 y el RS4 mejoran en general las predicciones del modelo de
referencia, tanto si consideramos los errores horarios como los semanales. Estos dos
modelos resultan ser los mejores durante gran parte de las horas del día, y mejoran
o igualan el rendimiento del modelo EOL en casi todas las semanas del período de
validación. Sin embargo, de la grá�ca 5.3a se desprende también que no mejoran el
modelo de referencia en las cuatro últimas horas, lo que hace menos signi�cativo su
aportación global. El motivo puede encontrarse en el error a la hora de predecir el
régimen a un horizonte de predicción mayor, puesto que las variables utilizadas para
predecirlo, como las previsiones de demanda y producción de energía eólica, se ven
afectadas también por dicho horizonte. Por último, cabe mencionar también que los
resultados para el modelo RS2 ponen de mani�esto que un número insu�ciente de
regímenes puede tener un efecto negativo en el rendimiento del modelo.

Con respecto a los modelo de tipo SNP, la mejora obtenida en lo que a predicciones
puntuales se re�ere no es tan evidente. Si analizamos los errores semanales, no parece
haber claras diferencias con respecto al modelo EOL. Sin embargo, sí se observan si
atendemos a los errores desglosados por horas. Los modelos SNP5, SNP6 y SNP8
exhiben mejor rendimiento para todas las horas del día. Además, Para las últimas
horas del día el modelo SNP8 es el que presenta mejor rendimiento de todos los
modelos considerados. El modelo SNP7 no muestra un rendimiento como el del resto
de los modelos SNP, lo que puede ser debido a una incorrecta estimación de los
parámetros, puesto que la rutina de optimización utilizada para el ajuste no asegura
la obtención de un máximo de la función de verosimilitud.
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Figura 5.2: Predicción de los modelos ARIMA, SE y DEM en dos períodos diferentes
que incluyen festividades (Izquierda: 12 Octubre 2010, miércoles. Derecha: 6 y 8
diciembre 2010, martes y jueves).
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Figura 5.3: Diferencias del MAE correspondiente a los modelos propuestos con
respecto al modelo EOL, para cada una de las horas del día. Diferencias positivas
implican que el rendimiento del modelo en cuestión supera el rendimiento del EOL.
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Figura 5.4: Diferencias del MAPE correspondiente a los modelos propuestos con
respecto al modelo EOL, para cada una de las semanas del período de validación.
Diferencias positivas implican que el rendimiento del modelo en cuestión supera el
rendimiento del EOL.
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Semana ARIMA SE DEM EOL ARCH SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
2010/36 10.87 4.60 6.33 5.49 5.86 5.42 5.34 6.11 5.78 5.18 5.56 5.41
2010/37 9.14 7.23 8.82 7.24 7.48 7.34 7.36 7.78 7.47 7.16 7.44 7.40
2010/38 10.33 8.82 8.91 7.68 7.67 7.81 7.85 7.89 7.94 7.35 7.89 7.60
2010/39 7.38 5.88 6.40 5.61 5.46 5.69 5.69 5.44 5.87 5.04 5.93 5.68
2010/40 9.05 8.80 8.40 6.83 6.79 6.92 6.88 6.62 6.94 7.65 7.34 6.81
2010/41 7.22 7.07 7.14 6.26 6.14 6.35 6.39 6.07 6.50 6.33 6.50 6.30
2010/42 10.04 9.99 8.56 7.38 7.86 7.59 7.65 7.46 8.11 7.49 7.89 7.85
2010/43 5.33 5.81 5.39 4.68 5.00 4.48 4.51 4.90 4.46 6.07 4.88 4.66
2010/44 19.95 19.32 19.84 17.66 18.09 17.90 17.92 17.54 18.64 15.77 16.88 18.31
2010/45 20.95 23.15 21.22 18.45 16.91 18.91 18.74 17.34 17.10 17.54 17.80 17.05
2010/46 13.74 17.26 14.10 13.52 13.06 13.25 13.16 13.15 12.86 13.56 12.87 12.86
2010/47 13.99 14.88 13.95 12.50 12.35 12.65 12.78 12.67 12.69 11.97 12.11 12.64
2010/48 12.28 10.06 10.14 8.05 7.49 7.85 7.75 7.86 8.07 8.29 8.70 7.40

2010/49 10.06 7.81 7.72 7.82 7.28 7.56 7.55 8.11 8.52 7.81 7.77 7.47
2010/50 17.33 17.72 15.04 12.36 12.37 13.04 13.21 13.79 13.25 12.61 12.34 12.74
2010/51 11.91 13.26 11.08 10.36 9.59 9.55 9.60 8.95 9.68 8.42 8.86 8.76
2010/52 31.83 32.40 28.50 24.98 24.77 25.82 25.87 25.97 27.17 24.00 25.59 25.22
2010/53 14.70 13.37 15.61 13.20 11.64 12.91 12.72 12.08 12.04 11.77 12.38 11.21

2011/01 12.70 10.85 11.52 10.77 9.51 9.16 9.29 9.02 9.74 7.57 8.14 7.95
2011/02 35.01 34.91 34.65 29.54 27.81 29.99 30.02 28.14 30.62 25.30 26.82 28.39
2011/03 19.74 17.99 18.71 16.44 15.11 16.52 16.50 15.95 15.76 16.83 17.55 15.46
2011/04 16.23 15.64 14.98 12.47 13.54 12.34 12.45 13.55 12.94 12.46 13.14 12.38
2011/05 11.87 10.57 11.40 9.78 10.56 9.23 9.10 9.94 9.66 8.74 9.14 9.30
2011/06 6.66 5.42 6.00 5.58 7.00 5.06 5.07 6.40 5.41 5.43 5.55 5.72
2011/07 5.45 6.26 6.20 7.19 8.57 6.82 6.82 7.87 6.40 7.51 7.11 7.75
2011/08 9.19 9.29 9.46 8.80 8.77 8.66 8.59 8.66 8.66 8.90 9.26 8.58

2011/09 7.87 8.15 8.26 10.02 9.78 9.75 9.66 9.06 9.02 9.80 9.61 9.67
2011/10 6.27 6.24 6.04 5.80 5.90 5.47 5.49 5.86 5.47 5.05 5.02 5.53
2011/11 5.02 5.38 15.29 15.25 14.45 13.25 13.44 15.27 11.95 13.41 13.27 13.55
2011/12 8.07 9.74 13.09 12.94 12.29 11.80 11.82 11.97 11.39 11.98 11.34 11.60
2011/13 12.00 13.42 11.55 8.92 8.60 9.01 9.05 8.55 9.01 10.74 10.37 8.56
2011/14 8.51 10.60 9.17 7.24 7.29 7.50 7.56 7.57 7.09 7.27 7.21 7.27
2011/15 6.55 6.48 5.91 5.25 5.42 5.30 5.32 5.47 5.38 7.13 6.56 5.49
2011/16 11.88 12.63 12.43 10.45 10.26 10.50 10.52 10.56 10.45 10.61 9.58 10.21
2011/17 9.21 9.72 10.72 10.49 10.17 9.79 9.86 10.37 9.51 10.21 9.59 9.74
2011/18 6.80 6.86 5.37 5.48 5.51 5.30 5.35 5.37 5.17 6.80 5.62 5.35
2011/19 6.51 6.38 8.33 7.97 7.98 7.26 7.34 7.74 6.96 8.34 7.30 7.48
2011/20 9.05 9.59 9.10 8.34 8.42 8.31 8.33 8.61 8.08 9.94 8.38 8.19
2011/21 7.98 7.91 8.13 6.22 6.19 6.29 6.31 6.29 6.03 6.71 5.38 6.00
2011/22 5.29 5.97 5.95 5.40 5.13 5.12 5.19 5.16 4.92 5.39 4.87 4.81

2011/23 7.03 9.15 8.00 6.90 6.95 6.66 6.65 6.72 6.27 7.21 6.86 6.65
2011/24 4.67 5.36 5.16 4.76 4.60 4.55 4.55 4.57 4.42 5.29 4.41 4.46
2011/25 5.42 6.30 6.06 5.84 5.49 5.41 5.41 5.32 5.33 5.20 4.93 5.14
2011/26 4.72 5.45 5.12 5.25 5.02 4.91 4.86 4.77 4.86 4.99 4.58 4.76
2011/27 5.56 5.59 5.55 5.28 5.05 5.00 4.95 4.90 5.36 4.81 4.81 4.80

2011/28 3.10 3.22 3.15 2.90 2.85 2.82 2.87 2.84 2.65 3.15 3.09 2.78
2011/29 5.01 5.15 4.80 3.79 3.92 3.83 3.85 4.11 3.76 4.20 4.03 3.90
2011/30 4.57 5.67 4.74 5.35 5.55 5.22 5.23 5.24 4.89 5.86 5.53 5.37
2011/31 3.99 4.06 4.49 3.85 3.77 3.70 3.71 3.83 3.65 4.34 3.94 3.71
2011/32 4.83 5.08 4.83 3.69 3.41 3.43 3.42 3.37 3.61 3.40 3.18 3.28
2011/33 6.11 5.89 5.76 4.88 5.09 4.99 5.05 5.27 5.07 5.27 5.17 5.05
2011/34 3.46 3.19 5.15 5.17 4.95 4.54 4.55 4.73 4.52 4.49 4.44 4.63
2011/35 5.03 4.62 4.42 3.36 3.18 3.14 3.18 3.46 3.50 3.43 3.07 3.00

2011/36 4.06 3.40 2.93 2.89 2.73 2.70 2.73 2.76 2.52 2.54 2.52 2.64
Total 9.31 9.33 9.35 8.39 8.28 8.21 8.22 8.32 8.17 8.28 8.16 8.06

Tabla 5.4: Error Porcentual Absoluto medio semanal (MAPE semanal) de cada uno de los modelos ensayados.
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5.4.2. Predicción de la función de densidad

Para evaluar el rendimiento de los modelos ensayados en lo que a predicciones
probabilísticas se re�ere, se utilizaron las medidas descritas previamente en la sección
5.3.2, que son: el Logarithmic Score (LS), Quadratic Score (QS), Spherical Score (SS)
y el Continuous Ranked Probability Score (CRPS). Del mismo modo que para el
análisis de las predicciones puntuales, los resultados fueron desglosados por hora del
día y semana del período de validación, y se presentan en las tablas 5.8, 5.5, 5.6, 5.7,
5.12, 5.9, 5.10, 5.11. Algunos de los resultados de estas tablas se irán presentando de
manera más clara y visual según se vayan discutiendo.

En la �gura 5.5 se presentan los resultados de las medidas para los cuatro modelos
utilizados como referencia (ARIMA, DEM, EOL y ARCH) para medir el rendimiento
de los propuestos en la tesis, para cada una de las horas del día. También se incluye
el modelo que comparte la estructura y los parámetros del modelo ARCH y cuyas
distribuciones de probabilidad fueron simuladas mediante bootstrapping (BOOT).
Así mismo, se presentan en la �gura 5.6 los resultados de todas las medidas para
los modelos EOL, ARCH y BOOT para cada una de las semanas del período de
validación.

Con respecto a la inclusión de las variables de previsión de demanda y generación
eólica, los resultados en términos comparativos son análogos a los obtenidos al validar
las predicciones puntuales, lo que justi�ca de�nitivamente su inclusión. Sin embargo,
el efecto de la inclusión de los términos ARCH en el modelo EOL es mucho más
notorio al evaluar las distribuciones predictivas. Como puede observarse, la mejora
es importante para todas las horas del día y en todas las medidas consideradas.
Dicha mejora queda patente incluso en mayor medida durante las semanas de mayor
volatilidad (aproximadamente de Noviembre de 2010 a Enero de 2011).

Tras un análisis preliminar, los resultados de los modelos ARCH y BOOT en
términos comparativos pueden ser algo confusos. Para la medida LS el rendimiento
del modelo BOOT supera al del modelo ARCH. Sin embargo, para las otras dos
medidas QS y SS ocurre exactamente lo contrario. Si se analizan las expresiones de
las medidas descritas 5.33-5.36, se observa que mientras que el LS tan solo tiene en
cuenta el valor de verosimilitud asignado al valor realizado de la serie temporal, el QS
y el SS presentan un término que penaliza la dispersión de la función de densidad. Los
resultados que se observan en las grá�cas signi�can que ateniéndose únicamente al
valor de verosimilitud asignado al valor realizado de la serie de precios, es preferible
el modelo BOOT, y que las densidades predichas por éste son más dispersas que
las del modelo ARCH, o lo que es lo mismo, están menos concentradas. Este hecho
está en consonancia con lo esperado, puesto que, como se mostró en el capítulo 3,
el residuo estandarizado obtenido tras el ajuste de un modelo ARCH presenta colas
más pesadas que las asumidas.

Es preciso mencionar que ninguna de estas tres medidas, LS, QS y SS, son
sensibles a la distancia, es decir, no penalizan por asignar alta probabilidad a valores
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Hora ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
1 -7.29 -14.90 -16.90 -4.68 -1.82 -3.25 -3.65 -3.24 -1.91 -5.09 -3.59 -3.64
2 -15.82 -20.69 -19.39 -5.33 -3.67 -3.14 -3.90 -5.33 -3.82 -6.96 -4.63 -4.76
3 -23.67 -29.97 -28.36 -9.65 -5.64 -5.64 -7.23 -7.38 -4.42 -7.21 -6.27 -8.03
4 -34.34 -38.95 -35.12 -12.23 -4.05 -4.87 -5.81 -7.74 -3.65 -5.87 -6.79 -8.79
5 -36.51 -46.09 -40.38 -15.36 -6.67 -6.42 -8.53 -9.26 -4.96 -7.28 -7.50 -9.27
6 -37.29 -43.91 -34.31 -14.41 -5.62 -7.14 -8.62 -11.08 -6.34 -8.09 -8.69 -13.94
7 -21.84 -28.82 -25.66 -8.99 -6.61 -5.69 -4.80 -8.81 -3.38 -5.05 -5.03 -9.99
8 -14.99 -16.75 -17.01 -8.08 -3.24 -2.95 -3.80 -4.49 -2.39 -3.82 -3.57 -5.42
9 -20.21 -19.67 -21.26 -11.19 -5.75 -3.51 -4.68 -8.96 -3.29 -8.28 -7.33 -8.91
10 -9.38 -11.91 -11.72 -6.11 -2.09 -4.86 -5.27 -6.13 -3.29 -5.40 -4.13 -6.09
11 -9.90 -13.32 -11.01 -4.94 -3.48 -3.22 -3.58 -3.32 -3.05 -3.95 -5.69 -5.47
12 -6.63 -9.02 -6.38 -2.16 -1.58 -1.84 -1.83 -3.47 -1.95 -2.90 -3.80 -3.18
13 -6.53 -7.77 -6.07 -4.23 -1.69 -1.64 -1.79 -3.10 -1.92 -2.87 -3.33 -3.32
14 -10.32 -9.83 -6.93 -3.57 -1.30 -1.01 -1.29 -1.49 -1.02 -2.41 -4.71 -1.96
15 -11.67 -14.25 -7.61 -4.21 -1.69 -1.08 -1.36 -2.39 -1.30 -4.84 -4.93 -2.99
16 -11.02 -15.49 -10.13 -9.54 -2.92 -3.19 -4.11 -5.34 -3.17 -8.43 -4.74 -7.03
17 -14.54 -16.43 -15.82 -9.96 -5.62 -5.19 -6.63 -6.58 -5.62 -7.53 -8.95 -9.94
18 -13.47 -14.82 -12.38 -6.22 -4.14 -3.66 -3.99 -5.99 -4.35 -6.35 -3.65 -6.96
19 -11.50 -15.15 -10.78 -3.42 -3.76 -3.30 -4.37 -3.99 -3.68 -5.07 -3.90 -5.63
20 -18.01 -14.43 -13.77 -5.82 -2.37 -2.46 -2.88 -3.21 -1.77 -5.48 -4.31 -5.54
21 -11.10 -10.38 -8.30 -3.91 -1.28 -1.62 -1.33 -2.73 -0.95 -8.53 -7.77 -5.47
22 -21.46 -22.54 -19.47 -6.55 -2.66 -3.19 -3.36 -4.61 -2.02 -9.35 -11.31 -7.02
23 -8.48 -9.57 -6.75 -3.46 -0.96 -1.34 -1.43 -3.21 -0.99 -3.82 -3.63 -2.40
24 -9.26 -9.66 -8.53 -1.82 -1.20 -0.69 -0.83 -1.54 -0.85 -5.43 -2.96 -2.04

Tabla 5.5: LS medio de cada modelo ensayado para cada una de las horas del día.

Hora ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
1 0.612 0.590 0.610 0.763 0.683 0.737 0.712 0.662 0.694 0.786 0.825 0.821
2 0.203 0.223 0.193 0.396 0.265 0.358 0.300 0.160 0.282 0.219 0.484 0.412
3 -0.255 -0.223 -0.200 0.136 0.009 0.093 0.041 -0.059 0.014 0.139 0.272 0.203
4 -0.352 -0.347 -0.279 0.052 -0.116 0.050 -0.016 -0.237 -0.044 0.065 0.158 0.084
5 -0.352 -0.351 -0.262 0.054 -0.084 0.066 0.006 -0.194 -0.029 0.102 0.137 0.099
6 -0.349 -0.320 -0.254 0.050 -0.095 0.041 -0.029 -0.247 -0.050 0.086 0.113 0.080
7 -0.122 -0.112 0.012 0.264 0.133 0.263 0.218 0.053 0.172 0.283 0.309 0.289
8 0.223 0.281 0.350 0.537 0.462 0.552 0.526 0.453 0.479 0.467 0.503 0.567

9 0.237 0.271 0.292 0.522 0.401 0.535 0.496 0.348 0.487 0.465 0.611 0.576
10 0.327 0.392 0.437 0.631 0.522 0.648 0.615 0.483 0.614 0.494 0.634 0.654

11 0.507 0.479 0.595 0.699 0.562 0.723 0.695 0.539 0.671 0.528 0.657 0.717
12 0.457 0.447 0.653 0.767 0.657 0.758 0.714 0.546 0.699 0.503 0.694 0.735
13 0.454 0.467 0.654 0.761 0.649 0.766 0.741 0.600 0.702 0.477 0.655 0.729
14 0.432 0.379 0.586 0.741 0.603 0.727 0.689 0.498 0.619 0.447 0.650 0.686
15 0.318 0.308 0.535 0.678 0.518 0.666 0.613 0.433 0.533 0.485 0.597 0.634
16 0.253 0.186 0.422 0.547 0.371 0.560 0.510 0.328 0.449 0.320 0.402 0.486
17 0.161 0.087 0.370 0.474 0.312 0.447 0.396 0.237 0.354 0.151 0.297 0.410
18 0.225 0.142 0.445 0.572 0.404 0.530 0.482 0.351 0.467 0.276 0.374 0.486
19 0.251 0.259 0.452 0.539 0.366 0.576 0.520 0.389 0.543 0.344 0.437 0.526
20 0.272 0.257 0.401 0.532 0.378 0.608 0.560 0.430 0.539 0.338 0.452 0.502
21 0.581 0.483 0.557 0.650 0.531 0.757 0.715 0.565 0.709 0.451 0.579 0.645
22 0.559 0.430 0.452 0.624 0.522 0.695 0.656 0.545 0.702 0.366 0.489 0.593
23 0.641 0.629 0.607 0.725 0.594 0.822 0.792 0.661 0.837 0.540 0.646 0.729
24 0.561 0.523 0.602 0.736 0.620 0.765 0.720 0.660 0.753 0.449 0.707 0.744

Tabla 5.6: QS medio de cada modelo ensayado para cada una de las horas del día.

Hora ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
1 0.834 0.827 0.839 0.879 0.864 0.876 0.872 0.850 0.864 0.890 0.894 0.898

2 0.652 0.665 0.656 0.703 0.672 0.697 0.682 0.640 0.674 0.647 0.722 0.704
3 0.448 0.469 0.485 0.554 0.527 0.548 0.536 0.507 0.526 0.573 0.589 0.580
4 0.404 0.413 0.449 0.508 0.467 0.514 0.497 0.439 0.487 0.526 0.532 0.523
5 0.405 0.412 0.457 0.514 0.486 0.525 0.512 0.462 0.501 0.544 0.532 0.534
6 0.406 0.426 0.461 0.522 0.493 0.519 0.502 0.456 0.500 0.549 0.534 0.537
7 0.507 0.517 0.577 0.629 0.599 0.630 0.620 0.583 0.607 0.640 0.640 0.638
8 0.661 0.691 0.724 0.770 0.756 0.774 0.769 0.766 0.756 0.727 0.739 0.778

9 0.667 0.686 0.699 0.757 0.723 0.761 0.750 0.717 0.750 0.730 0.792 0.779
10 0.708 0.740 0.763 0.819 0.789 0.824 0.814 0.784 0.818 0.757 0.816 0.829

11 0.787 0.778 0.832 0.857 0.816 0.865 0.857 0.816 0.855 0.797 0.846 0.871

12 0.765 0.764 0.857 0.891 0.861 0.883 0.869 0.825 0.870 0.810 0.879 0.888
13 0.764 0.773 0.857 0.888 0.859 0.888 0.881 0.847 0.873 0.814 0.868 0.890

14 0.754 0.734 0.828 0.883 0.845 0.873 0.861 0.810 0.842 0.812 0.875 0.879
15 0.704 0.703 0.805 0.856 0.813 0.847 0.830 0.785 0.808 0.834 0.859 0.858
16 0.674 0.649 0.756 0.801 0.755 0.801 0.788 0.743 0.775 0.772 0.786 0.801
17 0.633 0.606 0.733 0.768 0.732 0.752 0.739 0.707 0.735 0.709 0.747 0.767
18 0.662 0.629 0.766 0.809 0.766 0.787 0.775 0.749 0.783 0.748 0.768 0.798
19 0.673 0.681 0.770 0.787 0.740 0.802 0.785 0.755 0.806 0.764 0.780 0.802
20 0.683 0.680 0.748 0.768 0.727 0.805 0.790 0.755 0.792 0.748 0.768 0.776
21 0.820 0.780 0.815 0.824 0.794 0.874 0.859 0.816 0.866 0.805 0.823 0.844
22 0.810 0.756 0.769 0.797 0.773 0.835 0.825 0.792 0.850 0.763 0.776 0.811
23 0.847 0.844 0.837 0.856 0.818 0.903 0.892 0.852 0.920 0.838 0.848 0.876
24 0.811 0.798 0.835 0.865 0.832 0.878 0.862 0.854 0.886 0.800 0.861 0.875

Tabla 5.7: SS medio de cada modelo ensayado para cada una de las horas del día.
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Figura 5.5: Resultados de las medidas para la evaluación de las distribuciones
predictivas correspondientes a los modelos ARIMA, DEM, EOL, ARCH y BOOT
para cada hora del día. Recuérdese que un modelo con mayor puntuación implica un
LS, QS, SS más alto y un CRPS más bajo.171
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Hora ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
1 0.145 0.139 0.136 0.150 0.148 0.143 0.151 0.151 0.156 0.148 0.147 0.146
2 0.224 0.241 0.221 0.205 0.211 0.215 0.219 0.227 0.226 0.209 0.200 0.195

3 0.389 0.378 0.377 0.331 0.344 0.308 0.306 0.314 0.320 0.287 0.286 0.283

4 0.435 0.407 0.366 0.344 0.359 0.347 0.357 0.402 0.353 0.325 0.332 0.352
5 0.455 0.413 0.367 0.354 0.378 0.329 0.338 0.402 0.342 0.319 0.345 0.336
6 0.422 0.409 0.352 0.341 0.368 0.345 0.350 0.388 0.380 0.324 0.330 0.346
7 0.310 0.325 0.262 0.266 0.261 0.245 0.236 0.262 0.257 0.226 0.231 0.253
8 0.203 0.202 0.181 0.181 0.177 0.179 0.178 0.166 0.178 0.188 0.186 0.167
9 0.220 0.206 0.189 0.187 0.187 0.189 0.193 0.178 0.187 0.192 0.160 0.175
10 0.191 0.169 0.165 0.161 0.161 0.162 0.165 0.154 0.153 0.177 0.157 0.151

11 0.159 0.160 0.144 0.148 0.153 0.143 0.141 0.141 0.141 0.153 0.144 0.142
12 0.159 0.167 0.133 0.140 0.140 0.141 0.141 0.138 0.139 0.141 0.132 0.136
13 0.169 0.166 0.132 0.133 0.137 0.130 0.130 0.137 0.139 0.144 0.131 0.135
14 0.167 0.172 0.146 0.134 0.139 0.143 0.148 0.152 0.149 0.145 0.138 0.135
15 0.195 0.205 0.159 0.140 0.149 0.143 0.140 0.153 0.162 0.138 0.124 0.132
16 0.221 0.230 0.176 0.161 0.166 0.167 0.158 0.168 0.163 0.163 0.155 0.146

17 0.246 0.252 0.179 0.184 0.189 0.170 0.173 0.189 0.193 0.169 0.159 0.170
18 0.232 0.231 0.164 0.160 0.168 0.160 0.163 0.159 0.154 0.164 0.159 0.161
19 0.212 0.208 0.164 0.169 0.179 0.161 0.158 0.161 0.147 0.168 0.154 0.169
20 0.190 0.212 0.172 0.179 0.186 0.168 0.174 0.176 0.166 0.174 0.168 0.174
21 0.139 0.160 0.145 0.161 0.160 0.147 0.149 0.153 0.139 0.152 0.156 0.154
22 0.140 0.163 0.158 0.168 0.172 0.150 0.155 0.153 0.147 0.164 0.175 0.151
23 0.139 0.135 0.140 0.163 0.165 0.148 0.147 0.145 0.131 0.140 0.151 0.151
24 0.156 0.154 0.137 0.158 0.162 0.153 0.153 0.152 0.137 0.145 0.149 0.150

Tabla 5.8: Mediana del CRPS de cada modelo ensayado para cada una de las horas
del día.

cercanos pero no iguales al valor realizado. El CRPS sí tiene en cuenta esta distancia,
por lo que es quizás la medida más �able de entre las consideradas. La grá�ca
5.6d muestra que, bajo esta puntuación, existen pocas diferencias entre el modelo
ARCH y BOOT (el modelo ARCH es algo mejor), y las diferencias son mucho más
grandes en cambio entre estos dos y el modelo EOL, sobre todo en el período de
alta volatilidad. En la grá�ca 5.5d puede observarse también que el hecho de que se
penalize la distancia de la distribución al valor realizado de la serie de precios hace
que en las últimas horas del día el modelo EOL sea el que mejor puntuación recibe
de entre los tres, puesto que como ya vimos es el que mejor predice la esperanza de la
distribución. Este hecho hace pensar que los términos ARCH añadidos a los modelos
resultan algo perjudiciales en los horizontes más altos.

Una vez validada la estructura del modelo ARCH, lo usaremos como modelo
de referencia para analizar los resultados obtenidos con los propuestos en la tesis, e
incluiremos también en la comparativa los resultados del modelo BOOT. Las �guras
5.7 y 5.8 muestran la diferencia del LS, QS y CRPS obtenido con los modelos con
densidades tipo SNP y de cambio de régimen, respectivamente, con respecto al modelo
de referencia ARCH y para cada una de las horas del día. Las �guras 5.9 y 5.10
muestran los mismos resultados desglosados por semana del conjunto de validación.
Los resultados para el SS llevan a las mismas conclusiones que el QS por lo que no
son presentados en las grá�cas.

Si analizamos los resultados obtenidos para los modelos de tipo SNP, puede
apreciarse cómo estos modelos asignan en general más verosimilitud que el modelo
de referencia ARCH, y valores muy parecidos en comparación con el método de
bootstrapping. Sin embargo, con respecto a la medida QS, los resultados que arrojan
son peores que los del modelo de referencia, lo que implica que las distribuciones
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Figura 5.7: Resultados de las medidas para la evaluación de las distribuciones
predictivas correspondientes a los modelos con densidades SNP y al modelo BOOT
para cada hora del período de validación. Las medidas se expresan como diferencias
con respecto al modelo ARCH. Diferencias positivas implican que el rendimiento del
modelo en cuestión supera el rendimiento del ARCH. Las diferencias del CRPS están
expresadas en porcentaje.
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Figura 5.8: Resultados de las medidas para la evaluación de las distribuciones
predictivas correspondientes a los modelos de cambio de régimen y al modelo BOOT
para cada hora del período de validación. Las medidas se expresan como diferencias
con respecto al modelo ARCH. Diferencias positivas implican que el rendimiento del
modelo en cuestión supera el rendimiento del ARCH. Las diferencias del CRPS están
expresadas en porcentaje.
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Figura 5.9: Resultados de las medidas para la evaluación de las distribuciones
predictivas correspondientes a los modelos con densidades SNP y al modelo BOOT
para cada semana del período de validación. Las medidas se expresan como diferencias
con respecto al modelo ARCH. Diferencias positivas implican que el rendimiento del
modelo en cuestión supera el rendimiento del ARCH. Las diferencias del CRPS están
expresadas en porcentaje.
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Figura 5.10: Resultados de las medidas para la evaluación de las distribuciones
predictivas correspondientes a los modelos de cambio de régimen y al modelo BOOT
para cada semana del período de validación. Las medidas se expresan como diferencias
con respecto al modelo ARCH. Diferencias positivas implican que el rendimiento del
modelo en cuestión supera el rendimiento del ARCH. Las diferencias del CRPS están
expresadas en porcentaje.
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predichas son más dispersas. Esto es así para casi todas las horas del día, a excepción
de las últimas en dónde estos modelos no solo son más precisos en cuanto a predicción
puntual se re�ere (como se mostró en la sección anterior) sino que las densidades
predichas están más concentradas en torno al valor realizado, lo que es corroborado
también por los resultados del CRPS. Si descartamos el modelo SNP7 (por estar mal
especi�cado, como ya se discutió en la sección anterior), y ateniéndonos al CRPS, no
se aprecian grandes mejoras de los modelos SNP con respecto al modelo ARCH, pero
sí frente al BOOT. Puesto que las predicciones puntuales de ambos (ARCH y BOOT)
son las mismas, esto implica que las densidades predichas por los modelos SNP están
más centradas en torno al valor realizado del precio que las proporcionadas por el
método de bootstrapping.

En relación a los modelos de cambio de régimen, en general exhiben un mejor
comportamiento que el modelo de referencia ARCH, y que los que presentan
densidades tipo SNP. Si atendemos a los valores obtenidos de verosimilitud
logarítmica, estos son peores que los del modelo BOOT aunque siempre mejores que
los del modelo ARCH salvo para las últimas horas del día. Sin embargo, si atendemos
al CRPS, los modelos de cambio de régimen superan claramente a los modelos ARCH
y BOOT, y a los modelos con densidades tipo SNP lo largo de la mayoría de horas
del día. El rendimiento del modelo RS4 es igual o mejor que el del modelo ARCH en
todas las horas del día, y siempre mejor que el BOOT. El modelo RS3 es también
mejor que ambos (ARCH y BOOT) en prácticamente la totalidad de las horas del
día.

Como hemos visto, la medición de la bondad de las predicciones arrojadas por
los modelos ensayados depende en parte de cúal sea la medida seleccionada para
evaluarlos. Las medidas utilizadas están basadas en puntuar de diferentes formas
cómo de verosímiles son las muestras realizadas para un determinado modelo y
cómo de concentrada está la densidad predicha en torno a dicha muestra realizada.
Puesto que sólo existe una realización de la serie de precios en cada instante de
tiempo, la evaluación está sujeta al criterio subjetivo que penaliza más o menos estás
características. Un criterio alternativo para evaluar la calidad de las distribuciones
predictivas es contabilizar cuántos puntos de una muestra de datos lo su�cientemente
amplia quedaron fuera de un intervalo de predicción a un determinado nivel de
con�anza. El intervalo provisto será más o menos apróximado en función de lo
aproximado que esté el porcentaje de puntos de todo el periodo de validación que caen
dentro de dicho intervalo. Este ensayo se llevó a cabo para el período de validación
bajo estudio. Así, en las tablas 5.13, 5.14, 5.15 y 5.16 se muestra el detalle de los
resultados del test para los intervalos del 99%, 95%, 90% y 70%, respectivamente,
y para cada una de las semanas del período de validación. En estas tablas puede
apreciarse cómo los modelos de tipo SNP parecen ser los que mejor aproximan los
intervalos de predicción testeados. En el caso del intervalo del 99%, el modelo SNP6
es el mejor en 36 de las 54 semanas, el SNP5 en 14 y el SNP8 en 11. Para los intervalos
del 90% y 95% los modelos de tipo SNP también son los dominadores.

En la �gura 5.11 se representa grá�camente el resultado del test para los modelos
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EOL, ARCH, RS3 y SNP6. En ella puede apreciarse la mejora inducida por la
inclusión de los términos ARCH en el modelo de función de transferencia con ruido
ARIMA. Se observa también cómo las colas de la distribución predicha del modelo
SNP6 son más anchas que las del resto de modelos, y que el número de excedentes
o muestras que caen fuera de los intervalos de con�anza de los modelos RS3 y SNP6
presenta menos variabilidad en función de la semana analizada que el modelo ARCH
o el EOL.
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Figura 5.11: Porcentaje de excedentes o muestras que caen fuera de los intervalos de predicción predichos a los intervalos de con�anza
del 70%, 90%, 95% y 99% para los modelos EOL, ARCH, RS3 y SNP6.
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Semana ARIMA DEM DEM_EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
2010/36 -5.207 -2.593 -3.330 -2.547 -0.853 -0.796 -0.859 -0.951 -0.746 -2.027 -0.573 -1.608
2010/37 -18.333 -17.230 -8.808 -8.855 -3.565 -2.109 -3.347 -2.636 -2.412 -4.710 -1.706 -4.106
2010/38 -6.801 -7.992 -5.944 -4.398 -1.383 -1.628 -1.646 -1.714 -1.363 -10.261 -7.408 -4.692
2010/39 -6.673 -3.224 -1.664 -1.304 -0.730 -0.598 -0.624 -0.598 -0.691 -0.715 -0.630 -0.887
2010/40 -6.810 -5.495 -8.104 -1.213 -8.775 -6.545 -8.306 -8.160 -7.451 -4.741 -5.808 -12.025
2010/41 -5.664 -7.300 -5.741 -1.113 -0.808 -0.672 -0.692 -0.754 -0.688 -0.937 -0.776 -1.025
2010/42 -19.825 -14.302 -8.817 -5.286 -2.578 -1.670 -1.976 -1.809 -2.134 -1.456 -1.750 -3.578
2010/43 -1.027 -0.941 -0.741 -0.455 -0.411 -0.222 -0.273 -0.440 -0.233 -0.670 -0.262 -0.245
2010/44 -12.538 -11.035 -8.187 -19.215 -10.482 -16.400 -22.876 -16.551 -12.756 -19.695 -31.796 -21.797
2010/45 -28.343 -62.047 -47.514 -4.818 -2.026 -2.052 -2.442 -4.213 -1.914 -9.485 -5.657 -3.521
2010/46 -28.621 -31.687 -25.654 -11.018 -3.989 -3.701 -5.523 -9.285 -3.077 -5.767 -4.366 -10.773
2010/47 -27.981 -27.193 -22.435 -6.637 -2.488 -2.254 -3.527 -3.752 -2.218 -7.357 -4.332 -4.624
2010/48 -20.962 -13.725 -7.213 -3.190 -1.144 -1.688 -1.494 -2.474 -1.756 -6.302 -6.738 -3.743
2010/49 -26.063 -11.901 -16.888 -3.380 -1.245 -1.328 -1.181 -2.085 -1.583 -7.396 -7.765 -4.465
2010/50 -47.729 -46.803 -34.892 -7.765 -3.831 -2.868 -3.040 -6.281 -2.771 -15.927 -13.824 -10.735
2010/51 -33.428 -23.562 -18.110 -4.676 -2.268 -1.744 -2.201 -2.346 -1.561 -7.324 -4.555 -4.839
2010/52 -63.669 -58.857 -69.613 -36.295 -13.228 -11.357 -15.403 -28.332 -13.343 -19.827 -19.906 -24.241
2010/53 -36.479 -36.829 -28.865 -2.377 -1.650 -1.917 -1.987 -3.389 -1.662 -6.461 -7.170 -5.534
2011/01 -21.708 -12.440 -7.867 -2.333 -1.800 -1.783 -1.741 -1.644 -1.853 -1.496 -1.335 -1.385
2011/02 -81.514 -107.535 -92.833 -20.835 -8.798 -9.876 -13.396 -15.194 -9.009 -14.689 -19.767 -21.576
2011/03 -65.871 -55.097 -49.021 -7.257 -3.274 -5.817 -5.722 -6.336 -3.510 -9.703 -10.664 -6.787
2011/04 -32.779 -33.353 -27.532 -5.068 -2.894 -1.501 -1.580 -2.616 -1.610 -5.269 -5.741 -3.906
2011/05 -29.081 -27.229 -22.019 -4.319 -2.133 -2.293 -3.045 -2.815 -1.962 -3.240 -3.321 -3.647
2011/06 -9.184 -8.680 -7.244 -1.442 -1.023 -0.506 -0.490 -0.919 -0.653 -1.193 -1.619 -0.865
2011/07 -2.164 -2.799 -3.925 -3.837 -1.972 -1.303 -1.353 -1.683 -1.146 -2.586 -1.873 -2.709
2011/08 -11.327 -10.832 -12.056 -10.164 -5.476 -2.416 -4.025 -4.737 -2.841 -7.204 -7.972 -7.719
2011/09 -7.409 -6.102 -12.204 -7.990 -2.984 -3.074 -3.384 -2.130 -2.000 -9.377 -4.915 -5.491
2011/10 -3.481 -3.986 -3.835 -1.203 -0.830 -0.675 -0.683 -0.790 -0.622 -0.835 -0.470 -0.687
2011/11 -1.382 -60.656 -50.569 -36.810 -9.781 -17.233 -15.814 -37.853 -11.894 -32.664 -29.607 -35.994
2011/12 -16.428 -48.042 -54.357 -26.192 -8.851 -11.772 -12.740 -16.570 -8.859 -10.352 -9.764 -15.077
2011/13 -30.192 -28.353 -18.803 -12.664 -14.186 -13.190 -16.591 -17.155 -15.105 -15.278 -11.354 -21.799
2011/14 -6.083 -6.189 -4.784 -1.735 -0.932 -1.043 -1.150 -1.150 -0.903 -1.819 -2.865 -1.689
2011/15 -5.937 -5.884 -3.529 -4.334 -2.341 -0.869 -1.401 -1.110 -0.845 -2.676 -1.499 -1.780
2011/16 -21.361 -25.014 -18.930 -6.511 -4.709 -2.370 -3.404 -3.939 -1.904 -5.107 -6.885 -5.779
2011/17 -16.615 -33.236 -28.786 -19.732 -10.799 -12.886 -13.580 -16.944 -7.519 -10.801 -13.417 -17.964
2011/18 -4.755 -4.639 -4.452 -3.547 -1.463 -1.631 -2.123 -1.275 -0.793 -2.060 -1.856 -1.888
2011/19 -4.814 -31.241 -27.547 -14.225 -4.352 -3.642 -3.278 -7.674 -2.085 -4.805 -3.609 -6.488
2011/20 -21.321 -23.036 -19.145 -7.660 -7.152 -6.812 -4.025 -7.990 -2.126 -10.342 -6.213 -10.253
2011/21 -9.536 -9.939 -8.770 -5.165 -1.366 -1.894 -1.820 -1.515 -1.611 -1.314 -0.601 -3.121
2011/22 -5.286 -5.490 -3.229 -1.719 -0.847 -0.672 -0.662 -1.027 -0.601 -1.493 -0.606 -0.993
2011/23 -18.358 -19.500 -16.681 -4.178 -1.433 -1.392 -2.183 -2.626 -1.326 -2.381 -1.804 -2.791
2011/24 -1.078 -1.226 -1.914 -1.348 -0.604 -0.519 -0.496 -0.480 -0.465 -0.862 -0.505 -0.693
2011/25 -2.577 -3.449 -2.106 -2.241 -1.394 -0.867 -0.841 -0.923 -0.753 -2.565 -0.657 -0.858
2011/26 -3.674 -3.751 -6.586 -6.822 -4.538 -7.707 -9.382 -5.718 -6.164 -3.392 -4.024 -6.656
2011/27 -8.265 -9.324 -5.713 -4.065 -0.836 -0.922 -1.804 -1.414 -0.822 -2.114 -1.542 -2.118
2011/28 0.033 -0.044 0.049 0.086 0.081 0.063 0.044 0.077 0.152 -0.055 0.026 0.123
2011/29 -9.308 -7.360 -2.346 -5.109 -1.723 -1.043 -1.753 -2.038 -1.557 -0.588 -0.377 -2.098
2011/30 -7.603 -7.216 -3.343 -1.082 -0.775 -0.460 -0.588 -0.591 -0.405 -1.742 -0.922 -0.681
2011/31 -0.575 -0.958 -0.197 -0.146 -0.185 -0.106 -0.130 -0.244 -0.108 -0.403 -0.137 -0.096

2011/32 -2.302 -3.624 -1.670 -1.168 -0.132 -0.304 -0.161 -0.227 -0.229 -0.856 -0.199 -0.379
2011/33 -4.457 -4.970 -3.031 -1.772 -0.775 -0.477 -0.672 -0.788 -0.644 -1.293 -1.112 -0.845
2011/34 -0.473 -12.794 -23.436 -6.195 -3.538 -1.210 -1.105 -6.381 -3.952 -5.694 -5.863 -6.940
2011/35 -1.249 -0.658 -0.150 -0.101 -0.152 -0.103 -0.122 -0.291 -0.267 -0.384 -0.207 -0.085

2011/36 -0.396 -0.069 0.042 0.066 0.008 0.039 0.036 -0.021 0.100 0.045 0.082 0.054

Tabla 5.9: LS medio de cada modelo ensayado en cada una de las semanas del período de validación.
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Semana ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
201036 -0.759 0.385 0.774 0.673 0.619 0.929 0.955 0.613 0.381 1.045 0.794 0.861
201037 0.270 0.330 0.476 0.489 0.377 0.540 0.525 0.265 0.516 0.459 0.437 0.548

201038 -0.167 0.219 0.579 0.599 0.498 0.543 0.504 0.509 0.517 0.568 0.522 0.562
201039 0.370 0.495 0.671 0.865 0.817 0.775 0.747 0.707 0.642 0.819 0.718 0.790
201040 0.085 0.155 0.327 0.461 0.233 0.384 0.308 0.171 0.444 -0.046 0.179 0.409
201041 0.221 0.323 0.589 0.687 0.610 0.613 0.555 0.488 0.478 0.389 0.533 0.632
201042 0.143 0.238 0.486 0.457 0.310 0.514 0.475 0.381 0.352 0.527 0.464 0.486
201043 0.753 0.700 0.905 0.857 0.734 0.966 0.923 0.728 0.865 0.826 1.007 0.932
201044 -0.067 -0.156 0.094 0.211 0.002 0.262 0.205 0.014 0.095 0.043 0.102 0.142
201045 -0.603 -0.698 -0.361 0.388 0.293 0.118 0.094 0.087 0.146 0.060 0.227 0.395

201046 0.162 0.130 -0.020 0.426 0.349 0.423 0.423 0.369 0.443 0.021 0.406 0.534

201047 -0.111 -0.156 -0.115 0.216 0.052 0.132 0.061 -0.105 0.079 0.295 0.337 0.140
201048 -0.394 -0.139 0.162 0.502 0.375 0.378 0.311 0.168 0.186 -0.141 0.156 0.453
201049 -0.230 0.012 0.017 0.441 0.314 0.389 0.343 0.101 0.228 -0.034 0.185 0.365
201050 -0.643 -0.449 -0.219 0.222 0.130 0.156 0.111 -0.032 0.179 -0.003 0.158 0.170
201051 -0.254 -0.373 -0.258 0.164 -0.002 0.184 0.143 0.102 0.095 0.077 0.097 0.214

201052 -0.720 -0.658 -0.516 -0.038 -0.135 -0.075 -0.113 -0.294 -0.261 -0.057 -0.141 -0.053
201053 -0.680 -0.809 -0.807 0.124 -0.055 -0.048 -0.093 -0.178 -0.030 -0.287 -0.276 0.074
201101 -0.366 -0.327 -0.387 -0.032 -0.240 0.025 0.004 -0.007 -0.175 0.183 0.240 0.259

201102 -0.789 -0.754 -0.757 -0.161 -0.313 -0.205 -0.263 -0.417 -0.225 -0.137 -0.114 -0.183
201103 -0.582 -0.624 -0.468 0.153 0.077 0.068 0.015 -0.069 0.092 -0.344 -0.123 0.037
201104 -0.640 -0.433 -0.169 0.121 -0.014 0.277 0.239 -0.203 -0.001 -0.089 -0.076 0.181
201105 -0.214 -0.201 -0.003 0.175 0.050 0.307 0.295 0.027 0.115 -0.028 0.186 0.224
201106 0.306 0.603 0.618 0.567 0.459 0.765 0.757 0.445 0.571 0.597 0.690 0.737
201107 0.638 0.266 -0.006 -0.038 -0.246 0.087 0.000 -0.284 0.095 -0.369 -0.197 -0.151
201108 0.159 0.018 0.156 0.253 0.104 0.249 0.210 0.034 0.176 0.043 0.078 0.176
201109 0.320 0.144 -0.111 0.017 -0.158 -0.034 -0.107 -0.203 -0.032 -0.108 -0.006 -0.059
201110 0.455 0.514 0.556 0.611 0.422 0.715 0.663 0.391 0.653 0.506 0.674 0.562
201111 0.732 -0.093 -0.269 0.033 -0.126 0.031 -0.034 -0.289 0.149 -0.329 -0.126 -0.028
201112 0.385 -0.372 -0.358 -0.070 -0.245 -0.050 -0.135 -0.270 -0.106 -0.093 0.027 -0.126
201113 0.100 0.199 0.656 0.823 0.740 0.681 0.633 0.788 0.730 0.360 0.467 0.829

201114 0.041 -0.104 0.251 0.488 0.354 0.415 0.358 0.196 0.326 0.269 0.455 0.407
201115 0.566 0.753 0.863 0.854 0.790 0.870 0.849 0.780 0.834 0.557 0.642 0.933

201116 -0.107 -0.137 -0.029 0.369 0.234 0.351 0.278 0.068 0.270 0.287 0.426 0.365
201117 0.174 0.249 0.280 0.524 0.441 0.497 0.467 0.388 0.469 0.552 0.645 0.592
201118 0.303 0.736 0.692 0.683 0.528 0.726 0.663 0.560 0.690 0.568 0.860 0.740
201119 0.401 0.437 0.332 0.328 0.183 0.428 0.396 0.192 0.414 0.119 0.448 0.390
201120 0.591 0.518 0.526 0.584 0.449 0.630 0.591 0.376 0.685 0.281 0.657 0.666
201121 0.080 -0.040 0.594 0.719 0.627 0.741 0.708 0.509 0.701 0.560 0.868 0.800
201122 0.807 0.498 0.638 0.708 0.560 0.656 0.595 0.531 0.663 0.570 0.716 0.682
201123 0.586 0.237 0.469 0.479 0.345 0.623 0.574 0.368 0.679 0.666 0.680 0.482
201124 0.854 0.601 0.853 0.921 0.805 0.910 0.868 0.742 0.921 0.531 0.933 0.887
201125 0.686 0.443 0.262 0.376 0.049 0.345 0.230 0.190 0.290 0.205 0.259 0.226
201126 0.992 0.794 0.655 0.719 0.573 0.778 0.742 0.707 0.635 0.659 0.890 0.743
201127 0.761 0.715 0.707 0.797 0.687 0.856 0.826 0.779 0.549 1.073 1.071 0.784
201128 1.215 1.199 1.313 1.363 1.319 1.329 1.332 1.343 1.435 1.344 1.340 1.453

201129 0.978 0.992 1.132 1.065 0.965 1.168 1.144 1.022 1.199 1.139 1.169 1.155
201130 1.063 0.973 0.566 0.592 0.371 0.694 0.625 0.455 0.743 0.531 0.488 0.541
201131 1.117 0.917 0.975 1.018 0.870 1.092 1.027 0.777 1.064 0.741 0.991 1.032
201132 0.793 0.814 1.149 1.299 1.246 1.348 1.348 1.371 1.306 1.391 1.534 1.421
201133 0.440 0.526 0.774 0.696 0.548 0.779 0.716 0.441 0.604 0.493 0.576 0.574
201134 1.121 0.824 0.865 0.905 0.708 1.028 0.992 0.817 1.012 0.927 0.888 0.860
201135 0.431 0.591 0.979 1.050 0.970 1.077 1.027 0.841 0.856 0.702 1.017 1.084

201136 0.591 1.223 1.174 1.221 1.091 1.193 1.156 1.046 1.317 1.187 1.203 1.111

Tabla 5.10: QS medio de cada modelo ensayado en cada una de las semanas del período de validación.
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Semana ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
201036 0.223 0.737 0.910 0.861 0.863 0.964 0.979 0.859 0.760 1.014 0.898 0.941
201037 0.681 0.712 0.779 0.776 0.756 0.799 0.800 0.714 0.798 0.787 0.742 0.800
201038 0.487 0.663 0.825 0.822 0.807 0.799 0.791 0.814 0.800 0.825 0.789 0.818
201039 0.726 0.785 0.865 0.933 0.929 0.896 0.889 0.887 0.851 0.938 0.861 0.902
201040 0.599 0.635 0.714 0.762 0.692 0.727 0.704 0.677 0.765 0.583 0.657 0.749
201041 0.660 0.709 0.829 0.857 0.844 0.823 0.803 0.792 0.777 0.758 0.793 0.839
201042 0.625 0.672 0.785 0.749 0.710 0.777 0.768 0.753 0.721 0.777 0.737 0.761
201043 0.897 0.875 0.967 0.938 0.905 0.991 0.977 0.908 0.959 0.918 1.005 0.975
201044 0.532 0.498 0.612 0.616 0.561 0.644 0.629 0.580 0.588 0.619 0.608 0.603
201045 0.293 0.257 0.414 0.631 0.603 0.500 0.499 0.537 0.549 0.532 0.583 0.632

201046 0.633 0.624 0.563 0.690 0.671 0.690 0.694 0.690 0.709 0.545 0.682 0.736

201047 0.513 0.498 0.522 0.600 0.555 0.562 0.541 0.513 0.557 0.676 0.672 0.577
201048 0.385 0.505 0.643 0.749 0.715 0.697 0.676 0.642 0.629 0.549 0.623 0.737
201049 0.459 0.572 0.580 0.711 0.671 0.683 0.668 0.589 0.614 0.589 0.633 0.693
201050 0.275 0.370 0.476 0.568 0.548 0.532 0.517 0.483 0.547 0.523 0.555 0.550
201051 0.449 0.403 0.459 0.567 0.519 0.574 0.566 0.592 0.549 0.600 0.584 0.609

201052 0.241 0.277 0.346 0.432 0.417 0.413 0.408 0.371 0.339 0.461 0.403 0.434
201053 0.261 0.210 0.219 0.512 0.449 0.416 0.405 0.425 0.451 0.414 0.383 0.513

201101 0.398 0.424 0.403 0.510 0.453 0.533 0.535 0.579 0.470 0.658 0.664 0.650
201102 0.210 0.235 0.241 0.352 0.314 0.327 0.314 0.305 0.331 0.418 0.406 0.352
201103 0.303 0.292 0.367 0.516 0.501 0.463 0.445 0.461 0.493 0.363 0.393 0.473
201104 0.277 0.376 0.498 0.517 0.481 0.598 0.585 0.428 0.483 0.495 0.462 0.564
201105 0.467 0.479 0.570 0.572 0.546 0.654 0.655 0.567 0.589 0.580 0.609 0.626
201106 0.698 0.833 0.842 0.772 0.745 0.888 0.890 0.762 0.822 0.853 0.866 0.862
201107 0.846 0.684 0.569 0.516 0.470 0.598 0.574 0.480 0.628 0.485 0.525 0.511
201108 0.633 0.575 0.639 0.649 0.614 0.653 0.646 0.607 0.645 0.610 0.607 0.634
201109 0.703 0.630 0.523 0.553 0.521 0.536 0.520 0.521 0.569 0.551 0.563 0.535
201110 0.764 0.794 0.815 0.817 0.761 0.868 0.851 0.757 0.851 0.821 0.865 0.815
201111 0.888 0.525 0.453 0.511 0.478 0.518 0.502 0.440 0.603 0.471 0.493 0.509
201112 0.734 0.404 0.415 0.496 0.462 0.511 0.486 0.473 0.512 0.516 0.563 0.503
201113 0.606 0.654 0.858 0.914 0.895 0.852 0.838 0.920 0.878 0.718 0.746 0.916
201114 0.580 0.521 0.681 0.753 0.712 0.718 0.699 0.658 0.700 0.701 0.759 0.730
201115 0.813 0.898 0.949 0.940 0.925 0.949 0.944 0.923 0.938 0.796 0.834 0.964

201116 0.513 0.507 0.559 0.668 0.629 0.660 0.633 0.573 0.634 0.676 0.721 0.669
201117 0.638 0.677 0.694 0.754 0.736 0.744 0.739 0.728 0.747 0.763 0.801 0.783
201118 0.696 0.891 0.875 0.871 0.830 0.893 0.872 0.843 0.890 0.799 0.926 0.895
201119 0.740 0.760 0.717 0.712 0.683 0.763 0.758 0.690 0.777 0.635 0.746 0.746
201120 0.825 0.796 0.801 0.809 0.779 0.828 0.818 0.753 0.862 0.657 0.816 0.841
201121 0.597 0.550 0.831 0.866 0.849 0.873 0.862 0.802 0.871 0.811 0.930 0.900
201122 0.921 0.786 0.851 0.876 0.841 0.853 0.834 0.833 0.875 0.845 0.882 0.879
201123 0.823 0.671 0.777 0.765 0.738 0.825 0.812 0.754 0.864 0.861 0.860 0.787
201124 0.941 0.832 0.944 0.974 0.946 0.966 0.954 0.920 0.980 0.832 0.981 0.962
201125 0.866 0.762 0.686 0.736 0.641 0.724 0.689 0.699 0.723 0.754 0.737 0.711
201126 1.003 0.918 0.858 0.893 0.859 0.918 0.908 0.909 0.875 0.914 0.976 0.917
201127 0.900 0.883 0.881 0.921 0.898 0.947 0.940 0.929 0.835 1.053 1.025 0.935
201128 1.103 1.095 1.146 1.165 1.150 1.153 1.154 1.161 1.196 1.152 1.148 1.200

201129 0.997 1.004 1.067 1.042 1.018 1.085 1.079 1.037 1.103 1.057 1.069 1.076
201130 1.035 0.996 0.819 0.817 0.751 0.865 0.841 0.790 0.898 0.821 0.799 0.816
201131 1.059 0.971 0.998 1.015 0.969 1.045 1.020 0.936 1.039 0.922 1.007 1.023
201132 0.915 0.926 1.074 1.133 1.120 1.152 1.154 1.167 1.135 1.171 1.207 1.171
201133 0.758 0.799 0.910 0.876 0.839 0.908 0.886 0.793 0.853 0.834 0.844 0.844
201134 1.061 0.930 0.950 0.960 0.900 1.012 1.001 0.945 1.013 0.994 0.972 0.953
201135 0.754 0.827 1.000 1.034 1.014 1.045 1.027 0.965 0.962 0.940 1.052 1.065

201136 0.824 1.106 1.085 1.112 1.071 1.103 1.089 1.049 1.154 1.114 1.123 1.089

Tabla 5.11: SS medio de cada modelo ensayado en cada una de las semanas del período de validación.
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Semana ARIMA DEM DEM_EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
201036 0.482 0.173 0.110 0.135 0.137 0.107 0.107 0.131 0.152 0.114 0.144 0.130
201037 0.191 0.198 0.174 0.159 0.166 0.148 0.156 0.163 0.164 0.156 0.181 0.157
201038 0.324 0.225 0.151 0.158 0.159 0.171 0.164 0.152 0.156 0.147 0.175 0.157
201039 0.196 0.164 0.126 0.111 0.117 0.118 0.122 0.128 0.129 0.123 0.144 0.119
201040 0.228 0.220 0.179 0.178 0.190 0.182 0.172 0.179 0.172 0.222 0.212 0.172
201041 0.221 0.178 0.148 0.148 0.137 0.168 0.168 0.163 0.165 0.178 0.181 0.145
201042 0.245 0.206 0.152 0.185 0.189 0.177 0.173 0.161 0.191 0.173 0.193 0.177
201043 0.117 0.107 0.111 0.120 0.123 0.113 0.111 0.123 0.118 0.123 0.108 0.115
201044 0.300 0.314 0.210 0.235 0.254 0.203 0.207 0.229 0.254 0.212 0.215 0.238
201045 0.571 0.657 0.432 0.262 0.264 0.392 0.387 0.281 0.320 0.307 0.269 0.263
201046 0.225 0.248 0.325 0.255 0.246 0.262 0.268 0.244 0.253 0.301 0.224 0.217

201047 0.387 0.371 0.317 0.288 0.294 0.302 0.294 0.308 0.317 0.261 0.280 0.284
201048 0.446 0.360 0.207 0.170 0.176 0.190 0.196 0.206 0.210 0.224 0.215 0.170
201049 0.366 0.253 0.249 0.215 0.225 0.224 0.230 0.246 0.253 0.255 0.239 0.220
201050 0.659 0.513 0.366 0.305 0.325 0.336 0.347 0.350 0.325 0.343 0.347 0.323
201051 0.398 0.391 0.375 0.277 0.287 0.280 0.285 0.250 0.313 0.263 0.294 0.270
201052 0.709 0.651 0.556 0.502 0.497 0.498 0.485 0.575 0.608 0.459 0.520 0.470
201053 0.562 0.665 0.487 0.327 0.334 0.410 0.406 0.378 0.352 0.372 0.407 0.322

201101 0.516 0.413 0.457 0.292 0.305 0.301 0.266 0.246 0.380 0.225 0.184 0.208
201102 0.720 0.705 0.658 0.540 0.550 0.574 0.591 0.607 0.637 0.413 0.512 0.533
201103 0.670 0.633 0.432 0.375 0.381 0.404 0.416 0.410 0.383 0.461 0.457 0.404
201104 0.597 0.456 0.377 0.392 0.405 0.317 0.335 0.399 0.350 0.380 0.406 0.357
201105 0.330 0.379 0.277 0.272 0.283 0.227 0.225 0.265 0.243 0.232 0.234 0.237
201106 0.199 0.147 0.143 0.180 0.185 0.123 0.120 0.182 0.154 0.138 0.151 0.152
201107 0.129 0.194 0.252 0.286 0.313 0.246 0.253 0.288 0.201 0.304 0.270 0.280
201108 0.242 0.270 0.227 0.244 0.258 0.220 0.228 0.253 0.228 0.244 0.238 0.225
201109 0.203 0.242 0.300 0.265 0.271 0.273 0.265 0.268 0.287 0.294 0.268 0.281
201110 0.176 0.169 0.146 0.155 0.158 0.139 0.143 0.170 0.141 0.137 0.143 0.150
201111 0.143 0.309 0.373 0.360 0.379 0.339 0.370 0.395 0.235 0.358 0.367 0.373
201112 0.179 0.364 0.374 0.334 0.344 0.307 0.319 0.321 0.277 0.273 0.287 0.319
201113 0.222 0.212 0.131 0.115 0.117 0.135 0.135 0.115 0.132 0.156 0.177 0.116
201114 0.274 0.353 0.203 0.194 0.204 0.223 0.230 0.226 0.199 0.198 0.187 0.204
201115 0.147 0.128 0.110 0.127 0.128 0.121 0.119 0.115 0.118 0.165 0.157 0.124
201116 0.309 0.306 0.274 0.237 0.257 0.243 0.248 0.246 0.248 0.183 0.195 0.230
201117 0.236 0.204 0.213 0.177 0.176 0.179 0.185 0.172 0.172 0.175 0.160 0.181
201118 0.204 0.125 0.132 0.144 0.149 0.133 0.140 0.144 0.134 0.156 0.127 0.140
201119 0.165 0.153 0.188 0.209 0.222 0.168 0.176 0.183 0.174 0.233 0.185 0.182
201120 0.136 0.152 0.141 0.151 0.150 0.143 0.144 0.157 0.137 0.226 0.156 0.143
201121 0.239 0.281 0.128 0.147 0.154 0.145 0.146 0.142 0.143 0.151 0.120 0.137
201122 0.110 0.151 0.137 0.127 0.138 0.137 0.132 0.134 0.123 0.137 0.137 0.130
201123 0.135 0.223 0.182 0.179 0.180 0.155 0.152 0.171 0.137 0.136 0.143 0.162
201124 0.118 0.149 0.111 0.108 0.112 0.114 0.114 0.125 0.105 0.159 0.113 0.118
201125 0.130 0.159 0.190 0.178 0.192 0.180 0.178 0.159 0.165 0.168 0.167 0.172
201126 0.100 0.123 0.144 0.148 0.154 0.141 0.137 0.127 0.149 0.133 0.117 0.141
201127 0.115 0.124 0.139 0.131 0.135 0.122 0.123 0.121 0.143 0.099 0.101 0.124
201128 0.091 0.098 0.080 0.091 0.089 0.081 0.085 0.073 0.075 0.078 0.087 0.085
201129 0.098 0.100 0.097 0.101 0.101 0.095 0.096 0.096 0.087 0.101 0.101 0.095
201130 0.106 0.109 0.153 0.156 0.161 0.150 0.152 0.148 0.139 0.155 0.156 0.153
201131 0.087 0.103 0.118 0.113 0.114 0.110 0.112 0.127 0.105 0.123 0.122 0.113
201132 0.117 0.125 0.086 0.082 0.082 0.075 0.075 0.069 0.080 0.079 0.083 0.081
201133 0.162 0.152 0.127 0.129 0.140 0.120 0.124 0.147 0.140 0.138 0.139 0.132
201134 0.091 0.122 0.120 0.126 0.135 0.114 0.114 0.119 0.115 0.107 0.115 0.120
201135 0.181 0.138 0.104 0.100 0.098 0.097 0.095 0.104 0.111 0.125 0.097 0.093

201136 0.170 0.088 0.093 0.086 0.086 0.090 0.091 0.091 0.092 0.085 0.090 0.098

Tabla 5.12: mediana del CRPS de cada modelo ensayado en cada una de las semanas del período de validación.
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Semana ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
2010/36 58.33 18.33 20.00 15.00 10.83 5.00 6.67 10.00 6.67 15.00 6.67 13.33
2010/37 26.19 25.00 20.83 19.05 11.91 8.93 9.52 11.31 10.12 18.45 13.69 16.07
2010/38 32.14 19.05 17.86 12.50 8.93 7.14 5.95 8.93 7.74 13.10 10.12 10.71
2010/39 18.45 18.45 18.45 15.48 6.55 2.98 4.17 3.57 6.55 13.10 7.74 13.10
2010/40 28.57 23.81 13.10 8.33 6.55 4.17 4.17 4.17 4.17 14.88 6.55 7.14
201041 16.67 19.64 16.07 11.91 5.36 1.79 1.79 4.17 1.79 10.12 10.12 10.12
2010/42 27.98 23.21 20.83 18.45 10.12 7.74 4.76 8.93 9.52 14.88 10.71 15.48
2010/43 13.10 15.48 8.93 7.74 1.79 2.38 1.19 4.76 1.19 9.52 4.17 2.98
2010/44 42.86 41.67 30.95 25.60 21.43 19.64 20.24 20.83 20.24 23.81 23.21 28.57
2010/45 61.31 65.48 51.19 20.83 10.71 14.29 8.33 20.24 11.31 30.95 29.76 20.24
2010/46 38.10 35.71 42.26 17.26 13.10 11.31 10.71 14.88 10.12 23.81 16.07 14.88
2010/47 43.45 45.83 38.10 20.83 13.10 13.10 11.31 18.45 11.31 28.57 28.57 25.00
2010/48 52.98 40.48 29.17 15.48 8.93 11.91 3.57 10.71 8.93 21.43 19.05 10.12
2010/49 42.86 31.55 33.33 13.69 6.55 6.55 3.57 10.12 7.74 24.41 17.86 16.07
2010/50 69.64 55.95 43.45 23.21 15.48 10.12 10.71 17.26 11.31 28.57 23.81 25.60
2010/51 47.62 45.83 44.64 22.02 16.07 11.91 8.33 14.88 10.71 20.83 25.00 19.05
2010/52 70.24 69.05 61.91 44.64 30.95 26.19 25.60 33.93 28.57 39.29 39.88 41.67
2010/53 63.03 71.43 60.50 13.45 6.72 10.08 5.04 10.92 4.20 26.05 27.73 11.77
2011/01 53.06 48.98 55.10 32.65 12.25 10.20 0.00 18.37 4.08 30.61 22.45 18.37
2011/02 71.43 75.00 67.86 38.10 25.60 26.19 25.60 29.76 23.81 30.95 34.52 38.10
2011/03 60.71 57.74 51.19 23.81 12.50 14.29 8.33 20.83 10.71 38.69 30.36 23.21
2011/04 63.69 51.19 47.62 22.62 13.69 10.12 9.52 16.67 8.93 32.74 27.38 22.62
2011/05 44.05 46.43 34.52 25.00 17.26 14.29 8.33 20.24 15.48 28.57 19.64 23.81
2011/06 17.86 19.64 13.69 18.45 9.52 2.98 2.38 6.55 2.98 14.88 13.10 14.88
2011/07 19.64 20.83 26.79 26.79 19.05 10.12 6.55 13.69 7.14 30.95 26.19 27.38
2011/08 38.10 35.12 33.93 23.81 15.48 13.69 8.93 14.29 13.69 23.81 25.60 24.41
2011/09 27.38 33.93 44.64 34.52 23.81 17.86 14.29 17.86 14.88 30.95 27.38 35.12
2011/10 16.67 16.07 14.88 13.69 6.55 7.14 1.79 5.95 2.98 9.52 5.36 9.52
2011/11 10.12 42.86 45.83 32.14 22.02 17.26 17.26 25.00 17.26 39.29 34.52 35.12
2011/12 17.86 44.64 45.24 30.95 23.21 20.24 17.26 20.83 17.26 33.33 29.76 32.74
2011/13 27.38 26.79 20.83 16.07 13.69 13.10 13.10 13.69 13.69 19.64 14.88 15.48
2011/14 32.74 42.86 23.21 10.12 7.74 8.33 2.38 7.74 4.17 12.50 11.31 9.52
2011/15 19.05 13.69 11.91 8.93 6.55 5.36 4.76 5.95 5.95 11.91 10.12 7.74
2011/16 37.50 39.88 27.98 13.10 7.14 8.93 5.36 10.12 5.95 17.86 14.88 10.71
2011/17 29.76 32.14 28.57 19.05 11.91 10.71 8.33 16.07 11.31 16.07 14.29 15.48
2011/18 21.43 11.31 10.71 13.10 8.33 5.36 2.98 6.55 5.36 10.71 5.95 12.50
2011/19 18.45 25.00 25.00 23.21 18.45 15.48 13.69 14.29 14.29 25.00 17.86 20.24
2011/20 22.62 22.62 22.62 20.83 17.86 11.31 11.31 16.07 13.10 17.86 12.50 19.05
2011/21 29.17 30.36 22.62 13.69 8.93 7.14 3.57 7.74 4.76 20.24 9.52 11.91
2011/22 13.69 17.26 14.88 17.26 7.74 6.55 3.57 5.95 5.95 17.26 10.71 14.88
2011/23 14.88 21.43 17.86 13.69 7.74 4.76 5.36 5.95 5.36 14.29 11.31 13.69
2011/24 11.31 11.91 16.07 13.10 9.52 7.74 1.19 5.95 6.55 9.52 8.33 10.12
2011/25 20.83 22.62 16.07 12.50 6.55 5.36 2.38 8.33 3.57 19.64 6.55 10.12
2011/26 9.52 10.12 12.50 12.50 6.55 7.14 4.17 6.55 4.76 14.88 9.52 10.12
2011/27 16.07 16.07 14.88 13.69 8.33 7.14 5.36 6.55 7.14 10.71 9.52 11.91
2011/28 1.19 1.79 2.38 4.17 1.79 0.00 0.60 0.00 0.60 4.76 2.38 1.19
2011/29 12.50 14.29 6.55 7.14 4.17 3.57 4.17 4.17 4.17 8.33 4.17 5.95
2011/30 7.74 9.52 10.71 8.33 2.98 2.38 2.98 2.98 2.98 12.50 8.93 8.93
2011/31 10.12 12.50 4.76 4.17 2.38 1.19 0.60 1.19 1.19 6.55 1.79 3.57
2011/32 13.10 13.69 10.12 7.14 4.76 3.57 2.38 5.36 2.98 7.14 2.98 5.36
2011/33 20.83 19.05 14.88 11.91 7.14 3.57 4.76 7.14 4.76 13.10 10.12 10.12
2011/34 5.95 12.50 12.50 7.74 5.95 5.95 4.76 5.95 4.76 10.12 7.74 6.55
2011/35 14.29 13.69 2.98 2.38 1.19 0.60 0.00 0.60 0.60 8.33 5.95 4.76
2011/36 4.17 8.33 2.78 2.78 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 2.78 2.78 1.39

Tabla 5.13: Porcentaje de muestras que quedan fuera de los intervalos de predicción al 99% de con�anza en cada semana del período
de validación (01/Sept/2010-31/Ago/2011, 8760 muestras). En negrita el resultado del mejor modelo en cada semana.
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Semana ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
2010/36 77.50 25.83 23.33 26.67 25.83 18.33 18.33 24.17 20.83 20.83 22.50 24.17
2010/37 38.69 37.50 30.36 30.36 30.36 26.19 25.00 26.19 23.21 30.36 28.57 29.76
2010/38 52.38 34.52 26.79 23.81 23.21 19.05 20.24 20.83 17.86 25.60 20.83 24.41
2010/39 31.55 29.76 26.79 24.41 23.21 22.02 22.62 20.24 18.45 19.05 16.67 24.41
2010/40 42.26 37.50 26.79 19.05 14.88 15.48 14.29 16.07 17.86 35.71 26.19 22.02
2010/41 33.33 35.71 25.00 19.05 19.64 16.67 16.07 16.07 17.86 27.38 22.62 23.21
2010/42 41.07 37.50 33.33 27.38 25.60 23.81 23.21 22.62 23.81 25.60 23.81 27.38
2010/43 27.38 30.95 16.67 16.07 13.69 8.33 9.52 12.50 8.33 23.21 16.67 13.10
2010/44 49.41 51.19 37.50 36.91 34.52 28.57 27.38 31.55 33.33 39.88 36.31 39.29
2010/45 70.83 74.41 64.88 31.55 30.95 39.29 37.50 32.74 27.98 47.62 39.88 31.55
2010/46 44.05 45.83 52.38 23.21 22.62 21.43 20.24 20.83 20.83 43.45 30.36 22.02
2010/47 55.36 56.55 52.38 36.31 35.71 32.74 33.33 33.93 31.55 40.48 38.10 38.10
2010/48 62.50 54.17 39.29 22.02 22.62 21.43 20.83 25.00 20.83 39.88 35.12 23.81
2010/49 53.57 42.86 42.86 22.02 20.83 22.62 22.62 26.19 27.98 39.29 27.98 27.98
2010/50 77.38 62.50 56.55 33.93 31.55 31.55 32.14 36.91 31.55 40.48 36.31 35.71
2010/51 56.55 62.50 56.55 35.12 33.33 29.76 29.76 32.74 32.14 41.07 42.26 35.71
2010/52 75.60 76.19 70.24 50.00 49.41 48.21 48.81 51.19 48.81 50.00 55.36 51.19
2010/53 76.47 77.31 78.99 25.21 27.73 32.77 28.57 30.25 26.89 44.54 45.38 25.21

2011/01 63.27 57.14 65.31 44.90 44.90 42.86 44.90 44.90 48.98 38.78 34.69 32.65

2011/02 77.38 79.76 76.19 50.60 48.21 45.83 47.02 53.57 50.60 47.62 50.00 52.38
2011/03 67.86 64.88 64.88 32.74 32.74 33.33 35.71 38.10 31.55 48.81 45.24 36.31
2011/04 73.81 63.69 56.55 35.71 36.91 27.98 27.98 36.91 29.76 45.83 45.83 31.55
2011/05 51.19 57.14 45.83 36.91 36.91 28.57 26.79 32.14 30.95 42.26 29.76 32.14
2011/06 35.12 28.57 25.60 27.98 28.57 13.10 12.50 25.00 18.45 31.55 23.21 27.38
2011/07 28.57 31.55 41.67 48.21 46.43 28.57 29.76 40.48 28.57 48.21 40.48 48.21
2011/08 47.02 46.43 42.26 34.52 33.93 31.55 29.76 33.93 32.74 45.83 38.10 33.93
2011/09 39.29 44.05 50.60 45.83 43.45 43.45 42.86 42.86 44.05 48.81 42.86 47.62
2011/10 30.36 29.17 27.98 19.64 22.02 18.45 16.07 19.64 17.26 19.05 13.69 20.24
2011/11 19.05 50.60 58.93 44.05 42.86 36.31 38.69 48.21 32.74 50.00 50.00 47.02
2011/12 27.98 58.33 58.93 42.86 44.05 38.69 38.10 41.07 33.93 45.83 41.67 47.62
2011/13 41.07 36.91 28.57 22.62 20.83 17.86 19.05 19.64 18.45 30.36 28.57 20.83
2011/14 45.24 53.57 35.71 17.86 16.67 20.24 19.05 20.83 16.67 25.60 20.83 17.86
2011/15 27.98 21.43 16.67 11.91 12.50 12.50 13.10 12.50 11.91 23.21 17.86 10.71

2011/16 48.81 50.00 44.64 28.57 27.98 27.38 24.41 27.98 23.81 34.52 25.60 26.79
2011/17 42.26 36.31 39.29 26.79 25.60 26.19 25.00 26.19 23.81 23.81 19.05 26.19
2011/18 36.31 22.02 20.24 19.64 19.64 14.88 16.07 17.26 15.48 25.00 14.29 20.83
2011/19 29.76 33.93 36.91 33.33 35.12 28.57 26.79 32.14 27.38 36.31 23.81 32.14
2011/20 28.57 29.76 30.95 27.38 27.98 22.62 23.21 25.60 22.02 36.31 22.62 25.60
2011/21 42.86 47.02 30.95 23.81 23.21 20.83 20.24 22.02 20.24 30.95 16.67 23.21
2011/22 21.43 32.14 27.38 26.79 23.21 22.02 20.24 20.83 17.86 29.17 20.24 24.41
2011/23 25.60 35.71 28.57 29.76 27.98 17.26 17.26 20.24 15.48 25.60 25.00 30.95
2011/24 20.24 20.83 22.62 20.83 19.05 17.26 16.67 16.67 17.26 27.38 16.67 17.26
2011/25 26.19 33.93 26.79 24.41 24.41 20.24 19.05 17.86 23.21 35.12 21.43 25.00
2011/26 14.88 17.26 20.83 18.45 19.64 11.91 12.50 10.12 11.91 26.79 17.26 21.43
2011/27 25.00 27.38 21.43 20.24 20.24 17.26 17.26 14.88 19.05 20.83 17.26 22.02
2011/28 6.55 4.76 4.76 7.14 5.95 5.36 4.76 5.95 4.17 14.29 13.69 11.91
2011/29 18.45 19.05 11.91 14.29 13.69 11.31 11.31 13.10 11.31 17.86 11.31 12.50
2011/30 12.50 16.67 20.83 16.07 16.07 13.10 12.50 13.10 8.93 22.02 20.83 18.45
2011/31 16.67 17.86 10.71 10.71 10.71 8.93 8.33 6.55 8.93 20.83 13.10 11.31
2011/32 19.64 22.62 15.48 14.29 14.88 13.10 13.69 11.31 13.69 14.29 6.55 13.10
2011/33 26.79 26.19 22.62 19.05 18.45 16.07 15.48 16.67 18.45 27.38 23.21 20.83
2011/34 11.31 19.05 17.26 13.10 11.91 8.93 9.52 10.71 11.31 17.86 15.48 13.69
2011/35 26.19 23.81 12.50 13.10 12.50 11.31 11.91 13.69 14.29 22.62 17.26 13.10
2011/36 13.89 11.11 9.72 8.33 6.94 5.56 5.56 4.17 5.56 15.28 11.11 12.50

Tabla 5.14: Porcentaje de muestras que quedan fuera de los intervalos de predicción al 95% de con�anza en cada semana del período
de validación (01/Sept/2010-31/Ago/2011, 8760 muestras). En negrita el resultado del mejor modelo en cada semana.
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Semana ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
2010/36 82.50 42.50 30.00 34.17 35.00 24.17 23.33 33.33 30.00 33.33 30.00 30.83
2010/37 44.64 42.26 36.31 32.14 34.52 31.55 31.55 38.69 32.14 37.50 36.31 35.12
2010/38 60.12 45.83 35.71 30.36 30.36 29.76 29.76 30.36 27.98 31.55 27.98 31.55
2010/39 41.67 37.50 33.33 28.57 28.57 27.98 27.38 32.14 27.98 24.41 27.38 29.17
2010/40 48.21 48.81 41.07 31.55 35.71 29.17 28.57 31.55 29.76 44.05 35.12 33.93
2010/41 44.05 42.26 32.74 26.19 26.79 24.41 26.79 27.38 26.19 35.12 33.33 26.79
2010/42 50.00 46.43 39.88 33.33 35.12 32.74 33.33 36.31 33.33 33.93 32.14 31.55

2010/43 32.14 37.50 21.43 23.21 24.41 17.26 18.45 23.81 18.45 29.76 22.02 19.64
2010/44 57.14 58.33 45.24 46.43 48.21 38.10 38.69 45.83 44.05 44.64 46.43 48.21
2010/45 77.38 80.36 67.26 36.91 41.67 51.19 51.19 46.43 43.45 51.79 48.21 37.50
2010/46 48.81 50.60 57.74 28.57 33.33 29.17 30.95 36.91 30.95 51.79 39.88 26.79

2010/47 60.12 62.50 58.33 44.64 48.21 46.43 48.21 50.00 45.83 46.43 42.86 46.43
2010/48 70.24 61.31 45.83 29.17 32.14 31.55 31.55 39.88 37.50 50.00 44.05 29.76
2010/49 60.12 52.38 52.38 29.76 30.95 29.17 30.95 39.88 38.69 49.41 40.48 33.33
2010/50 78.57 68.45 61.31 41.07 41.67 42.26 42.26 48.81 40.48 47.62 44.64 41.67
2010/51 63.69 68.45 62.50 44.05 45.24 44.05 47.62 45.24 44.64 48.21 51.79 43.45

2010/52 82.14 79.76 75.60 57.14 58.33 55.95 56.55 61.91 63.69 55.95 60.71 55.95

2010/53 77.31 84.87 84.03 33.61 39.50 43.70 45.38 51.26 36.98 56.30 59.66 39.50
2011/01 69.39 67.35 69.39 48.98 51.02 53.06 48.98 51.02 57.14 40.82 36.74 40.82
2011/02 82.14 82.14 80.36 57.14 57.14 57.74 60.12 64.88 63.10 54.17 55.95 58.33
2011/03 73.81 75.60 69.05 42.26 43.45 42.26 44.64 50.00 38.10 56.55 54.76 42.26
2011/04 77.98 69.05 60.71 45.24 49.41 33.93 36.31 56.55 39.29 54.17 53.57 43.45
2011/05 59.52 61.91 54.17 41.67 43.45 35.12 35.71 42.26 38.10 51.19 41.07 38.69
2011/06 44.64 36.31 33.93 33.93 34.52 25.60 26.79 36.91 29.76 41.07 30.36 33.93
2011/07 33.33 43.45 53.57 54.76 55.95 45.83 48.81 58.33 41.67 60.71 52.98 55.36
2011/08 50.00 55.36 48.81 40.48 41.67 43.45 43.45 47.62 44.64 51.79 46.43 44.05
2011/09 44.64 49.41 56.55 50.00 52.38 50.00 52.38 53.57 51.19 53.57 52.98 52.38
2011/10 38.69 36.31 35.12 27.38 29.17 26.19 26.79 33.93 27.38 29.17 23.81 27.98
2011/11 29.76 58.33 64.29 55.36 55.95 49.41 51.19 61.91 43.45 56.55 54.76 53.57
2011/12 38.10 67.26 66.07 50.60 55.95 47.02 46.43 53.57 44.05 51.19 50.00 55.36
2011/13 47.02 47.02 33.33 26.79 28.57 29.17 30.36 29.17 26.79 36.91 38.10 27.98
2011/14 54.17 60.12 43.45 27.38 30.95 29.76 33.93 36.91 29.17 35.12 26.79 28.57
2011/15 35.71 31.55 26.19 19.05 22.62 19.64 20.24 27.38 22.02 32.14 25.00 20.83
2011/16 58.33 60.12 55.36 34.52 38.10 35.12 36.31 39.88 35.12 42.26 33.93 34.52
2011/17 48.21 45.24 46.43 30.95 32.14 29.76 29.76 34.52 31.55 33.93 27.38 31.55
2011/18 44.64 30.36 29.76 27.98 29.17 23.81 27.98 30.36 24.41 35.71 21.43 25.60
2011/19 38.10 36.31 41.07 39.88 42.26 35.12 35.71 40.48 33.33 47.02 30.95 38.10
2011/20 35.12 33.93 36.31 33.33 33.93 30.95 33.33 35.71 27.98 45.24 32.14 31.55
2011/21 48.81 54.76 37.50 26.19 29.76 27.98 29.76 33.33 26.79 33.93 22.62 29.17
2011/22 26.19 37.50 30.95 32.14 32.74 31.55 32.74 32.74 30.95 35.12 29.17 33.93
2011/23 32.14 46.43 39.88 35.71 37.50 28.57 29.17 33.93 26.79 27.98 31.55 36.31
2011/24 24.41 31.55 29.76 25.00 27.98 23.81 25.00 28.57 24.41 41.67 25.00 26.79
2011/25 33.93 37.50 38.10 35.71 39.88 30.95 32.14 32.74 30.36 44.64 36.31 37.50
2011/26 19.64 23.81 29.17 29.76 32.74 25.00 25.60 24.41 30.95 36.91 23.81 30.95
2011/27 30.95 35.71 28.57 25.00 29.76 20.83 21.43 26.79 27.38 28.57 22.62 30.95
2011/28 11.91 10.71 9.52 12.50 13.10 13.69 13.69 13.10 10.12 20.83 16.07 15.48
2011/29 22.02 21.43 16.67 19.64 22.62 20.24 20.24 20.24 20.24 24.41 22.62 22.62
2011/30 17.86 23.81 33.33 26.79 32.74 22.62 25.00 26.19 23.21 36.31 30.95 27.38
2011/31 19.64 26.79 17.86 16.07 19.64 16.67 16.07 24.41 17.26 30.95 20.83 18.45
2011/32 26.79 28.57 21.43 17.86 20.24 17.26 17.26 21.43 22.02 23.21 13.10 16.07
2011/33 32.74 30.95 26.79 26.79 33.33 25.00 23.81 32.74 27.98 36.91 32.14 32.14
2011/34 15.48 26.19 22.02 19.05 21.43 16.67 16.67 19.05 20.83 26.79 24.41 23.21
2011/35 32.74 34.52 22.02 20.24 23.21 15.48 15.48 27.98 23.81 32.74 22.02 22.62
2011/36 29.17 15.28 12.50 13.89 13.89 13.89 13.89 18.06 12.50 18.06 13.89 18.06

Tabla 5.15: Porcentaje de muestras que quedan fuera de los intervalos de predicción al 90% de con�anza en cada semana del período
de validación (01/Sept/2010-31/Ago/2011, 8760 muestras). En negrita el resultado del mejor modelo en cada semana.
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Semana ARIMA DEM EOL ARCH BOOT SNP5 SNP6 SNP7 SNP8 RS2 RS3 RS4
2010/36 90.00 58.33 45.00 45.83 48.33 40.83 41.67 51.67 57.50 60.00 65.83 46.67
2010/37 63.10 60.71 57.74 48.81 58.33 47.62 50.00 60.12 50.00 66.67 63.69 50.60
2010/38 79.17 67.86 54.17 44.64 52.38 48.21 49.41 53.57 49.41 64.29 61.31 49.41
2010/39 57.74 55.36 48.81 41.67 49.41 45.24 45.83 52.38 52.38 63.10 59.52 48.21
2010/40 69.64 63.69 65.48 57.14 66.67 63.10 63.69 69.05 56.55 78.57 73.21 60.71
2010/41 65.48 63.10 52.98 41.67 47.02 42.26 46.43 54.76 47.62 64.88 56.55 44.05
2010/42 65.48 67.26 57.74 52.38 58.93 49.41 51.79 58.33 54.17 65.48 58.93 53.57
2010/43 45.83 46.43 42.86 42.86 50.00 41.07 43.45 52.38 45.24 56.55 53.57 45.24
2010/44 72.62 75.00 67.86 63.69 74.41 63.69 64.88 73.21 67.26 74.41 72.02 66.67
2010/45 83.33 88.10 78.57 54.76 62.50 67.26 68.45 68.45 65.48 79.17 64.29 60.12
2010/46 63.69 63.10 67.26 51.79 57.14 50.60 53.57 57.14 51.79 72.62 64.88 50.60

2010/47 69.64 72.02 72.02 64.88 69.64 69.05 71.43 71.43 70.24 72.62 61.91 67.26
2010/48 80.36 72.02 68.45 51.19 60.12 55.95 60.12 67.86 64.29 76.19 62.50 56.55
2010/49 77.38 71.43 70.24 48.81 58.33 52.98 55.36 66.07 58.33 74.41 63.10 51.79
2010/50 83.33 80.36 75.00 54.17 58.33 58.33 60.71 66.67 56.55 79.17 67.86 60.71
2010/51 78.57 81.55 76.19 65.48 72.02 63.10 67.26 67.26 65.48 73.21 64.29 61.31

2010/52 88.10 83.33 80.36 69.05 72.02 72.62 72.02 77.38 76.79 79.76 75.00 68.45

2010/53 89.08 89.92 92.44 66.39 73.11 69.75 72.27 68.91 66.39 73.95 71.43 64.71

2011/01 77.55 79.59 79.59 67.35 71.43 67.35 69.39 61.22 69.39 59.18 55.10 48.98

2011/02 89.88 86.31 88.10 72.02 78.57 76.19 78.57 80.36 75.60 83.93 77.38 77.38
2011/03 86.31 88.10 81.55 55.36 61.31 63.10 64.88 67.26 58.33 79.17 61.31 63.69
2011/04 86.31 82.14 72.02 67.26 70.83 61.31 63.10 76.19 71.43 77.38 66.67 62.50
2011/05 76.79 75.00 70.24 61.91 65.48 55.95 57.14 67.26 60.71 75.60 64.29 61.31
2011/06 64.88 52.38 52.38 50.00 55.95 44.05 45.24 55.36 53.57 54.17 50.60 47.02
2011/07 48.81 66.67 72.02 70.83 77.98 68.45 70.83 76.79 69.05 82.74 78.57 71.43
2011/08 64.88 67.86 64.88 57.74 67.26 59.52 62.50 66.67 60.71 71.43 69.05 62.50
2011/09 60.12 63.10 73.21 66.67 71.43 68.45 71.43 72.02 68.45 82.74 76.19 69.05
2011/10 57.14 56.55 52.38 53.57 63.10 45.83 48.81 61.31 50.60 70.83 63.10 57.14
2011/11 51.19 70.83 75.60 67.86 73.21 67.86 70.24 75.00 64.29 77.38 73.21 68.45
2011/12 61.91 79.76 79.76 69.05 72.62 70.83 72.62 75.60 69.64 79.76 73.21 70.83
2011/13 69.05 67.86 50.00 42.26 49.41 48.21 50.60 47.62 49.41 52.98 47.62 47.02
2011/14 68.45 70.83 66.67 51.19 60.12 50.60 55.36 63.10 54.17 72.02 54.76 57.74
2011/15 54.17 47.62 44.64 39.88 42.86 36.91 40.48 45.83 40.48 54.76 42.86 39.88
2011/16 71.43 72.02 73.21 55.36 64.88 55.36 58.93 72.62 61.31 76.79 69.64 60.71
2011/17 64.29 63.69 58.93 49.41 54.76 47.62 50.00 52.98 49.41 60.71 51.79 50.00
2011/18 61.91 48.81 50.60 47.02 54.17 44.64 46.43 55.36 50.60 60.12 52.38 48.81
2011/19 60.12 56.55 61.91 55.95 59.52 54.17 55.36 63.69 54.76 67.86 61.31 55.36
2011/20 50.00 54.76 51.19 48.81 57.14 47.62 48.81 58.33 49.41 64.29 58.33 54.17
2011/21 69.64 72.62 50.00 45.83 52.98 44.64 46.43 59.52 48.21 61.91 52.98 48.81
2011/22 44.64 54.76 52.98 51.19 57.14 52.38 55.36 58.93 55.36 64.29 56.55 55.95
2011/23 49.41 66.67 57.14 50.60 58.33 48.21 51.19 58.33 47.02 64.29 57.14 50.60
2011/24 44.05 53.57 44.64 45.24 51.79 43.45 47.02 54.17 46.43 60.12 55.95 47.62
2011/25 48.81 51.19 64.88 64.88 72.02 66.07 70.24 67.26 64.88 71.43 71.43 68.45
2011/26 41.07 47.62 52.38 47.62 55.36 47.62 50.60 53.57 53.57 61.91 54.76 51.79
2011/27 46.43 48.81 53.57 44.64 54.17 45.83 49.41 53.57 55.36 60.12 52.98 48.21
2011/28 33.93 32.14 33.33 27.98 39.29 30.36 32.74 36.91 32.14 46.43 44.05 36.91
2011/29 36.91 38.69 35.71 41.67 48.81 35.12 36.91 44.64 38.10 58.33 49.41 44.64
2011/30 36.31 42.26 57.74 54.17 61.31 50.00 52.38 63.69 51.79 75.00 64.88 58.93
2011/31 31.55 40.48 45.83 42.86 52.98 41.67 44.64 51.19 44.64 60.71 54.76 48.81
2011/32 44.05 46.43 32.74 33.93 41.67 33.33 34.52 35.12 39.88 49.41 44.05 39.88
2011/33 58.93 57.14 48.21 48.81 54.76 48.21 49.41 60.12 54.76 67.26 60.71 54.17
2011/34 36.91 44.64 45.24 46.43 55.36 41.67 41.67 52.38 43.45 61.31 56.55 52.98
2011/35 60.71 53.57 43.45 40.48 45.83 39.29 41.07 47.62 47.62 57.14 47.02 40.48
2011/36 55.56 30.56 36.11 34.72 43.06 34.72 38.89 43.06 34.72 50.00 45.83 40.28

Tabla 5.16: Porcentaje de muestras que quedan fuera de los intervalos de predicción al 70% de con�anza en cada semana del período
de validación (01/Sept/2010-31/Ago/2011, 8760 muestras). En negrita el resultado del mejor modelo en cada semana.
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5.5. Conclusiones

En este capítulo se han aplicado los dos modelos propuestos en la tesis a la
predicción de los precios horarios del mercado diario de electricidad de OMEL. La
intención del estudio no es sólo predecir el precio spot del mercado diario sino estimar
una distribución de probabilidad que represente adecuadamente el comportamiento
estocástico de los precios eléctricos. La información de partida es pública y está
disponible para todos los agentes del mercado en el momento de enviar sus ofertas de
compra o venta de energía, y las predicciones se han calculado de la misma manera
que tienen que hacerlo los agentes, es decir, la primera hora del día se predice con un
horizonte de predicción de 1, la segunda con horizonte 2 y así sucesivamente hasta la
última hora del día que se predice con horizonte 24. La problemática de utilizar
los modelos propuestos en este contexto mutiperíodo se ha solventado mediante
simulación. Para validar el rendimiento de los modelos se han utilizado tanto las
medidas habitualmente utilizadas en la literatura para evaluar la precisión de sus
predicciones puntuales como las menos conocidas que evalúan la capacidad de proveer
estimaciones de su función de densidad.

Para analizar las capacidades predictivas de los modelos propuestos se ha utilizado
como referencia el modelo de función de transferencia con ruido ARIMA-ARCH,
que presenta la misma estructura básica y es uno de los más referenciados en la
literatura de precios Nogales and Conejo, 2006; Conejo et al., 2005; Nogales et al.,
2002; Zareipour et al., 2006b; Misiorek et al., 2006. Se ha validado la inclusión
de la previsión de producción eólica en dicho modelo como la característica más
determinante a la hora de incrementar su precisión. También se ha mostrado cómo
la inclusión de los términos ARCH para modelar la varianza del residuo hace que la
estimaciones de las distribuciones predictivas sean mucho más �ables. La estructura
doblemente estacional que presenta el modelo de referencia queda validada por el
buen rendimiento alcanzado por los modelos ARIMA y de suavizado exponencial, los
cuales han sido utilizados como modelos de referencia.

Los resultados del estudio realizado demuestran que los modelos propuestos
mejoran las capacidades predictivas del modelo de función de transferencia con ruido
ARIMA. A pesar del incremento en el número de parámetros, los resultados obtenidos
con los modelos de cambio de régimen son más precisos en cuanto a predicciones
puntuales se re�ere. En relación a los modelos con densidades SNP, éstos constituyen
una alternativa para modelar la distribución de probabilidad de los precios eléctricos
que mejora enormemente la precisión de los intervalos de predicción que proporciona,
sin que la precisión de sus predicciones puntuales se vea afectada.
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Capítulo 6

Conclusiones, aportaciones
originales y futuros desarrollos

Este último capítulo resume los trabajos realizados en la tesis. Se subrayan las
aportaciones originales de la misma y se extraen las conclusiones alcanzadas tras la
aplicación de las propuestas a los casos prácticos. Además, se ponen de mani�esto
los temas no abordados y se presentan las posibles líneas de investigación futuras.
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6.1. Resumen y conclusiones de la tesis

El elemento clave para el funcionamiento de los mercados eléctricos liberalizados
es la subasta del mercado diario, en donde las empresas participantes son convocadas
para que envíen sus ofertas de compra y venta de energía. De la casación de estas
ofertas se obtiene tanto la programación de unidades del sistema que cubrirán la
demanda de energía como su precio marginal, para cada una de las 24 horas del día
siguiente. En este contexto, los agentes participantes del mercado se ven obligados a
anticiparse a los movimientos de dicho precio marginal, puesto que es una variable
determinante en sus procesos de toma de decisiones.

La necesidad de predicciones precisas del precio marginal abarca tanto el largo,
como el medio y corto plazo. En el largo plazo, las predicciones del precio in�uyen
en las decisiones relacionadas con el análisis de inversiones, como por ejemplo la
expansión de la generación o la plani�cación de la distribución. Las predicciones a
medio plazo (de seis meses a un año) se utilizan para la coordinación hidrotérmica, así
como a la hora de hacer una gestión e�caz del riesgo asociado al precio del mercado,
de manera que los agentes puedan decidir la cantidad de energía que comercializan
a través de contratos bilaterales, mercados de futuros o directamente en el pool. Las
decisiones de corto plazo conciernen a la programación diaria de la producción de las
plantas y el desarrollo de las estrategias de oferta en el mercado, con el objetivo de
maximizar el bene�cio.

La predicción y caracterización del precio del mercado diario en un horizonte
de corto plazo ha sido la principal motivación de esta tesis. Existe ya abundante
literatura en donde se proponen métodos de predicción capaces de superar el
rendimiento de los modelos tradicionalmente usados como modelos de referencia.
Sin embargo, a menudo el objetivo ha sido tratar de predecir únicamente el precio
que se obtiene de la casación de ofertas, sin prestar demasiada atención a la magnitud
del posible error en la estimación o la probabilidad de obtener cualquier otro precio.
La estimación de la función de densidad de los precios del mercado, y no solo de su
valor esperado, constituye un objetivo más útil y ambicioso. El conocimiento de la
distribución de probabilidad de los precios del mercado diario permite introducir
incertidumbre en la elaboración de los escenarios utilizados para maximizar el
bene�cio de un agente en el mercado, y proporciona la información necesaria para
una correcta gestión del riesgo que de él se deriva.

Dada la naturaleza no almacenable de la electricidad y la forma escalonada de
las curvas de venta debido a la presencia de diferentes tecnologías de generación, el
comportamiento de los precios resultantes de la casación de ofertas en el mercado
diario resulta ser errático y complejo de predecir. Dicho comportamiento queda
re�ejado en un conjunto de características únicas y universales, que se resumen
en: reversión a la media, presencia de componentes estacionales, diferentes patrones
de comportamiento intradiarios e intrasemanales, efectos de calendario, volatilidad
variable y distribuciones asimétricas con colas pesadas y spikes.
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El punto de partida en la investigación de métodos para la predicción de precios
eléctricos a corto plazo han sido los modelos de series temporales que tanto éxito han
tenido en otros campos de aplicación, como son el modelo ARIMA o el de función
de transferencia. A partir de éstos, la investigación ha evolucionado hacia modelos
más complejos que tratan de superar las limitaciones de los primeros y son capaces
de modelar las características citadas. El amplio abanico de métodos propuestos en
la literatura ha sido revisado en detalle en el capítulo 2.

Tras la revisión de los métodos existentes para la predicción a corto plazo de
los precios eléctricos, se han identi�cado dos carencias importantes que esta tesis
trata de abordar. La primera de ellas es el planteamiento de un modelo de serie
temporal que represente adecuadamente la distribución de probabilidad de los precios
eléctricos, sin que esto suponga una merma en las capacidades de predicción del
modelo. Por un lado, las distribuciones paramétricas propuestas en la literatura
no se ajustan plenamente a las distribuciones empíricas obtenidas a través de los
métodos de predicción existentes. La causa de esta limitación se encuentra en la forma
rígida que este tipo de distribuciones impone, las cuales no permiten adaptarse de
forma �exible a las series de precios de cada mercado especí�co. Por otro lado, las
distribuciones no paramétricas basadas en estimadores kernel presentan la desventaja
de no proporcionar una forma analítica de la función de densidad.

La segunda limitación de los métodos de predicción en la actualidad está
relacionada con la representación del comportamiento no lineal. A pesar de que
los métodos lineales, como los de regresión dinámica o función de transferencia,
proporcionan buenos resultados de cara a la predicción, éstos no son capaces de
describir adecuadamente las relaciones no lineales presentes en la serie del precio.
Los modelos de cambio de régimen constituyen una buena alternativa para incorporar
dinámicas no lineales manteniendo la estructura básica de los modelos lineales. Sin
embargo, los modelos que aparecen en la literatura han sido concebidos no tanto
para la predicción precisa de los precios eléctricos sino para representar �elmente
sus principales características. En cuanto a las redes neuronales, éstas en teoría son
capaces de aproximar cualquier función por complejas que sean las relaciones entre
las entradas y la salida. Sin embargo, en la práctica presentan un alto riesgo de
sobreentrenamiento y su elevado número de parámetros puede afectar sensiblemente
a sus capacidades de generalización.

Las principales aportaciones de la tesis consisten en la generalización de dos
aspectos del modelo de función de transferencia con ruido ARIMA, y están en
línea con las limitaciones identi�cadas. Atendiendo únicamente a la precisión de sus
estimaciones puntuales, los modelos de función de transferencia con ruido ARIMA
arrojan buenos resultados. Sin embargo, estos modelos no contemplan el carácter
heterocedástico de las series, la posible asimetría de las distribuciones resultantes ni la
probabilidad de que aparezcan valores inusuales o extremos. Este hecho no resulta un
problema si el modelo es concebido únicamente para obtener predicciones puntuales,
puesto que el marco de trabajo de estimación de quasi-máxima verosimilitud
proporciona una solución su�cientemente robusta. Sin embargo, resulta inadecuado
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si se quiere estimar de manera razonable la probabilidad de cualquier intervalo de
predicción, es decir, si se quiere predecir su función de densidad. Para superar estas
limitaciones, el primero de los desarrollos realizados supone una extensión del modelo
que es capaz de representar más �elmente la forma especí�ca de la distribución del
proceso de precios utilizando un tipo de distribución semiparamétrica. La aplicación
del modelo a las series de precios de diferentes mercados eléctricos revela un ajuste
de la distribución empírica de los residuos mucho mayor que el proporcionado por el
tradicional ajuste gaussiano. Además, los resultados de la aplicación del modelo a un
conjunto de precios fuera de muestra (out-of-sample) demuestran que los intervalos
de predicción proporcionados son sensiblemente mejores que los proporcionados por
el modelo gaussiano, sobre todo para los centiles superiores al 90%.

El segundo modelo desarrollado surge de la necesidad de capturar correctamente
el comportamiento no lineal evidenciado tanto en la respuesta de los precios a
variables explicativas como en las dinámicas autorregresivas de las propias series de
precios. La intención es mejorar las capacidades de predicción del modelo permitiendo
que sus parámetros cambien con el tiempo según un conjunto de regímenes que
están determinados por variables explicativas que determinan el comportamiento
del mercado. El modelo permite una forma más �exible de la función de densidad
de sus innovaciones que en el caso del modelo anterior, puesto que en este caso se
trata de una mixtura de las densidades asumidas para cada régimen (que en este
caso son gaussianas) con diferentes pesos en cada instante de tiempo. El modelo
supone un fuerte incremento en el número de parámetros puesto que la distribución de
probabilidad del régimen del sistema se modela a través de un perceptrón multicapa.
Sin embargo, a pesar de este incremento, el rendimiento alcanzado tras la aplicación
del modelo a los precios fuera de muestra del mercado de OMEL supera al del modelo
de función de transferencia con ruido ARIMA, tanto si atendemos a las medidas que
miden la precisión de las predicciones puntuales como a las que tienen como objetivo
medir la precisión de las distribuciones predichas.

En el capítulo 5 se han comparado las capacidades predictivas de los dos modelos
propuestos en la tesis con el modelo de función de transferencia con ruido ARIMA.
La comparativa se ha realizado considerando el contexto habitual en el que se
desenvuelven los agentes del mercado diario, en el que la predicción de los 24 precios
horarios del día siguiente se realiza a partir de la información conocida antes de
enviar las ofertas al operador del mercado. Los resultados del análisis realizado
demuestran que los modelos propuestos mejoran las capacidades predictivas del
modelo de función de transferencia con ruido ARIMA, tanto si atendemos a la
precisión de sus estimaciones puntuales como a la de los intervalos de predicción
proporcionados.

6.1.1. Aportaciones originales

La elaboración de la tesis doctoral ha tenido como objetivo contribuir en áreas
de conocimiento en donde la estimación y caracterización de los precios del mercado
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eléctrico resulta de gran importancia, como puede ser el diseño y optimización de
estrategias de oferta o la gestión del riesgo derivado de dicho precio. Las principales
aportaciones de la tesis son:

El desarrollo de un modelo que supone una extensión semiparamétrica del
modelo de función de transferencia con ruido ARIMA que incorpora un término
ARCH y donde sus innovaciones siguen una densidad de probabilidad de tipo
SNP (Seminonparametric, Gallant and Nychka (1987)). El modelo es capaz
de capturar las características esenciales de los precios eléctricos: in�uencia
de variables explicativas, estacionalidad, carácter autorregresivo y volatilidad
variable en el tiempo, y trata de representar más �lemente las asimetrías y colas
pesadas habitualmente presentes en las distribuciones empíricas a través de un
enfoque semiparamétrico.

El desarrollo de un modelo que supone una extensión del modelo de función
de transferencia con ruido ARIMA-ARCH que permite que sus parámetros
varíen con el tiempo según un conjunto reducido de regímenes no observados
o �cticios, los cuales a su vez están determinados por las variables explicativas
que determinan el comportamiento del mercado. La capacidad del modelo
de aplicar un juego diferente de parámetros en cada instante de tiempo se
consigue utilizando una representación en espacio de estados. A partir de dicha
representación y un juego de parámetros �jados, el �ltro descrito en Kim (1994)
permite estimar la salida del modelo condicional a la información conocida
hasta ese momento en cada punto de la serie temporal. La distribución de
probabilidad de cada uno de los regímenes se determina a través de una red
neuronal que presenta como entradas las variables fundamentales que afectan al
precio. Esto permite aprender de manera automática las diferentes situaciones
del mercado que determinan distintas respuestas o dinámicas del precio. Los
parámetros del modelo pueden estimarse usando el algoritmo EM (Dempster
et al., 1977; Hamilton, 1990), el cual permite maximizar de manera separada
los parámetros que determinan la distribución de probabilidad de los regímenes
de aquellos que modelan la media y varianza condicional del precio, siendo a la
vez robusto frente a una inicialización aleatoria de los mismos.

Otras aportaciones de la tesis son también:

El análisis cuantitativo del efecto de la inclusión de la producción eólica como
variable explicativa a la hora de predecir el precio del mercado diario en un
horizonte de corto plazo. Un trabajo del autor previo a la tesis discute el efecto
de esta variable en la predicción de los precios eléctricos del mercado ibérico
utilizando distintos modelos de series temporales, entre los que se encuentra
por ejemplo una red neuronal de tipo feed-forward (Cruz et al. (2011)).

La incorporación de términos de tipo ARCH para modelar la varianza del
residuo en el modelo de función de transferencia con ruido ARIMA, para lo
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que se ha utilizado una representación en espacio de estados anidada. Dichos
términos no solo proporciona estimaciones de las distribuciones predictivas
mucho más �ables sino que no empeoran la precisión de las estimaciones
puntuales. Este resultado es importante puesto que existe algo de controversia
sobre el impacto de dichos términos sobre la precisión de los modelos que tienen
como objetivo la predicción de los precios eléctricos.

El estudio de diversos casos ejemplo representativos correspondientes a
diferentes mercados eléctricos, como son el mercado francés (POWERNEXT),
el mercado de Victoria, Australia (NEM) y la interconexión Pensilvania -
New Jersey - Maryland (PJM), y en mayor profundidad el mercado Ibérico
(OMEL/OMIE).

La investigación ha dado lugar a las siguientes publicaciones y capítulos de libros:

A. Cruz, A. Muñoz, J. Zamora, R. Espínola, "The e�ect of wind generation and
weekday on Spanish electricity spot price forecasting", Electric Power Systems
Research. vol. 81, no. 10, pp. 1924-1935, Octubre 2011.

A. Muñoz, E.F. Sánchez-Úbeda, A. Cruz, J. Marín, "Short-term Forecasting in
Power Systems: A guided Tour", en Handbook of Power Systems II. Editores
Pardalos, P.M.; Rebennack, S.; Pereira, M.V.F y Iliadis, N.A.. Ed. Springer.
Berlín, Alemania, 2010.

y a las siguientes ponencias en congresos:

A. Cruz, A. Muñoz, "Predicción a corto plazo del precio de la electricidad con
modelos semiparamétricos con cambio de régimen", XXXII Congreso Nacional
de Estadística e Investigación Operativa. La Coruña, España, 14-17 Septiembre
2010.

A. Muñoz, A. Cruz, "Day-ahead electricity price forecasting with semi-
nonparametric regime switching models", 30th International Symposium on
Forecasting. San Diego, EE.UU., 20-23 Junio 2010.

A. Cruz, A. Muñoz, "Density forecasting of electricity spot prices with
seminonparametric regime switching models", Workshop Industry and Price
Forecasting (WIPFOR). París, Francia, 3-4 Junio 2010.

A. Muñoz, A. Cruz, J. Zamora, R. Espínola, "Forecasting electricity prices
with periodic dynamic regression models", 28th International Symposium on
Forecasting - ISF2008. Niza, Francia, 22-25 Junio 2008.

A. Cruz, A. Muñoz, J. Zamora, R. Espínola, J. Alonso, "Modelos lineales y
no lineales de series temporales para la predicción a corto plazo del precio
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de la energía en el mercado eléctrico español", II Simposio de Inteligencia
Computacional, SICO'2007 (IEEE Computational Intelligence Society, SC).
Zaragoza, España, 11-14 Septiembre 2007.

R. Espínola, A. Cruz, A. Muñoz, J. Zamora, .A hybric model to forecast
electricity market prices", 27th International Symposium on Forecasting. Nueva
York, EE.UU., 24-27 Junio 2007.

6.1.2. Futuros desarrollos

Existen líneas de mejora de los modelos propuestos que conviene comentar. En
primer lugar, presentan la limitación de considerar como deterministas las variables
explicativas. Puesto que entre éstas se encuentran por ejemplo las previsiones
de demanda y de generación eólica, un tratamiento especí�co que considerase
la incertidumbre o �abilidad de dichas previsiones según su propio horizonte de
predicción podría mejorar el rendimiento de los modelos, sobre todo para los
horizontes más lejanos. La incertidumbre en la estimación de los parámetros es
también un factor relevante a la hora de calcular los intervalos de predicción o
distribuciones predictivas que no se ha considerado en el desarrollo de la tesis. A juicio
del autor, éste es el principal motivo de que el tamaño de los intervalos predichos por
los modelos ensayados esté subestimado.

También existen líneas de mejora en cuanto a la estructura de los dos modelos
propuestos. Para lograr mayor �exibilidad en la forma de la densidades predichas por
el modelo semiparamétrico de función de transferencia, los coe�cientes del polinomio
podrían ser dependientes de la historia de serie y/o variables explicativas (Härdle et al.
(1997)). Esta �exibilidad permitiría relacionar la forma de la función de densidad
con las variables fundamentales que afectan al precio sin aumentar demasiado el
número de parámetros, independizando los parámetros que determinan la media y
varianza del proceso de precios de los que determinan la forma de la función de
densidad. Con respecto al modelo de cambio de régimen, la estructura de la red de
probabilidad presentada se escogió por su robustez frente a una inicialización aleatoria
de la misma. Sin embargo, es posible que estructuras más simpli�cadas o incluso una
forma funcional no paramétrica permita mejorar las capacidades de generalización
del modelo.

Por último, el marco de trabajo para la estimación de los parámetros de los
modelos propuestos ha sido el de la maximización de la verosimilitud logarítmica
de la muestra de estimación. Sin embargo, existen otras medidas alternativas a la
verosimilitud logarítmica que pueden ser usadas también para la evaluación de la
bondad de un determinado conjunto de parámetros (Gneiting and Raftery (2007)).
Estas medidas están basadas en puntuar de diferentes formas cómo de verosímil es
un determinado valor de la serie y cómo de concentrada está la densidad en torno
a dicha muestra. El CRPS (Continuous Ranked Probability Score) es una medida
adecuada para tal propósito que podría dar lugar a modelos que penalizaran en
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mayor medida la desviación entre la esperanza de la distribución asumida y el valor
de la serie realizado, y por tanto, dieran lugar a modelos que capturasen mejor el
comportamiento en las colas.
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