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RESUMEN DEL PROYECTO

I. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Desde que apareciesen por primera vez en los escritos de Newton y Leibniz, las
ecuaciones diferenciales han formado parte del dia a dia de los ingenieros. A la hora
de resolverlas, en funcion del orden de la ecuacion, puede llegar a ser bastante compli-
cado solucionarlas. Con el paso del tiempo se han ido desarrollando distintas he-
rramientas, evolucionando y avanzando hacia soluciones mds precisas y mas efi-

cientes.

A comienzos de 1990 aparece la Transformada Wavelet y despierta un gran interés en
distintos sectores de la Ingenieria, de la Fisica y de las Ciencias Aplicadas. Se basa en
funciones elementales oscilantes, suaves y de rapido decaimiento, y permite analizar y
sintetizar sefiales de manera efectiva. Tal es el potencial que presenta, que rdpida-
mente se sitia como candidata para relevar a la Transformada de Fourier, transfor-
mada que hasta el momento era muy utilizada dada su simplicidad y la falta de alterna-

tivas viables, pero que arrastraba ciertas limitaciones.

Asi pues, en este proyecto se analizaran y disefiardn distintos algoritmos con el fin
de obtener la soluciéon numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicadas a la
resolucion de problemas de valor inicial o de frontera. Los objetivos que se buscara

conseguir son los siguientes:

1. Presentar correctamente la Transformada Wavelet, base en torno a la cual se
desarrollara todo el proyecto. Explicar en que consiste, coémo se define y las  dis-

tintas propiedades a las que estd sujeta.

2. Se estudiardn varios métodos tradicionales de resolucion numérica utilizados
comunmente para resolver las EDPs junto con los distintos métodos Wavelet

objeto de estudio.
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3. Se disefiard una aplicacion practica en el lenguaje Mathematica/MATLAB que
implemente los algoritmos numéricos disefiados con las técnicas de la Transfor-
mada Wavelet, resolviendo ejemplos reales aplicados a diferentes modelos de
EDPs.

4. Se compararan los distintos métodos utilizando tanto los nimeros como tablas y
graficos 2D y 3D. Se concluird cudl o cuales son los mas 6ptimos en funcién de la
precision y la complejidad.

Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales Parciales, discretizar, procesamiento com-
putacional, VIM, FIM, Transformada Wavelet, Métodos Wavelet.

II. METODOLOGIA

En el desarrollo del Proyecto se procederé de la siguiente manera:

e A) En el primer capitulo se llevard a cabo la introduccién de la Transformada
Wavelet.

e B) En el segundo, se analizardn varios métodos tradicionales de resolucion
numérica. Seran explicados los métodos de Variacion Iterativa (VIM), de las Pertur-
baciones Homot6picas (HPM-Homotopy Perturbation Method), Asintético de Homo-
topia optimo (OHAM-Optimal Homotopy Asymptotic Method) y del Anélisis
Homotdépico (HAM-Homotopy Analysis Method).

e C) En el tercero se realizard el estudio de los algoritmos y Transformadas Wavelets
actuales empleados en la resolucion numérica de EDPs. Se cubrirdn los métodos de
Wavelet de Haar y Wavelet de Chebyshev.

e D) Se implementardn los distintos métodos en el lenguaje técnico-cientifico de
Mathematica, programa matemadatico muy utilizado en sectores cientificos con

amplias funciones para el desrrollo simbolico, numérico y grafico.

e E) Se evaluaran los distintos resultados numéricos obtenidos de la implementacion.
Se empleardn tablas y graficos 2D y 3D para facilitar la comparacién y se concluira

cudl es el método mas prometedor.

¢ F) Finalmente, se estableceran las conclusiones y las futuras lineas de investigacion.
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III. RESULTADOS

Tras resolver distintos ejercicios, se obtienen distintas tablas de errores y graficos
orientativos que permiten comparar los distintos métodos y evaluar cual es mas pre-

ciso a la par que sencillo o répido. Es decir, se busca determinar el método 6ptimo.

Por un lado, se generan en 3D graficos como el que se muestra en la Figura 1, para
determinar la exactitud con la que un método se ajusta a la solucién exacta de cada
ecuacion. Cobrard especial importancia en ecuaciones en zonas donde la curvatura, la
pendiente y las oscilaciones desempefien un papel vital que dificulte la aplicacién de

los métodos propuestos.

ulx, t) ( HWCM) u(x,t)
1.0

05 | ' 0.5~

Figura 1. Comparacién entre solucién exacta y aproximacion por el método de wavelet Haar de la
Ecuacién no Lineal y no Homogénea de Klein-Gordon.
Para comparar de una manera m4s precisa y exacta se generan también tablas de
errores como la que se presenta a continuacion. Se emplean hasta tres tipos distintos
de errores para comparar, y se muestran también los pardmetros escogidos para la

aplicacion.

Métodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria

Ignacio Castillon Sanchez



RESUMEN — ABSTRACT

HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=8
L, 2.77556 x 1077 6.66134 x 1071 3.46945 x 10718

L, 3.36186 x 10717 2.24745x10°5  1.20561 x 1077

RMS 2.10116 x 10718 3.51164x10°Y7  4.7094 x 10~2°

L. (t=0.75)  2.77556x 1077 582867 x 1071  3.46945x107'8
L, (t=0.75)  3.10317x107Y7 1.18029 x107 % 5.27596 x 1078
RMS (t=0.75) 7.75792x 107  1.47536x107'¢ 3.29747x 107"

Tabla 2. Tabla de errores de la aproximacion por el método wavelet de Haar de la Ecuacién no Lineal y

no Homogénea de Klein-Gordon.

Tras resolver los distintos problemas, se concluye que los tres métodos comparados
(método de perturbaciones homotdpicas, de colocacién de Haar y de colocacién de
Chebyshev) proporcionan unos resultados precisos, con un error practicamente nulo y

una evolucién clara en funcion de la precision (puntos de malla) escogida.

Aun si no se toman demasiados puntos de cuadricula, se pueden obtener unos
resultados bastante precisos. El método més sensible al mallado es el de perturba-
ciones, puesto que los otros dos no varian tanto en cuanto a precisioén. Si bien es
cierto, que el numero de puntos marca como de bien se ajusta la aproximacion a la

forma de la solucién exacta.

Asi pues, los métodos wavelet se presentan como una mejor opcién. De los dos
propuestos, claramente el que mejor responde es el método de Haar, especialmente
cuando se aumenta el nimero de puntos del mallado. Como se puede apreciar en los
graficos impresos a lo largo del proyecto, el ajuste es practicamente exacto, aunque en

ocasiones haya una pequefia oscilacién al llegar a la frontera.

IV. CONCLUSIONES

1. El método de perturbaciones homoto6picas permite llegar a la solucion exacta de
la ecuacion de difusién no lineal de Burgers-Huxley. Resolviendo varios proble-
mas y mediante el uso de tablas de valores aproximados, errores y graficos en 3D
se concluye que es una herramienta poderosa y eficiente para la construccién de
soluciones exactas de ecuaciones diferenciales no lineales. Ademads, presenta un
bajo coste y una gran precision.

2. El método de colocacion wavelet de Haar se emplea para obtener una solucién

aproximada de la ecuacion generalizada de Burgers-Huxley y de las ecuaciones
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hiperbdlicas no lineales de Sine-Gordon y Klein-Gordon. Comparando la aproxi-
macién con la soluciéon exacta y con los resultados de otros modelos, resulta
evidente que las soluciones obtenidas por este método son muy precisas, aun
tomando un pequefio nimero de puntos de la cuadricula, se obiene una precision
bastante alta. Se trata de un método sencillo, rdpido y muy fiable donde no apare-

cen integrales complejas.

3. Finalmente, el método de colocaciéon wavelet de Chebyshev. Se emplea para
obtener la soluciéon numérica aproximada de la ecuacién de Burgers-Huxley y de
las ecuaciones hiperbolicas no lineales de Sine-Gordon y Klein-Gordon, y al igual
que con el anterior, los resultados demuestran que es muy eficaz y preciso. Tam-
bién se ha aplicado en problemas de la ecuacién de Klein Gordon, tanto lineal
como no lineal, y se ha conseguido una implementacién en Mathematica® sen-

cilla y de alta eficacia.

V. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

Se resefian algunas futuras y posibles lineas de investigacion:

1. Se pueden aplicar los métodos de perturbacion de homotopia (HPM), y los méto-
dos Wavelet de Haar y Chebyshev para calcular las soluciones numéricas de
sistema no li-neales de ecuaciones diferenciales parciales como las ecuaciones de

Boussinesq—-Burgers generalizadas no lineales.

2. Solucion numérica de ecuaciones diferenciales fraccionarias (fractional differen-

tial equations-FDE) por el Método Wavelet de Haar.

3. Aplicaciéon del método Wavelet de Legendre en la soluciéon numérica de ecua-
ciones en derivadas parciales fraccionarias (fractional order partial differential
equations-FPDE).

4. Método Wavelet de Chebyshev en la solucion numérica de ecuaciones en
derivadas parciales fraccionarias (FPDE) que comprendan la derivada frac-

cional de Caputo y la derivada fraccionaria de Riesz.

5. Método Wavelet basado en la expansion de Wavelets de Hermite junto con las
matrices operativas de integracion fraccionarias y derivadas de funciones
Wavelets que resuelvan las ecuaciones de Fornberg-Whitham modificada
fraccionarias en el tiempo, y den soluciéon numérica a los sistemas acoplados

de ecuaciones de Jaulent—-Miodek fraccionarias en el tiempo no lineales.

Métodos Wavelets en la Resolucién Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria
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. Sistema de ecuaciones diferencial fraccional con retardo (SFDDE).

. Resolucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias de orden distribuido de
una y dos variables mediante una base de funciones fraccionarias basada en las
Wavelets de Chelyshkov.

. Disefio de método matriciales empleando las bases ortogonales con Wavelets de
Chelyshkov para resolver ecuaciones integrales de Abel lineales y no lineales,

asi como sistemas Abel.

. Algoritmo numérico que resuelva las ecuaciones integrales de Volterra débil-

mente singulares.
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WAVELET METHODS IN THE NUMERICAL SOLUTION OF

PARTIAL DERIVATIVE EQUATIONS APPLIED TO ENGINEERING

Abstract

I. INTRODUCTION AND OBJECTIVES

Ever since they first appeared in the writings of Newton and Leibniz, differential
equations have been part of the everyday life of engineers. When solving them,
depending on the order of the equation, it can be quite complicated to solve them.
Over time, different tools have been developed, evolving and advancing towards more

accurate and efficient solutions.

At the beginning of 1990 the Wavelet Transform appeared and aroused great inte-
rest in different sectors of Engineering, Physics and Applied Sciences. It is based on
oscillating, smooth and fast decaying elementary functions, and allows signals to be
analyzed and synthesized effectively. Such is its potential that it is quickly positioned
as a candidate to replace the Fourier Transform, a transform that until now was
widely used due to its simplicity and the lack of viable alternatives, but which had

certain limitations.

Thus, in this project different algorithms will be analyzed and designed in order to
obtain the numerical solution of Partial Differential Equations applied to the resolu-
tion of initial value or boundary problems. The objectives to be achieved are the

following:

1. To present correctly the Wavelet Transform, the basis around which the whole
project will be developed. Explain what it consists of, how it is defined and the

different properties to which it is subject.
2. Several traditional numerical resolution methods commonly used to solve PDEs

will be studied along with the various Wavelet methods under study.

In Multiresolution analysis the Daubechies Wavelet (Db8) has been applied with

8 levels of decomposition.

Métodos Wavelets en la Resolucién Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria
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3. A practical application will be designed in Mathematica/MATLAB language that
implements the numerical algorithms designed with the Wavelet Transform

techniques, solving real examples applied to different PDE models.

4. The different methods will be compared using both numbers and 2D and 3D
tables and graphs. It will be concluded which one or ones are the most optimal in

terms of accuracy and complexity.

Keywords: Partial Differential Equations, discretize, computational processing, VIM,
FIM, Wavelet Transform, Wavelet Methods.

IlI. METHODOLOGY

The development of the Project will proceed as follows:

e A) In the first chapter, the introduction of the Wavelet Transform will be carried

out.

e B) In the second chapter, several traditional methods of numerical resolution will
be analyzed. The methods of Iterative Variation (VIM), Homotopy Perturbation
Method (HPM), Optimal Homotopy Asymptotic Method (OHAM) and Homotopy
Analysis Method (HAM) will be explained.

e C) In the third one, the current algorithms and Wavelet Transforms used in the
numerical resolution of PDEs will be studied, covering the Haar Wavelet, and
Chebyshev Wavelet methods [RAY18].

e D) The different methods will be implemented in the scientific technical language
Mathematica, a mathematical program widely used in scientific sectors with exten-
sive functions for symbolic, numerical and graphical development.

e E) The different numerical results obtained from the implementation will be evalu-

ated. 2D and 3D tables and graphs will be used to facilitate comparison and a con-

clusion will be drawn as to which method is the most promising.

e F) Finally, conclusions and future lines of research will be drawn.

[ll. RESULTS

After solving different exercises, we obtain different error tables and orientation
graphs that will allow us to compare the different methods and evaluate which one is
more accurate and at the same time simple or fast. In other words, we will try to deter-

mine the optimal method.
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On the one hand, 3D graphs like the one shown in Figure 1 will be generated to
determine the accuracy with which a model fits the exact solution of each equation. It
will be especially important in equations where curvature, slope and oscillations play

a vital role that hinders the application of the proposed methods.

u(x, t) ( HWCM)
t t 1.0

ux,t)

1.0 1.0

Figure 1. Comparison between exact solution and Haar wavelet approximation of the nonlinear and

nonhomogeneous Klein-Gordon Equation.

For a more precise and accurate comparison, error tables such as the one presented
below will also be generated. Up to three different types of errors will be used for

comparison, and the parameters chosen for the application will also be shown.

HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=8
L, 2.77556 x 1077 6.66134 x 1071 3.46945 x 10718
L, 3.36186 x 10717 2.24745x 107  1.20561 x 1077
RMS 2.10116 x 10718 351164 x107Y7  4.7094 x 10~2°
L. (t=0.75)  2.77556x 1077  5.82867 x107'® 3.46945x107'8
L, (t=0.75)  3.10317x107Y7 1.18029x107 % 5.27596x 107'8
RMS (t =0.75) 7.75792x 107!  1.47536x107'¢ 3.29747x 107"

Table 2. Table of errors of the Haar wavelet approximation of the nonlinear and nonhomogeneous Klein-

Gordon Equation.

After solving the various problems, it is concluded that the three methods com-

pared (homotopic perturbation method, Haar collocation method and Chebyshev

Métodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria
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collocation method) give accurate results, with practically zero error and a clear evolu-

tion depending on the precision (grid points) chosen.

Even if not too many grid points are taken, fairly accurate results can be obtained.
The most sensitive to meshing is the perturbation method, since the other two meth-
ods do not vary so much in terms of accuracy. It is true, however, that the number of
points will determine how well the approximation matches the shape of the exact

solution.

Thus, the wavelet methods are presented as a better option. Of the two proposed,
the Haar method is clearly the most responsive, especially when the number of grid
points is increased. As can be seen in the graphs printed throughout the project, the fit
is practically accurate, although there is sometimes a small oscillation when reaching

the boundary.

IV. CONCLUSION

1. The homotopy perturbation method allows arriving at the exact solution of the
nonlinear Burgers-Huxley diffusion equation. By solving several problems and by
using tables of approximate values, errors and 3D graphics it is concluded that it
is a powerful and efficient tool for the construction of exact solutions of nonlin-

ear differential equations. In addition, it has low cost and high accuracy.

2. The Haar wavelet collocation method is used to obtain an approximate solution of
the generalized Burgers-Huxley equation and the nonlinear hyperbolic Sine-
Gordon and Klein-Gordon equations. Comparing the approximation with the
exact solution and with the results of other models, it is evident that the solutions
obtained by this method are very accurate, even taking a small number of grid
points, a fairly high accuracy is obtained. It is a simple, fast and very reliable

method where no complex integrals appear.

3. Finally, the Chebyshev wavelet collocation method. It is used to obtain the approx-
imate numerical solution of the Burgers-Huxley equation and the nonlinear
hyperbolic Sine-Gordon and Klein-Gordon equations, and as with the previous
one, the results show that it is very efficient and accurate. It has also been applied
to problems of the Klein-Gordon equation, both linear and nonlinear, and a

simple and highly efficient implementation in Mathematica ® has been achieved.

10
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V.

FUTURE SCOPE

Some future and possible lines of research are outlined:

1.

Homotopy perturbation methods (HPM), and Haar and Chebyshev Wavelet
methods can be applied to compute the numerical solutions of nonlinear systems
of partial differential equations such as the generalized nonlinear Boussinesq-

Burgers equations.

. Numerical solution of fractional differential equations (fractional differential

equations-FDE) by Haar’s Wavelet Method.

. Application of Legendre’s Wavelet method in the numerical solution of frac-

tional order partial differential equations (FPDE).

. Chebyshev’'s Wavelet method in the numerical solution of fractional partial

differential equations (FPDE) involving the Caputo fractional derivative and

the Riesz fractional derivative.

. Wavelet method based on Hermite’s Wavelet expansion together with the frac-

tional integration operational matrices and derivatives of Wavelet functions that
solve the fractional time-fractional modified Fornberg’s equations, and give
numerical solution to the coupled systems of nonlinear fractional time-frac-

tional Jaulent’s equations.

. System of fractional differential equations with delay (SFDDE).

. Solving fractional differential equations of distributed order of one and two

variables by means of a basis of fractional functions based on Chelyshkov’s

Wavelets.

. Design of matrix methods using orthogonal bases with Chelyshkov Wavelets to

solve linear and nonlinear Abel integral equations and Abel systems.

. Numerical algorithm to solve weakly singular Volterra integral equations.
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Organizacion del Proyecto

El presente Proyecto estd dividido en varios capitulos cuyo contenido se detalla a

continuacion.

l. Memoria

e Capitulo 1. Se trata de una introduccidn a la materia y al proyecto. En ella se marcan los
objetivos propuestos y la metodologia a seguir para alcanzarlos. También se revisa el

estado del arte del tema a estudiar.

e Capitulo 2. Se describen varios métodos de resolucién numérica aplicados tradicional-
mente para resolver ecuaciones diferenciales. También se hace una pequefia introduc-

cion a las wavelets, definiendo en qué consisten y cuéles son los procedimientos a seguir.

e Capitulo 3. Se desarrollan los fundamentos de la Transformada Wavelet de Haar y se

resuelven varios problemas para evaluar el método.

e Capitulo 4. Se desarrollan los fundamentos de la Transformada Wavelet de Chebyshev y

se resuelven varios problemas para evaluar el método.

e Capitulo 5. Se resuelven varios problemas con los distintos métodos para comparar y

determinar que métodos aplican mejor en segun qué condiciones.

e Capitulo 6. Se presentan las conclusiones finales obtenidas en el desarrollo de este

Proyecto sobre la aportacion de los métodos Wavelet en la resolucién de EDPs.

Para finalizar, se incluyen las posibles lineas de investigaciéon que se desarrollardn en los

proéximos afos.

Il. Cédigo
e Codigo. Se detalla el codigo en Mathematica® para la resolucion de los distintos proble-

mas y ejemplos que aparecen a lo largo del trabajo.
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Capitulo 1

1. Introduccion

1.1. Introduccion

Desde que apareciesen por primera vez en los escritos de Newton y Leibniz, las ecua-
ciones diferenciales han formado parte del dia a dia de los ingenieros. A la hora de resolver-
las, en funcién del orden de la ecuacidon, puede llegar a ser bastante complicado solu-
cionarlas. Con el paso del tiempo se han ido desarrollando distintas herramientas, evolucio-

nando y avanzando hacia soluciones mas precisas y mads eficientes.

A comienzos de 1990 aparece la Transformada Wavelet y despierta un gran interés en
distintos sectores de la Ingenieria, de la Fisica y de las Ciencias Aplicadas. Se basa en fun-
ciones elementales oscilantes, suaves y de rapido decaimiento, y permite analizar y sinteti-
zar sefiales de manera efectiva [WAMPI11]. Tal es el potencial que presenta, que rapida-
mente se sitia como candidata para relevar a la Transformada de Fourier, transformada que
hasta el momento era muy utilizada dada su simplicidad y la falta de alternativas viables,

pero que arrastraba ciertas limitaciones.

Asi pues, en este proyecto se analizardn y disefiardn distintos algoritmos con el fin de
obtener la soluciéon numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicadas a la resolu-
cion de problemas de valor inicial o de frontera. Para ello se emplearan procesos similares al
método de elementos finitos, aplicando la transformada previamente introducida, la Trans-
formada Wavelet (CWT-Continuous Wavelet Transform, DWT-Discrete Wavelet Transform,
Analisis Multirresolucion -MRA), [LEPI14], [SING15], [RAY18], [BERN19]. Se compararan

distintos métodos Wavelet buscando el 6ptimo para la resolucion de las EDPs.

Figura 1.1. Representacion de una onda Wavelet en Matlab [CORTO07].
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CAPITULO 1-INTRODUCCION

1.2. Motivacion

En las ultimas décadas se han producido avances tecnoldgicos que han hecho necesario
desarrollar herramientas matematicas que se adapten mejor a las nuevas necesidades que
surgen en el dia a dia. Cada afio que pasa, cobran mayor importancia en distintos campos
de la Ciencia y la Ingenieria, tales como la propagacion de ondas, la compresién de datos, el
procesamiento de imégenes, el reconocimiento de patrones, los graficos por computadora y

la tecnologia médica, etc.

Puesto que la Transformada Wavelet presenta una serie de ventajas respecto a la Transfor-
mada de Fourier, en este proyecto se van a analizar los resultados que proporcionan los

distintos métodos Wavelet que hay con el fin de encontrar el més fiable y preciso.

1.3. Objetivos

El objetivo principal es presentar un estudio, andlisis extenso y desarrollo de diferentes
métodos Wavelet para obtener soluciones numéricas de problemas matemadticos que ocu-
rren en las disciplinas de la Ciencia y la Ingenieria. La intencion es examinar la precision de
varios métodos Wavelet (método Wavelet de Haar, Wavelet de Legendre, Wavelet de Cheby-
shev y el método de Petrov-Galerkin) y su eficiencia para resolver numéricamente ecua-

ciones dife-renciales en derivadas parciales.
Asi pues, los objetivos marcados para este proyecto serdn los siguientes:

1. El primer capitulo se centrard en presentar correctamente la Transformada Wavelet,
base en torno a la cual se desarrollara todo el proyecto. Para ello se explicard en que
consiste y como se define. También se explicardn las distintas propiedades a las que

esta sujeta.

2. Puesto que para poder desarrollar y comprender nuevas herramientas es esencial estar
familiarizado con las aplicaciones tradicionales, se estudiardn varios métodos de resolu-
cion numérica utilizados comiinmente para resolver las EDPs. Algunos de ellos son el
método de Variaciones Iterativas (VIM) o el método de la Primera Integral (FIM)
[RAY18].

3. El tercer objetivo serd estudiar la aplicacion de las distintas Wavelet a la resolucion
numérica de EDPs. En principio, se estudiaran los métodos de Wavelet de Haar
[LEPI14], Wavelet de Legendre, y el método Wavelet de Chebyshev [RAY18].

4. Se disefiard una aplicacion practica en el lenguaje Mathematica/MATLAB que imple-
mente los algoritmos numéricos disefiados con las técnicas de la Transformada

Wavelet, resolviendo ejemplos reales aplicados a diferentes modelos de EDPs.
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5. Una vez obtenidos los resultados de la implementacién, se compararan los distintos
métodos utilizando tanto los nameros como tablas y graficos 2D y 3D. Se concluira

cudl o cuales son los més 6ptimos en funcién de la precision y la complejidad.

6. Finalmente, se analizardn lineas de desarrollo futuras y cudles serdn los proximos

pasos a seguir en este campo de investigacion.
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CAPITULO 1-INTRODUCCION

1.4. Metodologia
En el desarrollo del Proyecto se procedera de la siguiente manera:

e A) En el primer capitulo se llevara a cabo la introduccion de la Transformada Wavelet.

e B) En el segundo, se analizardn varios métodos tradicionales de resolucion numérica.
Serdan explicados los métodos de Variacion Iterativa (VIM), de las Perturbaciones
Homotdpicas (HPM-Homotopy Perturbation Method), Asintético de Homotopia 6ptimo
(OHAM-Optimal Homotopy Asymptotic Method) y del Andlisis Homotépico (HAM-
Homotopy Analysis Method) [RAY18].

e C) En el tercero se realizard el estudio de los algoritmos y Transformadas Wavelets
actuales empleados en la resolucion numérica de EDPs. Se cubrirdn los métodos de
Wavelet de Haar, Wavelet de Legendre, Wavelet de Chebyshev y el método de Petrov-
Galerkin [RAY18].

e D) Se implementaran los distintos métodos en el lenguaje técnico—cientifico de Mathema-
tica, programa matematico muy utilizado en sectores cientificos con amplias funciones

para el desrrollo simbolico, numérico y grafico.

e E) Se evaluaran los distintos resultados numéricos obtenidos de la implementacién. Se
empleardn tablas y graficos 2D y 3D para facilitar la comparacién y se concluira cudl es el

método mas prometedor.

¢ F) Finalmente, se establecerdn las conclusiones y las futuras lineas de investigacion.

1.4.1. Plan de Trabajo

El desarrollo de este proyecto se ajustard al cronograma mostrado en la Figura 1.2, donde

se detallan las actividades a realizar y los tiempos a emplear.
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CRONOGRAMATFM

& Tareas Sep Oct Mov Dic Ene Feb Mar Abr

LN IR DA D FOMTIFICIA
COMILLAS

Figura 1.2. Cronograma orientativo del TFM.

1.5. Recursos
Se citan los diferentes recursos a emplear en la realizacion del presente Proyecto/Trabajo:

e Procesador de textos Microsoft Office 2019®.
e Procesador cientifico del software Mathematica 12®.
e Software simbolico y numérico:

Mathematica 12® y MATLAB 2019®.

e Software para la creacién de graficos, esquemas, organigramas, disefio de circuitos:
PowerPoint 2019®.
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1.6. Estado del Arte

1.6.1. Método de Variaciones Iterativas (VIM)

Este método se emplea para obtener la solucién exacta de la ecuacion de Burgers-Fisher,
que muestra un modelo prototipo para describir la interaccién entre el mecanismo de reac-
cion, el efecto de conveccion y la difusion en el transporte. Tiene importantes aplicaciones
en varios campos de las Matematicas y de la Fisica y se escribe como:

ou du ou

— = ——au"—+B(1-u", 0<x<1, t=0 (1.6.1)
ot  9x? ox

donde a, 5 = 0 son constantes reales y n es un numero entero positivo.

Hay varios autores que ya han probado la precision y la fiabilidad del método resolviendo
EDPs no lineales. El pionero fue Ji Huang He en 1999, y basé el VIM en construir una
funciéon de correccion utilizando un multiplicador general de Lagrange, que debia ser

escogido de manera que la solucién corregida fuese una versién mejorada de la aproxi-

macién inicial y de la funcién de ensayo [SOOR18)].
Es decir, considerando la ecuacion no lineal:
[ Lu(®) + N u(®) = g(t) (1.6.2)
donde L es un operador lineal, N uno no lineal y g(¢) lo que se conoce como funcién
analitica.

Siguiendo el método VIM, se puede construir la siguiente funcion de construccion:

t

Un1(X, 1) = Un(X, 1) + f/l(f) (L un(&) +N (&) —g1) d¢ (1.6.3)

0

donde A es el multiplicador de Lagrange que se puede identificar a través de la teoria varia-
cional y ii,, es una variacion restringida, por lo que dii, = 0. Entonces, primero se calcula A
y posteriormente se determina la solucién exacta como:

| u(t) = lim uy(0). (1.6.4)

n—oo

Con este método consiguid reducir el maximo error relativo a menos de un 0.0001% en
condiciones estacionarias, con lo que demostré que era un algoritmo potente y efectivo para

resolver ecuaciones no lineales.

Desde entonces otros autores han seguido trabajando con él, como Bulut y Baskonus o
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Noor y Mohyud-Din. Estos ultimos buscaron estudiar los problemas de condicién de fron-
tera con el VIM y con un parametro auxiliar [MOHY17]. Aplicdndolo, por ejemplo, a un

modelo no lineal de difusién reactiva en una catalizacién porosa, regida por:

AfO

” .y ’ _ —
F/@-Pf(&) B/@)

(1.6.5)

y a unas condiciones de frontera f(1) = 1y f'(0), obtuvieron un error residual bastante bajo.

—
:
[ =]

[=]

[
-
[
wn

Abhsolute arror

0,000
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.3. Error residual absoluto para un 5° oden de aproximaciéon con VIM [MOHY17].

Concluyeron, con este ejemplo y otros tantos, que un pardmetro auxiliar 6ptimo se podia
obtener minimizando la funcién residual sobre el dominio del problema, y que la repre-
sentacion grafica y los resultados numéricos obtenidos en diversos problemas demostraban

que el método era completamente fiable y eficiente.

1.6.2. Método de de la Primera Integral (FIM)

A menudo el comportamiento analitico de las EDPs resulta complicado de entender. Por
ello, es vital encontrar métodos capaces de resolverlas. Feng desarroll6 el FIM a partir de la
teoria del anillo del Algebra commutativa, para tratar analiticamente las EDPs basandose en

derivadas fraccionarias.

Con ese enfoque resolvio ecuaciones como la Burgers-KdV, la Klein-Gordon, la KdV-
Zakharov-Kuznetsev y la Zakharov-Kuznetsov [ILIE18]. El método era una alternativa
segura y competente y muchos autores lo emplearon para realizar sus propias investiga-

ciones.

Una de las aplicaciones donde tuvo mayor impacto fue en la resolucion de las ecuaciones
que rigen el modelo de propagacion de la luz. Vinetskii y Kukhtarev fueron los que llevaron
a cabo la adaptacion del FIM, utilizandolo para resolver la ecuacion no linear ctubica-cuin-
tica de Schrodinger [SEAD17].

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria
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Lograron construir soluciones exactas a partir de la ecuacién de cuarto orden de
Schrodinger junto con una variante del sistema Boussinesq. La ecuaciéon se muestra a
continuacion:

oy Py Py
2ik —+—+—+2kkon WP +2kkons W*y =0 (1.6.6)
0z ox*  0y?
donde los dos ultimos términos representan las partes cubicas y cudnticas no lineales.

¥(x, v, z) es una funcién compleja de onda y V? es la Laplaciana de dos dimensiones.

Generalizando, podria decirse que rige el movimiento de las funciones de ondas. Por ello,
el FIM tiene numerosas aplicaciones en diversos modelos de propagacion a través de distin-
tos medios Opticos, como los cristales non-Kerr, los materiales organicos o los ferroeléctri-

COS.

El gran éxito de este método y el motivo por el que se utiliza para resolver EDPs fracciona-
rias es que los resultados obtenidos muestran, no sélo su eficacia y fiabilidad, sino también

que se trata de una solucion directa y concisa.

1.6.3. Método de las Perturbaciones Homotopicas

Los modelos matematicos son descripciones simplificadas de la realidad fisica expresados
en términos matematicos. El comportamiento de cada modelo se determina en funcién de
los datos de entrada de cada problema: las condiciones iniciales y de frontera, los coefi-
cientes de las funciones de las EDPs y las funciones de forzado. Estos datos hacen que la

solucion tenga unas propiedades muy localizadas en espacio, tiempo o ambas.

En la mayoria de los casos resulta dificil, o incluso imposible, encontrar una solucion
exacta del problema. Para intentar remediarlo se desarrolla el HPM, método que numerosos
autores han estado investigando estos ultimos afios. Las bases las establece en 1999 He, que
también desarrollo el VIM. A partir de hay cada autor lo ha aplicado al campo que conside-

raba méas oportuno.

Algunos, como J. van der Hoek, K. L. Deckert o C. G. Maple se centraron en resolver
ecuaciones parabolicas no lineales con condiciones de frontera no locales [GHORI11]. La
ecuacion homotopica que construian, de manera generalizada, satisface:

Hw, p)=(1 )((‘31} auo) [01) F ov O |=0 0,1]  (1.6.7)
v,p)=A-p)|—-—|+p|— -F|x, t,v, —, — || = € [o, 6.
P P ot ot P ot ax ox* P
La conclusidn a la que llegaron estos autores fue que el HPM presentaba ciertas ventajas

en comparacion con otros métodos que son de suma importancia. Resulta que como no le
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afectan los errores derivados de los redondeos al realizar la computacién y no hace falta ni
una gran memoria en el ordenador ni mucho tiempo, no es necesario discretizar las varia-

bles en tiempo y espacio. Tampoco es necesario perturbar, transformar o linealizar.

Ademss, si se quiere reducir el error cometido basta con afiadir nuevos términos a las
series del HPM.

Otros autores, como S. S. Nourazar y Nazari-Golshan, siguieron més de cerca los pasos de
He, aplicando el método a la ecuacion de Burgers. Aplicindolo a varios problemas y com-
pardndolo con el VIM se pecataron de que ambos métodos presentan una precision
altisima, siendo el error cometido con el HPM un 10% mas pequefo. En la practica, ambos
son potentes algoritmos capaces de proporcionar una solucién exacta para EDPs no li-
neales [SOOR18].

1.6.4. Solucion Numérica EDP con la Wavelet de Haar

I]Las Wavelets son una herramienta muy utilizada desde los 90 para procesamiento de
sefiales digitales. También tienen varias aplicaciones en el campo de la teoria cudntica y del

andlisis numérico.

En 1910, Haar introduce una funcién con un par de impulsos rectangulares. A partir de
ahi, se proponen varias generalizaciones y cada autor la aplica a distintas ecuaciones. Al
final, las funciones Haar son una familia ortogonal de ondas rectangulares invertidas cuyas

amplitudes pueden variar de una funcién a otra [SING15].

G. Hariharan la utilizo para obtener la solucion numeérica de la ecuacion de Fisher y U.
Lepik [LEPI11] la aplicé en la resolucion de ecuaciones diferenciales e integrales. Ambos
confirmaron que era un método preciso, simple, rapido y computacionalmente mas atrac-

tivo que cualquier otro método conocido hasta la fecha para resolver ecuaciones de ondas.

Uno de los enfoques més interesantes de este método lo lleva a cabo Cattano, que norma-
liza las ondas Haar utilizando splines. Junto con la aoprtacién de Chen y Hsiao, que
recomiendan expandir la derivada de mayor orden en la ecuacién diferencial, se abre el

rango de posibles aplicaciones.

Para testearlo y probar su eficacia, se empled para resolver las ecuaciones de difusién y de
Poisson. Al llevar a cabo la simulacién por ordenador se obtuvo una gran exactitud para una
malla con un reducido namero de puntos. Es decir, se consiguieron buenos resultados con

un modelo sencillo y ademads, universal, puesto que es aplicable a muchas EDPs [LEPI11].

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria
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Figura 1.4. Solucion de las ecuaciones de difusion y Poisson, respectivamente, para J = 3
(256 puntos de colocacion) [LEPI11].

Concluyeron asi, que era un método muy conveniente para resolver problemas de fron-
tera, puesto que las condiciones de frontera se tienen en cuenta automdaticamente. Para
resolver cdlculos numéricos también va muy bien, pero a la hora de resolver integrales no es

tan eficiente y consume mucho tiempo.

1.6.5. Método Wavelet de Legendre para Resolver Ecuaciones
Diferenciales

Se utiliza especialmente para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias. Se utiliza
una matriz operacional con un orden de integracion fraccional, que se deriva y emplea para

reducir las ecuaciones diferenciales fraccionarias a un sistema de ecuaciones algebraicas.

Muchos autores lo han desarrollado, como Kumar y Agrawal, Diethelm, Ford o Freed, y
en general todos siguen la misma linea [UR11]. Por ejemplo, si se aplicase a una ecuacion

diferencial fraccionaria como:

Dy(®)+y()=0 O<a<?2
{ (@ J’(,) (1.6.8)
y0)=1 »(0)=
La solucion exacta entonces seria:
y(t) = Ea(—t‘”)
(1.6.9)

Fale) = Z ST(ak+1)

Que representada graficamente la solucion seria:
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Figura 1.5. Soluciones numéricas para 1 < <2 [UR11].

Analizando los resultados de este y otros ejemplos, y comparandolos con otros métodos se
percataron de que eran muy similares a los proporcionados por las Wavelets de Haar. Fun-
ciona muy bien para resolver problemas lineales o problemas de frontera, puesto que las

condiciones de frontera se gestionan de manera automaética.

El mayor incoveniente que presenta es que requiere un sistema informatico muy com-
plejo para resolver problemas no lineales, puesto que al reducir las EDPs a un sistema de
ecuaciones algebraicas no lineales, resulta complicado resolverlo cuando hay una gran

cantidad de ecuaciones.

1.6.6. Método Wavelet de Chebyshev

Suele utilizarse junto con el método de colocacién para resolver las ecuaciones de Burgers
con valores iniciales y condiciones de frontera razonables. El método ha sido tratado por
numerosos autores, como A. H. Khater o S. Kutluay, y consiste en convertir un par de ecua-
ciones de Burgers en un sistema de ecuaciones algebraicas madas sencillo de resolver
[ORUC19].

También es muy habitual emplearlo para resolver derivadas fraccionarias, como el
método de Legendre. De hecho se suelen comparar ambos. Los resultados obtenidos en
diversos ejemplos numéricos por autores como S. Momani o A. Kilbas, avalan la eficacia y la
precision que los caracteriza. Son mucho mas fiables y més exactos que otros métodos como

las aproximaciones no lineales por subdifusion o superdifusiéon [MOHA18].

Analizando las distintas lineas de investigaciéon del método podria concluirse que cumple

con su cometido satisfactoriamente y que tiene ciertas caracteristicas que lo hacen destacar:

e Es capaz de manejar ficilmente las condiciones de frontera.

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria
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e Las simulaciones a ordenador muestran que es un método computacionalmente barato,

rapido y que da resultados precisos incluso con escasos puntos de colocacion.
e La implementacion en ordenador es simple y directa.

e Se puede emplear para resolver EDPs similares de diferentes campos de la Ciencia y la

Ingenieria con alguna modificacion.

12
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1.7. Alineacion con los Objetivos de Desarrollo Sostenible
(ODS)

A la hora de realizar este Proyecto, se considerardn los diversos Objetivos de Desarrollo
Sostenible (ODS) donde la Transformada Wavelet pueda tener un mayor impacto. Se con-

cluyo que se podia ayudar considerablemente en varios de ellos:

e Salud y bienestar, es seguramente el més importante de ellos por todo lo que implica. La
transformada que se evalua tiene una relacién directa con el campo de la Medicina.
Todas las sefiales que utilizan, desde un electroencefalograma a un electrocardiograma,

pueden ser mejor analizadas gracias a las técnicas comentadas en este Proyecto. Esto

puede ayudar a predecir numerosas enfermedades que podrian dejar de ser mortales al

3 Ve

ser detectadas a tiempo.

4

Figura 1.6. Salud y Bienestar.

e Industria, innovacion e infraestructuras. En este objetivo todavia queda mucho camino
por andar, pero se buscan primordialmente promover nuevas tecnologias para afrontar
los desafios econdmicos y medioambientales. Y como no, las Wavelets y su aplicacion en
el campo de la Fisica y de la Ingenieria son un gran impulso que tiene mucho futuro por
delante que descubrir. Las aplicaciones en los campos cientificos son inimaginables, pero
si la Transormada de Fourier, con todas sus limitaciones, ha sido trascendental, se debe
imaginar lo que se puede conseguir con un correcto uso y desarrollo de la Transformada
Wavelet.

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria 13
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INDUSTRIA,
INNOVACION E
INFRAESTRUCTURA

Figura 1.7. Industria, Innovacion e Infraestructura.

e Ciudades y comunidades sostenibles. En un mundo donde la urbanizacién de ciudades y
de 4reas metropolitanas no para de crecer [ODS15], y donde los sistemas y los habitantes
no hacen mas que modernizarse, es indispensable que la tecnologia los vaya acom-
pafiando en este proceso. Cobran en este sentido especial importancia las aplicaciones de
las Wavelets en la compresion de datos, el procesamiento de iméagenes, el reconocimiento

de patrones y el desarrollo de los graficos por computadora.

1 Comonoes
SOSTENIBLES

Al

Figura 1.8. Ciudades y Comunidades Sostenibles.
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Capitulo 2

2. Métodos de Resolucion Numeérica de EDPs

2.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es ofrecer una breve descripcién de varios métodos analiticos
y numéricos. Se comenzard cubriendo las ideas basicas de métodos analiticos muy conoci-
dos, como el método de variaciones iterativas (VIM), el método de la primera integral (FIM)
y el método de las perturbaciones homotdpicas (HPM). Después, se estudiaran los concep-

tos elementales del método de wavelet de Haar.

Se analizard para cada uno de los métodos propuestos su aplicabilidad practica en la
resoluciéon de EDPs no lineales [RAY18]. El objetivo principal serd mostrar la eficiencia y la
precision de estas técnicas analiticas y numéricas en el estudio de los fendémenos fisicos no

lineales.

Debido a la importancia de las EDPs en diversos campos de la Ingenieria y de la Ciencia,
se han desarrolado diversas técnicas matemaéticas con el fin de solucionarlas. Métodos de
elementos finitos, métodos espectrales, las aproximaciones de Galerkin o las de Rit,
etcétera. La principal caracteristica de estas ecuaciones es que lo “desconocido” es una
funcién, es decir, un objeto con un numero infinito de grados de libertad. Por ello, muchas
veces resulta imposible obtener una solucién exacta en términos numeéricos. A veces ni
siquiera se sabe por donde empezar. Asi pues, el objetivo de todas las técnicas previamente
mencionadas serd conseguir una buena aproximacion de la solucion ajustdndose a los

limites computacionales actuales (memoria, ocupacion del CPU, etc.).

El primer paso de cualquiera de los algoritmos empleados para resolver EDPS es dis-
cretizar la EDP, o sea, aproximarla a un problema de dimensiones finitas que si se pueda
resolver numéricamente. Lo mas habitual es discretizar el espacio donde se espera encon-
trar la solucion, restringiendo el problema a un vector espacial de dimensiones finitas, es

decir, obteniendo la solucién como una combinacion lineal de diferentes funciones base.

Intuitivamente, mejores aproximaciones requieren una discretizacion maés fina, mas
precisa, especialmente si la solucion presenta varianzas muy grandes en diversas regiones.

Puesto que afinarla implica tener problemas maés largos y, por lo tanto, disponer de una

Métodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria 15
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mayor capacidad de procesamiento computacional, resulta muy interesante poder cambiar

la resolucidn de la discretizacion ajustiandola a la varianza de la solucion.

Al estar modificando la resolucién utilizada en funcion de la regién que se este tratando,
surge la conexion entre las EDPs y los andlisis de multiple resolucion. Este hecho se pro-
duce en 1990, apareciendo por primera vez en las obras de Mallat y Meyer [BERN19]. Desde
entonces ha habido numerosos trabajos que lo han tratado, tanto en un marco teérico como
practico. Este andlisis de multiple resolucidon se basa en representar los espacios de las
sefiales como nidos de espacios con distintos niveles de resolucion, permitiendo describir la

sefial como la suma de espacios de baja resolucién con algunos detalles de alta resolucién.

Debido a esta habilidad de ir cambiando la resoluciéon empleada para observar las sefiales,
se puede describir el método como una especie de zoom matematico. Esto ha inspirado
numerosas aplicaciones, incluyendo, obviamente, la resolucion de EDPs. Especialmente
aquéllas empleadas en problemas con fendémenos localizados (como las ondas de choque) o

con interacciones entre escalas (como turbulencias).

Puesto que el método de Fourier analiza la sefial en su dominio completo, pero es incapaz
de caracterizar la funcion en el tiempo, las sefiales wavelet han cobrado una gran importan-

cia en este campo en las ultimas décadas. Pero, ;qué son las wavelets?

Basicamente, un sistema wavelet es un sistema de dos funciones, una funcion de escalado
¢ = ¢(t) y la wavelet madre = y(t). Ambas funciones deben satisfacer las condiciones de
admisibilidad:

I fwdw<w fmclw<oo 2.1.1)
o W o W

Donde ¢ (w)y g@ (w) denotan las transformadas de Fourier de ¢ = ¢(t) y ¥ = ¥(t) respectiva-

mente. Dichas condiciones implican que ¢ (w)y g@ (w) son suaves entonces ¢ (0) = z@ (0)=0.

Para obtener una serie de wavelets que describa tanto espacio como tiempo, se necesitan

dos parametros [LEPI14]. Esto se puede realizar asumiendo que

t—>b
I ep(t) = @t =b)  Yap()=a™? w(T) (2.1.2)

Donde
a es un parametro de escala que mide el grado de compresion o escala,
b es un pardmetro de traslacion que determina la localizacion de la wavelet.

En funcion del valor que adopte el pardmetro a en valor absoluto se determina la frecuen-
cia. Para valores inferiores a 1, la wavelet (2.1.2) ser4d una version comprimida de la wavelet

madre y corresponderd con frecuencias altas. Sin embargo, si tomase un valor superior a 1
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la wavelet se expandiria en el tiempo mas que la wavelet madre, y por lo tanto correspon-

deria a frecuencias més bajas.

La posibilidad de poder adaptar la extension en el tiempo con la frecuencia es la base del
éxito de las wavelets en el procesamiento de sefiales y en el andlisis de sefiales tiempo-
frecuencia. Cabe destacar que estd se rige por el principio de incertidumbre de Heisemberg
[RAY18]. Es decir, para escalas largas la solucién en el dominio temporal serd un poco
tosca, mientras que en el dominio de la frecuencia serd méas precisa, mas fina. Si la escala a

disminuye, ocurre a la inversa, y la sefial mds fina ser4 la del dominio temporal.

2.2. Método de Variaciones Iterativas (VIM)

Desarrollado por primera vez por Ji-Huan en 1997, este método se ha aplicado satisfacto-
riamente en problemas no lineales de diferentes campos cientificos. Su mayor ventaja es su
flexibilidad y el potencial que tiene para resolver ecuaciones no lineales de manera precisa.
El método da una solucién en la forma de una rapida convergencia de sucesivas aproxima-

ciones que pueden dar con la solucion exacta, si es que existe [RAY18].

Para ilustrar el VIM se debe partir de la siguiente ecuacién:
I Lu+Nu=gx,t) (2.2.1)

Donde L es un operador lineal, N uno no lineal y g lo que se conoce como funcién
analitica. A partir de ella y siguiendo el método, se puede construir una funcién correctiva

como la siguiente:

t
I Un1(X, 1) = Un(X, 1) +f AL up(x, &)+ N lin(x, §) -8, H)1dé n=0 (2.2.2)
0

donde A es el multiplicador de Lagrange y se determina 6ptimamente con el VIM, n denota
el orden de la aproximacion n — ésima y i1, es una variacion restringida que implica que ¢ i,
=0.

Asi pues, el método se presenta con tres ventajas principales:

1. La funcién de correccién se construye facilmente con el multiplicador de Lagrange
optimo que se obtiene aplicando la teoria de variaciones. Ademas, la aplicacién de
variaciones restringidas en la funcién de correccion facilita la determinacion de dicho

parametro.

2. La aproximacién inicial se puede escoger libremente con distintas constantes desconoci-

das que se pueden identificar con distintos métodos.

3. Las aproximaciones obtenidas con este método son validas tanto para grandes parame-

tros como para pequefos.
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De esta manera, se presenta como un método independiente del tamafio del pardmetro
con un rango de aplicaciones muy amplio en la resolucién de problemas no lineares sin

linealizar, discretizar o pequefias perturbaciones.

Para estudiar la veracidad de estas conclusiones, se va a aplicar a un problema real.
Resolviendo la ecuacion generalizada de Burgers—Fisher serd sencillo estudiar el desempefio
de este método. Dicha ecuacion se representa como:

ou 0u ou

— = ——au" — +Bul-u"), 0<x<1,t=0 (2.2.3)
ot ox? 0x

Donde a, 5 = 0 son constantes reales y n es un numero entero positivo.

La manera de proceder serd la siguiente. Primero se determinard el multiplicador de
Lagrange de manera Optima utilizando la integracion por partes. Una vez se haya encon-
trado su valor, se realizardn inmediatamente sucesivas aproximaciones u,(t), n = 0. Asi, la

solucidén exacta se podré obtener como:

n—oo

I u(t) = lim w,(t) (2.2.4)

Puesto que la funcioén de correccion (2.2.1) de diversas aproximaciones, es logico expresar

la solucion exacta como el limite de las sucesivas aproximaciones resultantes.

Déandole a la ecuacion de Burgers-Fisher los valores @ = -1, =2y n =1, sujeta la EDP

a la condicidn inicial resulta:

ou du ou
—=—+u—+2ul—u), xe[0,1] t=0
ot o2 ox
. (2.2.5)

ux, 0)= ———

entonces la funcién correccional se puede expresar como:

u'l’l+1(x’ t) =

Lo (Ounlx, €)  FPunx, &) Aun(x, £)
un(x’ f) +‘f(; A(é:)[ a‘f — axz - Lln(x, é:) 0—)(: -2 un(x, ‘f) + (226)

2 up’(x, 6)] d¢

donde u, es la variacién restringida du, = 0, A es el multiplicador de Lagrange y u, es una

aproximacion inicial o funciéon de prueba.

Que derivada quedaria como:
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I O Un1(X, 1) = 0 Un(x, 1) (1 +A(£)) -6 J(:tl'(f) up(x, ) d§ (2.2.7)
Utilizando las condiciones estacionarias:

[ Sp: 1+A(E) =0 (2.2.8)
[ Suy: V() =0 (2.2.9)
Se obtiene un multiplicador de Lagrange A(¢) = —1. Sustituyendo en la ecuacion 2.2.6 se

obtiene la siguiente féormula iterativa:

Upi1(X, 1) = uy(x, £) +

ff[aun(x, £ Fuyx, &
0 o0& x>

dé.

Oup(x, &)

—u,(x, —2u,(x, &) +2u’(x, &) (2.2.10)

Se deducen las primeras aproximaciones para la ecuacion de Burgers—Fisher aplicando el

método VIM con los valoresa = -1, =2yn=1.

u(x, t) (VIM) ux, t)

Realizando diversas iteraciones, se construye una solucion exacta de la forma:
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st () () e ret) o () () (5[] 3 (er)

- - — r+...
32 (eif + e‘§)3 32 (e;_i + e_%c)s

Resolviendo el limite de la ecuacién (2.2.4) se puede expresar la solucién exacta del pro-

blema (2.2.3) como:

x 9t X Ot
- 1 leitv—ei s 1 1 h(1( QtD 0212
Uexact(X, 1) = =+ — ——————— = —+ —tanh| = |x+ — |- 2.
exact 2 il TN 2 2 4 2

En la Tabla 2.1 se muestran los errores absolutos y relativos de las primeras aproxima-
ciones de la solucién numérica de la ecuacion de Burgers—Fisher (¢ = -1, =2yn=1). Se
confirma la efectividad del método VIM resolviendo ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales (EDP) no lineales.

El maximo error relativo cometido 0. es del orden de 0.01 en el dominio
(x, t) € [0, 1]x[0, 1], lo que demuestra y refuerza que el VIM es tanto preciso como fiable.
Por ello, se puede concluir que es un algoritmo eficiente y una poderosa herramienta para

obtener la solucién exacta de EDPs no lineales.

uGe, ) e = Méx (utx, 1) (VIM) = ux, D)) ex = g)wax( M!)

<x= <x=1 ue, 0
0st=<1 0st=1
u(x, t) 0.2113040 0.2248130
ux(x, t) 0.1321890 0.1406400
us(x, t) 0.0374587 0.0398534
uy(x, t) 0.0170089 0.0188017
Us(x, t) 0.00968953 0.0106136

Tabla 2.1. Errores absolutos y relativos de las aproximaciones uy,(x, t) respecto de la solucién exacta u(x, t)

empleando el método VIM.

2.3. Método de la Primera Integral (FIM)

El método de la Primera Integral (FIM-First Integral Method) es una de las herramientas
matematicas mas poderosas para encontrar las soluciones exactas de ecuaciones diferen-
ciales tanto parciales como ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDPF). El método se basa
en la teoria del anillo del dlgebra conmutativa y fue propuesto por primera vez por Feng

[RAY18]. Desde entonces numerosos autores lo han aplicado exitosamente en la resolucion
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de EDPs y EDPFs.
El método consta de 4 pasos, que se explican a continuacion.
e Paso 1: Se considera la forma generalizada de una EDPF no lineal:

[ F(u, Uy, D Uy Uy, o ) =0, O<a=<l 2.3.1)

donde u = u(x,t) es una funcién desconocida, D;* u es una derivada fraccional local de u y F
es un polinomio en u con varias derivadas parciales donde aparecen derivadas de

alto orden y términos no lineales.

e Paso 2: Utilizando la transformada fraccional compleja

xt)=%¢& &=k 1 (2.3.2)

ulx, t) = =kx- —— 3.
F@+1)

donde k y A son constantes, la EDPF se transforma en una ecuacion diferencial ordinaria no

lineal para u(x, t) = ¥ (¢) de la forma:

[ F(¥, kW, AW, K Wer, LK Wege, K> Wegz, ) = O (2.3.3)
e Paso 3: Suponiendo que la ecuacién (2.3.3) tenga una solucion de la forma

[ P(E) = X(&) (2.3.4)

e introduciendo una nueva variable Y (§) = ¥#(§), se obtiene un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias de la forma:

dX (&) dY (&)
— =Y —— =H(X(), Y 3.
P &) e (X(£), Y(£)) (2.3.5)

Normalmente, resulta un tanto complicado resolver un sistema autébnomo de 2 dimen-

siones auténomas de EDOs como la de la ecuacién (2.3.5).

e Paso 4: Utilizando las nociones cualitativas de ecuaciones diferenciales, si se evalian las
integrales de la ecuacion (2.3.5) bajo las mismas condiciones, entonces la solucién gene-
ral de dicha ecuacion se podra obtener derivando directamente. Con la ayuda del teo-
rema de la division para dos variables en el dominio complejo C, basado en el teorema de
Hilbert—Nullstellensatz, se puede obtener la primera integral de la ecuacion (2.3.5). Esta
primera integral puede reducir la ecuacion (2.3.3) a una EDO integrable de primer
orden. Asi pues, resolviendo esta ecuacién, se obtendrd la soluciéon exacta para la
ecuacion (2.3.1) [RAY18].

Respecto al teorema de la division, consiste en que si se dispone dos polinomios Q (x, y) y
R (x, y) en el espacio C[x, yl, y Q (x, y) es irreducible en C[x, y]. Y si R (x, y) desaparece en

los puntos nulos de Q (x, y) entonces existe un polinomio H (x, y) en el espacio C[x, y] tal
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que

I R(x, y) = Q(x, y) H(x, y) (2.3.6)

Este teorema se rige por el de Hilbert-Nullstellensatz de la teoria del anillo del 4lgebra
conmutativa. La idea elemental de este proceso es construir una primera integral con coefi-
cientes polinémicos de una forma explicita en un sistema auténomo plano, utilizando el

teorema de la division.

Para comprobar la precision del método se van a realizar varios ensayos. Primero se
resolverd la ecuacion no lineal cubico-cudntica de Schrodinger [SEAD17] y posteriormente

se trabajara con el espacio fraccional de Burgers—Korteweg de Vrise [ILIE18].

2.3.1. Ecuacion no Lineal Cabico-Cuantica de Schrodinger

Comenzando pues por la ecuacion de Schrodinger, que se puede expresar como
[SEAD17]:

— = S =g +ROY) Y a(X) Y (2.3.7)

dQ dQ dX dQ dY
dé¢  dX d¢é  dY dé =

Suponiendo m = 1, y comparando para diversos valores de Y, (i=0, 1, 2), se obtiene que:

[ a(X) = ay(X) h(X) (2.3.8)

I ap(X) = g(X) a1(X) + h(X) ap(X) (2.3.9)
1 1 1

I a1(X) (5 (y+o®+p) X - 5X3 + S chS) = g(X) ap(X) (2.3.10)

Puesto que para i =0, 1 la funcién q;(X) es polindémica, de la ecuacién (2.3.8) se puede
deducir que a,(X) es constante y que h(X) = 0. Para lograr mayor simplicidad, se tomara
a;(X) = 1. Equilibrando el orden de g(X) y de ay(X), se puede concluir que el orden de la
funcién g (X) serd 2. Por lo tanto, suponiendo g(X) = A, X> + B; X + A, se puede obtener la

expresion a(X)
1 3 1 5
ao(X) = gAlX + EBIX +Ag X + B (2311)

donde By es la constante de integracion arbitraria.

Sustituyendo ay(X) y g(X) en la ecuacién (2.3.10) y fijando los coeficientes de las poten-
cias de X a cero, se obtiene un sistema no lineal de ecuaciones algebraicas que al ser solu-

cionado, proporciona los siguientes resultados:
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A+ Bty
By=B1 =0 Agy= ————,

(2.3.13)
B 3

3
Ay = o 2, @2 '
42 N2+ B4y 16(a”+ B2 +7)

donde By, v, By a son constantes arbitrarias. Utilizando las condiciones (2.3.12) en la si-

guiente ecuacion:
QX(©), YE) = ) aiX(©) Y'(§) =0 (2.3.14)
i=0
se obtiene:

X(-X*+4(?+ B +7))

Y() =- . (2.3.15)
4V2 NP+ B +y
Y combindndola con las ecuaciones
v y 1 2 2 1 3 1 5
XO=YE®. Y@= (r+a’+f)XEO- X '@+ 0 X© (2.3.16)
se despeja entonces X como:
2V - =B -y &
X)) =+«
@)=z (2.3.17)
(V2 Varprey eeta
e
Por lo que la solucioén exacta de la ecuacidnse puede expresar como:
. 2N -p -y &
— i(ax+By+yz)
Yx, y, 2) = *e (2.3.18)

\/e(\/? P+fy (ety-2 (“+:3)Z))+§0

siendo &una constante arbitraria. De manera similar, sustituyendo las condiciones de
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(2.3.13) en la ecuacién (2.3.14) se deduce:

X(-X*+4(?+p*+ y))
Y(6) = (2.3.19)

4N2 P+ +y

Por lo tanto:

o @2 +py
Nex E+éo
2 2
2N HB Y e (2.3.20)

@(\/7 a?+pr+y §]+§0

X =+

~1+

La solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger no lineal cubica-cuéntica tiene la

expresion:

a2+ B2 +y

V2

x+y-2 (a+p) z)]+§o

by, 9 = B 2o s iy e

(2.3.21)

[\/ (_ 14 e(\/? A+ +y (x+y-2 (a+p) z))+.§-‘0]]

donde &, es una constante arbitraria.

En la Figura 2.1 se han representado las ondas de desplazamiento de la solucion de la
ecuacion de Schrodinger, considerando las funciones ¥;(x,y)=+W(x, ¥, 2| ¥y

Yax, y) = =|Y(x, y, z | con los valores @ = 0.1, § = —0.25,y =0.4,2=0.1y & = 1.

Se obtienen la superficie iluminada y la cara oscura de las ondas solitarias.
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Yi(x,y)

wn /
/

Figura 2.1. Ondas de desplazamiento de la solucién y(x, y, z) para @ = 0.1, 8= -0.25,y =04y z=0.1.

2.3.2. Ecuacion de Burgers—Korteweg de Vrise

Claramente, se ha encontrado una solucion exacta para la ecuacion no lineal cubico-
cuantica de Schrodinger a través de un método simple y bastante eficiente. Para reforzar

esta idea se va a probar con otro ejemplo maés.

En este caso se va a intentar solucionar la ecuacion de Burgers-Korteweg de Vrise, cuya

expresion es la siguiente [ILIE18]:

[ wAOuT, u+ BT T u+y T, T, T, u=0 (2.3.22)
donde ¢, § y y son constantes reales con ¢ 7y # 0. Asumiendo que las ondas de desplaza-
miento de la solucion tendran la siguiente forma:

1
I u, )=U¢) &E=—x"-vt, veR. (2.3.23)
a

Sustituyendo entonces en la ecuacién (2.3.22) e integrando una vez resulta la siguiente
ecuacion:
[ U'(¢)-rU'@-aU¢)-bUE-d=0 (2.3.24)

donde r:—[—g,a:—i,
Y Y

EDO de segundo orden (2.3.24) es exactamente la ecuacién convertida por el FIM en la

b= % y d es la constante arbitraria de integracion. Puesto que la
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resolucion de EDPs [ILIE18], la solucidn exacta se puede obtener como:

612
[} = —
Para b >

332 1 6
Ug(x, t) = b sechz[— [— i x* + F t]]
25

oy 2\ Sya 1252
6 1 B 6 6 2
- tan [— -—Xx"+ t]+ )
256y 2| Sya 125 y? 250y

352 1 6 5>
Ug(x, t) = A sechz[— —ixa— P t]
25 5ya 1252

6 3* 6 3> 6 B
- P tanh[— —ixa— P ]— P .
256y 2| Sya 125 2 256y

Se comprueba facilmente que

a—-1

I limu,(x, t) = u(x, t)

(2.3.25)

(2.3.26)

(2.3.27)

siendo u (x, t) la solucion exacta obtenida para la ecuacidon de Burgers-Korteweg de Vries

empleando el método FIM. Representando el grafico 3D de u,(x, t) se consiguen las si-

guientes ondas:
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u, :0.3(x» t) ua:O.()(x- t)

100 100

un:)?.q(X, 1)

Figura 2.2. Representacién de la solucion u,(x, t) para los valores @ = 0.3, @ = 0.6, « = 0.9 y @ = 1 con los pardmet-
rosf=1,6=01yy=0.5.

Analizando ambas ecuaciones, la ecuacién de Burgers-Korteweg de Vrise y la ecuaciéon
no Lineal Cubico-Cudntica de Schrodinger, se puede concluir que la aplicacioén del método
de la Primera Integral (FIM) para obtener las soluciones de ondas viajeras de ecuaciones
diferenciales fraccionarias, se ha comprobado que la definicion de la derivada fraccional es
la he-rramienta més sencilla para obtener las soluciones aproximadas de EDPFs no lineales,

siendo un procedimiento bastante simple y comodo de ejecutar. La precision y la eficiencia
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de este método quedan asi demostrados, abriendo posibilidad de aplicarlo a numerosas

ecuaciones fraccionarias con diversos numero de variables independientes.

2.4. Método de las Perturbaciones Homotopicas (HPM)

En las altimas décadas se ha producido un rdpido desarrollo de las ciencias no lineales, lo
que ha llevado a cientificos e ingenieros a desarrollar herramientas y técnicas analiticas que
les permitan resolver los problemas no lineales que puedan surgir. Emplearon numerosos
métodos de perturbacién, siempre limitados por la aparicion de un pequefio parametro en
las ecuaciones que obligaba a validar la solucion obtenida, hasta que descubrieron el
método de las Perturbacionee Homot6épicas (HPM-Homotopy Perturbation Method)
[RAY18].

Esta técnica es independiente del tamafio de los pardmetros fisicos y es una manera
sencilla de asegurar la convergencia de la solucion. Para ilustrar las ideas basicas del

meétodo se considera la EDP no lineal:

I AW -f(=0, reQ 2.4.1)
Lu)+N(w)
sujeta a las condiciones de frontera:
ou
B(u, —) =0, refl (2.4.2)
on

donde A es un operador general diferencial, B es el operador de frontera, f(r) es una funcién
analitica conocida y I es la frontera del dominio de ). El primer operador se puede dividir
en dos partes, uno lineal y otro no. De esta manera, la ecuacién (2.4.1) se puede reescribir

como:
| L)+ Nw)-f(r) = 0. (2.4.3)

Se construye una homotopia v(r, p) de la ecuacién (2.4.1) de manera que

w(r, p): Q. x[0, 1] > R, que satisfaga que
I H(, p) = (1 - p)IL) - L(o)] + plA®) — f(r)] = 0 (2.4.4)
0
[ H(v, p) = L(v) - L(o) + p L(ug) + pIN(W) = f(r)] = 0 (2.4.5)

donde p € [0, 1] es un pardmetro integrado y u, es una aproximacion inicial de la ecuacion

(2.4.1), que satisface las condiciones de frontera.

De las ecuaciones (2.4.4) y (2.4.5) se deduce que:
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| H®, 0) = L(v) — L(t) = 0 (2.4.6)
[ HE, 1) - AW) - f(r) =0 (2.4.7)

El proceso de cambio de p de cero a uno es lo que se conoce como deformacion, y no es
mas que el paso en v(r, p) de uy(r) a u(r). L(v) — L(up) y A(v) — f(r) serian lo que se denomina

homotopias. Asi, reescribiendo la ecuacion (2.4.5) como una serie de potencias de p:
I v:v0+pv1+p2v2+---. (2.4.8)
Pudiendo obtenerse la solucién aproximada fijando p = 1

I u=limv=vg+v;+vy+---. (2.4.9)
p—1 e

Esta serie suele ser convergente en la mayoria de los casos, y su ratio de convergencia
depende del operador no lineal A(v). El término no lineal se puede expresar en polinomios

He tal que

| N(w) = > p* Hi(vo, v1, ..ry ) (2.4.10)
k=0

donde los polinomios He (H,) tienen la expresion:

n
Hn(v0= Vi, =- vn) = N[Z pk vk] n= 0’ 1’ 2’ (2411)
! p=0

La idea principal de la aplicacién del Método de las Pertubaciones Homotopicas (HPM)
es la de obtener la solucion aproximada o semianalitica de las ecuaciones en derivada par-

ciales parabdlicas, hiperbdlica no lineales con condiciones iniciales dadas.

Las EDP parabolicas objeto de estudio con el método HPM se estudican en el siguiente

apartado.

2.4.1. Ecuacion Parabolica en Derivadas Parciales (Burgers—Huxley)

La ecuacion generalizada de Burgers-Huxley modela la interaccion entre los mecanismos

de reaccion, los efectos de conveccion y los transportes de difusion.

La expresion generalizada es una EDP no lineal que sujeta a la condicién inicial dada
tiene la forma siguiente: [NOUR15], [TOMA18], [CELI12], [WANG90], [CELII16]:

I ut:uxx—auéux+,[3u(1—u6)(u5—y) xe(0,1) te][0,T] (2.4.12)
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I ut+a/u‘5ux—uxx:ﬂu(l—u6)(u5—y) xe(,1) te]0, T] (2.4.13)

sujeta a la condicidn inicial
ux, 0) = (g - g tgh(a, x))" (2.4.14)

y cuya solucion exacta viene dada por

ulx, t) = (g + g tgh (a; (x—a; t)))g

(2.4.15)
donde [CELI16]:
—a§5+6+ 0 +4B(1+6)
a; = Y
4(1+9)
(2.4.16)
oy (1+5—y)(—a:\/a2+4ﬁ(1+5))
a2_1+5_ 2(1+9)

siendo S = 0 el coeficiente de reaccion, @ > 0 es el coeficiente de adveccidn, y y é son cons-

tantes reales con y € (0, 1) y 6 > 0. El término u,, representa la difusién, u°

de adveccion y el producto (1 —u®) (u® - y) es el término de reaccion.

u, es el término

(a) Enel caso de que @ =0y 6 =1 ecuacion generalizada de Burgers—Huxley se reduce a
la ecuacion de Huxley que describe la propagacion del pulso nervioso en fibras nerviosas y el

movimiento de la pared en cristales liquidos:
[ W—t=Bul-uu-y) xe,1) telo, Tl (2.4.17)

(b) Cuando =0y d =1 laecuacién se reduce a la ecuacion de Burgers que describe el

campo lejano de propagacion de ondas en sistemas disipativos no lineales:
[ w+auw’ u,—u,,=0 xe(0,1) telo, T]. (2.4.18)

(c) Sio=1,a+0y B +0,laecuacion se convierte en la siguiente ecuacién de Burgers—
Huxley:

I Ui+auuy—Uexy=pBul-u)(u-y) xe€(@©,1) tel0, T] (2.4.19)

La ecuacion de Burgers—Huxley se utiliza para modelar la interaccion entre los mecanis-
mos de reaccion, los efectos de conveccion y el transporte de difusién, la propagaciéon del

pulso nervioso en las fibras nerviosas y el movimiento de la pared en los cristales liquidos.
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Se tiene en resumen las siguientes ecuaciones:
u; = uxx—au6ux+/3u(1—u6)(u5—y) xe(,1) te]0, T]

0=1 Ecuacion de Huxley

0

0 6=1 Ecuacion de Burgers (2.4.20)
1 a+#0ypB+0 Ecuacionde Burgers—-Huxley
0
0

p=1 06=1 Ecuacionde FitzHugh-Nagumo
B=0 Ecuacién del Calor

R R ™ R
Il

Se desea aplicar el Método de Perturbacion de Homotopia (HPM) para obtener la forma
cerrada solucion de la ecuacion no lineal de Burgers—-Huxley para el caso de tres problemas
no lineales. El método muestra la tendencia de la rapida convergencia hacia la solucién

exacta en comparacion con la solucion exacta.

Se resuelve la ecuacion EDP de Burgers-Huxley aplicando el método HPM construyendo

las homotopias siguientes:

(@) H(v, p) = (1 — p)[L(v) — L(up)] + p[AW) - f(N] =0 pe[0, 1] re
(2.4.21)

H(, p) = (1= p)v; 1+ p[ve = vex + @V v = (1 =) (¥ —y)| = 0.

Se presentan tres casos de ecuciones de difusién no lineal para ilustrar la capacidad y

confiabilidad del método.

Observaciones 2.4.1.

(i) En las expresiones de a; y a, se deben tomar el correspondiente signo de (+) y (¥) en
el orden indicado, esto es,
{ ar(+) ax(=) sia=0
a1 () ax+) sia<O0
puesto que en caso contrario la solucion u(x, t) calculada no es solucién de la EDP de
Burgers-Huxley.
Se presentan diferentes casos en los que se emplean la ecuacién de Burgers-Fisher con su
solucion exacta [NOURI1S5], [LOYI20] y su resolucién con el método HPM.
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Caso 1.
Se considera la ecuacion Burgers-Huxley paraa=0,0=1,y=1, f=1:
[ U= +u(l-uu-1 xe(, 1) telo, T] (2.4.22)

siendo la condicion inicial y la solucion exacta:

Y v 5
,0)=|—+ —tgh =
u(x, 0) (2+2 g (a1X))

=
|

ux, t) = (g + g tgh (a1 (x—ay t)))g =

(2.4.23)

—ad+6 a2 +4B(1+0)

a) =
! 4(1+6) 4

(1+5—y)(—a—\/a2+4,8(1+5))
1+0 2(1+9)
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m Ejemplo 2.4.1. Ecuacion de Burgers-Huxley. ([NOURI15])

Se considera el problema con la ecuacién de Burgers—-Huxley generalizada con los valores
{@, 6,7, B} =1{0,1,1,1} (signos:a;(+)yax(-))
u,(x, £) = Uy —a u’ ux+,8u(1—u5)(u‘5—y) xe(,1) telo, T]

x
2

(P) =

_ e 1 x 1
ux, 0)= — —2t21nh(2\/?)+2 x € [0, 1]
eV? 41
o
. _ 1.1 vz
La solucion exacta del problema es u(x, ) = 5 + 3 tgh[ = ]

(a) (i) Hallese la solucion aproximada u(x, t) empleando el el método de Perturbacion
de Homotopia (HPM).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, y) (HPM) obtenida con el método HPM y la

solucidén exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
x, t, u(x, t) (HPM), u(x, t) (exacta), e = |u(x, t) (HPM) — u(x, t)|.
(iv) Hallese el error absoluto (e,).

Indicaciéon: H(v, p) = (1 —-p)[v] + p[vz —Vex + @V vy — /3‘)(1 - Vﬁ) (V6 - 7’)] =0.

SOLUCION

(a)

Método de Perturbaciéon de Homotopia (HPM). I
Ecuacion en Derivadas Parciales (Ecuacion Parabdlica)

u; (x, 1) =1 —ulx, t) (ux, £)— 1) ulx, t) +uy,y (X, t)

(u(x, 0)= ]
1+eV2
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(a) Se construye la homotopia H(v, p) de la ecuacion u(x, y)
H(v, p) =
p (=1 —=v(x, 1)) (W, ) =) VX, ) +V; (X, £) —Vyx (X, D))+ (1 =p) v (x, ) =0

(b) Se considera que la solucién de la homotopia es una serie de potencias en p: (n = 3)

vos 1) = ) P (%, £) = vs(x, ) PP+ 1a(x, ) PP+ Vi (X, ) p+vp(x, )
k=0

vi0e, )= Y p* (o) (5, y) = 3), p* + (2); P* + (W) p + (Vo)
k=0

V6 ) = 3 pF W0 (6 9) = W3)ee PP+ W) PP+ W) P+ o)es
k=0

Vet ) = D pF e (% 1) = W) PP+ W) P+ (W1 P+ (Vo)
k=0
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

(c) Se sustituye la solucion v(x, t) y las derivadas parciales v(x, t), vi (X, 1), Vyx(x, )

en la ecuacion de la homotopia H(v, p)

p 0 vs(x, 1) +3 P’ vy(x, Hvs(x, D2+ 3PP V10X, V30, 2+ 3P va(x, O va(x, B+’ Va(x,
0 +3p  vo(x, ) V3(x, 2 =2  v3(x, ) + 6’ Vi(x, DV, ) V3(X, 1) +3
p6 Vi, DV, D2 +3 p6 vi(x, D2 vs(x, £) +6 p6 Vo(X, t) va(x, £) va(x, t) —4 p6 1)

(x, HV3(x, 1) +3 P> vo(x, ) Va(x, > =2 va(x, > +3p° v1(x, D2 Va(x, ) +6

P> vo(x, ) V1(x, D V3(x, £) —4 P> vi(x, £ V3(x, 1) +p*vi(x, ) +6 p* v(x, B vi(x,

DV, £) =4 ptvi(x, D) vy(x, 1) +3 ptve(x, B v, 1) —4 ptvg(x, B Vs, B +

phvs(x, )= vs0x, 1) +3 PP volx, DV, 07 = 2P wilx, 17 +3 PP velx, 1) va
X, 1) =4 P> vo(x, D%, 1) +p P va(x, ) +pP vV (x, £) - p? v, *0x, 1) + 3 p?
Vo(x, D2 v1(x, £) —4 p* vo(x, £)V1(x, £) + p* Vi (X, ) + P v, "V(x, 1) - p* v @0,

£)+pvo(x, 1) =2 pvo(x, £ +pvo(x, ) +pvi @V, ) - pe®Q(x, 1)+
X, ))=0

P vs0x, 1 +3p° va(x, Vs, 1) +3 p8 vi(x, D vs(x, 1) +3 p8 VX, D7 v3(x, ) +p’ vy,
0 +3p  vo(x, ) V3(x, 2 =2  v3(x, )+ 6’ Vi(x, VX, ) V3(X, 1) +3
pevi(x, Hvy(x, D7 +3p°v1(x, D2 v3(x, 1) +6 PO vo(x, ) Va(x, ) V3(x, ) —4 p° v,
(x, HV3(x, ) +3 P> Vo(x, D Va(X, = 2P 1o(x, D2+ 3P vi(x, )*Vy(x, 1) +6
P> Vo(x, D V1(X, D V3(x, 1) —4 P> vi(x, HVs(x, 1) +p*viCx, £ +6 p* ve(x, 1) vi(x,
Hvx, t)—4 p4 V10X, Hvalx, £)+3 p4 vo(x, ) v3(x, £) —4 p4 Vo(x, 1) va(x, t) +
p*vs(x, £) +3 PP vo(x, V10X, D2 =2 vi(x, )% +3 P> vo(x, B2 Va(x, 1) — 4 p® vo(x,
DV, )+ P> va(x, 1) + 3 p* vo(x, D2 vi(x, 1) — 4 p* vo(x, D Vi(X, £) +pPVi(x, ¢
)+ D Vo6, 1) =2pox, %+ pvolx, )= p* W3)ex = p?

(W2)xx +D° (3) =P W)xx + P> V2); = P Wo)xx + P V1) + (V) = O

(d) Identificacion de los coeficientes de los términos de igual potencia de p.

Se integran las expresiones de (v), con las condiciones iniciales y se deducen las expre-
siones de Vk(x, t)s (vk)t (x’ t)’ (Vk)x (x’ t) y (vk)XX (x’ t)
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

(e) La solucion aproximada de la ecuacion tiene la expresion:

ulx, t) = vo(x, t) + vi(x, t) + vo(x, t) + -+

ulx, t) =
t3eE(—4eE+eﬁx+l) t? F( ) te% e%
— +
i 4 i i 2 =
48(@ﬁ+1) (r ) 2(eﬁ+1) eV +1
1 X
u(x,t):—weﬁ
48(1+e5)

3x X

(—t3+6t —241+48eV? +devr (£ -121+36)- ﬁx(t3+6t2+24t—144)+48)

(b)

u(x, t) (HPM) u(x, t)
1.0

(c)
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

Tabla de valores aproximados

X t u(x, t)(HPM) u(x, t) lu(x, )(HPM)—u(x, t)|

0. 0 0.500000000000 | 0.500000000000 0.

0. |0.25| 0.468790690104 [ 0.468790626626 6.34779 x 1078

0. | 0.5 | 0.437825520833 | 0.437823499114 2.02172x107°

0. [0.75| 0.407348632813 | 0.407333400046 0.0000152328

0. 1. 0.377604166667 | 0.377540668798 0.0000634979
025 O 0.544079443349 | 0.544079443349 0.
0.2510.25 | 0.512940903417 | 0.512941282843 3.79425x 1077
0.25| 0.5 | 0.481697264312 | 0.481702348564 5.08425x107°
0.25[0.75| 0.450585121066 | 0.450605803042 0.000020682
0.25| 1. 0.419841068713 | 0.419890405276 0.0000493366

051 0 0.587479000840 | 0.587479000840 0.

0.5 [0.25| 0.556890140273 | 0.556890913746 7.73473 x 1077

0.5 | 0.5 | 0.525853704026 | 0.525865238375 0.0000115343

0.5 [0.75 | 0.494584626123 | 0.494638553150 0.000053927

0.5 | 1. 0.463297840587 | 0.463453640605 0.0001558
0.75( O 0.629560095970 | 0.629560095970 1.11022x 1071¢
0.7510.25| 0.599966522126 | 0.599967594230 1.0721x 107
0.75] 0.5 | 0.569610594606 | 0.569627147034 0.0000165524
0.7510.75| 0.538674186349 | 0.538754631964 0.0000804456
0.75| 1. 0.507339170295 | 0.507581940254 0.00024277

1. 0 0.669761549327 | 0.669761549327 0.

1. [0.25| 0.641550784161 | 0.641552032449 1.24829 x 1076

1. |1 0.5 | 0.612307942284 | 0.612327600203 0.0000196579

1. [0.75| 0.582174322983 | 0.582271900687 0.0000975777

1. 1. 0.551291225546 | 0.551592413274 0.000301188

Error absoluto estimado:
ey = Mé}z (Ju(x, t)(HPM) — u(x, t)|) = 0.000301188
asx=<
ast<b
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

Caso I1.

Ecuacion Burgers-Huxley paraa=-1,0=1,y=1, =1
I U =Uyx+uu+u(l-u)(u-1 xe(©0,1) tel0, T] (2.4.24)

siendo la condicion inicial y la solucion exacta:

;o1
u(x, 0):(Z+Ztgh(a1x)) :———tanh()—c)
2 2 2 4
Yy v ;o1 1, 3t 1
ulx, t) = (— + —tgh(a; x—a, t))) = - tanh(— (—— —x))+ -
2 2 2 4 2 2
—a -6~ +4B(1+6) (2.4.25)
a = Y
4(1+9)
@y (1+5—y)(—a+\/a/2+4,8(1+5))
T 2(1+96)
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

m Ejemplo 2.4.2. Ecuacion de Burgers-Huxley. ([NOURI15])

Se considera el problema con la ecuacién de Burgers—-Huxley generalizada con los valores

{a, 6,7, Bt =1{-1,1,1, 1} (signos: a;(-)yax+)).
ux, ) =ty —au’ ug+Bu(l-u’)(u’-y) xe©0,1) telo,T]
(P) =
u (x, 0)=—=——ltanh()—c) x €0, 1]
La solucion exacta del problema es u(x, t) = % tanh(% (— % —x)) + %

(a) (i) Hallese la solucion aproximada u(x, t) empleando el el método de Perturbacion
de Homotopia (HPM).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, y) (HPM) obtenida con el método HPM y la

solucidn exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
x, t, u(x, t) (HPM), u(x, t) (exacta), e = |u(x, t) (HPM) — u(x, t)|.
(iv) Hallese el error absoluto (e,).

Indicaciéon: H(v, p) = (1 -p)[v, ]+ p[vz —Vex + @V vy — /3‘)(1 - Vé) (Vé - 7’)] =0.

SOLUCION
(a)
Método de Perturbaciéon de Homotopia (HPM). I
Ecuacion en Derivadas Parciales (Ecuacion Parabolica)
Up (X, 1) = Uy (X, D ulx, £)+ (1 —ulx, 1) (ulx, t)—1) ulx, t)+ uyy (X, t)

(ux,0) = ! )

1+¢2
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

(a) Se construye la homotopia H(v, p) de la ecuacion u(x, y)
H(,p)=
p (=vx (¢, ) v(x, ) — (1 = v(x, 1) (WX, £) = 1) VX, 1) +V; (X, 1) —Vyx (X, D)+ (1 =p) v (x, 1)
=0

(b) Se considera que la solucién de la homotopia es una serie de potencias en p: (n = 3)

v0s 1) = ) Pk (%, 0) = vs(x, ) PP+ Va(x, ) PP+ Vi (X, ) p+vp(x, )
k=0

vi0e )= Y p* o) (5, ) = 43), p* + 2 P + (W), p + (o),
k=0

V6 ) = ) pF W0 (6 9) = W3)ee PP+ W) PP+ W) P+ Wo)es
k=0

VexCt, ) = D pF e (% ) = W) PP+ W) P>+ (V1) P+ (Vo)
k=0

(c) Se sustituye la solucion v(x, t) y las derivadas parciales vy(x, t), vy (X, t), Vyxx(x, )
en la ecuacion de la homotopia H(v, p)
v3(x, t)° p10 +31,(x, HV3(x, 1) p9 +311(x, Hv3(x, 1) p8 +31,(x, )% v3(x, 1) p8 +,(x, 1)’
p7 +3vo(x, HV3(x, 1) p7 —2;(x, t)* p7 + 6 v1(x, 1) v(x, ) v3(x, ) p7 —v3(x, t)
v 10, 1) p7 +311(x, HVo(x, 1) p6 +30,0x, )% v3(x, t) p6 + 6 Vy(x, 1) vy(x, 1)
V36, £) p° =4 va(x, HVs(x, ) p° = v3(x, OV, Ve, 1) p° = o, vk, ) p°
+3 (%, ) Va(x, 1) p> =2 v,(x, 1? p> +3vi(x, H?vy(x, 1) P>+ 6 vo(x, Hvi(x, 1)
V306, ) p° = 4i(x, O vs(x, 0 P =v3(x, OO0, 1) p* = va(x vV, 1) p?
—vi(x, Hvs PO, 1) p> +vi(x, 1? p4 + 6 vo(x, D) v1(x, t) Vo(x, ) p4 —4vi(x, D)V,
(x, t) p4 +3 0%, )2 V3(x, 1) p4 —4vo(x, t)vs(x, ) p4 +v3(x, t) p4 —v3(x, t)
voM0(x, 1) p4 —v0x, H 1O, 1) p4 —ni(x, H 10, £) p4 —vo(x, v 10(x, ¢
)p4 —v; %0, 1) p4 +3 (%, HV(x, 1) p3 -2V (x, t)? p3 +3vp(x, D v,(x, 1)
p3 —4vy(x, 1) vy(x, 1) p3 +V,(x, 1) p3 +v; %V, 1) p3 —vy(x, Ve O(x, £) p3 -V
(e, D000, 0 p* = vole, D00 0 p* =200, B P+ 3volx, D i, ¢
) p* = 4vo(x, Hvilx, 1)t + 10 1) p? + 0OV 6 pf v H vV, 1) p
—voCx, O, 1) p? v PV, £ p* + o, £ p =200k, O p+Vo(x, P+

v V0, 1) p—volx, vV, 1) p—ve?0x, 1) p+ v *Vix, 1) =0
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p10 v3(X, t)3 +3 p9 vy (X, t) v3(x, t)2 +3 p8 v1(x, t) v3(x, t)2 +3 p8 V(X t)2 v3(x, t) — p7
(V3)x V308, 1) + P  va(x, 0> +3 p vo(x, HV3(x, 1) —2p  v3(x, > +6p  vi(x, vy
(%, D3, 1) = p® M)y v3(x, 1) —p°
(V3)x va(x, t)+ 3 p6 vi(x, ) va(x, t)2 +3 p6 v1(x, t)2 v(x, )+ 6 p6 Vo(x, £ va(x, )
v3(x, ) =4 p°vy(x, O s(x, 1) - p°
(VDx V3(X, 1) = P° (V) Va(x, 1) = p°
(V3)e v1(x, £)+3 pS Vo(x, 1) va(x, t)2 -2 pS vy (X, t)2 +3 pS v1(x, t)2 v(x, £)+ 6 p5
Vo, D) vi(X, £ v3(x, 1) =4 P> vi(X, Hvs(x, 1) —p’
(o)x V3(xX, ) = p* W1)x va(x, 1) = p* (W) 11 (x, 1) - p*
(V3)y Vo(x, t) + p4 V1 (X, t)3 +6 p4 Vo(x, D vi(x, D) va(x, t)—4 p4 vi(x, ) vy(x, 1) +
3 p* volx, 07 v3(x, 1) =4 p*vo(x, HVsx, 1) +pusx, 1) -p’
(Vo)x V20, 1) = P (V) Vi (x, 1) =P
(W2)x Vo(X, 1) +3 p* vo(x, )1 (x, =2 P> vilx, 07 +3p° vo(x, D Va(x, 1) -4 p°
Vo(X, D) Va(x, 1)+ P> va(x, 1) = p* (V)s V1 (x, ) = p°
(VD Vo, 1) + 3 p* vo(x, 1) vi(x, 1) =4 p* vo(x, D) Vi(X, 1) +p* vi(X, 1) —p
(Vo)x Vo(X, 1) + P Vo(X, £)° =2 pvo(X, 1) +pvo(x, 1) = p* (W3)xx — P’

(V)xx + D> 3)r = P* Wxx + P> (2)r = P (Wo)xx + P (V1) + (Vo) = O

(d) Identificacion de los coeficientes de los términos de igual potencia de p.

Se integran las expresiones de (v), con las condiciones iniciales y se deducen las expre-
siones de Vk(x, t)s (vk)t (x’ t)’ (Vk)x (x’ t) y (vk)XX (x’ t)
(e) La solucion aproximada de la ecuacion tiene la expresion:

ulx, t) = vo(x, t) + vi(x, t) + v(x, t) + -+

ulx, t) =
92 e (-4 +e+1) 9P (P -1) 3t 1
- + - +
128 (¢¥2 +1)* 32(e?+1)  4(eP+1) P41
1
ux, ) = —————— (& (-9 +36 7 - 96 t +128) +
128 (1 + &)

1265 (3 -161+32)-3¢"* (3 +121* +321-128)+128)

(b)
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u(x, t) (HPM)
1.0

(©
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Tabla de valores aproximados
X t u(x, t)(HPM) u(x, t) lu(x, )(HPM)—u(x, t)|
0. 0 0.500000000000 | 0.500000000000 0.
0. [0.25| 0.453262329102 | 0.453261848015 4.81086 x 1077
0. | 0.5 [ 0.407348632813 | 0.407333400046 0.0000152328
0. [0.75| 0.363082885742 | 0.362969205520 0.00011368
0. 1. 0.321289062500 | 0.320821300825 0.000467762
0.25] 0 0.468790626626 | 0.468790626626 0.
0.25]10.25| 0.422506683903 | 0.422504634814 2.04909 x 10°°
0.25] 0.5 | 0.377580377020 | 0.377540668798 0.0000397082
0.25]10.75| 0.334822876959 | 0.334589441253 0.000233436
0.25] 1. 0.295045354702 | 0.294214972163 0.000830383
0.5 | 0 | 0.437823499114 | 0.437823499114 | 5.55112x 107"
0.5 [0.25 | 0.392340314444 | 0.392336830167 3.48428 x 107°
0.5 | 0.5 | 0.348706774145 | 0.348645135334 0.0000616388
0.5 [0.75 | 0.307696477241 | 0.307358016865 0.00033846
0.5 | 1. 0.270083022759 | 0.268941421370 0.0011416
0.75] 0 0.407333400046 | 0.407333400046 5.55112x 1077
0.75]10.25| 0.362973905494 | 0.362969205520 4.69997 x 107°
0.75] 0.5 | 0.320901047939 | 0.320821300825 0.0000797471
0.7510.75| 0.281828509575 | 0.281405607429 0.000422902
0.75] 1. 0.246469972594 | 0.245085013132 0.00138496
1. 0 0.377540668798 | 0.377540668798 0.
1. 10.25| 0.334595073989 | 0.334589441253 5.63274x107°
1. [ 0.5 | 0.294308124414 | 0.294214972163 0.0000931523
1. ]10.75| 0.257314984238 | 0.256831991388 0.000482993
1. 1. 0.224250817626 | 0.222700138825 0.00155068
Error absoluto estimado:
e, = iVIE’lX (lux, )(HPM) — u(x, t)|) = 0.00155068
<x=<
a<t<b
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

Caso II1.

Ecuacion Burgers-Huxley paraa =-2,0=1,y=3, =1
[ W=ty +2Uu+ul-u)(u-3) xe©,1) telo, T] (2.4.26)
siendo la condicion inicial y la solucion exacta:
3 3 3
u(x, 0) = 5 tanh(g (2-2 \/?)x)+ 5

ux, t) = %tanh(g(2—2\/?)(x—(3(2+2x/?)—3)t))+%

—a -6~ +4B(1+6) (2.4.27)
a = Y
4(1+9)
@y (1+5—y)(—a+\/a/2+4,8(1+5))
T 2(1+6)
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Ejemplo 2.4.3. Ecuacion de Burgers-Huxley. ([NOURI15])

Se considera el problema con la ecuacién de Burgers—-Huxley generalizada con los valores

{a, 0, y, By =1{-2,1,3,1} (signos: ai(—)yax(+))
u,(x, £) = Uy —a u’ ux+,8u(1—u5)(u‘5—y) xe(,1) telo, T]

)= ux, 0)= %tanh(%(Z—Z\/?)x)+%= ——— x€[0,1]

ef(‘/?_l)xu

La solucidén exacta del problema es
ulx, t) = % (tanh(% (\/? - 1) ((\/? - 5) t— Zx)) + 1).

(a) (i) Hallese la solucion aproximada u(x, t) empleando el el método de Perturbacion
de Homotopia (HPM).

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, y) (HPM) obtenida con el método HPM y la

solucidn exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
x, t, u(x, t) (HPM), u(x, t) (exacta), e = |u(x, t) (HPM) — u(x, t)|.
(iv) Hallese el error absoluto (e,).

Indicacion: H(, p) = (1—p)[; | + v —vex + @1’ ve — Bo(1 1) (1 )| = 0.

SOLUCION
(a)
Método de Perturbaciéon de Homotopia (HPM). I
Ecuacion en Derivadas Parciales (Ecuacion Parabolica)
Uy (X, 1) = 2 uy (X, D ulx, t)+ (1 —ulx, 1) (ulx, t)=3)ulx, t)+ uyy (X, £)

(u(x,O): +)

1+€; (—I-H/T)x
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CAPITULO 2 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE EDPs

(a) Se construye la homotopia H(v, p) de la ecuacion u(x, y)
H(v, p) =
p (=2vy (x, 1) v(x, 1) — (1 = v(x, 1)) (V(x, £) =3) VX, £) +V; (X, ) = Vx (X, 1) + (1= p) vg (, 1)
=0

(b) Se considera que la solucién de la homotopia es una serie de potencias en p: (n = 3)

[ee]

vos 1) = ) Pk (%, 0) = vs(x, ) PP+ Va(x, ) PP+ Vi (X, ) p+vp(x, )
k=0

vi0e )= Y p* o) (5, ) = (3), p* + 2 P* + (W), p + (o),
k=0

V6 £) = ) pF W0 (6, 9) = W3)ee PP+ W) PP+ W) P+ o)t
k=0

VexCt, ) = D pF e (6 ) = W) P+ W) P>+ (V1) P+ (Vo)
k=0

(c) Se sustituye la solucion v(x, t) y las derivadas parciales v;(x, t), v (X, t), Vxx(x, )
en la ecuacion de la homotopia H(v, p)
V3%, 07 p' +3va(x, HVa(x, P+ 31X, ) V3(x, 1) p8 +30,(x, )% v3(x, 1) pS +y(x, 1)
P’ +3vo(x, HVs(x, P’ = 4v3(x, 7T+ 6V1(x, HV0x, DV, P = 2v3(x, ¢
Y00, 1) p7 + 3106 1 va0x 07 p°+ 3 Vi 2 v3x, 1) P+ 6 Vp(x, 1) V(.
V3, 1) p° =8y, s, 1) p° = 2v3x, ),V (x, 1) p° —2va(x, 1) 3O
x, 1) p® +3vo(x, ) Va(x, 1) p° —4vy(x, )7 p° +3V1(x, D2 V,(x, £) p° + 6 Vo,
HVI(x, D Vsx, 0P =8 Vi, HVs(x, ) p° =230 H1 V0 1) PP = 2va(x, 1)
1,100 0 p° =200, DV, 1 P+, B pt 6 ve(x, VX, ) (X,
£) p* —8vi(x, ) va(x, 1) p* +3vp(x, O V3(x, 1) p* =8 vo(x, HV3(x, 1) p* + 3 v3(
x, ) p* = 2v3(x, vV, 1) pt = 2p0x, V%, 1) p* - 201 (x, DM,
B p* = 2005, D10, £) p* — 1200, 1) p* + 3vp(x, D 1(x, £ PP — 4y (x,
£y’ p* +3vo(x, 1> va(x, 1) p* =8 vo(X, D) va(x, 1) p° +3va(x, 1) p*+v3 Y
X, 1) p° =2a0x, DV 0 x, 1) p* =210, MV, 1) p* = 2v0(x, H M,
t) p3 - vz(z’O)(x, t) p3 + 3 vo(x, t)2 vi(x, t) p2 —8vo(x, Hvi(x, t) p2 +3v1(x, t)
P> +v,%P(x, 1) p® = 2v1(x, )"V Cx, 1) p* = 2wp(x, VMO (x, 1) p* = V(x,

£ p* +vo(x, 1)° p—4vo(x, 7 p+3vo(x, ) p+v1*VCx, 1) p = 2v0(x, 1) v
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x, ) p -0, ) p+v,"Px, =0

p10 v3(X, t)3 +3 p9 vy (X, t) v3(x, t)2 +3 p8 v1(x, t) v3(x, t)2 +3 p8 V(X t)2 v3(x, t)—2 p7
(V3)x V3(X, 1)+ D’ vax, ) +3 P wo(x, D V3(x, 1) —4p” v3(x, )’ +6p Vi (X, ),
(%, D3, 1) =2 p°® (e v30x, H)—2p°
(V3)x v2(x, £)+ 3 p6 v1(x, ) vy(x, t)2 +3 p6 V1 (x, t)2 v3(x, H)+6 p6 Vo(x, £) vy(x, 1)
vi(x, t)—8 p6 vy (x, Hvs(x, £)—2 p5
(VDx V3(X, 1) =2 p° () Va(x, ) =2 p°
(V3)e v1(x, £)+3 p5 Vo(x, 1) va(x, t)2 -4 p5 vy (X, t)2 +3 p5 v1(x, t)2 v(x, £)+ 6 p5
Vo(x, £) v1(x, ) v3(x, t)—8 p5 vi(x, ) vs(x, £)—2 p4
(Vo)x V3(X, 1) =2 p* (W) va(x, 1) =2 p* )x w1 (x, 1) -2 p*
(V3)x Vo, 1) +p*vi(x, ) +6 p* vo(x, D V1(x, BV, ) =8 p*vi(x, HVy(x, 1) +
3 p4 Vo (X, t)2 vi(x, t)—8 p4 vo(x, t)v3(x, £)+3 p4 vi(x, t)—2 p3
(Vo)x V206, 1) =2 p° W Vi (X, 1) =2 p°
(W2)x Vo(x, ) +3 P> vo(x, DV1(X, 1) =4 p* vi(x, 7 +3 P’ vo(x, 1) va(x, 1) - 8 p°
Vo(x, O V20X, 1) +3 P va(x, £) =2 p* (Wo)y Vi(x, 1) — 2
(W) VX, £) +3 p* vo(x, 1) vi(x, 1) =8 p* vo(x, D Vi(X, £) +3 p* vi(x, ) =2 p
(Vo)x Vo(X, 1) + P vo(X, £)° =4 pvg(x, ) +3 pvo(x, 1) = p* (V3)yx—p°

(V)xx + D> 3)r = P* Wxx + P> 2)r = P (Wo)xx + P (V1) + (Vo) = O

(d) Identificacion de los coeficientes de los términos de igual potencia de p.

Se integran las expresiones de (v), con las condiciones iniciales y se deducen las expre-

siones de Vk(x, t)s (vk)t (x’ t)’ (vk)x (x’ t) y (vk)xx (x’ t)
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(e) La solucion aproximada de la ecuacion tiene la expresion

ulx, t) = vo(x, t) + v1(x, t) + vo(x, t) +

ulx, t) =

((27 (225V3 -388)¢ e: (Y3 -1)x (—4 e VE-1x V31 g )/(16 (ez (V3-1)x,
4 3 3

1)) (2728 V3 a2 0 (05 ) s

(V31 g 3) s )tezw__l)x +
2(5(‘54} +1)2 e V31 g

u(x, t) = (( 1+‘/?)x(3(—388+225\/?)t3—4(—4+3\/?)t+4) 9 r(T1+V3)x
(3(-388+225V3 ) —6(-43+24V3 )2 +8(-4+3V3)t-16)-
3¢ 1+*/—)"(9(—388+225 V3) £ +18(-43+24 V3 )7 +

24(—4+3\/?)t—16)+48)/(16(1+e2( 13 ) ))

(b)

ulx, t) (HPM)

1.0

(©
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Tabla de valores aproximados

X t u(x, t)(HPM) u(x, t) lu(x, t)(HPM)—u(x, t)|

0. 0 1.500000000000 | 1.500000000000 0.

0. 10.25| 1.169222836190 | 1.169111607760 0.000111228

0. | 0.5 [ 0.872289902834 | 0.868931600713 0.0033583

0. [0.75| 0.643045430388 | 0.619736800720 0.0233086

0. 1 0.515333649306 | 0.427665188053 0.0876685
025] 0 1.295394036925 | 1.295394036925 2.22045x 10716
0.25]10.25| 0.980562701710 | 0.980147820740 0.000414881
0.25] 0.5 | 0.717292655832 | 0.709679615701 0.00761304
0.2510.75 | 0.536944449795 | 0.495535787023 0.0414087
0.25] 1. 0.470878634109 | 0.336515084593 0.134364
051 0 1.098262813814 | 1.098262813814 0.

0.5 [0.25 | 0.808843808939 | 0.808243451245 0.000600358
0.5 | 0.5 [ 0.581597301383 | 0.571783254856 0.00981405
0.5 [0.75 | 0.441179325959 | 0.392125253853 0.0490541
05| 1. 0.412245917478 | 0.262807373944 0.149439
0.75] 0 0.915027288051 | 0.915027288051 0.
0.7510.25| 0.657324005993 | 0.656686592171 0.000637414
0.75] 0.5 | 0.465123650541 | 0.455354080751 0.00976957
0.7510.75| 0.354030003941 | 0.307644005890 0.046386
0.75] 1. 0.339646848433 | 0.204007475377 0.135639

1. 0 0.750301583900 | 0.750301583900 0.

1. 10.25| 0.527271473153 | 0.526719138465 0.000552335

1. ] 0.5 | 0.367185064893 | 0.359126433654 0.00805863

1. [0.75] 0.276405164471 | 0.239690918018 0.0367142

1. 1. 0.261294577238 | 0.157605826876 0.103689

Error absoluto estimado:
ey = Mxégl() (Ju(x, t)(HPM) — u(x, t)|) = 0.149439
ast<b

Observaciones 2.4.2.

(i) La aplicacion del método HPM conduce a la obtencién de la solucion exacta de la

ecuacion de difusién no lineal de Burgers-Huxley.
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(ii) La validez y la eficacia del HPM se ha comprobado resolviendo tres problemas con
ecuaciones diferenciales no lineales y no homogéneas, con una convergencia muy
rapida a las soluciones exactas.

(iii) El método HPM es una técnica muy poderosa y eficiente que puede construir la solu-
cion exacta de ecuaciones diferenciales no lineales con un coste computacional bajo y

una gran precision en la solucidn.
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Capitulo 3

3. Métodos de Resolucion Numérica Wavelet

3.1. Método Wavelet de Haar

3.1.1. Introduccion

Histéricamente, el origen de las EDPs se encuentra en el estudio de las superficies
geométricas y en la resolucion de diversos problemas mecénicos. Asi, aunque el origen de
las ecuaciones no lineales es bastante antiguo en el ultimo siglo han sufrido un desarrollo
vertiginoso. Numerosos matematicos se han involucrado activamente en la investigacion de
problemas descritos por derivadas parciales. El motivo principal es que estas ecuaciones
describen varias leyes fundamentales de la naturaleza que suelen aparecer en problemas
matematicos y de Ingenieria. Por ello, son el rol principal de las Ciencias Matematicas
modernas, especialmente en los campos de la Fisica, del modelaje matematico y de la Inge-

nieria.

La evolucion de estas ecuaciones busca establecer una teoria general y diversos métodos
para resolver ecuaciones lineales. Se han aplicado decenas de técnicas, pero como la ma-
yoria de métodos no son aplicables tanto a lineales como a no lineales, no hay un método ge-
neral con el que encontrar la solucién a ecuaciones no lineales. En consecuencia, se
requieren nuevas técnicas para resolverlas, siendo este un aspecto fundamental de la teoria
de EDPs no lineales [RAY18].

Normalmente, la mayoria de los problemas de interés fisico se describen con ecuaciones
parciales y unas condiciones iniciales y de frontera adecuadas. Se suelen formular, pues,
como problemas de valor inicial, problemas de condiciones de frontera o una mezcla de
ambos. De hecho, la teoria de ondas y solitones no lineales ha experimentado una gran re-
volucién en las ultimas tres décadas, en las que fénomenos destacables e inesperados han

sido observados en sistemas fisicos, quimicos y bioldgicos.

3.1.2. Wavelet de Haar

Partiendo de un intervalo x € [A, B], donde tanto A como B son constantes dadas, se

puede definir la cantidad como M = 27 siendo J el nivel maximo de resolucion. Si se divide
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el intervalo en dos subintervalos 2 M del mismo tamafio, se puede expresar este como
Ax = (B—-A)/2M. Introduciendo dos parametros més,j=0,1, .., Jyk=0,1, .., m—1,se

puede identificar el nimero de la wavelet i comoi=m+k+ 1.

Asi, la Wavelet Haar de orden i queda definida como:

I x el&®), &0)
hi(x) § =1 x €[&(D), &3(D) (3.1.1)

0  parael restode valores de x.
donde

L) =A+2kuAx
EN)=A+QRk+1DuAx (3.1.2)

=27 M

IR

W) =A+2(k+DpuAx pu=

Estas ecuaciones solo son validas si i > 2 [LEPI14]. Cuando i vale 1 se corresponde con la
funcion de escala hy(x) = 1 para x € [A, B] y hy(x) = 0 para el resto de valo-res de x. Si i tiene
un valor de 2, entonces &;(2) = A, &(2)=0.5(2A+B), &(2) =B. Los parametros j y k
tienen un significado concreto. Entonces, el soporte o ancho de la wavelet de orden i sera:

| &) - &) =2uAx=B-A)m " =B-A)27. (3.1.3)

De aqui se concluye que si se aumenta j entonces el soporte disminuye, la onda se
estrecha, motivo por el cual se le conoce como el pardmetro de dilatacion. El otro parametro
k localiza la posicion de la wavelet en el eje x, pudiendo moverse la onda &;(i), para los val-
ores de k establecidos previamente, entre x = Ay x = [A + (m — 1) B] / m. Este pardmetro k se

conoce como el parametro de traslacion.

En resumen, se tiene:

xe[A,B] > M=2 = Ax=——

j=0,1,2,...,J niveldela Wavelet h;
k=0,1, ..., m—1 parametro de traslacion
i=2(m=1, k=0) minimo valor

i=m+k+1=2+k+1 =1 . o o
i=2M=2"* maximo valor

La Wavelet nimero i se identifica como i=m+k+1=2+k+1. El indice j es el

parametro de dilatacion y k es el parametro de traslacion.

Se define la Wavelet de Haar i — ésima como:
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h 3 1 xe[A, B]

109°= { 0 resto
1 &) =x<&O

hoo=1{ -1 &M <sx<&@G) i=1,2,-,2M=2"" =2
0 resto

donde los puntos & (i), &,(i) y €5(i) de intervalo tienen la expresion:

GG =A+2kuAx=A M BA B
)=A+ X=A+2k— —— =A+
! K m 2M 2J
HO=A+Qk+D) uAx=A+Q2k DAJB_A'.A (2k+1)B_A
=A+Q2k+ x=A+Qk+1) — —— =A+
? a m 2M 2 o
M B- -
EN)=A+2k+1)uAx=A+2k+1) — ——=A+(k+1) -
m 2M 2
M
u=—=27M.
m

® Ejemplo 3.1.1.

Considérense el conjunto de Wavelets de Haar definidas en el intervalo [A, B] = [0, 1].

Dados los niveles de resolucién
(a) J=1 (b) J=2.

(i) Determinense las funciones & (i), & (i), £3(i) que establecen el intervalo y las

funciones Wavelets de Haar h;(x), i = 1, ---, 2/*%,
(ii) Represéntense las graficas de las Wavelets de Haar hy(x), hy(x), -+-, hy(X).
SOLUCION
(@)
Wavelets de Haar h;
[A,B]= [0,1] (intervalo)
J= 1 (maxima resolucién)
M=2 = 2
2M= 4 (n° de subintervalos)
Ax = % = i (ancho del subintervalo)
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(a) Se calculan las funciones &;(i), &,(i), £3(i)

& Z+k+1) = A+ kB

&H)=A
& (1) =B H(P+k+1) = A+ 2kz+132_—jA
& (1) =B &2 +k+1) = A+ (k+1) 22

j=0a 1s 2a ’J
k=0,1,2, -, 2 -1

G =A+k = 27k
fi)=| & =A+2ELEL = 291 Qk+1)
HEO=A+k+1) 5= 27 (k+1)
011
§1(1), £2(1), &5(1) 0 L1
£1(2), £2(2), £5(2) 2
HB)L.EBLEB) || 0§ 5
&1(4), £,(4), £3(4) 13 4
2 4

(b) Definicion de las Wavelets Haar

(1 &l =x<&0)
hux) = { C1 &) =x < &)

i=m+k+1=2+k+1 (0<j<J) O=<k=<2-1)

1 O0=<x=<1
mx) = {0 True
1 Osx<%
hy(x) = 1
-1 Esx<1
1 Osx<%
hi(x) = ) )
-1 st<5
1 3
1 -<x<=
hy(x) = .
-1 st<1
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—
1 () _— )
h
(x) hex)
i '
0.8t " !
1 1
i 0.5+ I
0.6t i 1
1 1 | 1 | | Lo
[ 1 T
04 : 0.2 04106 08 10
0.2+ 1 —-0.5¢ 1 :
1 1
! l l ! Ly ~1.0 1 :
02 04 06 08 1.0 '
m— 15 (X) — 1, (X)
h(x) h(x)
— ‘ P
\ ' :
0.5t I 0.5¢ : 1
1 ' 1
1 ' 1
s x : — — X
0.2: 04 , 006 08 1.0 02 04 06 :08 1,0
—-0.5¢ 1 ! —-0.5¢ 1 1
1 ! 1 !
1 1
~1.0} — ~1.0} S
(b)
Wavelets de Haar h;
[A, B] = [0, 1] (intervalo)
= 2 (maxima resolucién)
M=2 = 4
2M= 8 (n° de subintervalos)
Ax = BZ_—A = % (ancho del subintervalo)
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(a) Se calculan las funciones &;(i), &,(i), £3(i)

& Z+k+1) = A+ kB

&H)=A
& (1) =B H(P+k+1) = A+ 2"2“32%A
& (1) =B &2 +k+1) = A+ (k+1) 22

j=0a 1s 2a ’J
k=0,1,2, -, 2 -1

M =A+k Bz;;“ = 2185761703 £ $5761703
£i)=| &) =A+ 2L EL = 5701701 (k85761703 + 1)
M) =A+k+1) B;—,A = 27I8S5761703 (k65761703 + 1)

01 1

&), 61, &1 [0 51

62),6£2,62) | | L1

L3 6B.EB) | | ] i

§1(4)9 '52(4)’ 53(4) _ 2 4

65, 66),66) | |0 § g

§1(6)9 '52(6)’ 53(6) l 2 l

am.e&mEeEM | |1 L

§1(8)9 '52(8)’ 53(8) 5 g Z
3 7 1
4 8
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(b) Definicion de las Wavelets Haar
h) { 1 &(i$5761703) < x < &,(1$5761703)
(x) =
' —1 &,(i$5761703) < x < &;(1$5761703)
i=m+k+1=2+k+1 (O=<j<J)) (@O=<k=2-1)
" 3 { 1 O0=<x=<1
1) = 0 True
1 0=<x< %
hy(x) = 1
-1 -=x<1
2
1 0=x< j;
h3(x) = ) 1
-1 1=X<3
1 3
1 -<x<-=
ha(o) = ; )
-1 7=x< 1
1 0<sx< %
hs(x) = 1 1
-1 §=X<7
1 i <x< %
he(x) = 3 1
-1 §=X<3
1 5
1 - <x<-=
hy(x) = { . ;
-1 §=XxX<7
3 7
1 S <x< -
hs(x) = ; ’
-1 -=x<1
8
— ]’l
1 —_ (0
h
(x) hex)
0.8} : :
i 0.5} :
0.6+ i 1
1 1
L 1 * p T m ! .
0.4 : 0:2 04 ' 06 038 1,0
0.2+ 1 —-0.5¢ I A
i I 1
] l l l L _1.0 1 :
02 04 06 08 1.0 '
m— 15 (X) — 1, (X)
h(x) h(x)
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T \ —
1 ' 1
1 1
0.5¢ 1 0.5¢ L 1
1 : 1
1 ! ]
— 0 : X . — ;_“ X
0.2: 04 , 06 0:8 1.0 0:2 0:4 0:6 :O 8 1,0
—-0.5¢ T 1 —-0.5¢ 1 A
1 ! 1 !
1 1
~1.0} — ~1.0f -
m— s (X) m— 1 (%)
h(x) h(x)
1 1 1
1 1
0.5} 1 0.5} L - 4
1 1
1 : 1
| — : X T : X
: 02, 04 0:6 0:8 1.0 0:2 (I!.4 , 016 0:8 1.0
—0.5¢- -1 1 —-0.5¢ 1 L
Loy T
—1.04- —— ~1.0¢ —
m— 17 (X) m— g (X)
h(x) h(x)
! — ! —_
! 1 ! 1
! 1 ! 1
0.5¢ L 1 0.5¢ ! I
o P
1 1
— : X o r—~ X
0:2 0:4 O.GIS 018 1:0 0:2 0:4 0:6 0:8 : 1,0
-0.5¢ 1 ! —-0.5¢ I 1
1 ! 1 H
] 1
—1.0} — ~1.0} —

Ejemplo 3.1.2.

Considérense el conjunto de Wavelets de Haar definidas en el intervalo [A, B] = [0, 7«].

Dados los niveles de resoluciéon
(a) J=1 (b) J=2.

(i) Determinense las funciones & (i), &(i), €3(i) que establecen el intervalo y las

funciones Wavelets de Haar h;(x), i = 1, ---, 2’*%.

(ii) Represéntense las graficas de las Wavelets de Haar hy(x), hy(x), -+, hy+1(X).
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SOLUCION
(a)
Wavelets de Haar h;
[A,B]= [0, n] (intervalo)
= 1 (maxima resolucién)
M=2"= 2
2M= 4 (n° de subintervalos)
Ax = % = 7 (ancho del subintervalo)
— (X
1 () _— )
h(x
(x) heo)
: .
0.8¢ 1 !
1 1
1 0.5¢ I
0.61 1 !
1 ] | II ] | ] X
L 1 T
04 : 0:5 10 15 20 25 3.0,
0.2¢ 1 —-0.5¢1 1 !
1 1 :
Ll x| 1 ' '
05 1.0 1.5 20 25 3.0
m— D13 (X) m— Dy (X)
h(x) h(x)
— ‘ P
\ ' \
0.5¢ I 0.5¢ ! 1
1 : 1
1 N 1
' T ' . . 0 x . . . ! T ! f I_' x
015 : 1.0 1.5 210 25 3.0 05 1.0 1.5 20 IQ.S 310,
—-0.57 1 ! —-0.5¢7 1 1
1 ! 1 !
1 1
~1.0¢ L -1.0} —_—
(b)
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Wavelets de Haar h;

[A,B]= [0, n] (intervalo)
= 2 (maxima resolucién)
M=2 = 4
2M= 8 (n° de subintervalos)
Ax = % = 7§r (ancho del subintervalo)
—
1 () _— )
h(x
(x) hx)
: '
0.8¢ 1 !
1 1
I 0.5¢1 I
0.6t 1 1
1 1 1 II | 1 |
[ 1 1 ——
0.4 : 0:5 1.0 LS 20 25 3.0,
0.2¢ 1 —-0.5¢ 1 :
1 1 '
ot e x| 0 ' '
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
m— 13 (X) m— 1y (X)
h(x) h(x)
L \ I_I
1 1
1
0.5} I 0.5} : :
1 ' 1
1 N 1
' T ' . 0 x . . . ! T ! ' I
015 :1 0 1.5 210 215 3.0 05 1.0 1.5 20 IQ.S 310,
—-0.5¢ 1 ! —-0.5¢ 1 1
' I ! I
~1.0} SEE—F -1.0} SRB—E
w— 15 (X) m— g (X)
h(x) h(x)
1 1 1
1 1
0.5~ 1 0.5+ Ll
1 : 1
! 1 ! H H H
T ! 1 . . . . . x . ! T !
9.5 10 1i5 2.0 215 3.0 0:5 1.0: 1.$ 210 215 3.0
—0.5¢t- -1 -1 —-0.5¢ 1 !
1 ! 1 !
1 1
~1.0f- -2 ~1.0} —u
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— ) () m— g (X)
h(x) h(x)

! 1 ! 1

! ] ! 1

0.5¢ : I 0.5¢ : I

1 1

! ] ! 1

by X b X

05 1.0 1.5 2:.0 :2.5 310 05 1.0 1.5 2.0 25 : 310,
—-0.5¢ 1 ! —-0.5¢ I 1
1 ! !
1 1
~1.0} S ~1.0} —

3.1.3. Integrales de las Wavelet de Haar

Considerando el maximo nivel de resolucién J de la propia definiciéon de Wavelet de Haar
hi(x) se deduce que el conjunto de Wavelets de Haar definidas en el intervalo [A, B] son

ortogonales:

B _ B S _
I f he) hy(x) dx = (B—A) 279 6, = { (B-A)27 para L=1, (3.15)
A 0 para [ # 1.

Como se puede apreciar las Wavelets de Haar son ortogonales entre si formando una base

ortogonal en el intevalo [A, B].

Se definen las integrales de las Wavelets de Haar como sigue:

X X X 1 e
pv,z(x)=ff---f hi() dt’ = f(x—t)v_l hi(t) dt
A JA A w-1!Ja

v-veces (3.1.6)
v=1,2, .. n, i=1,2, .., 2M.
Se calculan analiticamente las integrales considerando los casos dados, resultando:
ei=1
1 [
Pa1(X) = o} (x—-A) (61=4A, & =& =B)
ei=2 (i=2,3,:-,2M)
3.1.7
0 x <& GL7
al—! [Cc—&1 ()] x € [§ (D), &(D]
Pa,iX) = { 1 o o _ _
=& ) -2 - & ()] x € [£2(D), &(D]
al—, [c=& D)) =20 =& @)+ (x—& )] x> &)
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3.1.4. Matrices de Haar

La utilizacion de las Wavelets de Haar en la resolucion numérica de diferentes problemas
requiere la notacién discreta. Existen diferentes formas de hacerlo si bien se utilizara el

denominado método de colocaciéon [LEPI14].

Se denotan los puntos de la cuadricula o malla por la expresion:
[ (%o, X1, -+ Ko} = F=A+IAx 1=0,1, -, 2M (3.1.8)

y para los puntos de colocacion se toman:
1 ~ ~
{xla X1 *°7y xZM} = X = E(xl—l-i_xl) l= 1s T 2M (319)

y a continuacioén se reemplaza x; — X; en las ecuaciones de las definiciones de h;(x), pa.i(x) y
Da,1(X).
Es conveniente disponer de los resultados en formato matricial. Se introducen las defini-

ciones de las matrices de Haar H, P,, P,, ---, P, de dimension 2 M x2 M.
Los elementos de las matrices Haar son:
H(, I) = hj(x))
hi(x1) hi(xz) -+ hi(x)
ha(x1) ha(xz) -+ ha(x)) { i=1,2,-,2M

hiGg)  hig) - hia)

Py, ) =pyix) v=1,2, -

p11(x1) p1a(2) -+ p110a)
P, = P12(X1) Pp1202) - p12(x) { i=1,2-,2M
: : : : 1=1,2,---,2M
P1ilx1) p1iGa) -+ prita) (3.1.10)
p21061) p21(x2) -+ Pp21(x7)
P, = P22061) P22(X2) -+ P2a(xy) { i=1,2,-,2M
: : : : 1=1,2,---,2M
D2i(X1) Pp2i0) -+ pailxp)
pvi(x1) pviCe) -+ pyala)
P - Pv2(x1) Pv2() -+ Py2(x) { i=1,2,-,2M
N : : : 1=1,2,--,2M

PviX1) pui(x2) -+ pui(x)
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3.1.5. Desarrollo de una Funcion en Serie Wavelet de Haar

Toda funcioén cuadrado integrable f = f(x) en el intervalo [A, B] = [0, 1] puede expandirse

como una serie de términos infinitos de Wavelets de Haar, de la siguiente forma:
| J&) =fx) =c1 hi(x) + ¢z ha(x) +c3 h3(x) + -+ = Zci hi(x) (3.1.11)
i=1

donde los coeficientes c; se determinan:

1
I a; = f fx) hix)dx xe][0, 1]. (3.1.12)
0

El error integral cuadrado & se minimiza mediante la expresion:

m

| €= fl[f(x)— ¢ hi(x)]2 dx, m=2 j=0,1,2, -, J. (3.1.13)

0 i=1

Normalmente, para obtener una funcién f(x) 6ptima la expansién en serie incluye infini-

tos términos. Sin embargo, si dicha funcién es constante definida a trozos por si misma,

entonces es posible aproximarla tratando cada subintervalo como una funcién definida a
trozos [HARI11].

La funcién queda definida entonces con 2 M términos finitos de la siguiente manera:
2M
fx) = Zci hi(x) (3.1.14)
i=1

donde los coeficientes c¢; se denomina coeficientes Wavelet de Haar. Si se toman los puntos

de colocacion x; en el intervalo [A, B] se tiene la expresion discreta de la serie:

2M

foo) = Z ¢i hi(x)). (3.1.15)

i=1
La notacion matricial del desarrollo en serie discreto de Wavelet de Haar es

2M
Y ~ Z ¢ hi(x) = C.H (3.1.16)
i=1
siendo H la matriz Wavelet de Haar, C e Y son vectores filas de dimensién 2 M y x; son los

puntos de colocacion en el intervalo [A, B]:
hy(x) hx) hi(e) - hix)

hZ(X) hz(xl) hz(Xz) hi(xl) { i= 1, ---, 2M
: : : : : l: 1’ e, 2M

hi(x) hi(x1) hi(x) -+ hi(x)
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C=(c1 ¢ -+ ¢)

Y=(f0a) fOa) - f(x))

hi(x1) hi(x) - hix)

hyx) ha(t) -
(Fo) Fa) - FO)=(er e g oW b))
i) hix) - hikg)

Al resolver el sistema matricial se tiene
[ C=Y.H" (3.1.18)
Conocida la matriz fila C se calcula la aproximacion Wavelet de la funcion
f(x) = Y2M ¢; hi(x) para el nivel de resolucion J.
3.1.6. Error en la Aproximacion

El grado de exactitud de la aproximacion se puede determinar por la estimacion del error

cometido al aproximar la funcion f(x) por f (x) en cada nivel de resolucién J. Se definen los
siguientes errores en las aproximaciones Wavelets a la funcién f(x), teniendo en cuenta los
puntos del intervalo [A, B] = [0, 1)

X =A+ k

B-A k
= k=0,1,---,2M-1
2M 2M

donde no se considera el ultimo punto x; = x; ; = 1.

1. Error absoluto estimado e (norma infinito o del maximo):

| eo = [reo-feo| = Max e —fow) (3.1.19)

0<k<2M-1
2. Se define la funcién error cuadrado integral en L*[0, 1] como [LEPI14]:

2

| Af= Hf(x) —f(X)HZ _ fAB (f(X) —]?(X))2 dx = fol [f(x) - % a; hi(x)] dx. (3.1.20)
i=1

3. La forma discreta del error cuadrado integral tiene la expresion [LEPI14]:

2M-1
| Ar=Ax Y (fo)- Foa)'. (3.1.21)

k=0

4. Error en el nivel J = 2 M, (norma de Lebesgue) cuya expresion viene dada por:
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By = || -, =

2M 1 oM 2
}/(x) - Z a; hi(x) f (f (%) - Z a; hi(x)) dx. (3.1.22)
=1 0 =1

2
v Teorema 3.1.1.

Si la funcién f(x) verifica la condicion de Lipschitz en [0, 1] y f () es su aproximacion

Wavelet de Haar entonces una cota del error E; tiene la expresion:

A A

= [ro-feo], - VieMm? V32 o

Que f(x) satisfaga la condicion de Lipschitz en [0, 1] significa que existe un valor positivo
A >0 tal que |[f(x) —f(x2)| = A —x3|, ¥ X1, X, € [0, 1] donde A se denomina constante de

Lipschitz.

Observaciones 3.1.1.

(i) Las funciones Wavelets de Haar h;(x) pertenecen al conjunto de funciones constantes
por partes o intervalos. Como es una funcién suficientemente suave entonces la tasa
de convergencia de la funcién constante es O(M ‘2), por lo que este resultado se puede

aplicar a las Wavelets de Haar.

(ii) La funcion aproximacion Wavelet de Haar f (x) verifica que f(x)) = f () en todos los

puntos de colocacion.

(iii) Se puede esperar que al duplicar el nimero de puntos de evaluacion xi, al pasar del
nivel de resoluciéon J a J +1, se reduzcan los errores A f, Ay y E;, aproximadamente
como mucho cuatro veces.

® Ejemplo 3.1.3.
Sea f(x) = v/x definida en el intervalo [A, B] = [0, 1].

(a) (i) Calculense las Wavelets de Haar h;(x), i = 1, ---, 2x2’, con el nivel maximo de

resoluciéon J = 1.
(ii) Determinese la matriz H y los coeficientes Wavelets a;.
(iii) Hallese la funcién f (x) que aproxima a f(x) por método de las Wavelet de Haar.
(iv) Represéntense los coeficientes Wavelets, 1a funcion f(x) y su aproximacion f (X).

(b) Calculense los errores de la aproximacion Wavelet de f (error absoluto estimado e,,

error cuadrado integral A f, error cuadrado integral discreto Ay y el error Ej).
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SOLUCION

(a)

Aproximaciéon Wavelet de Haar

2M

feo = Z a; hi(x)

i=1

i 1 0<x<1 1 0s=x<;
f(x):0.672977({ X )—0.12941 ' l-
2

0 True -1 roxc<
1=
1 0=sx< % 1 % <x< %
0.190014 ) —0.0724225 3
-1 55x<1 -1 st<1
Coeficientes Wavelets Haar: f(x) = Vx
a;
A *
0.4F
0.2F
0 } > |
1 i ! 4
-0.2F
—f=Vx =—fUu=1
fx)
A
[ 1
0.8+ i
1 i
[ i
0.6F i
| 1
: 1
0.4f : :
L 1
0.2} i
1
1
i i i i b
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Tabla de valores aproximados

[A,B]= [0,1]
J = 1

2M = 4
k1l xe ) foa) Fo) — fO)]
0| 0.000 | 0.000000000000 | 0.353553390593 0.353553
1 0.250 [ 0.500000000000 | 0.612372435696 0.112372
21 0.500 | 0.707106781187 | 0.790569415042 | 0.0834626
3 0.750 [ 0.866025403784 | 0.935414346693 | 0.0693889

Error de la aproximacion Wavelet de la funcion:

ea= Max ([fG) — fOq0l) = 0.353553
0<k=(2M-1)

1
Af = f (fo0) — f(x))? dx = 0.00535963
0

2M-1

Ar=Ax > (fGa) - feq)? = 0.0373521
k=0

2M

2
. 1
E;=[f0) = fll> = f [f (x) — Z a; h; (x)] dx =0.0732095
0

i=1

m Ejemplo 3.1.4.
Sea f(x) = e~ sen(2 7 x) definida en el intervalo [A, B] = [0, 1].

(a) (i) Calculense las Wavelets de Haar h;(x), i = 1, ---, 2x2’, con el nivel maximo de

resolucion J = 2.
(ii) Determinese la matriz H y los coeficientes Wavelets a;.
(iii) Hallese la funcién f(x) que aproxima a f(x) por método de las Wavelet de Haar.
(iv) Represéntense los coeficientes Wavelets, 1a funcion f(x) y su aproximacion 0.

(b) Calctlense los errores de la aproximacién Wavelet de f (error absoluto estimado e,,

error cuadrado integral A f, error cuadrado integral discreto A; y el error Ej).
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SOLUCION

(a)

_ 2M
feo = aih)

i=1

Aproximacién Wavelet de Haar

1
foo = 0.100749({ L 0=x<l )—0.203213 boOExsy +
0 True 1 Loyl
8 4
1 0=x< i 0<x % 1 i <=x< g
0.0506043 ) 1 +0.411357 ) +0.214423 N 1 +
-1 st<5 ES <1 -1 gsx<5
1 5 1 3 3 7
1 -=x<z S<x<=> 1 Z2<x<=<
0.123255 : > |-0.0306931 i R 0.130054 ; 8
-1 §=X<3 1=X <1 -1 gsx<1
Coeficientes Wavelets Haar: f(x) = e sin(2 7 x)
a;
A
0.4F
0.2F I
0. T ? $ + T t > |
1 2 3 4 i 6 7 i
-0.2F
— ) = e ¥ sin2rx) = fx)(J=2)
fx)
A
[}
0.6+ g 1
1
0.4¢ .
1
0.2+
1 L x
0.2 0.4
-0.2¢
0.4}
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Tabla de valores aproximados

[A,B]= [0,1]
J = 2

2M = 8
k| x £ F0) I G0 — f o)l
0 0.000 0.000000000000 0.359497815286 0.359498
1 0.125 0.624019544194 0.765923034143 0.141903
2 0.250 0.778800783071 0.675924705249 0.102876
3 0.375 0.485986909670 0.247078994195 0.238908
4| 0.500| 7.427858310018 x 10~'7 | —0.218046447071 0.218046
5 0.625 —0.378486985813 —0.464555803188 | 0.0860688
6 0.750 —0.472366552741 —0.409969057391 | 0.0623975
7 0.875 —0.294765960934 —0.149860985350 0.144905

Error de la aproximacion Wavelet de la funcion:

ea= Max  ([f(a) — f(a)l) = 0.359498
0=k=(2 M-1)

1
Af = f (f(x) = F(x))> dx = 0.0109655
0

2M-1

Ar=Ax > (fea) - fx))? = 0.0371098
k=0

R 1 2M 2
Er=[fx) = fll2 = f [f (x) — Z a; h; (x)] dx =0.104716
0 i=1

Se muestran en la Tabla 3.1 y Tabla 3.2 los errores cometidos en la aproximacion de las

funciones f(x) = Vx y f(x) = €™ sen(2 r x), respectivamente.
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Tabla de Errores

AFU=D | A B
2M €q Af A] E] A () A E

<

4 | 0.353553 | 0.0373521 | 0.00535963 | 0.0732095
8 0.25 0.0100452 | 0.00156527 | 0.0395634 |3.71841| 3.4241 |1.85043
16 [ 0.176777 | 0.00268432 | 0.000447708 | 0.0211591 |3.74217 |3.49618 |1.86981
32 0.125 0.000713863 | 0.000126028 | 0.0112262 |3.76028 |3.55245 (1.88479
64 10.088388310.000189102 |0.0000350324 |0.00591882|3.77502|3.59746 | 1.8967

0| | W N =

Tabla 3.1. Tabla de errores de la aproximacion f(x) = Vx con la serie Wavelet de Haar.

Tabla de Errores

Af (J-1 Aj_ E;_
M| e Af A T v v s

~

4 | 0.62402 0.162484 0.0418571 | 0.20459
8 10.359498 [ 0.0371098 | 0.0109655 | 0.104716 |4.37845|3.81716(1.95376
16 [ 0.189088 | 0.00882724 [ 0.00276898 |0.0526211 (4.20401 (3.96012( 1.99

32 10.0964975 | 0.00214678 [0.000693932(0.0263426 [4.11186 [3.99028 [1.99757
64 10.0486858 |0.000528891 |0.000173588 [0.0131753 |4.05901 |3.99759 | 1.9994

wm| B W N -

Tabla 3.2. Tabla de errores de la aproximacion f(x) = e sen(2 7 x) con la serie Wavelet de Haar.

Con este Ejemplo se obtienen las tablas anteriores (cambiando la funcion f) : Creo que no

debe aparecer en el TFM.

Tarda unos 10-12 minutos.

® Ejemplo 3.1.5.
Sea f(x) = Vx definida en el intervalo [A, B] = [0, 1]. Se pide para cada nivel de resolucion
J=2,3,4,5.
(a) Calculese la funcion f (x) que aproxima a f(x) por método de las Wavelet de Haar.

(b) Calculense los errores de la aproximacion Wavelet de f (error absoluto estimado e,

error cuadrado integral A f, error cuadrado integral discreto A; y el error Ej).

(c) Constrayase una tabla con los valores

Af (J-1) Aj E;_
Ja 2Ma €y, Af’ A]’ E]’ Af () ) i_]l’ EJJ_]I
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SOLUCION
(@)
Wavelets de Haar h;
[A,B]= [0,1] (intervalo)
= 1 (maxima resolucién)
M=2 = 2
2M= 4 (n° de subintervalos)
B-A 1 .
Ax="3-= 3 (ancho del subintervalo)
Tabla de valores aproximados
[A,B] = [0,1]
J= 1
2M = 4
k|l x S fow) Fo) — )]
0| 0.000 | 0.000000000000 | 0.353553390593 0.353553
1| 0.250| 0.500000000000 [ 0.612372435696 0.112372
21 0.500 0.707106781187 | 0.790569415042 | 0.0834626
31 0.750 | 0.866025403784 | 0.935414346693 | 0.0693889

e, = Max

2M-1

k=0

0<k=<(2M-1

Error de la aproximaciéon Wavelet de la funcion:

(IfOq0) — fea]) = 0.353553

)

1
Af = f (f ) — f(x))* dx = 0.00535963
0

Ar=Ax > (fGa) - fea)? = 0.0373521

. 1 2M 2
Ey=[f0) = fll> = f [f (x) — Z a; h; (x)] dx =0.0732095
0 i=1
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Wavelets de Haar h;
[A,B]= [0,1] (intervalo)
J= 2 (maxima resolucién)
M=2 = 4
2M= 8 (n° de subintervalos)
Ax = % = é (ancho del subintervalo)
Tabla de valores aproximados
[A, Bl = [0,1]
J= 2
2M = 8
k| x JF) JF) IF ) — f ()l
0| 0.000 | 0.000000000000 | 0.250000000000 0.25
1| 0.125] 0.353553390593 ( 0.433012701892 | 0.0794593
21 0.250 [ 0.500000000000 | 0.559016994375 0.059017
31 0.375| 0.612372435696 | 0.661437827766 | 0.0490654
4 0.500 | 0.707106781187 | 0.750000000000 [ 0.0428932
51 0.625| 0.790569415042 | 0.829156197589 | 0.0385868
6] 0.750 | 0.866025403784 [ 0.901387818866 | 0.0353624
71 0.875| 0.935414346693 | 0.968245836552 | 0.0328315
Wavelets de Haar h;
[A,B]= [0,1] (intervalo)
J= 3 (maxima resolucién)
M=2 = 8
2M= 16 (n° de subintervalos)
_B-A_ 1 ;
Ax = i = 16 (ancho del subintervalo)
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Tabla de valores aproximados

[A,B]= [0,1]
J= 3
2M = 16
k| x Fo) foa) I o) — Feao)l
0 0.000 | 0.000000000000 [ 0.176776695297 0.176777
1 0.063 | 0.250000000000 [ 0.306186217848 | 0.0561862
2 0.125| 0.353553390593 | 0.395284707521 | 0.0417313
3 0.188 | 0.433012701892 | 0.467707173347 | 0.0346945
4 0.250 | 0.500000000000 [ 0.530330085890 | 0.0303301
5 0.313 | 0.559016994375 | 0.586301969978 0.027285
6 0.375| 0.612372435696 | 0.637377439199 0.025005
7 0.438 | 0.661437827766 | 0.684653196881 | 0.0232154
8 0.500 | 0.707106781187 | 0.728868986856 | 0.0217622
9 0.563 | 0.750000000000 [ 0.770551750371 | 0.0205518
10 [ 0.625 | 0.790569415042 | 0.810092587301 | 0.0195232
11| 0.688 | 0.829156197589 | 0.847791247891 | 0.0186351
12 0.750 | 0.866025403784 | 0.883883476483 | 0.0178581
13 0.813 | 0.901387818866 | 0.918558653544  0.0171708
14 [ 0.875| 0.935414346693 | 0.951971638233  0.0165573
15| 0.938 | 0.968245836552 | 0.984250984251 | 0.0160051
Wavelets de Haar h;
[A,B]= [0,1] (intervalo)
J= 4 (maxima resolucién)
M=2'= 16
2M= 32 (n° de subintervalos)
Ax = % = 31—2 (ancho del subintervalo)

Ignacio Castillén Sanchez
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Tabla de valores aproximados

[A,B]= [0,1]
J= 4
2M = 32

k| x f0%) foa) I Gee) = F a0l
0 0.000 | 0.000000000000 [ 0.125000000000 0.125

1 0.031 | 0.176776695297 | 0.216506350946 | 0.0397297
2 0.063 | 0.250000000000 | 0.279508497187 | 0.0295085
3 0.094 | 0.306186217848 | 0.330718913883 | 0.0245327
4 0.125 | 0.353553390593 | 0.375000000000 | 0.0214466
5 0.156 | 0.395284707521 | 0.414578098794 ( 0.0192934
6 0.188 | 0.433012701892 | 0.450693909433 | 0.0176812
7 0.219 | 0.467707173347 | 0.484122918276 | 0.0164157
8 0.250 | 0.500000000000 | 0.515388203202 | 0.0153882
9 0.281 | 0.530330085890 | 0.544862367943 | 0.0145323
10 0.313 | 0.559016994375 | 0.572821961869 0.013805
11 0.344 | 0.586301969978 | 0.599478940414 0.013177
12 0.375 | 0.612372435696 | 0.625000000000 | 0.0126276
13 0.406 | 0.637377439199 | 0.649519052838 | 0.0121416
14 0.438 | 0.661437827766 | 0.673145600892 | 0.0117078
15 0.469 | 0.684653196881 | 0.695970545354 | 0.0113173
16 0.500 | 0.707106781187 | 0.718070330817 | 0.0109635
17 0.531 | 0.728868986856 | 0.739509972887 0.010641
18 0.563 | 0.750000000000 | 0.760345316287 | 0.0103453
19 0.594 | 0.770551750371 | 0.780624749800 0.010073
20 0.625 | 0.790569415042 | 0.800390529679 | 0.00982111
21 0.656 | 0.810092587301 | 0.819679815538 | 0.00958723
22 0.688 | 0.829156197589 | 0.838525491562 | 0.00936929
23 0.719 | 0.847791247891 | 0.856956825050 | 0.00916558
24 0.750 | 0.866025403784 | 0.875000000000 | 0.0089746
25 0.781 | 0.883883476483 | 0.892678553568 | 0.00879508
26 0.813 | 0.901387818866 | 0.910013736160 | 0.00862592
27 0.844 | 0.918558653544 | 0.927024810887 | 0.00846616
28 0.875 | 0.935414346693 | 0.943729304409 | 0.00831496
29 0.906 | 0.951971638233 | 0.960143218484 | 0.00817158
30 0.938 | 0.968245836552 | 0.976281209488 | 0.00803537
31 0.969 | 0.984250984251 | 0.992156741649 | 0.00790576
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Tabla de Errores

J|2M ey Af Ay E; % Ai_;l Eé_;l
1|1 4 | 0.353553 | 0.0373521 0.00535963 | 0.0732095

2] 8 0.25 0.0100452 | 0.00156527 | 0.0395634 |3.71841| 3.4241 |1.85043
3(16 [ 0.176777 | 0.00268432 | 0.000447708 | 0.0211591 [3.74217|3.49618 [1.86981
4132 0.125 0.000713863 | 0.000126028 | 0.0112262 [3.76028 |3.55245 (1.88479
5[ 64 [0.0883883(0.000189102 [0.0000350324 (0.00591882 (3.77502|3.59746 | 1.8967

3.2. Método Wavelet de Haar para Ecuaciones de Evolucion

Durante décadas, las wavelets de Haar se han empleado en su mayoria para resolver
ecuaciones diferenciales de primer o segundo orden. Pero este método es también vdlido
para tratar ecuaciones de un orden mayor, siendo el objetivo de este apartado demostrar
dicha valia. Se resolverdn distintos problemas con el fin de demostrar su eficiencia y para

verificar la exactitud de los resultados con pocos puntos de colocacién [LEPIOS].

En particular, se evaluaran las ecuaciones de evolucién, cuya forma es:
I @it (6, %)+ Bt (6, X) = FIL, X, u(t, ), (6, %), w'(t, ). (3.2.1)

Donde tanto @ como S son constantes conocidas, ¢ y x son los argumentos, siendo habitual-
mente tiempo y coordenadas espaciales respectivamente, F es una funcién conocida y

u(x, t) es la funcion buscada.

Para esta ecuacion se empleardn las siguientes condiciones iniciales y de frontera. En este
caso, se optard por tomar unos valores para las variables tal que 0 <t < Ty 0 <x < L, suje-
tos a las condiciones iniciales u(0, x) = uy(x). Si a fuese distinta de cero entonces deberia
satisfa-cerse también que u(0, x) = ug(x). Las condiciones de frontera tendran la forma
u(t, 0) = f(t), u(t, L) = g(¢) [LEPI14].

Las ecuaciones de evolucién son esenciales para soluciona muchos problemas en
Matematicas, Fisica, Mecdnica, Ingenieria y otras disciplinas, y por ello se van a estudiar los

distintos métodos resolutivos que se han desarrollado en los tltimos afios.

3.2.1. Definicion del Problema y Métodos de Solucién

El objetivo es encontrar una solucion precisa de la ecuacion presentada previamente en
un dominio espacial bastante largo en una gran escala de tiempo. Esto requiere esquemas

numeéricos que puedan ser precisos, aunque se trate con nodos muy grandes o con saltos de
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tiempo bastante extensos. Hay muchos esquemas que se han propuesto para conseguir esto,
teniendo cada uno sus ventajas y sus inconvenientes. Ultimamente, los esquemas de
division de los operadores han ganado mucha popularidad. Sin embargo, su desventaja es
que las condiciones de frontera so6lo aplican al operador actual, no al resto de operadores
que han sido separados [HARI11b].

De todos los métodos posibles, al final se opta por aplicar un método basado en las
wavelet de Haar para resolver las ecuaciones de evolucidon con condiciones iniciales y de

frontera. Las ventajas que presenta son [HARI11]:

1. Ré4pida transformacién de alta precisién y posible implementacion de algoritmos rapi-

dos en comparacion con otros métodos.

2. La simplicidad y los reducidos costes computacionales, resultado de la dispersion de
las matrices de transformacion y del reducido ntimero de coeficientes wavelet
significativos.

3. El método resulta muy conveniente para resolver también problemas de frontera,

puesto que las condiciones de frontera se consideran automaticamente.

3.2.2. Resolucion de Ecuaciones Parabdlicas No Lineales (EDP)

Las wavelets de Haar son partes de funciones constantes y por tanto, la onda ortonormal
wavelet mas simple con un soporte compacto. El inico inconveniente que presentan es su
discontinuidad. Puesto que las derivadas no existen en puntos de rotura no es posible aplicar-
las directamente para resolver las EDPs. Aparecen asi dos maneras de proceder. La primera
es regularizar dichas ondas utilizando una interpolacién con splines, como ha hecho Ca-
ttani. La segunda opcidn es utilizar el método de la integral propuesto por Chen y Hsiao
[HARII11].

En este caso,al aplicarla a una EDP general no linear parabdlica que presenta habitual-

mente la siguiente forma:
I U =u+au +pu" (3.2.2)

y considerando unas condiciones iniciales y de frontera, se dividiran tanto el espacio como
el tiempo en partes iguales. Asi pues, se creard una variable temporal auxiliar basada en los
incrementos temporales definidos en la divisién previa y se asumira que la funcion u”(x, t)

se puede expandir en términos de las wavelet de Haar.

Aplicando las condiciones y generando el esquema numérico correspondiente, se obtiene
un sistema valido para la obtencion de los coeficientes wavelet. Teéricamente puede resultar
complejo, por lo que para clarificar la resolucion en el siguiente apartado se resolverd un
caso real [HARI19].
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3.2.3. EDP Parabolica No lineal General

Sea la ecuacion parabolica no lineal general (EDP) y las condiciones iniciales y de con-
torno dada por el problema [HARI19]:

I U =uxc+au +pu" (3.2.3)
Con las condiciones iniciales y de frontera:

ux, 0)=f(x) 0<x<l1
u,t)=got) 0<t=<T

u(l, ) = gi(1)

Dividiendo el intervalo (0,1] en N partes iguales de longitud At = (0, 1]/N y definiendo

ty=(s—1)At, siendo s =1, 2, ..., N. Asumiendo que se puede expandir la funcion ut”(x, t)
como:
m—1
W0 )= ) cs(n) hn®) = Com” homy() (3.2.4)
n=0

Donde el - y la 7 representan la diferenciacion respecto a ¢t y x, respectivamente, y el vector

columna c(m)T es constante en el subintervalo t € (t;, t;1].

Integrando la formula 2.6.4 con respecto a ¢ entre t; y t y dos veces respecto a x entre 0y x,

se obtiene
[ WX, 1) = (t—t5) Comy " My + 1 (X, L) (3.2.5)
ulx, t) =
(3.2.6)
(t—1t5) Comy’ Qumy Pmy(X) + ux, £5) — u(0, ) +x[u’ (0, t) — u' (0, ;)] + (0, 1)
I ulx, t) = C(m)T Q(m) I’l(m)(X) +X l:l./(o, t)+u(0, t) (3.2.7)

Con las condiciones de frontera ademas, se conoce que

u(0, ty) = golty), u(l, ty) = gi(ts)
M(O, t) = gO’(t)s u(la t) = gl’(t)

Sustituyendo x = 1 en las ecuaciones 2.6.6 y 2.6.7 resulta:
I u,(oa t) - u'(O, ts) = _(t - ts) c(m)T Q(m) h(m)(x) + gl(t) _gO(t) _gl(ts) +g0(ts) (3-2-8)

I W0, )= g1 (1) = com” Qumy Pom(©0) — &' (1) (3.2.9)

Asi, sustituyendo estas nuevas ecuaciones en las féormulas 2.6.5, 2.6.6 y 2.6.7, y dis-
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cretizando los resultados suponiendo que x—Xx; y que t— g, se obtiene
[ WO 1) = (ber = b5) Comy” oy O0) + U (11, ) (3.2.10)

U(xX, ts41) = (b1 = £5) Comy” Qumy Pmy (1) + U1, £5) — olts) + Golts1) + G
xl[_ (ts41 — L) c(m)T P(m)f + 81(ts11) — ollss1) — G1(ty) + gO(ts)] o

I u(xy, tgq) = C(m)T Q(my hm) () + 8o’ (ts+1) +Xl[—C(m)T Pomy f +81" (ts41) —go'(ts+1)] (3.2.12)

donde el vector f se define como

[ f=10, ..0]"

Siguiendo el esquema numérico

[ (0, ty11) = W (X ty1) + @ UCG, ) + BUCX, L) (32.13)
que recorre las capas temporales desde t; hasta f,, ;.
Sustituyendo las ecuaciones 2.6.10, 2.6.11 y 2.6.12 en la férmula del esquema se llega a la

expresion:

C(m)T Qumy homy(x1) +xl[—C(m)T Py f + 81" (ts11) _gO/(ts+1)] +80 (ts1) = (3.2.14)
U’ (X, ton) + @ UGG, tir) + B UK, bar) -

Y a partir de estd se pueden ir calculando los coeficientes de wavelet sucesivamente.

3.2.4. Algoritmo Wavelet de Haar para EDP Parabdélica no Lineales

Se describe con detalle el algoritmo numérico que resuelve la ecuacion en derivadas
parciales parabdlica no lineales con el método Wavelet de Haar, dando una solucién

numeérica:

Sea la ecuacion parabdlica no lineal general (EDP) y las condiciones iniciales y de con-

torno dada por el problema [HARI19]:

(P)=
ux, t) =u+aulx, t)+ fu(x, t) xel[0,1] te]0, T] (EDP) (3.2.15)
u(x, 0) =f(x) x €0, 1] (CO)
u(0, 1) = go(®) u(l, t) =gi(t) te |0, T] (CD

1. Se busca una solucién donde @t”(x, t) se pueda expandir en términos de Wavelets de
Haar:
m=2N

W )= Y i) hi0) = oy () m=2M =22
i=1
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hy(x)
.t hZ(x)
W, n=(61) &2) - 2ZN))|
h; n(x)
c 1" (x, t) = c5(1) hy () + ¢5(2) ha(x) + -+ + (2 N) hy n(X)

donde . y ’ significan respectivamente, la diferenciaciéon respecto del tiempo ¢ y de la

variable espacial x, el vector fila C(Tm) es constante en el subintervalo t € [t,, t;.1].

2. Se divide el intervalo temporal ¢ € [0, T] en N subintervalos iguales de longitud

At=T/N,y sedenota por
T
At=— = t,=6-1)At s=1,2,---, N.
N
3. Se integra la ecuacion @” (x, t) con respecto a la variable ¢ en los limites [t;, t;.1]

I f e, B dt=u"(x, ) = U t5) = (E=t5) iy B (X)
s

cu’(x, 1) = (t—ty) Clopy Pmy ) + U (X, 1)
(3.2.17)
cu”(x, t) = (t = te)[cs(1) hi(X) + ¢5(2) hy(x) + -+ + (2 N) hy N(O] + 1" (x, t).

A continuacion, se integra dos veces la expresion de u”(x, t) respecto de x en el inter-

valo [0, x]:

f xu”(x, tdx = f ) ((t = £5) €y homy 00 + U (x, 1)) dx
0 0

| cu'(x, H)— (0, b)

= (t=t[es() pr,i(x) + ¢5(2) pr2(X) + -+ + (2 N) p12n(X)]

(3.2.18)
+ u'(x, ts) - u'/(oa ts)
U/, 1) =1 (0, 1) = (£ — ty) Cyy D1y @) + U (X, L) — (O, L)
Se vuelve a integrar respecto de x
W w
I f W' (x, )= u'(0, 1)) dx = f (8 = L) Cly D1y 00 + ' (X, ) =1’ (0, 1)) dx
0 0

culx, )—u(0, t) —u'(0, ) x = (t = ty)[cs(1) p2,1(X) + €5(2) p22(X) + -+ + ¢s(2 N) pan 2 NX)]
+(u(x, tg) —u(0, ty)) —u'(0, ty) x

u(x, 1) = u(0, 1) = u'(0, )X = (t = t5) C(py P2y () + (U(X, t5) = u(0, £5)) — U’ (0, t;) x

de donde
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I U, 1) = (£ = tg) Clopy Doy )+ [U'(0, 1) =1/ (0, t)] + ux, tg) —u(0, ty) +u(0, 1) (3.2.19)
Se deriva u(x, t) respecto del tiempo ¢:
[ X, £) = Cloyy Doy (0) + X (0, £) + (O, £).
En resumen, se tienen las expresiones:
(@ u”(x, 1) = (t = ;) Clppy homy () + U (X, £)
(B) (X, 1) = (£ = L) Clrpy D1y (X + U (X, £5) =14/ (0, £5) + 1/ (0, 1)
(€) ulx, t) =
(t - tS) c{m) pZ(m)(x) +X [u,(oa t) - u,(oa ts)] + u'(x’ ts) - u'(O’ ts) + u'(O’ t)

(d) 10X, 1) = Clpy P2y @) +X 110, 1) +11(0, 1)

ha (x)
* Clmy homy () = (Cs(1) ¢5(2) -+ &(2N)). hz:(X)
th(x) (3.2.20)
P1,1(X)
* Clomy D1y = (&5(1) ¢5(2) -+ ¢(2N)). Pl,z:(X)
P12N(X)
P2,1(X)
* Clm) P2my@) = (1) ¢(2) -+ e(2N)). Pz,z:(x)
D22N(X)
o0 sus equivalentes:
oM
(@ U, )= (t=1) ) el i)+ (x, 1)
(b) u'(x, t) = (t—ty) Z es(i) Pra0o) + W (x, 1) — (0, £) + (0, 1)
i=1

2M (3.2.21)
(©) ulx, t) = (t—ty) ch(i) D2, (%) +x [u'(0, t) —u'(0, )]
i=1
+u(x, tg) —u(0, t;) +u(, t)
oM

d) ux, t) = Z ¢s(1) p2.i(x) +x 1’ (0, t) + (0, t)

i=1

4. Se aplican las condiciones de contorno del problema, y se obtiene:
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(CC) = { w©, =got) u, =g

u(0, t;) =go(ty) u(l, ty) =g (&)

> (CO)= { w0, H=got)  u, t) =g

5. Se evalua en x = 1 en las expresiones de u(x, )y u(x, t) se tiene

M
© u@, b=(-t) ch(i) P2+ u (0, t)—u' (0, to) +u (1, t)) —u (0, t)) +u (0, )
&) =1 A &i(ts) 8o(ts) &(0)
oM
= w0, )—-u'(0, ;) = —(t—t) ch(i) P2,i(1) + g1(t) — go(t) — g1(Ls) + go(Ls)
A i=1
oM
(d) 1@, =) ci)p,()+Q) 'O, H)+1(0, )
I10) i=1 ()

2M
> W0, ) == ) elD) pai1) + i) - go(0)

i=1

T
donde el vector f viene definido por f = (1, 0, -0 ] .

2 M—1 elementos
6. Se discretizan los resultados con la sustitucion x - x; y t - 1, siendo t; los puntos

temporales en [0, T] y x; los puntos de colocacion de las Wavelets de Haar en el inter-

valox € [0, 1]:

T
'At:_ =1 ts:(s_l)At S:1’2"“9N
N
[-0.5
oxl: _— l= 1, R ZM
2M

Se deducen las expresiones siguientes:

2M
(@) W', = (t-1) ) e ) +u(x, ) =

i=1
2M
U ) = (ot — ) ) Csi) hiCx) + U (0, 1)
i=1
2M
(B) W, ) = (t=1) D (i) pri) + w0 1)+ (0, H-w (0, t) =
i=1 A
2M
U, 1) = (b — 1) Y C5(0D) PriCen) + ' (x, 1)
i=1
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2M
(1 = 15) D €5(D) Pas(1) + 81(ts11) — 8oltss1) — 81 () + 8olky)

i=1

2M
(©) ulx, 1) = (t= 1) ) es(D) pas0) +x [ (0, D) — ' (0, £y)]
i=1 A

+ulx, tg)—u@, t)+u0,t =
go(ts) go(D)

2M
UK, bor1) = (1 — &) ) €5(D) Pa(x)

i=1
2M
31| = (o1 = 15) ), €D P2i(1) + 8a(Es11) = Gollss) — &1(05) + &o(8)|
i=1

+ u(xla ts) - gO(ts) + gO(ts+1)

2M
d) ux, t)= Z Cs(i) p2i(x) +x i (0, t) + wﬁ
=1 =Y ) p2 D+ (O Eolt)
2M 2M
S, 1) = ) ) o) +| = D () Pag (1) + g1tse) = Goltes) | + Golts)
i=1 i=1 hi).f

7. Existen varias formas de tratar la no linealidad de la ecuaciéon EDP. El siguiente

esquema permite evaluar el paso del tiempo de ¢; a £, 1:
u(x, t) = Uy +a ulx, t)+ Bu(x, t)

_ , ; (3.2.22)
= ulx, b)) = U, teg) @ ulxg, L) + Bu (X, o).

8. Se sustituyen las expresiones u”(x;, tsy1), U(Xg, tsi1) ¥ U(X;, ts11) en la ecuacion de la EDP

anterior
2M 2M
D s 20 +1| = e o) + g1tss) ~ Goltssn) | + Golts)
i=1 i=1 (3.2.23)
=" (X5, tyr) + @ UK, L) + BU" (X, L)
Los coeficientes Wavelets cg(i), i=1, 2, ---, 2M se calculan sucesivamente con esta

ecuacién paras=1, 2, ---, 2M.

El proceso se inicia con la condicién inicial u(x, 0) = f(x). Posteriormente los coefi-

cientes Wavelets se sustituyen en las ecuaciones
u te) WO ) UGG ) WK, Ee)

para obtener las soluciones aproximadas en los diferentes niveles de tiempo.
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m Ejemplo 3.2.1. Ecuacion de Fisher. ((HARI11])

Sea la ecuacion parabdlica no lineal general con los valoresn =2y = —«
u(x, t) = Uy +aulx, )+ u"(x, t) xe[0,1] tel0, T]

(P)= 4 u(x, 0)=f(x) x e [0, 1]
M(O, t) = gO(t) u(ls t) = gl(t) te [Os T]
que da lugar a la ecuacion de Fisher:
Uy = Uy +au(l—u) xel[0,1] te]0, T]
ux, 0)=f0) = o x €0, 1]
(P) = 1 1

U(O, t) = gO(t) = Ll(l, t) = gl(t) = 2 te [09 T]

s 2 YY)
(1+€7g(”) \/?—iat
1+eV ¢ ¢

La solucidén exacta viene dada por

ulx, t) =

Tomando a = 1, se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar

(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la soluciéon numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
Xy, ts, u(xg, t5) (HWCM), u(x;, ty) (exacta), e = |u(x;, t;) (HWCM) — u(x;, t5)|.

(iv) Haéllense los errores L,, L,y el error RMS.

SOLUCION

(a)
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Ecuacién Parabdlica no lineal (EDP)

M¢étodo de Colocacion Wavelet de Haar (HWCM)

U, t)y=uey +aulx, t)+ Bu(x, t) xe[0,1] tel0, T|
(P) = { u(x, 0)=f(x) xe[0,1]

u(0, t) = go(t) u(l, t)=g (0 tel0, T]

u®lx, ) =1 —ulx, H) ulx, ) +u>(x, £) xe[0,1]te [0, T]
ux, 0) = 1x >
[Heg] xe[0,1]
(P) =
1
u, ) = vty u(l, t) = N
[¢ ] tefo, T
[A, B] = [0, 1] (intervalo)
J= 1 (méaxima resolucion)
M=2 = 2
2M = 4 (n° de subintervalos)
At = BZ;A = % (ancho del subintervalo t)
{Q’, ﬂ’ n} = {1’ _1’ 2}

Tabla de valores aproximados

Ls) | x L u(x;, tg) (HW)

(1,1) [0.125| o. 0.237407698613
2,1)[0.375| o. 0.213260441122
(3,1)[0.625 | 0. 0.190580305240

(4,1)10.875| O. 0.169442020393
(1,2)10.125]0.25 0.285730216796
(2,2)10.375]0.25 0.258448340437
(3,2) [0.625]0.25 0.232450464950
(4,2)10.875]0.25 0.207872565877
(1,3)10.125] 0.5 0.338377816980
(2,3)10.375] 0.5 0.308508004244
(3,3)10.625] 0.5 0.279739071642
(4,3)[0.875] 0.5 0.252268240833
(1,4)0.125]0.75 0.393786750974
(2,4)10.37510.75 0.362065940631
(3,4) 10.62510.75 0.331262889684
(4,4)10.87510.75 0.301636065909
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Tabla de valores aproximados

1<s<2 M
1<I<s2 M

Error—L,;:

2M2M

Error—-RMS:

error—RMS =

2MXx2M

2M2M

I=1s=1

Ls) | x ts u(x, ts)(HW) u(xy, ts) [u(x, t) — ux, t)(HW)
(1,1)]0.125| O. 0.237407698613 0.237407698613 0.
(2,1)]10.375| O. 0.213260441122 0.213260441122 0.
(3,1)[0.625| O. 0.190580305240 0.190580305240 0.
(4,1)[0.875| O. 0.169442020393 0.169442020393 0.
(1,2) [0.12510.25 0.285730216796 0.290784830330 0.00505461
(2,2)10.37510.25 0.258448340437 0.263997166108 0.00554883
(3,2)10.625]0.25 0.232450464950 0.238433643750 0.00598318
(4,2)10.87510.25 0.207872565877 0.214227921555 0.00635536
(1,3)10.125| 0.5 0.338377816980 0.348576851828 0.010199
(2,3)10.375| 0.5 0.308508004244 0.319806703609 0.0112987
(3,3)10.625| 0.5 0.279739071642 0.291913635310 0.0121746
(4,3)10.875| 0.5 0.252268240833 0.265078736916 0.0128105
(1,4) 10.125]0.75 0.393786750974 0.409188567372 0.0154018
(2,4) 10.37510.75 0.362065940631 0.379252738007 0.0171868
(3,4) 10.62510.75 0.331262889684 0.349779367679 0.0185165
(4,4)10.87510.75 0.301636065909 0.320977193264 0.0193411
Error L,

error—L., = Max (lu(x, to)u — (x;, t;)(HW)|) = 0.0193411

1
error—L, = (ZZ lu(x;, t,) — u(x, t)(HW)P): = 0.0109717
1=1s=1

O™ lua, 1) - uu, LHW)P): = 0000685734
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m Ejemplo 3.2.2. Ecuacion de Fisher. ([Tesis17])

Sea la ecuacion de Fisher:
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U = Uxx+u(l-u) xel0,1] te]0, T]
u(x, 0)=f(x) = 3 + 5 tanh(%) xe [0, 1]

B)=1 w0, n=g =5+ tnh(=(31)  relo 7]
wl, H=g="1+1 tanh(% (1+21))

La solucidén exacta viene dada por
1.1 1 El
ule, 1) =5+ 3 tanh(zﬁ (x+2 t))
Tomando a = 1, se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar

(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
X, tg, u(x;, t;) (HWCM), u(x, t,) (exacta), e = |u(x;, t;) ( HWCM) — u(x;, t)|.

(iv) Haéllense los errores L,, L,y el error RMS.

Ecuacion Parabdlica no lineal (EDP)
M¢étodo de Colocaciéon Wavelet de Haar (HWCM)

ux, t)y =u+aulx t)y+ fu(x, t) xel0,1] tel0, T]

(P)=+4 u(x, 0)=f(x) x e [0, 1]
U(O, t) = gO(t) u(]-: t) = gl(t) te [09 T]
(P) =
u®bx, ) = (1 -ux, ) u, t)+u?9x, t) xe[0,1]t e [0, T]
(ux, 0) = % tanh() + %) xe€[0,1]
_1 st )1 _1 S, 1
(u(O, t)—ztanh(éh/?)+2 u(l, t)—ztanh(zﬁ)+2) te |0, T]
[A, B] = [0, 1] (intervalo)
J= 1 (maxima resolucion)
M=2 = 2
2M= 4 (n° de subintervalos)
B-A 1 .
At= 7= = " (ancho del subintervalo t)
{a, B,n}= {1, -1, 2}
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Tabla de valores aproximados

Ls) | x L u(x, t;) (HW)

(1,1) (0.125] O. 0.515619915723
(2,1) [0.375] O. 0.546738151985
(3,1) [0.625] O. 0.577495365186
(4,1)10.875| O. 0.607663169833
(1,2)10.125 {0.25 0.581700512276
(2,2)10.375(0.25 0.612711748651
(3,2)10.625 [ 0.25 0.642936220149
(4,2)[0.875]0.25 0.672200921926
(1,3) [0.125] 0.5 0.636921670885
(2,3)]10.375| 0.5 0.665740822399
(3,3)]10.625| 0.5 0.693347467218
(4,3)]10.875| 0.5 0.719623981150
(1,4) [0.125]0.75 0.675563491662
(2,4) [0.375]0.75 0.701795489389
(3,4) 10.625 0.75 0.726389238602
(4,4)10.875(0.75 0.749282495763
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Tabla de valores aproximados

1<s<2 M
1<I<s2 M

Error—L,;:

2M2M

Error—-RMS:

error—RMS =

2MXx2M

2M2M

I=1s=1

error—Lo, = Max (lu(x, to)u — (x;, to)(HW)|) = 0.12896

1
error—L, = (ZZ lu(x;, t,) — u(x, t)(HW)P): = 0.0858647
1=1s=1

Ls) | x ts u(x, ts)(HW) u(xy, ts) [u(x, t) — ux, t)(HW)
(1,1)]0.125| O. 0.515619915723 0.522082712018 0.0064628
(2,1) [0.375| O. 0.546738151985 0.565905547202 0.0191674
(3,1)[0.625| O. 0.577495365186 0.608721610716 0.0312262
(4,1)10.875| O. 0.607663169833 0.649927020207 0.0422639
(1,2) [0.12510.25 0.581700512276 0.629560095970 0.0478596
(2,2)10.37510.25 0.612711748651 0.669761549327 0.0570498
(3,2) 10.62510.25 0.642936220149 0.707626325975 0.0646901
(4,2)10.87510.25 0.672200921926 0.742816684773 0.0706158
(1,3)10.125| 0.5 0.636921670885 0.725572088864 0.0886504
(2,3)10.375| 0.5 0.665740822399 0.759337082227 0.0935963
(3,3)10.625| 0.5 0.693347467218 0.790149237864 0.0968018
(4,3)10.875| 0.5 0.719623981150 0.817962221229 0.0983382
(1,4) 10.125]0.75 0.675563491662 0.804429682507 0.128866
(2,4)10.37510.75 0.701795489389 0.830755379771 0.12896
(3,4) 10.62510.75 0.726389238602 0.854179750006 0.127791
(4,4)10.87510.75 0.749282495763 0.874850462370 0.125568
Error L,

O lua, 1) — ux, LHW)P): = 0.00536655
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u(x, t) ( HWCM)

m Ejemplo 3.2.3. Ecuacion de Fisher. ((WAZW04])

Examinando la siguiente ecuacion de Fisher en las condiciones dadas:

U = Uy +au(l—u) xe[0,1] te]0, T]
ux, 0)=f0) = o x € [0, 1]
B = w0 0=g0=—— w1, n=g0= —2— telo, 1]
i) o]

Se obtiene la siguiente solucion exacta

1

2
1+eV ©® ©

Tomando a = 6, se pide:

ulx, t) =

(a) (i) Calculese la solucién numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar

(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la soluciéon numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
Xy, tg, u(x, ty) (HWCM), u(x, tg) (exacta), e = |u(x;, t;) (HWCM) —u(x, t)|.

(iv) Haéllense los errores L,, L,y el error RMS.
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Ecuacion Parabdlica no lineal (EDP)
Método de Colocaciéon Wavelet de Haar (HWCM)

ux, t) =u+aulx, t)+pu(x, t) xel[0,1] te]0, T]
(P)=q ux, 0)=fx) x € [0, 1]
U(O, t) = gO(t) u(19 t) = gl(t) te [09 T]

u®bx, ) =61 —ulx, H) ulx, t)+u?x, t) xe[0,1]te [0, T]

1
(P) = (u(x,0)=m) xe[0,1]
. 1 . 1
(w0, 0= i w0 = i ) te[0, 7]
[A, B] = [0, 1] (intervalo)
J= 1 (maxima resolucién)
M=2 = 2
2M = 4 (n° de subintervalos)
B-A 1 .
At="r = n (ancho del subintervalo t)
{a, B,n}= {6, —6, 2}

Tabla de valores aproximados

Ls) | x L u(x, t;) (HW)

(1,1) [0.125] O. 0.219764651613
(2,1)10.375| 0. 0.165920498793
(3,1) [0.625] O. 0.121553430392

(4,1)10.875| 0. 0.086562449845
(1,2)10.125]0.25 0.496844720183
(2,2)10.37510.25 0.372003512080
(3,2)10.62510.25 0.254750351673
(4,2)0.875]0.25 0.149576235496
(1,3)(0.125] 0.5 0.791054146410
(2,3)(0.375] 0.5 0.621371116824
(3,3)10.625] 0.5 0.457387098210
(4,3)10.875] 0.5 0.308185080203
(1,4)10.125]0.75 1.070185263393
(2,4)10.375]0.75 0.820718064988
(3,4) |0.625]0.75 0.575060840834
(4,4) 10.87510.75 0.346888573660
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Tabla de valores aproximados

Ls) | x ts u(x, ts)(HW) u(xy, ts) [u(x, t) — ux, t)(HW)
(1,1)]0.125| O. 0.219764651613 0.219764651613 0.
(2,1)]10.375| O. 0.165920498793 0.165920498793 0.
(3,1)[0.625| O. 0.121553430392 0.121553430392 0.
(4,1)[0.875| O. 0.086562449845 0.086562449845 0.
(1,2) [0.12510.25 0.496844720183 0.569896637397 0.0730519
(2,2)10.37510.25 0.372003512080 0.498132505519 0.126129
(3,2) 10.62510.25 0.254750351673 0.424263159724 0.169513
(4,2)10.87510.25 0.149576235496 0.351253698701 0.201677
(1,3)10.125| 0.5 0.791054146410 0.837043757447 0.0459896
(2,3)10.375| 0.5 0.621371116824 0.798001694945 0.176631
(3,3)10.625| 0.5 0.457387098210 0.751751008776 0.294364
(4,3)10.875| 0.5 0.308185080203 0.698032740771 0.389848
(1,4) 10.125]0.75 1.070185263393 0.948759069997 0.121426
(2,4) 10.37510.75 0.820718064988 0.934922725189 0.114205
(3,4) 10.62510.75 0.575060840834 0.917595921010 0.342535
(4,4)10.87510.75 0.346888573660 0.896045256034 0.549157
Error L:

error—Lo, = Max (lu(x, to)u — (x;, to)(HW)|) = 0.549157
1<s<2 M
1<I<s2 M

Error—L,;:

2M2M
1
error—L, = (ZZ u(x;, t,) — u(x, t)HW)P): = 0.223172

Error—-RMS:

error—RMS =

[=1s=1

2MXx2M

2M2M

I=1s=1

O™ lua, 1) - uu, LHW)P): = 00139483
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3.2.5. Ecuacion de Burgers-Fisher

La ecuacion generalizada de Burgers-Fisher es una de las ecuaciones EDP no lineales
(NPDE-Nonlinear Partial Differential Equation) mas importantes que aparece en diversas
aplicaciones, como dindmica de fluidos, formacion de ondas de choque, turbulencias, con-
duccion de calor, flujo de tréafico, dindmica de gases, ondas de sonido en medio viscoso y

algunos otros campos de ciencia aplicada.

Se considera la ecuacion EDP parabolica no lineal con la ecuacién de Burgers-Fisher
generalizada ([HARII11]) ([HAZI17]) con la condicién inicial y de contorno dadas en el

problema:

u(x, ) =u,—auu,+Bul-u") xe(©,1) telo, T] (EDP)
(P)= 14 u(x, 0)=f(x) x e [0, 1] (CO)
u0, t) = go(t) u(l, t) = gi(t) te [0, T] (CD

donde @, =0y n > 0son constantes.

La solucidn exacta tiene la expresion

1 1 —an @ Bm+DY )
ulx, t) = [5 + — tgh( (x—( + ) t)) (3.2.24)

2 2(n+1) n+1 10

por lo que las condiciones de contorno e inicial son:

0) = B 1 1th —-an 7
U, )_f(x)_(2+2 5 (2(n+1)x))
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L1 - 1 .
s} S )

2(n+1) \n+1 a
@ B ® 1 1th( —an (1 ( a ,8(n+1)] ]]i
ul, =, = >+ - - t
&1 2 2 ¥ ) n+1 o
m Ejemplo 3.2.4. Ecuacion de Fisher. (| Tesis17])
Sea la ecuacion parabdlica no lineal general
ux, t)=u,—au"u,+Bul-u") xel0,1] te][0, T]

(P)=q u(x, 0)=f(x x € [0, 1]
U(O, t) = gO(t) U(l, t) = gl(t) te [09 T]

que da lugar a la ecuacion de Fisher:

Uy = Uyx +au(l—u) xel[0,1] te]0, T]

1

ux, 0)=f(x) = (% + % tgh(5-— x))"

2(n) x &[0, 1]
(P) = _ (11 —an_ ([ @ B(n+1) %
u(0, 1) = go(t) = (5 +3 tgh(m (m T) t)) te [0, T]

ut, 0= g0 = (3 + 5 tehlst (1= (i + 222) o)

La solucidn exacta viene dada por

1

ulx, t) = (5 + % tgh( —an (x—(i + —B(HH))t))i

2 (n+1) n+1 @

Tomandon =1y 8 =a = 0.01, se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar
(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J.

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:

Xp, ts, ux, ts) (HWCM), u(x;, &) (exacta), e = [u(x;, t;) (HWCM) —u(x;, ).

(iv) Haéllense los errores L,, L,y el error RMS.
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Ecuacion Parabdlica no lineal (EDP)
Método de Colocaciéon Wavelet de Haar (HWCM)

ux, t) =u+aulx, t)+pu(x, t) xel[0,1] te]0, T]

(P)=+4 u(x, 0)=f(x) x €0, 1]
u(0, 1) = go(®) u(l, t) =gt te [0, T]
u®(x, £) = 0.01 (1 —u(x, 1) ux, ) —0.01 ux, Hux, t) +u®x, ) x
(P) = (uex, 0)= % - % tanh(0.0025 x) )
(u(0, ) = 3 - 3 tanh(0.0050125 1) u(l, £) = 3 — 3 tanh(0.0025 (1 - 2.005 1)) )
[A, B] = [0, 1] (intervalo)
= 1 (maxima resolucién)
M=2 = 2
2M= 4 (n° de subintervalos)
At = % = i (ancho del subintervalo t)
{a, B, n} = {0.01, 0.01, 1}
Tabla de valores aproximados

Ls)y| x t u(x;, t;) (HW)

(1,1)|0.125]| O. 0.499843750005

(2,1)]10.375]| O. 0.499531250137

(3,1)10.625]| O. 0.499218750636

(4,1)10.875| 0. 0.498906251745

(1,2) [0.125]0.25 0.502342968506

(2,2)10.37510.25 0.502028906953

(3,2)10.625]0.25 0.501714845768

(4,2)10.87510.25 0.501400785196

(1,3) [0.125] 0.5 0.504842188974

(2,3)10.375] 0.5 0.504526565732

(3,3)10.625] 0.5 0.504210942861

(4,3)10.875] 0.5 0.503895320606

(1,4)10.125]0.75 0.507341412884

(2,4)10.37510.75 0.507024226968

(3,4) 10.625 0.75 0.506707041424

(4,4)10.875]0.75 0.506389856500
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Tabla de valores aproximados

Ls) | x ts u(x, ts)(HW) u(xy, ts) [u(x, t) — ux, t)(HW)
(1,1)]0.125| O. 0.499843750005 0.499843750005 0.
(2,1)]10.375| O. 0.499531250137 0.499531250137 0.
(3,1)[0.625| O. 0.499218750636 0.499218750636 0.
(4,1)[0.875| O. 0.498906251745 0.498906251745 0.
(1,2) [0.12510.25 0.502342968506 0.500470312361 0.00187266
(2,2)10.37510.25 0.502028906953 0.500157812495 0.00187109
(3,2)10.625]0.25 0.501714845768 0.499845312505 0.00186953
(4,2)10.87510.25 0.501400785196 0.499532812636 0.00186797
(1,3)10.125| 0.5 0.504842188974 0.501096873240 0.00374532
(2,3)10.375| 0.5 0.504526565732 0.500784374357 0.00374219
(3,3)10.625| 0.5 0.504210942861 0.500471874860 0.00373907
(4,3)10.875| 0.5 0.503895320606 0.500159374995 0.00373595
(1,4) 10.125]0.75 0.507341412884 0.501723430675 0.00561798
(2,4)10.37510.75 0.507024226968 0.501410933755 0.00561329
(3,4) 10.62510.75 0.506707041424 0.501098435733 0.00560861
(4,4)10.87510.75 0.506389856500 0.500785936853 0.00560392
Error L:

error—Lo, = Max (lu(x, to)u — (x;, t;)(HW)|) = 0.00561798
1<s<2 M
1<I<s2 M

Error—L,;:

2M2M
1
error—L, = (ZZ lu(x;, t,) — u(x, t)HW)P): = 0.00349904

Error—-RMS:

error—RMS =

[=1s=1

2MXx2M

2M2M

I=1s=1

O™ lua, 1) — ux, tHW)P): = 0.00021869
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ulx,t) HWCM

10.501)
+

\
0.500‘\
!

0.499)

m Ejemplo 3.2.5. Ecuacion de Fisher. (| Tesis17])

Sea la ecuacion parabdlica no lineal general
ux, t)=u,—au"u,+Buld-u") xel0,1] te][0, T]
(P)= 4 u(x, 0)=f(x) x € [0, 1]
u(0, 1) = go(t) u(l, 1) = gi1(2) te [0, T]

que da lugar a la ecuacion de Fisher:

Uy = Uyx +au(l—u) xel0,1] te]0, T]

1

ux, 0)=f(x) = (% + % tgh(5- x))"

2 (n+1) xe[0, 1]
(P) = PN —an (L@ By i
u(0, t)—go(t)—(5+5tgh(m (E+T)t)) te [0, T]

(1, 0 =g = 5+ 4 teh( 5228 (1- (25 + 22 o)

2 (n+1) n+1 a

La solucién exacta viene dada por

s, 0= (L 3 igh(522 (v (5 + ) )

2 2 (n+1) n+1 @

Tomandon =2, =3, a =1, se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar
(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J.

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:

X, ts, u(xy, t) (HWCM), u(x;, L) (exacta), e = |[u(x;, t) (HWCM) — u(x, ).

(iv) Haéllense los errores L,, L,y el error RMS.
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Ecuacion Parabdlica no lineal (EDP)
M¢étodo de Colocaciéon Wavelet de Haar (HWCM)

ux, t) =u+aulx, t)+ fu(x, t) xe[0,1] te]0, T]
(P)=4 ux, 0)=fx) x € [0, 1]
U(O, t) = gO(t) u(19 t) = gl(t) te [09 T]

P = (u(x, 0) = \/ % - % tanh(%c) ]

u®x, 1) = —utOx, Hulx,  +(1-ulx, H?) fulx, H+u®Ox, 1) xe[01]te

(u(O, )= \/ % - % tanh(%) u(l, t) = \/% tanh(% (% -1))+ %

[A, B] = [0, 1] (intervalo)
= 1 (maxima resolucién)
M=2= 2
2M= 4 (n° de subintervalos)
At = % = ‘11 (ancho del subintervalo )
{a, B,n} = {1, 3, 2}

98
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CAPITULO 3 - METODOS DE RESOLUCION NUMERICA WAVELET DE HAAR

Tabla de valores aproximados

Ls) | x L u(x, t;) (HW)

(1,1) (0.125] O. 0.692227357613
(2,1) [0.375] O. 0.661682324922
(3,1)10.625]| O. 0.630329010931
(4,1)10.875| 0. 0.598469677520
(1,2)10.125]0.25 1.210033899937
(2,2)10.37510.25 1.164513857587
(3,2) [0.625]0.25 1.118689076117
(4,2)[0.875]0.25 1.073268917112
(1,3) [0.125] 0.5 1.778940942758
(2,3)10.375] 0.5 1.663289476977
(3,3)10.625] 0.5 1.547836814256
(4,3)10.875] 0.5 1.433699415886
(1,4) {0.125]0.75 2.425466305634
(2,4)10.375]0.75 2.193018935077
(3,4) 10.62510.75 1.961273909761
(4,4)10.87510.75 1.731754790680
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Tabla de valores aproximados

Ls) | x ts u(x, ts)(HW) u(xy, ts) [u(x, t) — ux, t)(HW)
(1,1)]0.125| O. 0.692227357613 0.692227357613 0.
(2,1)]10.375| O. 0.661682324922 0.661682324922 0.
(3,1)[0.625| O. 0.630329010931 0.630329010931 0.
(4,1)[0.875| O. 0.598469677520 0.598469677520 0.
(1,2) [0.12510.25 1.210033899937 0.901884093388 0.30815
(2,2)10.37510.25 1.164513857587 0.886999712042 0.277514
(3,2)10.625]0.25 1.118689076117 0.870330729816 0.248358
(4,2)10.87510.25 1.073268917112 0.851799396665 0.22147
(1,3)10.125| 0.5 1.778940942758 0.976633695476 0.802307
(2,3)10.375| 0.5 1.663289476977 0.972568864665 0.690721
(3,3)10.625| 0.5 1.547836814256 0.967831610511 0.580005
(4,3)10.875| 0.5 1.433699415886 0.962323411049 0.471376
(1,4) 10.125]0.75 2.425466305634 0.994928458245 1.43054
(2,4) 10.37510.75 2.193018935077 0.994016920776 1.199
(3,4) 10.62510.75 1.961273909761 0.992943287885 0.968331
(4,4)10.87510.75 1.731754790680 0.991679411859 0.740075
Error L,

error—L., = Max (lu(x, t)u — (x;, to)(HW)|) = 1.43054
1<s<2 M
1<I<s2 M

Error—L,;:

2M2M
1
error—L, = (ZZ u(x;, t,) — u(x, t)HW)P): = 0.657962

Error—-RMS:

error—RMS =

[=1s=1

2MXx2M

2M2M

I=1s=1

O™ lua, 1) - uu, LHW)P): = 00411226
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ulx,t) HWCM

3.2.6. Ecuaciones de Klein-Gordon y Sine-Gordon

Se van a estudiar las ecuaciones de seno-Gordon y Klein—-Gordon con varios valores
iniciales. Los fenémenos no lineales se producen en una amplia variedad de aplicaciones
cientificas, como la fisica del plasma, la fisica del estado sélido, la dindmica de fluidos y la
cinética quimica. Existe un creciente interés en la teoria de ondas solitarias (solitary waves),
y se ha utilizado una amplia gama de métodos analiticos y numéricos en el andlisis de estos
modelos cientificos [HARII11c], [SHIR16b].

Se considera la ecuacion Klein—-Gordon no lineal:

ou u
—+a——+ou) =nx, 1)
ot? ox? (3.2.26)

U (X, 1) + @ Uex(X, 1) + O(ulx, 1) = n(x, 1)
en donde la funcién ¢ puede ser no lineal. Dadas las condiciones iniciales y las condiciones
de contorno se tiene el problema:

U+@uyx+Bu+yu"=nkx,t) xe(©,1) tel0, T]
P)=qux0=fx ukx 0=gx xel0,1] (3.2.27)
u0, t) = go(t) u(l, t) = gi(t) t>0

donde n(x, t), f(x), g(x), go(t), g1(t) son funciones conocidas.

Si ¢p(u) = uyn(x, t) = 0 se tiene la ecuacion lineal homogénea de Klein—-Gordon:
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Ui+ QU +U=0 xe(0,1) te]0, T]
P)=qulx0=fx ux0=gx xel0,1] (3.2.28)
u(0, 1) = go(t) u(l, t) =gt t>0

Sin embargo, si se considera la ecuacion de sine-Gordon:
I Uy — U =sen(u), xe[0,1], t=0 (3.2.29)

sujeta a las siguientes condiciones iniciales y condiciones de contorno:

I { u(x, 0) = f(x) uyx, 0) = gx) (3.2.30)

u(0, 1) = go(t) u(l, ) =g (1)

donde (x), g(x), go(t), g1(¢) son funciones conocidas.

Se detalla el algoritmo HWCM que permite dar una solucién numérica a la ecuacién de

Klein—-Gordon no lineal y a la ecuacion Sine-Gordon.

Método HWCM

y/

e/
1. Se busca una solucién donde u (x, f) se pueda representar como una expansion en

términos de las funciones Wavelets de Haar:
m=2M

0= Y e ) = ey hoy() m=2M =22
i=1

telt, tg1] xe[0, 1]

hi(x) (3.2.31)
el hz(X)
0 0= () 6@ - 6@M)|

ho p(x)

B0 1) = (1) B0 + 64(2) o) + -+ + €2 M) hayg()

donde « y ’ significan respectivamente, la diferenciacion respecto del tiempo ¢ y de la
variable espacial x, y el vector fila de coeficientes Wavelet c(Tm) es constante en el subin-

tervalo t € [tq, tsi1].

2. Se divide el intervalo temporal t € [0, T] = [0, 1] en N subintervalos iguales de longitud

At=T/N,ysedenota por f:

T
I At:ﬁ > t,=(6-1)At s=1,2, -, N.

”

3. Se integra la ecuacion u (x, f) con respecto a la variable ¢ dos veces en los limites

[t ts41], y también se integra respecto de x en el intervalo [0, x|, y a continuacion se
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integra respecto de la variable t dos veces, deduciéndose las siguientes expresiones:

(Ecuacién de Ondas)

2M
(@.l) u (%, ts1) = (s _ts)Z ¢s() hiCa) +u (X, L)
i=1

1 M
(b.1) u”(xla le1) = 5 (e ts)z Z Cs(D) hi(xp) + (i1 — ) u (O, t) + u”(xla )

i=1
2M
(€D tu) = Y P +x & (O, ty)  +IL(O, )
= SN oD+ OG0 Bolt)
2M
S UGG, fe) = 160 P20 = X1 6D pai(D]+ % (€1 (Ese1) = Goltssn)) + Zoltsi1)
i=1

(d.1) u(x, tyer) =

2M

(51— £ (Z 20 pz,i(xl)] 43 [1 (0, £yy) = U (0, 1) +10, £y21) ~ (O, 1) + 1 (u, 1)

i=1 . .
. Cc 8o(tsi1) 8o(ts)

2M
> ulxg, tgr) = (Le1 — L) [Z cs(1) p2,i(xl))

i=1
2M . . . .
[~ (et [Z () pz,i(l)] +81(0) ~ £1(85) — 8o(t) + Lot
i=1
+U (0, tya1) — U (0, £) +UCK, L)
go(ts1) go(t;)
. 2M 2M
= u(xla ts+1) = (ts+1 - ts) (Z cs(i) p2,i(xl)] - (ts+1 - ts) xl(z cs(i) p2,i(1)]
i=1 i=1
+X [él(ts+1) - g.l(ts) - g.O(ts+1) + g.O(ts)]
+éo(ts+1) - g.O(ts) +u(x, ).
1 M .
(e.1) u(x, tgq) = 5 (ts1 — ts)z (Z cs(1) p2,i(xl)) +uxy, ts) +(t1 —t5) ulx, ty)
i-1

+p [ (0, tg1)—u’ (0, ty) — (tse1 —ts) u (O, £)]
A

D
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+U (09 ts+1) —u (0, ts) - (ts+1 - ts) u (O’ ts)
gO(ts+1) gO(ts)

(L)

W0, )=’ (0, t) — (t—t) 1t (0, £,)
A

D

1 M . .
=73 (t—t5)? [Z cs(1) Pz,i(l)] +81(8) — g1(t5) — go(t) + o(ts) — (£ — ts)[gl(ts) - gO(ts)]

i=1

1 M .
M(Xl, ts+1) = 5 (ts+1 - ts)2 (Z cs(i) p2,i(xl)) + u(xla ts) +(ts+1 - ts) U(Xl, ts)

i=1

1 2M
+xl[_ 5 (ts+1 - ts)z [Z cs(i) p2,i(1)]

i=1

+81(t1) — £1(65) — Zollsr1) + Zo(ky) = (b1 — £9)]€1(65) — Zolt)]

+8o(tse1) — 8olts) — (te1 — t5) 8o(ty)

4. En el siguiente esquema se evalua el paso del tiempo de ¢, a £, para tratar la no lineali-
dad de la ecuaciéon EDP:

a. Ecuacién de Klein—-Gordon no lineal

Ut + @ Uy + Bu+yu” =n(x, 1)

. (3.2.32)
> ulxg, tg) +au’ (X, te) + LU, te) +y @G, L))" = 00X, )

b. Ecuacién de Sine-Gordon

Uz (X, 1) = Uy (X, 1) —sen(u(x, t))

. ) (3.2.33)
= ulxy, ter) = u (X, te) —sen(u(xy, ts1))

5. Ecuacion iterativa de la EDP.

Se sustituyen las expresiones u(x;, tg1), u” (X, tsi1), ¥ U(xg, ts41) €n las respectivas ecua-
ciones de Klein—-Gordon no lineal y en la ecuaciéon Sine-Gordon.

a. Ecuacién de Klein—-Gordon no lineal

2M

D les(@) o) = X1 6s0) Pas(D)] + g1(tse1) = Goltss1)) + Eoltssn)

i=1
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1 e
rr S G =197 ) 6 R + (G~ 1) U (3, 1)+ (5, 1)

i=1
1 M .
+B {5 (ts1 — ts)z (_Zl cs(1) p2,i(xl)] +uxy, ts) + (tse1 — ts) ulxy, L)
1 2M
+xl[_ 5 (ts+1 - ts)z (; cs(i) p2,i(1)]
+ &1(t1) — 1(0) — Zollsr1) + Zo(ky) = (b1 — 1] €1(65) — Zolty)]
+ 8oltss1) — Zolks) = (b1 — £5) Zolk)
1 M .
+y {5 (ts1 — ts)z (_Zl cs(1) p2,i(xl)] +uxy, ts) + (L1 — ts) ulxy, L)

1 2M
+xl[_ 5 (ts+1 - ts)2 [Z cs(i) p2,i(1))

i=1

+ &1(t1) — 1(05) — Zoltsen) + Zo(ky) = (51 — )] €1(0) — Zolty)|

+ 8oltss) ~ golts) = (51 — ) ot} = 18, ).

b. Ecuacién de Klein-Gordon no lineal

2M
D Les) a0 = X €x(0) pas(1)] +31 (81 (ts41) = Goltss) ) + Goltssn) =
i=1

2M
+{§ (i1 =107 s i) + (fsi1 = 6 U (0, 1) +U" (i, 1)} — sen(u(xi, £y11))
i=1
6. Observaciones.

a. La ecuacion iterativa estd formada por un sistema no lineal formado por 2 M ecua-
ciones (2M puntos x;) y 2M incégnitas: los coeficientes Wavelet de Haar
e(i),i=i=1,2, -, 2 M.

b. Se calculan los coeficientes Wavelets c,(i), i = 1, 2, ---, 2 M en cada intervalo (f,, ts.1]
con un método numérico que resuelva sistemas no lineales de ecuaciones:

» Método de “Affine Covariant Newton”.

* Método de Newton.
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Los coeficientes Wavelets c(i), i=1, 2, ---, 2M se van calculado sucesivamente
para s=1,2, ---, 2M—1.
c. Se resuelve la ecuacion iterativa y para ello se necesitan las funciones iniciales

siguientes:

I W) 1060 g £ g &

d. El proceso se inicia con las condiciones iniciales y las condiciones de contorno
dadas que dan lugar a las funciones iniciales:
u(x, t) = u(x, 0) = f(x)

u(x, 0) = f(x) = u'(x, t) =u'(x, 0) =f'(x)
u”(x, t) = u”(x, 0) = f"(x)

(= w(x, 1) = (x, 0) = g(x)
u (x, 00 =g = 3 u/(x, ) =u (g 0) =g X
u(x b)) =1 (x, 0) = g'(x)
u©, 0 =gyH) = { 1O 0=80
(CC) = %Q0=@0)
ul, =g = { w0 =8
u(l, t) =g ()
e. En cada iteracion s =1, 2, ---, 2M —1 o intervalo de tiempo (&, t;.1], conocidos los

coeficientes Wavelet de Haar, c (i), se calculan los valores de las expresiones que dan

lugar a las soluciones aproximadas en los diferentes niveles de tiempo:

I WO b)) WO b)) WO b)) UGG, far) UGG, far):

7. Solucion numérica del método HWCM.

La tabla de valores u(x, ;) representa la solucion numérica de la ecuacién en

derivadas parciales (EDP).

m Ejemplo 3.2.6. Ecuacion de Klein Gordon.([HARI11c])

Sea la ecuacion de Klein Gordon

u> =0,

N W

3
u”—uxx+zu—

sujeta a las condiciones iniciales:

u(x, 0)=f(x)=-sech(x) xel0,1]
(P) = {

us(x, 0) = % sech(x) tanh(x) x € [0, 1]
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La solucidn exacta viene dada por

u(x, t) = —sech(x + % t).

3.3

Tomando {a, B, y, n, n} = {—1, o

3, 0} se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar

(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la soluciéon numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
X, tg, u(x;, t;) (HWCM), u(x, t,) (exacta), e = |u(x;, t;) ( HWCM) — u(x;, t)|.

(iv) Haéllense los errores L,, L,y el error RMS.

SOLUCION

(a)

Ecuacion de Klein—-Gordon (Dirichlet)

M¢étodo de Colocaciéon Wavelet de Haar (HWCM)

(P) =
U O D+ Uy (O, 8) + Bue, 6+ vy )" =n, t) xe[0,1] tel0, T]
ux, 0)=f0@ ux 0)=gKx x e [0, 1]
u(0, t) = go(t) u(l, t) =gi(t) t>0

- % ulx, t)° + % ux, )+ u®?x, ) —u®Vx, t)=0 xe[0,1]te |0, T]

(P) = (u(x, 0) = —sech(x) u,(x, 0) = % sech(x) tanh(x) ) x e [0, 1]

(u(©, 1) = —sech(%) u (0, t) = sech(é) tanh(%) ) t>0
[A, B] = [0, 1] (intervalo)
J= 1 (maxima resolucién)
M=2 = 2
2M = 4 (n° de subintervalos)
B-A 1 .
At="r = n (ancho subintervalo t)
{a’ ﬁ’ 7, n}: {_19 %9 _%’ 3}
nex, t) = 0
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Tabla de valores aproximados
Ls) | x fs u(xg, t)(HW) u(x, L) [u(x, t5) — ux, ts)(HW)|
(1,1 |0.125 | o. —0.992238041475 | —0.992238041475 0.
2,1 ]0375( o. —0.933584476653 | —0.933584476653 0.
(3,1) [0.625 | o. —0.832117268160 | —0.832117268160 0.
4,1)]0.875| o. —0.710293531399 [ —0.710293531399 0.
(1,2) |0.125 [ 0.2 —0.969429547437 | —0.969543629140 0.000114082
(2,2) 10375 [0.25| -0.886330678127 | —0.886818883970 0.000488206
(3,2) |0.625 | 0.25 | —0.771428698771 | —0.772389673857 0.000960975
4,2)]0.875[0.25| -0.647425198335 | —0.648054273664 0.000629075
(1,3) |0.125 | 0.5 | —0.933106026392 | —0.933584476653 0.00047845
(2,3) 10375 0.5 | -0.830632928735 | —0.832117268160 0.00148434
(3,3)|0.625 | 0.5 | —0.708659068497 | —0.710293531399 0.00163446
4,3)]0.875[ 0.5 | -0.589737674699 | —0.587394056635 0.00234362
(1,4) |0.125 [ 0.75| -0.886173886409 | —0.886818883970 0.000644998
2,4 10375 [0.75| -0.771435047166 | —0.772389673857 0.000954627
(3,4) |0.625 [ 0.75 | —0.650903626429 | —0.648054273664 0.00284935
4,4)10.875[0.75 | -0.545652982751 | —0.529542128806 0.0161109
Error L:
error—L., = Max (lu(x, to)u — (x;, to)(HW)|) = 0.0161109
1<s<2 M
1<I<s2M
Error—L,:
2M2M )
error—Ly = () > [u(x, t) - u(x, t)(HW)P): = 0.00416109
[=1s=1
Error—RMS:
1 2M2M )
error—RMS = ———— (3" [u(x;, £;) — u(x, t)(HW)[*)? = 0.000260068
2MX2M ==

(b)
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ux, t) (HWCM) u(x, t)
1.0
" oe. L
04~ | T 0.5 |
02 T -
0.0 /
~0.6|
\
\
0.7\
u \
0.8}
\
-0.9}
\ |
~1.0L,
- |
0.2 T~
04 = | / 0.5
X 06 h 'J’H S
08 X 1.0

m Ejemplo 3.2.7. Ecuacion de Klein Gordon.([SHIR16])
Sea la ecuacion lineal no homogénea de Klein Gordon
U — Ueyx + U —28en(x) =0,

sujeta a las condiciones iniciales:

[ u, 0)=f(x) =senx) xe]l0,1]
P) = { us(x, 0)=1 x e [0, 1]

y a las condiciones de frontera:
(C)= { u(0, t) = sen(t) t>0
“\ u@, t) =sen(l)+sen(t) t>0

La solucidén exacta viene dada por
u(x, t) = sen(x) + sen(t).

Tomando {a, B, v, n, n} ={-1, 1, 0, 1, 2 = sen(x)} se pide:

(a) (i) Calculese la soluciéon numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar

(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J.
(i) Represéntese la soluciéon numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
X, tg, u(xg, t;) (HWCM), u(xg, t,) (exacta), e = |u(x;, t;) (HWCM) — u(x;, ).

(iv) Haéllense los errores L,, L,y el error RMS.
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SOLUCION

(a)

Ecuacion de Klein—-Gordon (Dirichlet)
Método de Colocaciéon Wavelet de Haar (HWCM)
(P) =

U O D+ (x, 8) + Bue 6+ vy )" =n, t) xe[0,1] tel0, T]
ux, 0)=fx ux 0)=gx x e [0, 1]
wo, ) = go(t) u(l, ) =g(®) £>0

ulx, t)+u®?x, ) —u®x, t) = 2sin(x) xe[0,1]t e [0, T]
(P) = (u(x, 0) =sin(x) u(x, 0)=1) xe|0,1]
(u(0, t) =sin(t) u(0,)=1) t>0

[A, B] = [0, 1] (intervalo)

J= 1 (maxima resolucion)
M=2 =
2M =
At=24

2M
{Q, :8’ Y n}: {_1’ 19 09 1}
nix, t) = 2 sin(x)

(n° de subintervalos)

S~ AN

(ancho subintervalo t)
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Tabla de valores aproximados

1<I<s2 M

Error—L,;:

2M2M

Error—-RMS:

error—RMS =

2MXx2M

2M2M

I=1s=1

Ls) | x ts u(x, ts)(HW) u(xy, ts) [u(x, t) — ux, t)(HW)
(1,1)]0.125| O. 0.124674733385 0.124674733385 0.
(2,1)]10.375| O. 0.366272529086 0.366272529086 0.
(3,1)[0.625| O. 0.585097272940 0.585097272940 0.
(4,1)[0.875| O. 0.767543502236 0.767543502236 0.
(1,2) [0.12510.25 0.371486468249 0.372078692640 0.000592224
(2,2)10.37510.25 0.611983851127 0.613676488341 0.00169264
(3,2) 10.62510.25 0.830193821547 0.832501232195 0.00230741
(4,2)10.87510.25 1.014262086522 1.014947461491 0.000685375
(1,3)10.125| 0.5 0.602409808038 0.604100271989 0.00169046
(2,3)10.375| 0.5 0.841371318809 0.845698067690 0.00432675
(3,3)10.625| 0.5 1.060947676163 1.064522811545 0.00357514
(4,3)10.875| 0.5 1.254301680952 1.246969040840 0.00733264
(1,4) 10.125]0.75 0.804427299169 0.806313493409 0.00188619
(2,4)10.37510.75 1.045095741086 1.047911289109 0.00281555
(3,4) 10.62510.75 1.273455384065 1.266736032964 0.00671935
(4,4)10.87510.75 1.488097722718 1.449182262259 0.0389155
Error L:

error—L., = Max (lu(x, to)u — (x;, to)(HW)|) = 0.0389155
1<s<2 M

1
error—L, = (ZZ lu(x;, t,) — u(x, t)(HW)PP)z = 0.0101263
1=1s=1

O™ lua, 1) - ux, LHW)P): = 0000632893
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(b)
u(x, t) ( HWCM) ux, )

1.0

! 0.6 e

04 _~ T/ 0.5 " |

02~ A
0.0 " \
15~ |

m Ejemplo 3.2.8. Ecuacion no Lineal de Sine-Gordon. ([HARIlIc]) ([DEHGOS8])

([SHUK18])
Sea la ecuacioén no lineal de Sine-Gordon con las condiciones iniciales y de contorno dadas:

Uy (X, 1) — U (x, t) = sen(u(x, t))
te [0, T]

xe(0,1)

(P) =
x e [0, 1]

U (X, 1) = Uy (X, t) —sen(u(x, t))
U, 0)=fx)=0 uix, 0)=g(x) = 4sech(x)
u(0, t) = go(t) = 4arctg(t) u(l, t)=g1(t)=4 tan~!(tsech(1)) t>1

La solucidén exacta viene dada por la expresion:

u(x, t) = 4 arctg(sech(x) ¢).
(a) (i) Calculese la soluciéon numérica aproximada con el método de Wavelets de Haar

(HWCM) con un nivel maximo de resolucion J = 1.
(ii) Represéntese la soluciéon numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM vy la

solucién exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:

X, ts, u(xy, t) (HWCM), u(x;, &) (exacta), e = |[u(x;, t) (HWCM) — u(x;, ).

(iv) Hallense los errores L,, L, y el error RMS.
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SOLUCION
(a)
ulx, t) = 4 tan~!(t sech(x))
Uer — U= — 8 t cosh(x) (-2 t>+cosh(2 x)+1)
te Fxxm (2 2+cosh(2x)+1)>
__ 8tcosh(x) (=2 t2+cosh(2 x)+1)
—sen(u) = (2 2 +cosh(2x)+1)?
( u(x, 0) = 0 )
u;(x,0) = 4sech(x)
u(,t = 4tan~1(¢)
u(l,t)= 4tan"'(tsech(1))

0. 0.
—0.645863 —0.645863
-0.978595 -0.978595
-0.926737 -0.926737
—0.623662 -0.623662
—-0.237366 —-0.237366

Ecuacion de Sine-Gordon (Dirichlet)
Método de Colocaciéon Wavelet de Haar (HWCM)

U (X6, 1) = Uy (X, t) —sen(u(x, t)) xe[0,1] te]0, T]
P)=q u@x 0=fx ux 0) =g x e [0, 1]
w©, ) =gy () u@, =g @ t>0

u®dx, t) = u®9x, t)—sin(u(x, t)) xe[0,1]te [0, T]
(P) = (ulx, 0) =0 u,x, 0) = 4sech(x)) x e [0, 1]
(u(0, t) =4tan~(t) u(l, t) = 4tan"'(t sech(1))) t>0

[A,B]= [0,1] (intervalo)
J= 1 (maxima resolucién)

(n° de subintervalos)

[\9]
1 |
LN L ~ N\

(ancho subintervalo t)

Métodos Wavelets en la Resolucién Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria

113
Ignacio Castillén Sanchez



CAPITULO 3 - METODOS DE RESOLUCION NUMERICA WAVELET DE HAAR

Tabla de valores aproximados
Ls) | x ts u(x, ts)(HW) u(xy, ts) [u(x, t) — ux, t)(HW)
(1,1)|0.125] O. 0 0.000000000000 0.
(2,1)10.375] O. 0 0.000000000000 0.
(3,1)|0.625| O. 0 0.000000000000 0.
(4,1)|0.875] O. 0 0.000000000000 0.
(1,2)10.125]0.25 0.971329121536 0.972605950859 0.00127683
(2,2)10.375]0.25 0.914906976591 0.917165905760 0.00225893
(3,2)10.625]0.25 0.818954216970 0.820416005941 0.00146179
(4,2)10.875]0.25 0.702597567566 0.702965942110 0.000368375
(1,3)0.125] 0.5 1.839900432723 1.842152033119 0.0022516
(2,3)10.375] 0.5 1.741929976726 1.746921081062 0.0049911
(3,3)10.625] 0.5 1.572653780739 1.577091683780 0.0044379
(4,3)10.875] 0.5 1.363347989395 1.365010132251 0.00166214
(1,4)10.125]0.75 2.557246918917 2.559059784235 0.00181287
(2,4)10.37510.75 2.438263248194 2.443409470503 0.00514622
(3,4)10.625]0.75 2.225685186973 2.231772764447 0.00608758
(4,4)10.875]0.75 1.955158170609 1.957919246848 0.00276108
Error L.:
error—L, = 1£\;I<éz)1(w (luCxy, tou — (xg, ts)(HW)|) = 0.00608758
1=<i<=2M
Error-L;:
2M2M 1
error—L, = (ZZ lu(x, t) — u(x;, t)(HW)2)2 = 0.0028935
[=1s=1
Error—RMS:
2M2M N
error—RMS = m(;s; lu(x, t,) — u(x;, t)(HW)2)2 = 0.000180844
(b)
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t

0.4

02
A

ulx, t) ( HWCM)
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Capitulo 4

4. Métodos de Resolucion Numérica de Chebyshev

4.1. Método Wavelet de Chebyshev

4.1.1. Introduccion

En esta seccién se va a estudiar el método numérico conocido como el Método de Colo-
cacion Wavelet de Chebyshev (CWCM-Chebyshev Wavelet Collocation Method) para Ecua-
ciones en Derivadas Parciales. Se basa en la aproximacion a travé:s de series Wavelet de
Chebyshev truncadas. Empleando los puntos de colocacidn, se obtiene un sistema de ecua-
ciones algebraico que se puede resolver. Asi, la forma implicita de la soluciéon aproximada

de la EDP de segundo orden se puede calcular.

4.1.2. Funciones Wavelets de Chebyshev

En los ultimos afios, las wavelets han sido utilizadas en diversos campos de la Ciencia y la
Ingenieria. Constituyen una familia de funciones construidas a partir de la dilatacién y la
traslacion de una funcioén tnica conocida como la madre wavelet. Cuando el pardmetro de
dilatacion a y el pardmetro de traslacion b varian continuamente, se tiene la siguiente

familia de wavelets continuas [CELI13]:

t—b
I Yap(t) = |al’? lﬁ(T) a,beR, a#0 4.1.1)

Las wavelets de Chebyshev ¢, ,(t) = ¥(k, n, m, t) tienen 4 argumentos,

k=0,1,2, .., n=1,2, .., 25 m que es el grado de los polinomios de Chebyshev de

primer tipo y ¢ que denota el tiempo normalizado. Se definen en el intervalo [0, 1) como:

@, 22 k+1 n-1 n
=T (2" t-2n+1), — <t< —,

Ynm(t) = { v m( ) 2 2 (4.1.2)
0 resto

donde
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_{\/7 m=0

Ay =
" 2 m=1,2, ..

y T, (t) son los polinomios de Chebyshev de primer tipo de grado m, que son ortogonales
con respecto a la funcion de peso w =1 / \ 1-# en[-1, 1] y que se pueden generar desde
la siguiente féormula recursiva:
[ To(t) =1, Ty(t) = t, Toms1(6) = 2t Ty(®) = Trya(t) m=1,2,3, ...
De manera similar, el set de wavelets de Chebyshev es ortogonal con respecto a la funcién

de peso wy(t) = w(2* t-2n+1).

4.1.3. Aproximacion de Funciones

Una funcion f(x) € L,,%[0, 1] se puede expandir como:

f(t) = Z an,m wn,m(t) (4.1.3)
n=1 m=0
donde
I Jam = F©), Ynm(®)) (4.1.4)

denotando (., .) en esta ecuacidén el producto interior con la funcién de peso wy(t).

Si se trunca la serie infinita de la ecuacién 2.7.3, entonces se puede reescribir dicha

ecuacion como:
FO =" fumYnm(®) = C"¥(®) (4.1.5)
n=1m=0

donde C 'y ¥(t) son matrices 2 M x 1 dadas por:

I C'= [f10, Jits v fim=15 205 oo S2mi-1s frg ---,fsz_l] (4.1.6)

W) = [¥10(), ¥11(0), ooy Frproa (D),

T (4.1.7)
W2.0(0); woer Yo, m-1(0), Wt o(0), ey Wi gy (D]

4.1.4. Wavelets de Chebyshev y sus Integrales. Matrices Py Q

La integracion de ¢, ,,(t) en la ecuacion 2.7.2 se puede representar como [CELIL6]:
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I pn,m(t):fwn,m(s)ds (4.1.8)
0

yparam =0, m=1ym > 1, p,, se puede obtener de la siguiente manera:

0 0<t< "Z;kl
[420) 27kl T 2k+1 -2 1 T 2k+1 -2 1 ﬂ < n
Pro® = [T1(2 r-2n+1)+ To(2" t—2n+1)] st<
—k/2
T2 -2n+1) S<t<1
0 0<t< "Z;kl
_ ) a2 k+1 k+1 n-1 n
Pra(t) = = |12 t-2n+1) -T2 t-2n+1)] % <t<
0 2n_k <t<l1
n-1
0 0<st< —
2
27272 [ T w-(D™ Iypd(u>—(—1)m-1] n-1 n
pn,m(t) = NE3 [ m+1 m-1 S r< ok
U 2—k/2—2 1_(_1)m+1 1_(_1)m—1 l
v [ m+l  m-1 ] 2k st<l1

respectivamente, donde u = 2¥1t42n-1.La integracion de ¥ (f) se puede mostrar mostrar
como:

P(D) = f ¥(s) ds = [pro(), pra(®), .
0

(4.1.9)
PLar-1 (D, P20(D): wees Popr-1 (s Pyt (D oos Pyipg 1 (D]

La segunda integracion de i, ,(f) se puede exponer como:

I Qnm(t) = f Pnm(s)ds
0

donde paraparam =0, m =1y m > 1, p,, se puede obtener de la siguiente manera:

0 0<t<Zt
2
—3kj2-4 ~
Guo() = | L +4 T +3 Tow) S <t<
24{/2 1
o [+ 5] L<t<l
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0 0<t<™t
2
@ 23 i) 3Tw)  4Tow ] n-l n
qna(t) = Vr [ 6 2 3 | > SE<x
; 2—3 k/2-1
e t<1
-3Vn
0 0<t<™t
2
@ 23E rTw-1 T,w-1 2 2 n—-1 n
qn2(t) = Vr [~ 3 s Tiw) = 3 To(w)] > SE<x
a2 n n
3V [2k+1 _zk] st<1
0 0<t<™t
2
U 2'3"’2'3[Tm+2(u)—(—1>’"+2 _ Tyw-CD" ntl o
N 2 (m+1) (m+2) 2(m+l)m 2k 2*
Tp==D" | Tyoo)-(=D" =" 1)’” =yt
qnm(t) = smm—1) T 2(m-1) (m-2) +(1+ Tl(u))[ m+1 ”
¥ 2-3k/2-3[ 1-(-D™?  1-(=D"  1-(=D" 1—(—1)’"‘2 e
\/7 2 (m+1) (m+2) 2(m+1)m 2m(m-1) 2 (m-1)(m-2) ko
et ™t k1 (p_ 1 [1—<—1)'"“ I el ”
2 ( m-1 m+1 ) +2 (t zk) m+1 m-1

respectivamente, donde u = 25*1 t + 2 n — 1. Asi, la segunda integracién se puede representar

como:

Q(t):ff‘l’(w)dwds:
0 Jo

T
| fP(S) ds = CI10, qi1s - Q1 M-1> 4205 ---> 2 M-15> okgs e CIsz_1]

4.1.5. Puntos de Colocacion

Los puntos de colocacién se pueden tomar como:

=2l x_2n+1
(M+1D)-i)nm
2Ky, —2n+1 :cos(—)
M+1

de donde se obtiene la expresion de x,, ;:

1
Xpi = (2n—1+cos
2k+1

((M+1)—i)7r)
M+1)

conociéndose también como puntos de inflexién de Ty41 (2! x -2 n+1) [CELIL6].

(4.1.10)

(4.1.11)

Sustituyendo los puntos de colocacién en las ecuaciones 2.7.7, 2.7.9 y 2.7.10, se puede

120



CAPITULO 4 — METODOS DE RESOLUCION NUMERICA DE CHEBYSHEV

obtener una forma discretizada de los vectores ¥(x, ), P(x,;) y Q(x,,):

Y(xni) =

U1,0(n1)
1,106 0)

Ui m-1(Xn1)
o 0(Xni)
o1 (Xn i)

Yo m-1(Xn 1)

¢2k,0(xn i)
wzk,l(xn i)

Yok pr—1 (x,)

P1,0Xn 1)
P11(Xn i)

P1M-1Xn i)
P2,0(Xn i)
P21 (Xn 1)

P(xyi) = :

P2M-1(Xn i)

pzk,o(xn i)

pzk,l(xn i)

pzk,M_l(xn i)

qQ1,0Xn 1)
qQ1,1(Xn )

qQ1,m-1Xn i)
q2,0(Xn 1)
q2,1(Xn 1)

Qlxny) = :

Qo.m-1(Xn )

Q2k,0(xn i)

qzk,l(xn i)

qzk,M_l(xni)

Por lo tanto, de estos vectores se pueden sacar sus respectivas matrices ¥(n m, x,;),

P(nm, x,;) y Q(nm, x,,;) cuyas dimensiones son 2% M x 2 M:

Xni = {xls X2yttt xsz}
Yr0(x1) Y1,0(x2) 1,006k 0p)
€”1,1(X2k M)

Y11(x1) Y1,1(%2)

Yim-100)  Yim-100) Y1m-100k pp)

Ya,0(x1) Y2,0(x2) Y2,0(5k p)
Yo,1061) Y2,1002) Y2,1065 5p)
Y(nm, x,;) = : : :
Yom-10a)  Yom-1002) Yo m-106k 5)
'7[’2’<,()(x1) ¢2k,0(x2) wzk,o(xzk M)
wzk,l(xl) '7”2’21(962) wzk,l(xzk M)
Yok ar 1) Yok 1 (X2) Yok -1 Ok pp)
I xni:{xla X2, ---,xsz}
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P(nm, x,;) =

Qnm, x,;) =

m Ejemplo 4.1.1.

Calculense las matrices Wavelet de Chebyshev ¥(x), P(x) y P = P(n m, x,,;) con los pardme-

tros dados:
(@) k=1 M=2.
(b) k=2 M=2.

P10(x1) P1,00(%2)
p1,1(x1) P1,1(X2)

Pim-1(X1)  P1m-1(X2)
P2,0(Xx1) P2,0(x2)
pP2,1(x1) P2,1(x2)

Pam-1(X1)  Pam-1(X2)

pzk,()(xl) pzk’o(XZ)

pzk,l(xl) sz,l(xz)

xni = {x1’ x29 ) xsz}

q1,0(x1) q1,0(x2)
q1,1(x1) q1,1(x2)

Qim-1x1)  q1m-1002)
q2,0(x1) Q2,0(x2)
q2,1(x1) q2,1(x2)

Qm-1(1) Qo m-102)

qZk,()(xl) qzk,o(xZ)

qzk,l(xl) qzk,l (X2)

Qo pr-1(51) Qo1 (2) -

pzk,M_1(x1) pzk’M_l(xz) -

P1,006k 5)

P1,1(X5k )
pl,M—l(xzk M)
pZ,O(xzk M)
P2,1(6k 5)

P2.m-1(k p)

Dok o (e pp)

Dok 1 6k o)

Dok -1k )

ql,O(xzk M)
ql,l(xzk M)

Q1M1 pp)
Q2,05 pp)
Q2,100 f)

q2.m-1 (xzk M)

Qe 0 (X pp)

Qo 1 Xy pp)

Qo pr—1 6k pp)

SOLUCION
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(a)

Matriz Wavelet de Chebyshev P

[A, B] = [0, 1] (intervalo)
k = 1 (maxima resolucién)
2k = 2
M= 2
M-1 1  Max. grado del polinomio
n=1,2,--,2k= (1, 2}

(a) Calculo de las Wavelets de Chebyshev

k

@y 22 k+1 n-1 n
Um0 =1 Tn(2'x-2n+1) "= <x<2
0 Resto
k=1,2, -
n=1,2, -, 2k

m=0,1, .-, M—1 gradodel polinomio de Chebyshev

am:{ﬁ m=0

2 m=1,2,--

T, (x) = polinomios de Chebyshev de primera clase de grado m

2 1
— O=x=-
Yrox) = {\/7 >
0 True
2
- -<x<1
Ya0(x) = {\/7 2
0 True
¥(x) = ) 1
Yi1x) = 2\/;(4)6—1) O<x=<3;
0 True
2 [2 @4x-3) i<x=<1
Ya1(0) = . S =x=<
0 True
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(b) Calculo de la matriz P(x)
Y
P(x) = f Y(s) ds
0
2X 1
ﬁ 0<x< >
pio(x) = L
ﬁ E =x<1
0 0<x<3
pZO(x) = 4x=2 1
— -=<x<1
P(x) = 2V 2
2 (4x-1)>2-2 1
—— 0=<x<=:
p11(x) = { 4v2n 2
0 True
0 0<x<3
X =
P21(x) 24x3P2 1 _
4aVarn 2
(c) Se calculan los puntos de colocacion x;,;
1 (M+D - n=1,2, -2k
Xpi=—2n-1+cos(——))
2k+1 M+1 i=1,2, -, M
xn L
tos x; 0.125
3
X2 3 X, 0.375
S 27 [x 0e2s
7 X4 0.875
X4 3
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(d) Evaluacion de P(x) en los puntos de colocacion

P(i, j) = P(nm, Xy, ;) Xni = {X1, X2, =5 Xoe pp)
P(nm’ xni) = [pn m(xl)’ Pn m(x2)s ***s Dn m(xsz)]
1 3 1 1
avn aNrn NS NE
0 0 1 3
P(nm, x,;) = ; 3 B
Csvzr  svzr
3 3
0 0 C8var  sv2x

0.141047 0.423142  0.56419 0.56419

. ) 0. 0. 0.141047  0.423142
(11, X)) = | ) 149603 —0.149603 0. 0.
0. 0. —0.149603 —0.149603

(b)

Matriz Wavelet de Chebyshev P

[A, B] = [0, 1] (intervalo)
k = 2 (maxima resolucién)
2k = 4
M = 2
M-1 1 Max. grado del polinomio
n=1,2,--,2%= (1,23, 4
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(a) Calculo de las Wavelets de Chebyshev

k

Unm(x) = a«y/n?25 Tw(@'x-2n+1) 22 <x=<%
0 Resto
k=1,2, -
n=1,2,...,2k

m=0,1, -, M—1 gradodel polinomio de Chebyshev

am:{ﬁ m=0

2 m=1,2,--

T, (x) = polinomios de Chebyshev de primera clase de grado m

2 1
2 = O=<x=<-
Yrox) = \ ~ 4
0 True
2 1 1
2 = =-=<Xx=<-=
Yao(x) = Vo4 2
0 True
2 1 3
2 = -<x=<=
Y3o(x) = \ 2 4
0 True
23
W) = | gap(x) = 2.2 1=x=1
0 True
4(8x-1)
O<x=<-
Yri1x) = { Vi
0 True
4Bx-3) L _ . _ 1
Yri1(x) = { v 4
0 True
46x-5 1 _, _3
U31(x) = { Vo o2
0 True
48x77) 3 v
Ya1(x) = { Vi 4
0 True
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(b) Calculo de la matriz P(x)
g
P(x) = f Y(s) ds
0
2 /%x 0O<x<j
PioXx) =
L lox<l
Vs
0 Osx<i
8x—2 1 1
D20(X) = s 4%
L laxa
Vs
0 Osx<%
8x—4 1 3
p3ox) = e 2-%%a
\/21_ % <=x<l1
Ve
P(x) = 0 0<x< %
p40(x) = 8x—6 3
ﬁ Z <x<l1
2(8x—1)>-2
_—— 0=x<-
p1i(x) = { 8V
0 True
0 0=x<j
x) = 3
P21 28x322 1 _ 1
8\/7 4 2
0 0<x<3
X =
P31(%) 2B8x-5P2 1 _ 3
8\/? 2 4
0 Osx<%
() = 7
P41 z(ssxj_)z 2 %sx<1
T
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(c) Se calculan los puntos de colocacion x;,;
(M+1)-i)n
—))

xni:%(Zn—1+cos( a1
1
X1 76
6 i x; 0.0625
s x, 0.1875
3 16 x; 0.3125
7
X4 1¢ x, 0.4375
xni= 9 =
x5 L xs 0.5625
N xs 0.6875
TS X, 0.8125
x o \x 09375
15
Xg

16

(d) Evaluacion de P(x) en los puntos de colocacion

P(i, j) = P(nm, x,,;)

Xpi = {X1, X, -

s xsz}

P(nm, x,,;) = [pn m(X1), Dn m(X2); =+, Dn m(xzk M)]

P(nm, x,,;) =

P(nm, x,,;) =

0.0997356
0.
0.

0.
-0.105786
0.

0.

0.

1 3 1 1 1 1
4V2n VY V2 V2r V2r V2 V2r V2r
0 0 3 1 1 1
42 4N2n Var V2n V2n V2r
1 3 1
0 0 0
4N2nr 42 V2n V2r
3
0 0 0 0 0
42m 42
3 3
- - 0 0 0 0
16Vr 16Vn
3 3
0 - — 0 0
16Vn 16Vr
3 3
0 0 0 - - 0
16vr  16vVn
3
0 0 0 0 0 — -
16Vr  16Vrn
0.299207  0.398942  0.398942 0.398942  0.398942  0.398942
0. 0.0997356  0.299207 0.398942  0.398942  0.398942
0. 0. 0. 0.0997356  0.299207  0.398942
0. 0. 0. 0. 0. 0.0997356
—0.105786 0. 0. 0. 0. 0.
0. —0.105786 —-0.105786 0. 0. 0.
0. 0. 0. —0.105786 —-0.105786 0.
0. 0. 0. 0. 0. —-0.105786

0.398942
0.398942
0.398942
0.299207

0.

0.

0.

—-0.105786
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4.2. Método Wavelet de Chebyshev en EDP

4.2.1. Ecuacion de Burgers-Huxley Generalizada

En esta seccion se busca encontrar una solucion para la siguiente ecuacion de difusién no
lineal:
a—u+au”a—u—82—u =Bul-u") W -vy) (4.2.1)
ot ox  ox?
aplicando el método de colocacion de Chebyshev. En este caso, @, f y n son parametros
conocidos, tal que @, =0, n € (0, 1). Cuando @ =0y n =1, la ecuacién 2.7.1 se reduce a la
ecuacion de Huxley que representa el movimiento de las paredes en cristales liquidos y la
propagacién de impulsos nerviosos en fibras nerviosas. Sin embargo, si f=0y n=1,
entonces se obtendria la ecuacion de Burgers que describe la onda de propagacién de los
sistemas disipativos no lineales. Si « =0, =1 y n=1, se trataria de la ecuaciéon de
FitzHugh-Nagumo, ecuacion de reaccion-difusiéon que se emplea en teoria de circuitos, en
biologia o en genética poblacional. Finalmente, si @, §+0, se tornaria en la ecuaciéon de
Burgers-Huxley, que describe un prototipo de modelo para representar las interacciones
entre mecanismos de reaccion, transportes de difusion y efectos de conveccién. Esta

ecuacion fue originalmente estudiada por Satsuma [CELI16].

4.2.2. Ecuacion de Burgers-Huxley Generalizada

Las soluciones numéricas de esta ecuacion han sido calculadas aplicando distintas técni-
cas numéricas de la literatura. Autores como Estevez o Gordoa presentaron simetrias no
clasicas y aplicaron exdmenes completos de Painleve a la forma generalizada de la ecuacion.
En los ultimos afios, por ejemplo, se ha optado més por métodos espectrales, de descomposi-
cion adomiana o de andlisis homotopicos. Y otros autores como Lepik optaron por emplear
el método de Haar. En este apartado se estudiara el método de Chebyshev con la wavelet de

Haar que Celik utilizé para llegar a una solucién exacta.

En principio, las wavelets, siendo funciones muy localizadas, son muy utiles para resolver
ecuaciones diferenciales o integrales y proporcionar soluciones precisas. Permiten construir
algoritmos muy rdpidos en comparacién con los métodos tradicionales, pero no todo son
ventajas. Las wavelet de Chebyshev o Legendre presentan ciertas desventajas, y es que la
primera integral de y/(x) entre 0 y x se muestra como P, lo que lleva a asumir que la segunda
integral sera P2. En realidad, P es totalmente diferente si se aplica directamente la segunda

integral. A esto se le suma el hecho de que algunas expresiones obtenidas durante la inte-
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gracion no se meplean luego en la construccion de la matriz P.

Por esto, se propone el método de colocacion de Chebyshev. Se basa en aproximaciones
sucesivas de las series truncadas de las wavelets de Chebyshev. Empleando los puntos de
colocacidn, se obtiene un sistema algebraico que se puede resolver para obtener los distin-
tos coeficientes. Esta variante permite eliminar las desventajas comentadas previamente y
minimiza la cantidad de errores y la memoria computacional necesaria para correr el algo-

ritmo.

Para apreciarlo mejor, se desarrollard a continuacion un problema modelo. Partiendo de

la forma generalizada, la solucion exacta de la ecuacién 2.7.1 bajo las condiciones iniciales

SO

I u(x, 0) = [g + g tanh(a; x)]

viene dada por

u(x, ) = [Z + Y tanh(a (e - a t))]", t>0

2 2 4.2.2)

donde
—a 856+ +4B(1+0)
a = Y
4(1+9)

oy (1+6—y)(—a/¢\/a/2+4,8(1+6))

s 2(1+96)

Esta solucion exacta esta sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

1

Y v -
u(o, t) = [5 + 5 tanh(—a; a, t)]é, t=0

| =

ul, t) = [g + g tanh(a;(1 — a, t))] ', t=0

El algoritmo o método de Colocacion Wavelet de Chebyshev que calcula la solucién aproxi-
mada u(x, t) de la ecuacién en derivadas parciales (EDP) de la ecuacion de Burgers—Huxley

se expresa a continuacion.
Método CWCM

Sea la ecuacion de Burgers-Huxley generalizada con la condicién inicial u(x, 0) y las
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condiciones de contorno u(0, t) y u(1, t) dadas en el problema (P):

ue+au’ ug—uge = pu(l-u’)(u’-y) xel0,1] telo, T]
P)=19 ux, 0)=fx) x e [0, 1] (4.2.3)
M(O, t) = gO(t) U(l, t) = gl(t) te [09 T]

1. Se expande la funcién " (x, t) en términos de las Wavelets de Chebyshev como sigue:

2k M-1 k:l, 2, -
WL =Y > famPam0)=CT¥0x) { n=1,2, 2"
n=1 m=0 m= 0’ 1’ - M-1 (4.2.4)

donde el punto (.) hace referencia a la derivada respecto al tiempo ¢ y las comillas a la

derivada respecto a x. El vector columna CT es constante en el intervalo t € [£;, £o.1].

Los coeficientes Wavelets de Chebyshev son constantes en todo el subintervalo
t € [t ts1].

l/

o/
2. Integrando esta ecuacion u (x, t) con respecto al tiempo desde ¢ a t; y respecto a x entre

0y x, se obtienen las siguientes ecuaciones:

2k M-1

WO 8 = (E=1) D" frum Ynm00) + U (X, 1) (4.2.5)

n=1 m=0

2k M-1

WO )= (E=1) D D fum Dum@) + 1 (5, ) =1/ (0, ) +1/(0, )
n=1 m=0 (4.2.6)

n=1 m=0
(4.2.7)
+u(x, tg) —u(0, ty) —x [u'(0, t;) —u'(0, )] +u(0, 1)
Se deriva u(x, t) respecto del tiempo ¢:
° 2k M_l o/ .
Uee = (=) D> fum Qum@) +X 1 0, )+ u(0, 1)
n=1 m=0 (4-2-8)

2 M-1
| U, )= (t=t) )" > fum Gum@)

3. Se aplican las condiciones iniciales y de frontera, y se deduce:
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u(x, 0) = f(x)
(0, 1) =go(t) w0, ty) = golts) (0, t;) = gy (ts) = 8o’ (L)
ul, =g u(l, t)=git) ud, t;) = g(t) = g1’ ().

4. Se evalua en x = 1 en las expresiones de u(x, )y u(x, t) se tiene

2k M-1

WO, )=, t) = =(t=1) D° > fum qum(1D)+g1(0)

n=1 m=0

—g1(ts) + 8o(ts) — go(t)

(4.2.9)

2k M-1

l:l,(oa t) = - nm nm(]-) + ’(t) - ,(t)
nz:; W;)f 1 st 8 (4.2.10)

5. sustituyendo las ecuaciones 2.7.8 y 2.7.9 en las ecuaciones 2.7.4-2.7.7 y discretizando

los resultados asumiendo que x—X; y que t — £, 1, Se obtiene:

2k M-1
(@ U 1) = (b1 = £5) D D frm Ynm0) + 14" (3, 1) (4.2.11)
n=1 m=0
2k M-1 2M
(D) U Q0 ti11) = (b1 = 1) D D fum Pum0) D i Pia()
n=1 m=0 i=1
2k M-1
~(t=1) " > fam Gum@) + 10 (5, ) (4.2.12)
n=1 m=0

+g1(ts+1) - gl(ts) + gO(ts) - gO(ts+1)

2k M-1
(©) UKy, t1) = (b1 =) ) D fum Qum(0) + UK, £) +LolEser) — Golts)
n=1 m=0
2 M-1 (4.2.13)
(o1 =19 D" D frm Gum(D) = &1Ess1) + &1(65) = go(t) + Zolkss) |-

n=1 m=0
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2k M-1

() uC te) = ) D fum Qam)

n=1 m=0

2k M-1

31| D)D" frm Qom(D) + 80 (tee1) = 81 (bs11) | + 80 (Esn):

n=1 m=0

6. La ecuacidn siguiente permite tratar la no linealidad de la ecuacion EDP, para pasar

del tiempo de ¢; a f5,1:

ut+a/u‘5ux—uxx=/3u(1—u6)(u‘5—y)

y ” ) ’ (4215)
M(XI, tS+1) =u (xl’ tS+1) —au (xla tS+1) u (xl’ tS+1)
+B U, ton) (1= 100, t41)) (W00 1) = ).

7. Ecuacion iterativa de 1a EDP.

Se sustituyen las expresiones u” (x;, ts11), U(x, ts11) y z'z(xl, ty+1) en la ecuacion de la EDP

anterior:
ko M-1 ko M-1
Z Z Cnm Qn m(xl) +X [_Z Z Cnm Qn m(]-) +g1(ts+1) _go(ts+1)]
n=1 m=0 n=1 m=0
+g0(ts+1)
2k M-1
= (ts+1 - ts) Z Z Com 'ﬁn m(xl) + u”(xl’ ts)
n=1 m=0
2k M-1
_a’{ (ts+1 - ts) Z Z Cnm qn m(xl)
n=1 m=0
2k M-1
+xl[_(ts+1 — ) Z Z Com Qnm(1) + &1 (Lsi1)
n=1 m=0
(4.2.16)
~ 8oltse1) — &1 (1) + 8o (1) | + 1 0, 1)+ 8o (1) — 80 (1) }
2k M-1
{(ts+1 - ts) Z Z Cnm Pn m(xl) + u,(xla ts)
n=1 m=0
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2k M-1

~(E=t) )" " Cum Qum(D) + Zlts1) — ZolEs1) — &1(8) + golt) )

n=1 m=0
+B U, ton) (1— w00, ta1)) (U000 1) =)

s=1,2,--,2M-1
a. La ecuacién iterativa es un sistema no lineal formado por 2 M ecuaciones (2 M
puntos x;) y 2 M incognitas:

los coeficientes Wavelet de Chebyshev ¢y, n =1, 2, -+, 2 m=0,1, -, M—1.

b. Se calculan los coeficientes Wavelets ¢, ,, en cada intervalo (f, t,,1] con un método
numeérico que resuelva sistemas no lineales de ecuaciones:
» Método de “Affine Covariant Newton”.
» Método de Newton.
Los coeficientes Wavelets ¢y, n =1, 2, ---, 25, m =0, 1, ---, M —1 se van calculado
sucesivamente para cada intervalos =1, 2, ---, 2M — 1.

c. El proceso se inicia con la condicion inicial u(x, 0) = f(x) que da lugar a los valores

iniciales:
u(x;, t) = u(x;, 0) = f(0)
ui, 0)=fx) = u'(x, t) = u(x;, 0) = f'(0)
u”(x, t) = u”(x;, 0) = f(0)
d. En cada iteraciéon s =1, 2, .-, 2M —1 o intervalo de tiempo (f, t;11], conocidos los

coeficientes Wavelet de Haar, c(i), se calculan los valores de las expresiones que dan

lugar a las soluciones aproximadas en los diferentes niveles de tiempo:

I Uy, te1) UG, te) U0, b)) UG, L)
8. Solucion numérica del método CWCM.

La tabla de valores u(x, ty1) representan la solucion numérica de la ecuacién en

derivadas parciales (EDP).

B Ejemplo 4.2.1. Ecuacion Generalizada de Burgers-Huxley.

Sea la ecuacion lineal generalizada de Burgers-Huxley
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U+ U’ Uy — iy, = Bu(1-u) (u’ —vy),

sujeta a la condicién inicial:
1
VAR 5
u(x, 0) = [2 + 2 tanh(a, x|’
y a las condiciones de frontera:
1 1
u(0, t) = [% + % tanh(-a; a, t)]g, u(l, t) = [% + % tanh(a;(1 - a, t))]g, t=0
La solucidn exacta viene dada por
1
ux, t) = [% + 2 tanh(a; (x - a 0)]°.
Tomando {a, S, vy, 6} = {1, 1, 0.001, 1} se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de

Chebyshev con un nivel maximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
X, tg, u(x;, t;) (HWCM), u(x, t,) (exacta), e = |u(x;, t;) ( HWCM) — u(x;, t)|.

(iv) Hallense el error absoluto (e), el error local estimado (dex) y €l error global estimado

(O ex)-

SOLUCION

(a)
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Ecuacién Parabdlica no lineal (EDP). Ecuacion de Burgers-Huxley

Método de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

U+ U’ Uy — Uy =Bu(l-u’)(u-y) xel0,1] telo, T]
xe|[0, 1]

u(x, 0) =f(x)
te[0, T]

(P) =
u0, 1) =go(t) u(l, t) =g (1)

(P) =
u®lx, £y =1 —ulx, v) (W, £) — D ulx, ) —utOx, Hulx, £) +ux, ) xe[0,1]te [0, T]

tanh( =) )
(u(x, 0= 2000 2000 xe[0.1]
L ann( 22 “"‘“h[ ] . ] te o, T]
w0, H= 26 = 200 u(l, = —% 2000
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
(k, 2k)= (3, 8) (méxima resolucion)
M = 2
M-1 1 (méx. grado polinomio)
n=1,2--2 {1,2,3,4,5,6,7,8)
@ py.ol= (L1 =1
N = 5 (n° intervalos t € [0, 1])
Error L.:
error—-L., = Max (Ju(x, t;) — u(x, t;)(CW)|) = 3.11209 x 107 °
1<s<
1<i<2k M
Error—L;:
2*M N .
error—L, = (ZZ (g, t) — uCx, L)(CW))? = 1.2497 x 1074
=1 s=1
Error—RMS:

kM N
(ZZ lu(x, t,) — u(x, t)(CW)PP)z = 1.56212 x 10716

error—RMS = —
28 MxN 121 s=1

(b)
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ux, t) (CWCM)
0.8

> \().()()(

\0.00-

e 0.00
0.80.6 04 02

X X

m Ejemplo 4.2.2. Ecuacion Generalizada de Burgers-Huxley. [CELI16]
Sea la ecuacion lineal generalizada de Burgers-Huxley
U+ Ul Uy — Uy =,Bu(1—u5)(u5—7),
sujeta a la condicién inicial:
1
u(x, 0) = 2 + % tanh(a; x)|°
y a las condiciones de frontera:
1 1
u(0, 1) =2 + 2 tanh(-ay a H)]°, u1, 1) = | + L tanh(a;(1-az 0))]°, ¢ = 0
La solucidén exacta viene dada por
1
uCx, t) = [ 3 + 2 tanh(a, (x - a, 1))]°.

Tomando {e, B, v, 6} = {5, 10, 0.001, 2} se pide:

(a) (i) Calculese la soluciéon numérica aproximada con el método de Wavelets de

Chebyshev con un nivel maximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
X, tg, u(x;, t;) (HWCM), u(x, t,) (exacta), e = |u(x;, t;) ( HWCM) — u(x, t)|.

(iv) Hallense el error absoluto (e), el error local estimado (dex) y €l error global estimado

(Tex)-
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SOLUCION

(a)

Ecuacion Parabolica no lineal (EDP). Ecuacion de Burgers-Huxley

Meétodo de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

ut+wu‘5ux—uxx =ﬁu(1—u‘s)(u6—y) xe[0,1] telo,T]

P)=19 ux, 0)=f(x) x e [0, 1]
u(0, 1) = go() u(l, 1) =gy te [0, T]
P =
u®Dx, 1) = =5uM0x, D uex, 02 +10 (1 - ux, 02) (utx, H2 =1)utx, H+u?0x, 0 xe[0,1]te (0, T)
(710+2 145 ]
tanh oo xe[0,1]
u(x, 0) = —_—+ X
2000 2000
2999 —5— 145 1 2999 (757\ 145 ]
[710+2 145 ) 600 6[)0[) t (710+2 145 ] 1] %776000 t
tanh 12000 tanh 12000 telo,T]
1 1
u, ) = | —- uL, ) = L
2000 2000 2000 2000
[A,B] = [0,1] (intervalo x)
{k, 2"): {3, 8} (maxima resolucion)
M= 2
M-1 1 (max. grado polinomio)
n=1,2--2% {1,2,3,4,5,6,7,8}
{a, By, 6} = {5, 10, 2}
1000
N= 5 (n° intervalos t € [0, 1])
Error L,
error—-L,, = Max (Ju(x, ty) — u(x, t)(CW)|) = 1.92816 x 10~
1<s=<N
1<l<2* M
Error—L;:
M N .
error—Ly = ( ) " |u(x, £;) — ux, E)CW)P)z =7.73419 x 107!
=1 s=1
Error—RMS:
M N
error—RMS = (ZZ U, &) — u(x, £)(CW)P)T = 9.66773 x 10713
2k
=1 s=1

(b)
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u(x, t) (CWCM) ux,t)
t
0.8 0.6 t
) ““\\9'\4_\“-2 0.0 , e 0 0.0
| i

0.0z

|

0.0z

0.8 ().(:N,“ﬁ =
- R0 04702 0.0

X

m Ejemplo 4.2.3. Ecuacion Generalizada de Burgers-Huxley. [CELI16]

Sea la ecuacion lineal generalizada de Burgers-Huxley

U+ ul Uy — Uy =,Bu(1—u§)(u‘5—y),
sujeta a la condicién inicial:

1

u(x, 0) = 2 + % tanh(a; x)|°

y a las condiciones de frontera:
1 1

u(0, 1) =2+ 2 tanh(-ay a )]7, u1, 1) = |2 + L tanh(a;(1 -z ))]7, ¢ = 0

La solucidén exacta viene dada por
1

uCx, t) = [ 2 + 2 tanh(a, (x - a, 1))]°.

Tomando {a, S, ¥, 6} = {-0.1, 0.1, 0.001, 4} se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de

Chebyshev con un nivel méximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la soluciéon numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
X, tg, u(xg, t;) (HWCM), u(xg, t,) (exacta), e = |u(x;, t;) (HWCM) — u(x;, ).

(iv) Haéllense el error absoluto (e), el error local estimado (d¢x) y €l error global estimado

(O-ex)-
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SOLUCION

(a)

Ecuacién Parabdlica no lineal (EDP). Ecuacién de Burgers-Huxley

Método de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

u(x, 0) = f(x)
u(0, 1) = go(t) u(l, 1) =g (t)

x € [0, 1]
te |0, T]

{ut+au"ux—uxx=,8u(l—u")(u"—y) xe[0,1] telo,T]
(P)=

u®hx, 1) = 0.1u0x, ) ulx, H* + 0.1 (1 - ux, %) (utx, 0% - Y ux, O + u?0(x, 1) xe[01]te[0, T]

(P)=

[u(x, 0)=<4/

2000

tanh(0.000303549 (x+0.)) 1 ]

tanh(0.000199954 t)

2000

1
[u(O,t):C/M—

[A,B] = [0,1]
{k, 2k)= {3, 8}
M= 2
M-1 1

2000

(intervalo x)

(méaxima resolucién)

(max. grado polinomio)

2000

1

tanh(0.000303549 (1-0.658721 1))
ul, = {‘/ + —

2000

x e [0,1]

] te [0, T]

n=1,2,--2% {1,2,3,4,5,6,7, 8}

(@, B,y 6) = {—0.1, 0.1, ﬁ 4}

N = 5 (no intervalos t € [0, 1])
Error L.:
error—-L,, = Max (Ju(x, ty) — u(x, t,)(CW)|) = 4.71845 x 10714
1<s<N
1<l<2* M
Error—L;:
M N .
error—L, = (ZZ lu(x;, t,) — u(x, t)(CW)P)z = 1.89311 x 1073
=1 s=1
Error—-RMS:
1 2*M N )
error—RMS = —(ZZ lu(x, t,) — u(x, t)(CW)PP)z = 2.36639 x 10723
2“ MxN I=1 s=1

(b)
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ux, t) (CWCM)

ux, )

4.2.3. Ecuacion de Burgers-Fisher

m Ejemplo 4.2.4. Ecuacion de Burgers Fisher. [Tesis17]
Sea la ecuacion de Burgers-Fisher
U + @ Ul Uy — Uy =,8u(1—u5),
sujeta a la condicién inicial:
u(x, 0) = |2 + % tanh(ay x)]i?
y a las condiciones de frontera:

u(0, 1) =2 + 2 tanh(-ay a; H)]°, u1, ) = |2 + L tanh(a;(1-az 0))]°, ¢ = 0

La solucién exacta viene dada por

S

uCx, 1) = |2 + 2 tanh(a; (x - a, 1))
Tomando {e, B, v, 6} = {0.01, 0.01, 1, 1} se pide:

(a) (i) Calculese la soluciéon numérica aproximada con el método de Wavelets de
Chebyshev con un nivel méximo de resolucion J.

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
X, ts, u(xy, t) (HWCM), u(x;, &) (exacta), e = |[u(x;, t) (HWCM) — u(x, ).

(iv) Hallense el error absoluto (e), el error local estimado (dex) y €l error global estimado
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(O ex)-

SOLUCION

(a)

Ecuacion Parabdlica no lineal (EDP). Ecuacién de Burgers-Huxley
Método de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)
ut+au§ux—uxx=,8u(1—u5)(u‘5—)/) xel0,1] te]0, T]
P)=1 u(x, 0)=f(x) x e [0, 1]
U(O, t) = gO(t) u(la t) = gl(t) te [Os T]
u®Y(x, £) = 0.01 (1 — u(x, H) ulx, t)—0.01 urOx, 1) ux, t) + u?9(x, )
(P) = (u(x, 0) = 3 tanh(0.0341274 (x+0.)) + 3 )
(u(0, ) = 5 - 3 tanh(0.00267064 1) u(l, £) = > tanh(0.0341274 (1 — 0.0782549 1)

[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
(k, 2k)= {3, 8} (maxima resolucion)
M=
M-1 1 (méx. grado polinomio)
n=1,2,--2% {1,2,3,4,5,6, 7, 8
{a, B,y,6) = {0.01, 0.01, 1, 1}
N = 5 (n° intervalos t € [0, 1])

Error L:

error—L,, = Max (Ju(x, ty) — u(x;, t))(CW)|) = 3.09466 X 1077

1<s<N
1<l<2k M
Error—L,:
kM N )
error—L, = (ZZ U, ) — u(x, t)(CW)PP)7 = 1.24261 x 107
=1 s=1
Error—RMS:
XM N .
error—RMS = —(ZZ lu(x, t,) — u(x, t)(CW)2)z = 1.55326 x 10~
2kMxN &
(b)
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ulx, t) (CWCM) uix,t)

t
0.80.6 0.4 02 g0

m Ejemplo 4.2.5. Ecuacion de Burgers Fisher. [Tesis17]
Sea la ecuacién de Burgers-Fisher
U + @ U’ Uy — Uy = Bu(1-u’),
sujeta a la condicidn inicial:
ux, 0) = [ + 2 tanh(ay x)]
y a las condiciones de frontera:
u(0, t) =2 + 2 tanh(-a, a, t)] u(l, 1) = [ X + 2 tanh(a,(1 - a, t))]§ >0
La solucidn exacta viene dada por
ux, t) = [ + 2 tanh(a; (x — a; t))]
Tomando {a, S, ¥, 6} = {1, 3, 1, 2} se pide:

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de

Chebyshev con un nivel méximo de resolucion J.
(ii) Represéntese la soluciéon numérica u(x, t) obtenida con el método HWCM.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:
Xy, tg, u(x, ty) (HWCM), u(x, tg) (exacta), e = |u(x;, t;) (HWCM) — u(x, t)|.

(iv) Hallense el error absoluto (e), el error local estimado (dex) y €l error global estimado

(O ex)-
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SOLUCION

(a)

Ecuacion Parabdlica no lineal (EDP). Ecuacion de Burgers-Huxley

Meétodo de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

u,+wu5ux—uxx=ﬁu(1—u§)(u§—y) xe[0,1] telo,T]
P)=9 ux, 0) = f(x) xe0,1]
u(0, t) = go(t) u(l, t) = g () telo, T]

(P)=

u®Vex, ) = -0, Hucx, H? +3 (1-utx, H2)uex, H+u>O, 1

1 1 1
[u(x, 0) =\/;tanh(g(—2+2\/ﬁ)x)+; ]

12

(w00 = 2= L L (2eav57) (S L ovm ) we= (L o2 ) - (e L)t | e

xe(0,1]te [0, T]

xe[0,1]

[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{k, 2k}= {3, 8} (méaxima resolucion)
M= 2

M-1 1 (max. grado polinomio)
n=1,2-2% (1,2,3,4,56,7,8)
{@, B,y, 6} = {1,3,1,2}

N= 5 (n° intervalos t € [0, 1])

Error L:

error—Lo, = Max (Ju(x, t;) — u(x, t)(CW)|) = 3.99339 x 1072

1<s<N
1<l<2¥ M
Error—L,:
M N )
error—L, = (ZZ lu(x;, ) — u(x, t)(CW)P)? = 1.86124 x 10~
=1 s=1

Error—-RMS:

2*M N
error—-RMS = ——

=1 s=1

v N(ZZ u(a, £,) — 10, L)(CW)P): = 2.32655 x 103
X

(b)
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u(x, t) (CWCM) ux,t)
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4.2.4. Ecuacion de Klein-Gordon. Condiciones tipo Dirichlet

Se van a estudiar las ecuaciones de Sine-Gordon y Klein—-Gordon con varios valores
iniciales. Los fendémenos no lineales se producen en una amplia variedad de aplicaciones
cientificas, como la fisica del plasma, la fisica del estado solido, la dindmica de fluidos y la
cinética quimica. Existe un creciente interés en la teoria de ondas solitarias (solitary waves),
y se ha utilizado una amplia gama de métodos analiticos y numéricos en el anélisis de estos
modelos cientificos [HARI11c], [SHIR16b].

Se considera la ecuacion Klein—-Gordon no lineal:

0*u u
— ta— +oW) =nK, 1)
ot 0x? (4.2.17)

Uy t(xs t) +a uxx(xa t) + ¢(u(x7 t)) = n(x’ t)
en donde la funcién ¢ puede ser no lineal. Dadas las condiciones iniciales y las condiciones
de contorno se tiene el siguiente problema:

U+ QU+ Bu+yu"=nkxt) xe(©,1) tel0, T]
(P)= 1 ulx, 0)=f(x) ulx,0)=gx) xel0,1] (4.2.18)
M(O, t) = gO(t) u(la t) = gl(t) t>0

donde n(x, t), f(x), g(x), go(t), g1(t) son funciones conocidas.
Si ¢p(u) = uyn(x, t) = 0 se tiene la ecuacion lineal homogénea de Klein—-Gordon:

U+ U +Uu=0 xe(0,1) tel0, T]
P)= 1 ulx, 0)=f(x) ulx, 0)=gx) xel0,1] (4.2.19)
M(O, t) = gO(t) u(19 t) = gl(t) t>0

Se detalla el algoritmo de Colocacién Wavelet de Chebyshev (CWCM) que permite dar

una solucién numérica a la ecuacion de Klein—-Gordon no lineal (EDP).
Método CWCM

oo //
1. Se busca una solucién donde u (x, t) se pueda representar como una expansion en

términos de las funciones Wavelets de Haar:

2k M-1 k:l’ 2’
D= Y Y CamUam@) = CTHR) { n=1,2, -, 2K
n=1 m=0 m:O’ 1’ ...’M_l

te [tS’ tS+1] X e [05 1]
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W1,0(X)
Y11 (%)

Yipm-1 (X)
W2 0(X)
Yo (%)

ot
u (x, )= (Cl’(), C1,15 «+s CLM-15 "% c2k,0’ c2k,1’ Tty c2k,M—1)‘

Yom-1 (X)

wzk,o (X)
wzk,l (x)

wzk, M-1 (x)

donde « y ’ significan respectivamente, la diferenciacion respecto del tiempo ¢ y de la
variable espacial x, y el vector fila de coeficientes Wavelet CTes constante en el subinter-

valo t € [t;, tgi1].

Los coeficientes Wavelets de Chebyshev son constantes en todo el subintervalo

te [ts’ ts+1]-
”

2. Se integra la ecuacion u (x, t) con respecto a la variable ¢t dos veces en los limites

[ts, tser]:
e // 2k M-1
fu (x, Mt:f D CamYnm) |dt
s s n=1 m=0
o/ 2k M-1 o/
@u (6 0 =(=1) D) D CamYnm@) +1 (X, L)
n=1 m=0

28 M-1
1 (x, b dt = t—t, W0 1 (1) | dit
fu(x) fts( ) D D CamYnm®) + 1 (x, 1)

S n=1 m=0

1 2k M_l /4
byu’(x, t) = — (t—t,)* am Unm t—t, , )+ U (x, t).
(byu"(x, t) 2( )ZZC Vpm@) + (=t u (X, tg) +u”(x, t)

n=1 m=0

Yy/4
Se integra dos veces la expresion de u (x, t) respecto de x en el intervalo [0, x]:

X etz
I fu (x, )dx =
0
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f (ZZ D cnmwnm(x)] > W= i le Cam Pam®) +12 (0, 1)

n=1 m=0 n=1 m=0

X 0er 2 M-
, D dx = CnmPnm 0,0|d
Lu(x ydx f[zllmz: p (x)+u( )] X

2k M-1

©UC =Y > Cam Qum06) +X 1L (0, 1) +0(0, ).

n=1 m=0
Se vuelve a integrar respecto de la variable ¢ dos veces:

2k M-1
ux, t)dt = Qw00 +X 1L (0, )+ 1100, 1) | dt
fu(x) f;(ZZc Qnm(0) +X 1 (0, 1)+ Ul )]

* \n=1 m=0
@ ux, 1) =
2k M-1 o/ o/ . o o
(t—1) (Z > Caman m(x)) £ |00, =1 (0, )]+ 10, )= u(O, ) +uCx, )
n=1 m=0

y al integrar de nuevo con respecto de ¢ se obtiene

le(x, tdt =
2

2 M-
(t—t m dnm t 0, t 0, t, 0, t 0, t,
f[ )[ZZc q (x>)+u(x D+x |10, 0-U (0, )]+ 100, 1) -0, £

S =1 m=0
dt
2k M-1
(&) ux, ) = —(t—ts) [Z > cnmqnm(x>)+u(x £5) + (= £5) (X, t)
n=1 m=0

+x [u’(o, B —u'(0, ;) — (t—t,) 1t (O, ts)] +u(0, £) — u(0, t,) — (t—t,) u(0, t,).

En resumen, se tienen las expresiones:

2k M-1

@ D= (1) D D Com Ym0 +1 (1)
n=1 m=0
2k M-1
B)u'ex, b=~ (t—ts> 3 Com Um0+ (E =) 1 (x, ) +uCx, 1)
n=1 m=0
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2k M-1
(@ U, )= > Cum qum@) +XU (0, ) +u(0, 1)
n=1 m=0
. koM-1
(d)ulx, ) = (t-1ty) [Z D cam qnm(x>)+
n=1 m=0
x [0, 0= 0, 1]+ 10, =140, 1) +1utx, )
1 2F M-1 .
(@ uee, == (t- 1)’ [Z D Cam qnm(x>)+u(x, £) + (£ = 1) U, £)
n=1 m=0

+x [u’(o, £) =1/ (0, t,)— (t—1,) 1L (O, ts)]

+u(0, ) — u(0, t,) — (t—t) u(0, t,).

3. Se aplican las condiciones de contorno del problema, y se obtienen las funciones:

u(0, 1) = go(t) = { “(0.H=g(®

(CC) = u(0, ) =go ()

ul, =g = {ff(l’ e

ul, t) = g ()

4. Se evaluan las expresiones u(x, t), ﬁ(x, Ny it(x, t) en x = 1, obteniéndose:

n=1 m=0

1 2k M-1 .
1, t)= —(t—t,)? o Onm(1 1, t) +(t—t)u(l, t
(ud, =" )(ZZc q (>)+u( ) (-t u(l, &)

gl(t) gl(ts) g.l(ts)

+(1) [u’ ©, )=’ (0, t,) — (t—t,) 11 (0, ts)] +u(0, ) =1 (0, t)—(t—t,) 1 (0, t,)
A 8o(t) 8o(ts)

go(ty)

= u/ (0’ t) — u, (Oa tS) =
A

1 2k M-1
- -y (Z > am qnm(l)] +81(0) — 81(6) — o(t) + golty)

n=1 m=0

~ (0= )] g1(8) ~ Bot) — 1 O, 1)

2k M-1

O, 0= > Cam Qun(D)+ D) 0, D+ (0, 0

n=1 m=0

g0 go(0)
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2k M-1
> U000 =-> > CamGum(1)+81(0)—Lolt)
B n=1 m=0

dud,t) =
g.l(t)

28 M-1
(t-t) {Z > Cam qnmm) + 0 © - © ©)]+uO,D-u© K+ 1)

n=1 m=0 C g.o(t) g.o(ts) g.l(ts)

2k M-1
> w0 D-u O )=—(-1) [Z D Cum qnm<1>)+g1(t)—gl(ts)—go(t>+go(ts>

C n=1 m=0

5. Se discretizan los resultados con la sustitucion x - x; y t - 1, siendo t; los puntos
temporales en [0, T] y x; los puntos de colocacion de las Wavelets de Chebyshev en el

intervalo x € [0, 1]:

T k
At=— = t;=(-1)At s=1,2,---,2"M
N
=1,2, -2k
1 M+ -in
= (o1 L2207
2k+1 M+1
i=1,2,---, M

Xpi = {00, X, o b = {0} 1=1,2, -, 2 M.

Se deducen las expresiones siguientes, teniendo presentes las expresiones A, By C:

2k M-1
/4 /4
(@) U (% t1) = (b1 =) D > Com Ynm8) + 1 (X, £)
n=1 m=0
(b.1)u"(x, ts4) =
1 2k M_l /4
5 (ts41 — ts)2 Z Z Com Wnm) + (e — ) U (X, L) + u”(xla ts)
n=1 m=0
2k M-1
B = _Z Z Cnm qnm(l) +g1(t) —go(t)
n=1 m=0
2k M-1 ,
(DU ) = D0 > Cam GumD +X; (0, tys1) +U(0, tiy)
n=1 m=0 B=—-32 Y™ ey D+ (-8  goltser)
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2k M-1
= u(xla ts+1) = Z Z [cnm an m(xl) —Xi1Chmqn m(l)]
n=1 m=0

+X (gnl(ts+1) - g.;)(tsﬂ)) + g.:)(tsﬂ)

03[ 10, o) = u (0, 8|+ 20, 1)~ 1 (0, £) + U, 1)

c o(tsn) go(ty)

ko M-1
C==(t=t)[ > > cumGnm) [+81(t) — g1(ts) — o(t) + Golty)

n=1 m=0

2k M-1

S UGG ) = (=) | Y Y Cum Gum)

n=1 m=0

2k M-1

01 [~ =1 D D cam Gum@) [+ £1(0) — g1(t5) — got) + ol |

n=1 m=0

+U (09 ts+1) —u (0, ts) + u(xl, ts)

o(ts1) (L)

. 2k M-1
> UM b)) = (G — £) (Z > cnmqnm(x»)

n=1 m=0
ko M-1
_(ts+1 - ts) X Z Z Cnm qn m(]-)
n=1 m=0
+X [él(ts+1) - g.l(ts) - g.O(ts+1) + g.O(ts)]
+g.0(ts+1) - g.O(ts) + l:l(xla ts)-

1 2k M-1 .
(e UK t1) = = (sea =807 D ) Cm Gnm0) |+ 106 1) + (b1 = 1) U, 1)

n=1 m=0

+5 [ (0, tg1)—u’ (0, ty) — (tse1 —t) u (O, £)]
A

D
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+U (09 ts+1) —u (0, ts) - (ts+1 - ts) u (O’ ts)
gO(ts+1) gO(ts)

o(ty)

W0, )= (0, t) — (t—t) 1t (0, £,)
A

D

1 2k M-1
=—5(t—ts)2[ Z CnmCInm(l)]+

n=1 m=0

21(0) = &1(t5) — 8o(8) + golt) — (t— )| 189 — 8ol

=
1 2k M-1
— 2 y
UG, ) = S (s =6 D D, Cam Gum@) |+ U 1) + (511 = ) U0, 1)
n=1 m=0

1 2k M-1
+xl[_ 5 (ts+1 - ts)z ( Z Cnm Qqn m(l)]

n=1 m=0

+ 81(651) — £1(85) = Goltse1) + 8o(ls) = (ts.1 — £)[1(85) — &o(ty) |

]

+8o(tse1) — 8olts) — (te1 — 1) 8o(ty)

a. Resumen de expresiones:

2k M-1
(@) U (% t1) = (b1 =) D D Com Ynm0) + 1 (X, £)
n=1 m=0
(b.1D)u"(x, ty1) =
1 2k M_l /4
5 (ts1 — ts)2 Z Z Com WnmX) + (b1 — L) U (g, L) + u”(xla L)
n=1 m=0
. 2k M-1
(c.1) u(x, tgq) = Z Z [Chm QnmXD) =X Com Qnm(D]
n=1 m=0

+X (gnl(ts+1) - g.;)(tsﬂ)) + g.:)(tsﬂ)
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2k M-1
(d.1) uC, tn) = o1 =6 | D° " Cum GumD)
n=1 m=0
ko M-1
_(ts+1 _ts)xl Z Z Cnm Qnm(]-)
n=1 m=0

31 [€1(t21) — €1(65) — Goltse) + Go(t)|

+8o(tse1) — Golty) + 10X, 1)

1 2k M-1 .
(e DUk, 1) = = (g =17 | D > Com Gum(0) |+ UCH, 1) +(fi = £5) U, 1)
2
n=1 m=0
1 ko M-1
+xl[_5 (ts+1 - ts)z Z Z Cnm Qqn m(l)
n=1 m=0

+ 81(651) — £1(85) = Goltse1) + 8olls) = (tse1 — £)[1(85) — &o(ty) |
+80(t541) = 8o(0) = (f541 — £5) Gol)

6. En el siguiente esquema se evalua el paso del tiempo de ¢, a ¢, para tratar la no lineali-

dad de la ecuacion EDP:

U+ QU+ Bu+yu” =nx, t)
. ) ) (4.2.22)
= UlXy, L) Fau (g, b)) + Bulxg, o) +y (WX, ti1))” = (X, L)

7. Ecuacion iterativa de 1a EDP.

Se sustituyen las expresiones u(x, tgy1), U” (X, tsr1), y U(xy, ts1) en la ecuacion de la

EDP anterior:

2k M-1
Z Z [cn m qn m(xl) —XICam qn m(l)] +X (gl(ts+1) - gO(ts+1)) + gO(ts+1)
n=1 m=0
1 2k M_l o/
t+a {_ (P ts)z Z Z Com WnmX) + (b1 — L) U (O, L) + u'”(xl’ ts)}
2 n=1 m=0
1 2k M-1 .
+ﬁ {5 (ts+1 - ts)z ; mzz;) Com Qn m(xl) + u(xla ts) + (ts+1 - ts) u(xl, ts)
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k
1 M-1
+xl[_ 5 (ts+1 - ts)z ; r;) Cnm qn m(l)

+ 81(t51) — 81(85) — Golten) + Bolty) = (tse1 — £)[&1(85) — &o(ty)|

]

+ 8oltse1) — olts) = (s = £5) Gols) |

2k M-1

1 .
+y {5 (fg11 — 1)’ (Z D Cum qnm(xz)J F U, L) + (g1 = B) UX, 1)

n=1 m=0

ko M-1
+xl[_ % (ts+1 - ts)2 {Z Z Cnm qn m(l))

n=1 m=0

+ &1(t1) — 1(05) — Zoltsen) + Zo(ky) = (51 — )] €1(¢) — Zolty)|

]

+ oltee1) — olt) — (e — 1) Golts) | = Mxs, L.

a. La ecuacidn iterativa estd formada por un sistema no lineal formado por (2" M)
ecuaciones (2“M puntos x; y 2°M puntos t) y 2° M incognitas: los coeficientes
Wavelet de Haar {c, ), n=1,2, ---, 25, m=0, -, M- 1.

b. Se calculan los coeficientes Wavelets {c, ,,} en cada intervalo (¢, t;,1] con un método
numeérico que resuelva sistemas no lineales de ecuaciones:

» Método de “Affine Covariant Newton”.

» Método de Newton.

Los coeficientes Wavelets {c,,} se van calculado sucesivamente para
s=1,2, -, 2M-1.

c. Se resuelve la ecuacion iterativa y para ello se necesitan las funciones iniciales

siguientes:

[ W 0) 1060 g G g &

d. El proceso se inicia con las condiciones iniciales y las condiciones de contorno

dadas que dan lugar a las funciones iniciales:
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u(x, t) = ux, 0) = f(x)
u, 0)=f0x) = Uk t)=uk0=fXx)
u”(x, ) =u"(x, 0) = f"(x)

(€h= (X, 1) = U, 0) = gx)
U (5, 0)=g) > 3 u/(x, ty) =1 (g, 0) =X
u(x 0) =1 (x, 0) = g/ ()
u©, 1 =go(t) > { 1O 0=80
(CC) = u.(O, t):g.o(t)
ul, =g = { w0 =80
u(l, t) =g (t)
e. En cada iteracion s = 1, 2, ---, 2 M — 1 o intervalo de tiempo (f, ts1], conocidos los

coeficientes Wavelet de Haar, c(i), se calculan los valores de las expresiones que dan

lugar a las soluciones aproximadas en los diferentes niveles de tiempo:

I UG, 1) WO 1) W fe)  UOG 1) O, ).
8. Solucion numérica del método CWCM.
La tabla de valores u(x, t;,1) representa la solucion numérica de la ecuacién en
derivadas parciales (EDP).
m Ejemplo 4.2.6. Ecuacion Lineal Homogénea de Klein-Gordon. ([HARI1l1c])
Sea la ecuacion lineal de Klein-Gordon con las condiciones iniciales y de contorno dadas:

{as ﬁ: y’ n, n} = {_1’ _17 07 17 0}

U (X, 1) — Uy (X, 8)—ulx, t) =0 xe(0,1) te]0, T]
P)=3 ux0=fx)=1+sen(x) u;(x,0)=gx)=0 xe€][0,1]
M(O, t) = gO(t) u(la t) = gl(t) t>1

La solucidén exacta viene dada por la expresion:
u(x, t) = sen(x) + cosh(r).

(a) (i) Calculese la solucion numérica aproximada con el método de Wavelets de
Chebyshev (CWCM) con los parametros: {k, M, N} = {3, 2, 5}.

(ii) Represéntese la solucion numérica u(x, t) obtenida con el método CWCM vy la

solucion exacta.
(iii) Créese una tabla de valores en el intervalo x € [0, 1], t € [0, 1] con los datos:

Xp, ts, uxy, ts) (CWCM), u(x;, &) (exacta), e = [u(x, t;) (CWCM) —u(x;, ).
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(iv) Hallense los errores L, L, y el error RMS.

SOLUCION

(a)

ulx, t) = cosh(¢) + sin(x)
U+ @ Uy + BUu+yu" = 0
n= 0
{a, B,y,n,n} = {-1, -1, 0, n, 0}
u(x,0)= sin(x)+1
(ut(x, 0)= 0 )
u(,t) = cosh(t)
(u (1,t) = cosh(t) +sin(1) )

{0, 0}

Ecuacion de Klein—-Gordon (Dirichlet)

Método de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

U+ auyx+Bu+yu"=nixt) xe(©,1) telo, T]

P)=q ulx 0 =fx) ulx, 0)=gx) xel0,1]

O, ) =go(t) u(l,)=g(®) >0

—ulx, ) +u®?(x, t)—u®Ox, t) =0 xe[0,1]te [0, T]
(P) = (ux, 0)=sinx)+1 u;x,0)=0) x € [0, 1]
(u(0, t) = cosh(t) u(1, t) = cosh(t) +sin(1)) te [0, T]
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{k, 2k)= {3, 8} (maxima resolucion)
M=
M-1 1 (méx. grado polinomio)
n=1,2--2% {1,2,3,4,5,6,7,8)
{a, B,v,n,n} = {-1,-1,0, 1, 0}
N = 5 (n° intervalos t € [0, 1])
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Error L:
error—L., = Max (lu(x, t;) — u(x, t)(CW)|) = 7.99361 x 107>
1<s<N
1<l<2k M
Error—L,:
M N )
error—L, = (ZZ (g, £) — ula, t)CW))? = 9.65971 x 1071
=1 s=1
Error—-RMS:
1 M N .
error—RMS = —(ZZ (g, £) — uCa, t)(CW)P)? = 1.20746 x 10716
2XMxN =
(b)
u(x, t) (HWCM) u(x, t)
. 1.0 . 1.0

A /4[\-__

i

.

m Ejemplo 4.2.7. Ecuaciéon no Lineal y no Homogénea de Klein-Gordon. ([SHIRI16b])
([LI11]) (IDEHGO09])

{a, B, v, n, p}y ={-1,0, 1, 2, —x cos(t) +x* cos*(t)}  {k, M, N} = {2, 2, 5}
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U (X, 1) — Uy (6, £) +U(x, t) = —x cos(t) +x% cos?(t) xe(0,1) te]o, T]
P)=qu0)=fx)=x wkx 0=g8x) =0 x e [0, 1]
u(0, ) = go(t) =0 u(1, t) = gi(t) = cos(t) t>1

La solucion exacta es:

u(x, t) = x cos(t).

ux, t) (CWCM) u(x, t)

LOTN

\ %

().()‘ nn
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SOLUCION
(a)
ulx, t) = x cos(t)
Uit + QU+ Bu+yu' = x cos(t) (x cos(t) —1)
n= x cos(t) (x cos(t)—1)
{a, By, n, ) = {-1,0, 1, 2, x* cos*(t) — x cos(t)}
ux,0)= x
(ut(x9 O) = 0 )
u,t = 0
(u (1,t) = cos(t) )

{—0.193961, —0.193961}

0.125 0.0620124
0.125 0.124025
0.125 0.186037
0.125 0.248049
0.125 0.310062
0.125 0.372074
0.125 0.434086
0.125 0.496099
0.125 0.558111
0.125 0.620124
0.125 0.682136
0.125 0.744148
0.125 0.806161
0.125 0.868173

S5 2N oE 2w B2 ®iv Gl vk SN e Slu Bi= S|e o= 5]

0.125 0.930185
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Ecuacion de Klein—-Gordon (Dirichlet)

Método de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

P)=q ulx 0 =fx) ulx, 0)=gx) xel0,1]
U(O, t) = gO(t) u(19 t) = gl(t) t>0

P)=

(ux, 0)=x ux,0)=0)
(u0,t) =0 u(l,t) =cos(t))

[4,B] = [0, 1]
{k, 2k}= {2, 4}
M = 2
M-1
n=1,2,--,2 {1, 2, 3, 4}
{@, B,yv,nmb= {-1,0,1, 2, x* cos*(t) —x cos(t)}
N = 5

Up+a Uy +LBu+yu"=nix,t) xe(©,1) telo, T]

ulx, 1?2 +u®?x, t)—u®(x, t) = x? cos?(t) —x cos(t) xe[0,1]t < [0, T]

xe[0,1]
te |0, T]

(intervalo x)
(maxima resolucién)

(méx. grado polinomio)

(n° intervalos t € [0, 1])

Error L:
1=<s<N
1=<i<2* M
Error—L,:

M N

error—L., = Max (lu(x, ty) — u(x, t;)(CW)|) = 1.9984 x 107>

1
error—L, = (ZZ (g, t) — uCx, t)(CW)P)? = 2.22363 x 1071

=1 s=1
Error—RMS:
1 XM N .
error—RMS = —(ZZ lu(x, t,) — u(x, t)(CW)2)2 = 5.55907 x 1077
2XMxN H=
(b)
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u(x, t) (CWCM) u(x, t)
1.0
0.8 y
! 0.6 47— /.f,
0.4 | e 0.5~
// | '/ |

m Ejemplo 4.2.8. Ecuacion no Lineal y no Homogénea de Klein-Gordon. ([YASE12])
{e, By, n,m={-1,0,1, 2, x* *} {k, M, N} = {2, 2, 5)

U (6, 1) — Uy 0, 1)+ UA(x, £) = X xe(,1) telo, T]
P)=] u@, 0 =fx)=0 ulx,0)=gx)=x xel0,1]
w0, = go()=0 ul,H=g@®) =t t>1
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La solucion exacta es:

u(x, t) = cos(x) cos(t).

u(x, t) (CWCM) ux,t)

08 ¢ 10
0.6 47— AT
0.4

P

0.6
\‘\
u0.4\
0.2}
0.0).
SOLUCION
(a)
ux, t) = tx
Ui+ Qg+ fu+yu' = t? x?
n = £2 2
{a/’ ﬁa Y n, n} = {_1, 0, 1, 2, t2 x2}
( ux, 0) = 0)
u(x,0)= x

oy

{0.0225, 0.0225}
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0.125 0.0078125
0.125 0.015625
0.125 0.0234375
0.125 0.03125

0.125 0.0390625
0.125 0.046875
0.125 0.0546875
0.125 0.0625

0.125 0.0703125
0.125 0.078125
0.125 0.0859375
0.125 0.09375

0.125 0.101563
0.125 0.109375

0.125 0.117188

S5 N on rlw B2 viv Gl Pk SN ®w Slu sk S|e o= 5]

Ecuacion de Klein—-Gordon (Dirichlet)
Método de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

U+ auyx+LBu+yu"=nixt) xe(©,1) telo, T]
(P)=4 ux, 0)=f0) ulx, 0)=gx) xel0,1]
u(0, t) = go(®) u(l, t) =gi(t) t>0

ux, % +u®?x, ) -u®9x, 1) =*x* xe[0,1]te [0, T]
(P) = (ux, 0) =0 wu(x,0) =x) xe|0,1]
(u(©0,0))=0 u,fn=t) te [0, T]
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{k, 25}= {2, 4} (maxima resolucién)
M = 2
M-1 1 (méx. grado polinomio)
n=1,2,-,2 {1, 2, 3, 4}
{@, By, = {-1,0,1, 2, *x?}
N = 5 (n° intervalos t € [0, 1])
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Error L:
error—L., = Max (lu(x, t) — u(x, t)(CW)|) = 1.11022 x 1071
1<s<N
1<l<2* M
Error—L,:
M N )
error—L, = (ZZ (g, t) — uCx, t)(CW)P)? = 2.12535x 1071
=1 s=1
Error—-RMS:
M N
1 .
error—RMS = —(ZZ lu(x, t,) — u(x, t)(CW)PP)z = 5.31338 x 10718
2XMxN =
(b)
u(x, ) (CWCM) u(x, t)
0.8 t LO
Y
0.4 /// | § , 0.5 ~

m Ejemplo 4.2.9. Ecuacion no Lineal de Klein-Gordon. ([DEHGO09]) ([LI11])

{a, B, v, n, n} ={-2.5, 1, 1.5, 3, 0} {k, M, N} ={2, 2, 5}

U (6, ) — 2.5 Uy (6, ) +ulx, )+ 1.5, )=0 xe(0,1) tel0, T]
(P)= 1 u(x, 0)=f(x) ugdx, 0)=gx) x e [0, 1]
u(0, t) = go(t) u(l, 1) = gi(t) t>1

La solucion exacta es:
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ux, t) = [5 tg( 2(;fc2) (x+ct)] c=0.5.

u(x, ) (CWCM) u(x, t)

SOLUCION
(a)
ux, t)= 0.816497 tan(0.471405 (0.5 t + x))
U+ @ Uy + Bu+yu = 0.
n= 0
{a, B,v,n,n} = {-2.5,1, 1.5, 3, 0}

( u(x,0)= 0.816497 tan((0.471405 + 0. ) x) )

u(x,0) = 0.19245 sec?(0.471405 (x + 0.))
( u(,t) = 0.816497 tan(0.235702 ) )
u(l,t)= 0.816497 tan(0.471405 (0.5t + 1))

{0., 0}
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0.125 0.0481683
0.125 0.0723573
0.125 0.096673
0.125 0.121159
0.125 0.14586

0.125 0.170823
0.125 0.196095
0.125 0.221728
0.125 0.247774
0.125 0.27429

0.125 0.301337
0.125 0.328978
0.125 0.357284
0.125 0.386329

0.125 0.416196

S5 N on rlw B2 viv Gl Pk SN ®w Slu sk S|e o= 5]

Ecuacion de Klein-Gordon (Dirichlet)

Método de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM)

ux, 0= wx 0=¢gx) xe€l0,1]

Ut + @y + fu+yu=nkx,t) xe(,1) telo, T]
(P) E{
u(0, 1) =go(t) u(l, t)=g ) t>0

(P) =

1.5u(x, )3 +ux, )+ u®?(x, ) - 2.5u?Vx, ) =0 xe[0,1]1te[0, T]
[ (u(x, 0) = 0.816497 tan(0.471405 (x + 0.)) u,(x, 0) = 0.19245 sec2(0.471405 (x + 0.)) ) xe[0,1]
(u(0, ) = 0.816497 tan(0.235702 1) (0, £) = 0.816497 tan(0.471405 (0.5t + 1)) ) telo,T]
[A, B] = [0, 1] (intervalo x)
{k, 2k1= {2, 4 (maxima resolucion)
M= 4
M-1 3 (max. grado polinomio)

n=1,2,-,2k {1,2,3,4)
{a, B,y,n,n} = {=2.5,1, 1.5, 3, 0}
N = 5 (no intervalos t € [0, 1])
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Error L:
error—L,, = Max (Ju(x, ty) — u(x;, t)(CW)|) = 2.05882 x 1072
1<s<N
1<I<2* M
Error—L,:
XM N )
error—L, = (ZZ lu(x, t;) — uCx, t)(CW)?)2 = 3.62474 x 1072
=1 s=1
Error—RMS:
1 2*M N .
error—RMS = —(ZZ (g, t) — uCa, t)(CW)P)? = 4.53092 x 10~
2*MxN 53
(b)
u(x, t) (CWCM) u(x, t)
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Capitulo 5

5. Resultados Numeéricos

5.1. Introduccion

En este capitulo se empleardn los métodos introducidos previamente para resolver distintos
ejercicios con el fin de determinar que método es mas preciso. En este caso, se emplearan
distintos errores y en alguna ocasion incluso algun grafico, para evaluar la diferencia entre

el modelo ajustado y la solucion real.

5.2. Ecuacion Parabdlica de Burgers—Huxley

B Problema 5.2.1. Ecuacion de Burgers-Huxley.

Sea el problema con la ecuacion de Burgers-Huxley:
Uy =— U Uy + Uy + Bu(1-u’)(u-y) x € (0, 1)

(P)={ u(x, 0)= (% + % tgh(a; x))° x e (0, 1)
u©, =2+l tght-a1 @ 0)° u@, n=(2+2tghe1-a0))’ t=0
y la solucién exacta dada por:

ulx, t) = (2 + 3 tgh (e x—az 1))°

donde
S +6y P+4 B(1+9) _ ay (1+6-7) (_a_  @*+4 5 (1+0) )
a = 4(1+9) Yy @=15" 2(1+9)

y los valores: {a, B, v, 6} = {1, 1, 0.001, 1}.
Se aplican los siguientes métodos:

(a) Método de Perturbacién de Homotopia (HPM) tomando los términos de la solucion

aproximada n = {1, 2, 3}.
(b) Método de Colocaciéon Wavelets de Haar (HWCM) con la méaxima resolucién:

J=1{1, 2, 3}.
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(c) Método de Wavelets de Chebyshev (CWCM) con los pardmetros:.
{k, M, N} ={{2, 1, 5}, {2, 2, 5}, {2, 4, 5}, {1, 6, 5}}.

Indicacion: H(v, p) = (1 -p)[v; ]+ p[vt —Vyx + @V v, — B V(l - Vé) (V(S - 7’)] =0.

ux,t)

0.0005
u
0.0004
0.0004
]
0.0
X
SOLUCION
(a)
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ux, )
0.0
i‘y(‘).‘()mmo_! 05
1.0
0.0005000 u ‘;
|
|
|
’!
|
(b)
HPM n=1 n=2 n=3
L. 2.08177x 107 2.08178 x107*  1.0842 x 107 1?
L, 2.32783x 107 3.6338x10°*  2.00334x 107"
RMS 5.81958x10° 4.03755x 107  1.25209 x 10720
J=2,M=4 J=3,M=38

HWCM

J=1,M=2

7.77407 x 10712

L
L,
RMS
L, (t=0.5)
L, (t=0.5)
RMS (t =0.5)

7.15298 x 10712
1.73907 x 10711
1.08692 x 10712
6.72464 x 10712
1.0513x 107!
2.62824 x 10712

7.66607 x 10712
3.83572x 107!
5.99331 x 10713
7.38189 x 10712
1.55064 x 10711

1.9383 x 10712

8.03124 x 10711
3.1372x 10713
7.61066 x 10712
2.23351x 1071
1.39594 x 10712
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CWCM

k=2,M=
1,N=5

k=2,M=
2,N=5

k=2,M=
4,N=5

k=1,M=
6,N=5

ey
L,
RMS
L. (t=0.5)
L, (t=0.5)
RMS (¢ = 0.5)

8.69411 x 1071°
1.57309 x 10714
7.86544 x 10716
5.74671 x 1071°
6.86471 x 1071°
1.71618 x 1071°

1.41805 x 1074
2.60151 x 10714
6.50378 x 1071°
9.54803 x 10715
1.27709 x 1074
1.59636 x 1071°

1.30945 x 1071
4.40599 x 10714
5.50749 x 1071¢
8.44528 x 10715
2.0352x 10714
1.272x 1071

1.45539 x 10714
4.06818 x 10714
6.7803 x 1071°
9.90375x 1071°
1.89313 x 10714
1.57761 x 1071°

Para estas condiciones particulares, se han obtenido unos resultados precisos, con un

error practicamente nulo y una evolucion clara en funcién de la precision (puntos de malla)

escogida. Los tres modelos a comparar son el método de perturbaciones homotopicas, el de

colocacién de wavelets de Haar y el de wavelets de Chebyshev.

De los tres modelos, quiza el que comete un mayor error es el de Haar, si bien puede

deberse a que se ajuste mejor al perfil de la ecuacion. Respecto a conseguir reducir el error

aumentando el niumero de puntos de malla, esto solo afecta como tal al método de perturba-

ciones, donde se reduce el error de un orden de hasta 5 unidades. En el resto se mantiene

constante mas o menos.

Asi pues, para modelos sencillos por precision y rapidez se optaria por emplear el método

wavelet de Chebyshev, mientras que si fuese necesario un alto nivel de precisiéon el que

mejor se ajustaria seria el de las perturbaciones homotopicas.
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B Problema5.2.2. Ecuacion de Burgers-Huxley.
Sea el mismo problema pero con los parametros: {a, S, ¥, 6} = {1, 1, 0.001, 2}

(a) Método de Perturbacién de Homotopia (HPM) tomando los términos de la solucion
aproximada n = {1, 2, 3}.

(b) Método de Colocaciéon Wavelets de Haar (HWCM) con la méaxima resolucién:
J=1{1, 2, 3).
(c) Método de Wavelets de Chebyshev (CWCM) con los parametros:.
{k, M, N} ={{2, 1, 5}, {2, 2, 5}, {2, 4, 5}, {1, 6, 10}, {1, 8, 10}.
(i) Hallense los errores L, L, y el error RMS.

Indicacion: H(®v, p) = (1 —-p)[v:]+ p[vt —Vex @V vy — ,3"(1 - Vé) ("6 - 7’)] =0.

ulx,t)

1.0 t

SOLUCION
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ux, )
1.0

05

(a)

0.022355 |
\\ /,
\\ //
0.022350 \ /
0.0\ f
\\ | //
‘\\ | /’
05\ | g
N
\
1 {\\l
HPM n=1 n=2 n=3
L. 2.79474x107°  2.32891x 10712  9.92262 x 1071¢
L, 3.95021 x107°  4.06367 x 10712  2.01894 x 10°1°
RMS 9.87552x1071° 4.51519x10° 1 1.26184 x 1071©
HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=38
L, 2.77804 x 10710 297541 x1071°  3.01947 x 1071°
L, 6.75409 x 1071 1.48913x10°  3.11936x107°
RMS 422131071 2.32677x10°1  1.2185x 107!
2.61168x 1071  2.86507 x1071% 2.95599 x 10710
6.02001 x 1071 8.67503 x 1071°
5.4219 x 10711

L. (t=0.5)
4.08296 x 10710

L2 (t = 05)
RMS (t=0.5) 1.02074x 10710

7.52502 x 10711
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CWCM k=2,M= k=2,M= k=2,M=  k=1,M=6, k=1,M=8,

LLN=5 2,N=5 4,N=5 N=10 N=10

L, 1.07747 x 1.17186 x 1.23425 x 1.36116 X 1.37879 x
10712 10712 10712 10712 10712

L, 1.95092 x 2.76474 X 3.92671 x 5.25444 x 6.08695 x
10712 10712 10712 10712 107"

RMS 9.75458 X 6.91184 x 4.90839 x 4.3787 x 3.80434 x
107 107 107 107 107

L, (t=0.5) 7.26162 X 7.95856 x 8.41233 x 8.46521 x 8.59039 x
107" 107" 107" 107" 107"

Ly (t=0.5) 9.06893 x 1.28721 x 1.82749 x 1.60776 X 1.86284 x
10713 1012 107" 107" 107"

RMS (t=0.5)  2.26723X 1.60901 x 1.14218 x 1.3398 x 1.16427 x
107" 107" 107" 107" 107"

En este caso, se estudian los mismos métodos, pero para unos parametros diferentes. Se
modifica el valor de 6 de 1 a 2, y solo este cambio implica una gran modificaciéon en los

resultados obtenidos.

De los tres modelos, sigue cometiendo un error mayor el de Haar, si bien es el que mejor
se ajusta de manera general a los distintos valores de los pardmetros. En este caso, apenas
ha cambiado el orden. El método de Chebyshev también se mantiene dentro de lo razo-
nable, aunque hay mayor varianza. Finalmente, el de las perturbaciones estd muy ligado a

los parametros escogidos y hay mucha diferencia entre un ejercicio y otro.

Asi, queda reflejado que a la hora de escoger que método aplica mejor, no basta solo con
fijarse en la precisiéon o en el grado del error cometido, sino que hay que estudiar también
como se ajusta el modelo a la ecuacién y si es universal o si es muy dependiente de los
pardmetros tomados. En este caso, saldrian fortalecidos los métodos wavelet, especialmente

el de Haar.
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B Problema5.2.3. Ecuacion de Burgers-Huxley. ([SING16])

Sea el mismo problema pero con los pardmetros: {a, £, ¥, 6} = {0.02, 1, 0.001, 1}

(a) Método de Perturbacién de Homotopia (HPM) tomando los términos de la solucion
aproximada n = {1, 2, 3}.

(b) Método de Colocaciéon Wavelets de Haar (HWCM) con la méaxima resolucién:
J=1{1,2,3).
(c) Método de Wavelets de Chebyshev (CWCM) con los parametros:.

{k, M, N} ={{2, 1, 5}, {2, 2, 5}, {2, 4, 5}, {1, 6, 10}, {1, 8, 10}.

(i) Hallense los errores L, L, y el error RMS.

Indicaciéon: H(v, p) = (1 —-p)[v,] + p[vt —Vex + @V vy — ,3"(1 - Vé) (V6 - 7’)] =0.

1.0

ulx,t)

_ 10.0005

0.000¢

B N
1.0 0.5 0.0
X

SOLUCION
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1.0

ux,

0.0005000 |
- i 0.5
0.00,04999|l X
‘ t
N NNNANNKO |
(a)
HPM n=1 n=2 n=3

L. 2.3037x 107 2.08026x10°*  1.0842x107Y
L, 3.10395x 107 3.63114x107* 1.87789 x 107
RMS 7.75988 x 107"  4.0346x 107"  1.17368 x 107%°

HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=8
L., 1.99342x 10713 2.14891x 10713  2.18332x 10713
L, 4.83802x 10713 1.07556 x 1072 2.25557 x 10712
RMS 3.02376 x 1071*  1.68056 x 1074 8.81083 x 107!°
L. (t=0.5) 1.87423x1071® 2.06923x107"® 2.13743x10713
Ly (t=0.5) 292466 x 10713 4.34809x 1071  6.2728 x 10713
RMS (t=0.5) 7.31164x107* 5.43512x107'*  3.9205x 1074
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CWCM k=2,M = k=2,M= k=2,M= k=1,M k=1,M

1,N=5 2,N=5 4, N=5 =6,N =8N
=10 =10

L. 2.51368 x 2.74261 x 4.34817 x 3.14157 x 3.18984 x
10714 10714 10714 10714 10714

L, 4.55158 x 6.46465 X 8.78347 x 1.21876 X 1.41423 x
10—14 10—14 10—14 10—13 10—13

RMS 2.27579 X 1.61616 x 1.09793 x 1.01563 x 8.83895 x
10—15 10—15 10—15 10—15 10—16

L. (t=0.5) 1.69357 X 1.86482 x 3.36723 x 1.94027 x 1.97663 x
10714 10714 10714 10714 10714

L, (t=0.5) 2.11579 x 3.01059 x 4.34839 x 3.72485 x 4.32442 x
10714 10714 1074 10714 1074

RMS (¢ 5.28948 x 3.76324 x 2.71774 % 3.10404 x 2.70276 %
=0.5) 1071 1071 1071 1071 1071

En este caso, se estudian los mismos métodos, pero para una ecuacion diferente. La
seleccionada ha sido la ecuacion de Burgers-Huxley. Evaluando los resultados hay una clara
dife-rencia entre el método de perturbaciones y los métodos de wavelets. Como ya vimos en
ejercicios anteriores, el primero es susceptible de mejora en funcién de la precision

escogida. Los otros, sin embargo, no estan tan limitados y son bastante mdas independientes.

De nuevo, la mejor opcion seria el método de Chebyshev o el de Haar, en funcion de los

pardmetros que se vayan a emplear y del rango de variacion que se considere aceptable.
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B Problema 5.2.4. Ecuacion de Burgers-Huxley (Ecuacion de FitzZHugh-Nagumo).
([SING16])

Para el ejercicio anterior, aplicando las condiciones de la Ecuaciéon de FitzHugh-Nagu-
mo:{a’ ﬁ’ ?’, 6} = {09 1’ 1’ 1}

(a) Método de Perturbacion de Homotopia (HPM) tomando los términos de la solucion

aproximada n = {1, 2, 3}.
(b) Método de Colocacién Wavelets de Haar (HWCM) con la méaxima resolucién:
J=1{1, 2, 3).
(c) Método de Wavelets de Chebyshev (CWCM) con los parametros:.
{k, M, N} ={{2, 1, 5}, {2, 2, 5}, {2, 4, 5}, {1, 6, 10}, {1, 8, 10}.
(i) Hallense los errores L, L, y el error RMS.

ul, t) = %(1—cotgh($+ 274—_1 t+C)) c=1.

ux, t)

1.0

SOLUCION
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()

HPM n=1 n=2

L. 0.0474952  0.0156546
L, 0.0500256  0.0178627
RMS 0.0125064 0.00198475

HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=8
L. 0.0000849159 0.000054114 0.0000300131
L, 0.000183409 0.000227666 0.000253441

RMS 0.000011463  3.55728 x 10®  9.90006 x 1077

L. (t=0.5) 0.0000717957  0.0000451149  0.0000245694
L, (t=0.5) 0.00011036 0.0000915746  0.0000697126
RMS (t =0.5) 0.00002759 0.0000114468  4.35704 x 1076
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CWCM k=0,M=12,N=12 k=1,M=12,N=24 k=1,M=16,N=16
I 0.060129 0.0619657 0.0616787
L, 0.288416 0.556878 0.519669
RMS 0.00200289 0.000966802 0.00101498
L, (t=0.5) 0.0448256 0.0452936 0.0455835
L, (t=0.5) 0.0861045 0.114573 0.13268
RMS (t =0.5) 0.00717537 0.00477389 0.00414626
u(x,t) (HWCM) u(x, t)

t 1.0

Aqui ya la situacion varia, y es que el plano tiene una curvatura mayor y por tanto el
ajuste de los modelos se complica. Evidentemente, el error cometido respecto a ejercicios

anteriores es mucho mayor, pero esto permite hacer un andlisis méas profundo.

El método de las perturbaciones con un mallado tan escaso de puntos podria parecer una
opcidn viable, pero no se ajusta del todo a la soluciéon exacta porque no tiene precision
suficiente, habria que trabajar con n mayores para lograr unos resultados mas fiables. De los
otros dos, claramente el que mejor responde es el método de Haar, especialmente cuando se
aumenta el namero de puntos del mallado. Como se puede apreciar en los graficos impre-
sos, el ajuste es practicamente perfecto, aunque haya una pequefia oscilacion al llegar a la

frontera.
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B Problema5.2.5. Ecuacion de Burgers-Huxley.

Sea el problema con la ecuaciéon de Burgers-Huxley y los siguientes pardmetros:
{@, B, v, 6} = {5, 10,1072, 2}.

(a) Método de Perturbacion de Homotopia (HPM): n={1, 2, 3, 4}.
(b) Método de Colocacion Wavelets de Haar (HWCM): J = {1, 2, 3}.
(c) Método de Wavelets de Chebyshev (CWCM)..

{k, M, N} = {{0, 12, 112}, {1, 12, 1% 12}, {2, 2, 5}, {1, 2, 5}, {0, 2, 5}}.

ulx, )

Ho.07

0.07(

SOLUCION

(a)
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(b)

HPM n=1 n=2 n=3 n=4
L,  0.0000832174 7.62348x107° 3.01676 x1077 2.31475x107%
L, 0.000115797  0.0000131855  6.02037 x 1077  5.23587 x 10°®

RMS  0.0000289492 1.46505x107° 3.76273x108  2.09435x 107°

HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=8
L, 1.13896 x 10®  1.22223x10™°® 1.24974x 107°

L, 2.79534x 107  6.20116 x10°  0.0000130302
RMS 1.74709 x 1077 9.68931x10°®  5.08993 x 1078

L. (t=0.5) 1.08502x107% 1.19894x10°% 1.24139x10°¢
Ly (t=0.5)  1.69509x107°% 2.51815x10° 3.64187x10°°
RMS (t=0.5) 4.23773x1077 3.14768 x 1077  2.27617 x 10~/

Ignacio Castillon Sanchez
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CWCM k=0,M k=1,M k=2,M= k=1,M= k=0,M=
=12, =12, 2,N=5 2,N=5 2,N=5
N=12 N=12
Lo 3.48527 x 3.5192x 1077 2.88503 x 2.63631 x 2.17098 x
1077 1077 1077 1077
L, 1.50507 x 2.02615 x 6.72058 x 4.7012 x 1077 3.18199 x
10°° 10°° 1077 1077
RMS 1.04519 x 7.03524 x 1.68014 x 2.3506 x 1078 3.18199 x
1078 107° 1078 1078
L. (t=0.5) 2.08084 x 2.10403 x 1.9164 x 1077 1.7392x 1077 1.42186 x
1077 1077 1077
L, (t=0.5) 4.11297 x 5.52337 x 3.0936 1077 2.166 x 107’ 1.47754 x
1077 1077 1077
RMS (¢ 3.42748 x 2.30141 x 3.86701 x 5.41499 x 7.38769 x
=0.5) 1078 1078 1078 1078 1078

Finalmente, un ultimo ejercicio con pardmetros distintos para certificar que modificando
el mallado se puede conseguir un modelo de perturbaciones ajustado a la perfeccién que
cometa un error minimo. También queda demostrado de nuevo que jugar con la precision
no es una herramienta util en los modelos wavelet, puesto que lleva mds tiempo, pero no

brinda resultados mejores. Es mds, en algunos ejercicios incluso empeora un poco el modelo.
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5.2.1. Ecuacion Hiperboélica de Klein-Gordon

B Problema5.2.6. Ecuacion no Lineal y no Homogénea de Klein-Gordon.

Sea el problema con la ecuacién no lineal y no homogénea de Klein-Gordon, ajustada

con los siguientes parametros y condiciones iniciales:
{a, B, v, n, n} ={-1,0, 1, 2, —x cos(t) + x> cos*(1)} {k, M, N} = {2, 2, 5}

U (X, 1) — Uy (%, ) +uP(x, t) = —x cos(t) + x> cos’(t) xe(0,1) te][0, T]
P =7 ux0=fx)=x ulx,0)=gx)=0 x e [0, 1]
u(0, 1) =go(®) =0 u(l, t) = g1(t) = cos(t) t>1

La solucidn exacta es:

u(x, t) = x cos(t).

Se aplican los siguientes métodos:

(a) Método de Colocacién Wavelets de Haar (HWCM): M = {2, 4, 8}.

(b) Método de Wavelets de Chebyshev (CWCM):M = {2, 3, 4}.

u(x, t) (CWCM) u(x, t)

SOLUCION

(a)
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ulx, t) = Xx cos(t)
Ut + @ Uy + Bu+yu" = x cos(t) (x cos(t) —1)
n= x cos(t) (x cos(t)—1)
{a, B,y,n, ) = {-1,0, 1, 2, x* cos*(t) — x cos(1)}
ulx,0)= x
(ut(x, 0)= 0 )

u(,t = 0
(u (1,t) = cos(t) )

{—0.193961, —0.193961}

0.125 0.0620124
0.125 0.124025
0.125 0.186037
0.125 0.248049
0.125 0.310062
0.125 0.372074
0.125 0.434086
0.125 0.496099
0.125 0.558111
0.125 0.620124
0.125 0.682136
0.125 0.744148
0.125 0.806161
0.125 0.868173

0.125 0.930185

S5 ®iN R|E 2w R|2 wiu Sijo vk RN ojw Qv &= R]w o= R~
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u(x,t)

HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=38
L. 3.88578 x 1071®  1.11022x 10716  2.22045x 10716
L, 7.8379x 10716 3.35499x107'®  9.02401 x 10716
RMS 4.89869 x 10717 524216 x 107  3.525x 10718
L.(t=0.75)  3.88578x 107! 1.11022x107'® 1.11022x107'6
L, (t=0.75)  6.29415x107'® 1.96384 x107'® 2.50209 x 1076
RMS (t =0.75) 1.57354x107'% 24548 x107Y7  1.56381x 107"
CWCM k=2,M=2,N=5 k=2,M=3N=5 k=2,M=4,N=5
L, 1.88738 x 107> 2.88658 x 1071° 6.66134 x 10716
L, 2.09983 x 10713 3.17226 x 1071° 8.42831 x 1071°
RMS 5.24956 x 10717 5.2871x 1077 1.05354 x 1077
L, (t=0.75) 0.0000478784 0.0000492005 0.0000498511
L, (t =0.75) 0.0000832344 0.000102141 0.000118057
RMS (t = 0.75) 0.0000104043 8.51171x10°° 7.37855x 107°

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria
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u(x, t) (CWCM) u(x, t)

0.8 t
0.6 1

Para este caso, ya solo se comparardn dos métodos, el de colocacion de Haar y el de Cheby-
shev. La ecuacién escogida es la no lineal y no homogénea de Klein-Gordon, que como se

puede apreciar en los graficos presenta ya una curvatura bastante mas compleja.

Evaluando los resultados, parece que ambos se ajustan mejor conforme se aumenta la pre-
cision aumentando los puntos de malla, si bien la diferencia entre uno y otro es abismal. El
método wavelet de colocacion de Haar se ajusta bastante mejor y comete un error infimo

comparado con el otro.
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B Problema 5.2.7. Ecuacion no Lineal y no Homogénea de Klein-Gordon.
([YASEI12])

Para la misma ecuacion, pero con los siguientes pardmetros:
(@, By, n,m}={-1,0,1, 2, 2x* =2 + x* 1*}

U 06, 1) — Uy (6, ) + U200, ) =2x2 =282 +x*t* xe(0,1) te]0, T]
P)= u@0=fx)=0 u(x,0)=gx)=0 x e [0, 1] J=2
u©, ) =g =0 u(l, t)=gi(t) =’ t>1

La solucidn exacta es:
ulx, t) = x> t2.
Se aplican los siguientes métodos:

(a) Método de Colocacién Wavelets de Haar (HWCM): M = {2, 4, 8}.

ux, t) ( HWCM) ux, t)
t 1.0
t 0.8 P
0.6~ A

X 0.8

SOLUCION

(a)
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ux, t)=

U+ @ Uy + Bu+yu" =

77:
{a, B, v, n,n} =

t? x?
txt-202+2x%
trxt =22 +2x°

(-1,0,1,2, t*x* -2 +2x%

uix,00= 0
(uz(x, 0) = 0)
u, = 0
(u (1,1 = tz)

{—0.319494, —0.319494}

_ = _ = —_ = [ [ [ [ [
Chan 0| Chlw Alw ole o |n Cy\|\c N | = Chl\] 0 | W ChlU'l Ny oxl"" 0 | — Chl'_'

0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125

0.0000610352
0.000244141
0.000549316
0.000976563

0.00152588
0.00219727
0.00299072
0.00390625
0.00494385
0.00610352
0.00738525
0.00878906
0.0103149
0.0119629

0.0137329
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HWCM J=1,M=2 J=2,M=4 J=3,M=38
L., 2.77556 x 10717 6.66134x1071®  3.46945x 10713
L, 3.36186 x 10717 2.24745x 107"  1.20561 x 1077
RMS 2.10116 x 107 3.51164x 1077  4.7094 x 10~%°
L. (t=0.75)  2.77556x 1077 5.82867 x107'® 3.46945x 1078
L, (t=0.75)  3.10317x107Y7 1.18029x107%® 5.27596 x 1078
RMS (t =0.75) 7.75792x107'®  1.47536x1071® 3.29747x 107"
(b)
u(x, t) (HWCM) u(x, t)
1.0
t

t 08 P

A

En este caso se opta por emplear una ecuacién con una pendiente bastante pronunciada
para estudiar cémo se ajusta el método de Haar a las soluciones con este tipo de curvatura.
Analizando los resultados, es evidente que no solo se ajusta a la perfeccion, sino que,
ademds, no es necesario recurrir a una precision excesiva para lograr soluciones con un

error muy pequerio.

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria 191
Ignacio Castillon Sanchez



CAPITULO 5 - RESULTADOS NUMERICOS

B Problema 5.2.8. Ecuacion no Lineal de Klein-Gordon. ([DEHGO09]) ([LI11])

Para la misma ecuacién, en las siguientes ecuaciones:

{a/a ﬁa )/a n, n} = {_1s 19 1s 3a 0}

U 06, £) — Uy 06, ) +ule, H+ux, )=0 xe(0,1) telo, T]
(P)= 1 ux, 0)=f0) ulx, 0)=gx) x e [0, 1]
u(0, t) = go() u(l, t) = gi(t) t>1

La solucion exacta es:

ux, t) = /5 tg( 2(;ch) (x+ct)] c=0.5.

Se aplican los siguientes métodos:

(a) Método de Colocaciéon Wavelets de Haar (HWCM): M = {2, 4, 8, 16}.

u(x, t) ( HWCM) ux, t)

SOLUCION

(a)
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u(x,

Ut +QUyy +Bu+yu" =

£ =

17:

{a, B, v,
( ux, 0) =

us(x, 0) =

u (0,
( u (O’

n,n=

tan(0.816497 (0.5 ¢ + x))

0.

0

{_1’ ]-’ 1s 3a 0}

t) = tan(0.408248 ) )
)= tan(0.816497 (0.5t + 1))

{0.,

0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125
0.125

= = = = = = — — — — —
Slo ®IN 5|5 2w B2 ®lu Se vk BN olw Su sk B|w o= 5|=

0.125

0}
0.102418
0.1543
0.207007
0.260841
0.316128
0.373229
0.43255
0.494552
0.559766
0.62882
0.702456
0.781573
0.867269
0.960909

1.06421

tan((0.816497 + 0. i) x) )
0.408248 sec?(0.816497 (x +0.))

HWCM J=1,M=2

J=2,M=4

J=3,M=38

J=4,M=16

L, 0.0281987

L, 0.0432249

RMS 0.00270156

L. (t=0.75) 0.0281987
L, (t=0.75) 0.0400623
RMS (¢t =0.75) 0.0100156

0.0210847
0.055539
0.000867796
0.0136853
0.027734
0.00346675

0.0126929
0.0610318
0.000238405
0.00668449
0.0191592
0.00119745

0.00694848
0.0635681
0.0000620782
0.00331024
0.0133727
0.000417898

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria

Ignacio Castillon Sanchez

193
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(b)

ulx, t) ( HWCM) u(x, t)

1.0 1.0

1.33333 tan(0.816497 (0.5 t + x)) sec*(0.816497 (0.5 t + x)) +
1.33333 tan(0.816497 (0.5 t +x)) (0.333333 sec*(0.816497 (0.5t +x)) +
0.666667 tan*(0.816497 (0.5 t + X)) sec*(0.816497 (0.5 t + x)))

171.172

Finalmente, se lleva un poco al limite el modelo para ver como de bien se ajusta a ecua-
ciones con pardmetros un tanto criticos. En este caso, el error légicamente es mayor, pero
siguen siendo unos resultados bastante precisos. Si que es cierto, que ahora la diferencia
lograda aumentando la malla es significante, obteniéndose el mejor de los resultados para
M =16.
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Capitulo 6

6. Conclusion y Lineas Futuras de Investigacion

6.1. Conclusiones

La conclusion directa de este proyecto es que la metodologia wavelet tiene mucho que
aportar en la resolucién numérica de EDPs. Hay una cantidad inmensa de métodos que
permiten obtener soluciones muy precisas, que se ajustan bien a la solucién exacta y que
obtienen resultados concluyentes en un tiempo menor. A continuacion se van a exponer las

conclusiones principales de los métodos estudiados:

Conclusiones del Método de Perturbaciones Homotdpicas

(i) Al aplicarlo se llega a la obtencién de la solucién exacta de diversas EDPs, en este caso
de la ecuacion de difusion no lineal de Burgers-Huxley.

(ii) Para comprobar la validez y la eficacia del HPM se han resuelto tres problemas con
ecuaciones diferenciales no lineales y no homogéneas. Los resultados conseguidos han
sido muy satisfactorios, logrando una convergencia muy rdpida a las soluciones
exactas.

(iii) A la hora de construir la solucién exacta de ecuaciones diferenciales no lineales el
método HPM se presenta como una técnica poderosa y eficiente caracterizada por un

coste computacional bajo y una gran precision en la solucidn.
Conclusiones del Método de Colocacion Wavelet de Haar

(i) Con el algoritmo de Colocacion Wavelet de Haar (HWCM) se obtiene una solucién
numéricamente aproximada de la ecuacidn generalizada de Burgers-Huxley.

(ii) Para facilitar la comparacién y el estudio se adjuntan tablas de valores aproximados y
de errores junto con su correspondiente representacion grafica, permitiendo comparar

facilmente la aproximacion y la solucién exacta.
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(iii) Al comparar los errores absolutos cometidos por los distintos métodos, se concluye
que las soluciones con el método Wavelet de Haar son muy precisas, demostrando su
alto nivel de eficacia y precision.

(iv) Aun tomando un pequefio nimero de puntos de la cuadricula, los cdlculos demues-
tran que la precision del método HWCM es bastante alta.

(v) En este método la creacion de las matrices es relativamente sencilla y no existen inte-
grales complejas.

(vi) Las aplicaciones de este método son muy sencillas para resolver EDO y EDP siendo un
método alternativo muy fiable, sencillo, rdpido, con costes de cdlculo minimos, flexi-

ble y conveniente.
Conclusiones del Método de Colocacion Wavelet Chebyshev

(i) El algoritmo de Colocacion Wavelet de Chebyshev (CWCM) permite obtener una solu-
cion numéricamente aproximada de la ecuacion generalizada de Burgers-Huxley.

(i) En este caso, las soluciones también son muy precisas atendiendo a la comparacion de
los errores absolutos respecto de otro métodos, aunque quiza algo menos que el
método de Haar.

(iii) De nuevo también, los cdlculos demuestran que la precision del método es en parte
independiente del numero de puntos de la cuadricula. Se puede obtener una alta
precision con pocos puntos.

(iv) Este algoritmo se ha empleado adicionalmente en la resolucion numérica de los proble-
mas de la Ecuacién de Klein—Gordon lineales y no lineales, implementandosé facil-
mente en Mathematica y consiguiendo una alta eficiencia computacional.

(v) El método CWCM se ha aplicado en algunos ejemplos de prueba y los resultados
numéricos se han comparado con las soluciones exactas. Los errores L,, L, y el error

RMS en las soluciones muestran la eficiencia del método computacionalmente.
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6.2. Lineas Futuras de Investigacion

El célculo fraccionario ha ganado considerable popularidad e importancia durante las
ultimas tres décadas, principalmente debido a sus aplicaciones demostradas en numerosos
campos diversos y generalizados de la Ciencia y la Ingenieria. Se centra en el estudio de las
derivadas e integrales de ¢6rdenes arbitrarios. La derivada fraccionaria permite modelar
numerosos problemas fisicos, como el comportamiento de amortiguaciéon dependiente de la
frecuencia de los materiales, el movimiento de una placa grande y delgada en un fluido
newtoniano, funciones de fluencia y relajaciéon para materiales viscoelasticos, el controlador
PI' D¥ para el control de sistemas dindmicos, etc. Los fendmenos electromagnéticos, acusti-
cos, viscoelasticidad, electroquimica, teoria de control, modelo cinético de puntos de neu-
trones, difusién anémala, movimiento browniano, procesamiento de sefiales e imagenes,
dindmica de fluidos y ciencia de materiales estan bien descritos por ecuaciones diferenciales

de orden fraccional.

Con carécter general las ecuaciones en derivadas parciales de orden fraccional no lineales
(fractional order partial differential equations—-FPDE), las ecuaciones diferenciales fracciona-
rias (fractional differential equations-FDE), los sistema diferenciales fraccionarios con

retardo (systems of fractional delay differential equations— SFDDE) son dificiles de resolver.

Por esta razén, en las ultimas décadas se ha prestado mucha atencion a la solucién
numérica mediante métodos con diferentes bases ortogonales Wavelets que permitan
obtener soluciones numéricas de problemas matematicos que ocurren en las disciplinas de

la Ciencia y la Ingenieria.

Son métodos y algoritmos que se basan en las funciones ortonormales Wavelets de Haar,
de Chebyshev, de Hermite, Legendre, asi como el método Petrov-Galerkin. Asimismo, en los
ultimos afos se estan estudiando una nueva base ortonormal denominada Wavelets de

Chelyshkov, que se construye con una clase de polinomios ortonormales de Chelyshkov.

Por todo lo anterior, se requieren nuevas investigaciones con el fin de disefiar algoritmos
numéricos que resuelvan las diferentes ecuaciones diferenciales no lineales y en derivadas

parciales de orden fraccionario mediante las bases Wavelets con un alto grado de precision.
Se resefian determinadas lineas de investigacion:

1. Se pueden aplicar los métodos de perturbaciéon de homotopia (HPM), y los métodos
Wavelet de Haar y Chebyshev para calcular las soluciones numéricas de sistema no li-
neales de ecuaciones diferenciales parciales como las ecuaciones de Boussinesq-

Burgers generalizadas no lineales:
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ut—%vx+2uux:0 x € [0, 1]
1 . (6.2.1)
vt—guxxx+2(uv)x:0

2. Solucion numérica de ecuaciones diferenciales fraccionarias (fractional differential

equations-FDE) por el Método Wavelet de Haar.

Disefio de métodos numéricos basados el esquema bidimensional de Wavelet de Haar
para resolver algunas ecuaciones diferenciales fraccionarias no lineales particulares,
como la ecuacién fraccionaria de Burgers-Fisher, la ecuacién fraccionaria de tipo de
Fisher y la ecuacién fracconaria de Fokker—Planck (FPE) en el tiempo y en el espacio,

que tienen una amplia variedad de aplicaciones en diversos fenémenos fisicos.

Estas ecuaciones diferenciales fraccionarias han demostrado ser particularmente
beneficiosas en el contexto de un modelo de difusion anomalo, un modelo de dinamica
de fluidos, conduccidn de calor, elasticidad y ondas de gravedad capilar.

a. La ecuacion de Burgers—Fisher generalizada de una dimension de orden fraccionario

tiene la forma:

+éu —=pu—+Bul-u" (6.2.2)
or

o%u ou ou
ot* ox

donde &, uy B son pardmetrosy 0 < @ < 1.

Esta ecuacion tiene una amplia gama de aplicaciones en el modelo de dindmica de

fluidos, conduccion de calor, elasticidad y ondas de gravedad capilar.

b. Cuando ¢ = o yn =1, la ecuacion se reduce a una ecuacion fraccionaria de Fisher:

= pua—um (6.2.3)

u  du
at* 9t

Las derivadas de las ecuaciones fraccionarias son la derivada de Caputo de orden a.

c. La ecuacion fraccionaria de Fokker-Planck (FPE) en el tiempo y en en el espacio fue
introducida por Adriaan Fokker y Max Planck, comunmente utilizada para
describir el movimiento browniano de particulas. Un FPE describe el cambio de
probabilidad de una funcién aleatoria en el espacio y el tiempo. Por lo tanto, se usa

para describir el transporte de solutos.

La FPE general para el movimiento de un campo u(x, t) de una variable espacial, x,

en el tiempo ¢ tiene la forma:
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ou 0 o’
e

- AW+ QB(x)] u(x, t)

uix, 0)=fx) xeR
A(x), Bx)> 0

Existe una forma mas general de FPE llamada FPE no lineal, que tiene la forma:

du 0 o’
el

C—A( t, u)+ — B, ¢, u)] u(x, t) (6.2.5)
ox dx?

El FPE no lineal tiene aplicaciones importantes en varios campos como la fisica del

plasma, la fisica de superficies, la dindmica de poblaciones, la biofisica, la ingenieria, la

neurociencia, la hidrodindmica no lineal, la fisica de polimeros, la fisica del laser, la

formacién de patrones, la psicologia y el marketing.

En los ultimos afios, ha habido un gran interés en las ecuaciones de difusién frac-
cionaria. Estas ecuaciones surgen en recorridos aleatorios en tiempo continuo, mode-
lado de sistemas difusivos y subdifusivos anémalos, unificacién de difusiéon y feno-

meno de propagacion de ondas.

La ecuacién FPE fraccionaria de tiempo y espacio no lineal generalizado tiene la forma:

I u 9P P

=|-—AK, t, u)+ —B(x, t, ) t>0 >0 6.2.6
T = 7oA L+ Bt w]ux x (6.2.6)
donde a y S son parametros que describen el orden de las derivadas fraccionarias de

tiempo y espacio, respectivamente.

Las derivadas fraccionarias se consideran en el sentido de Caputo.

3. Aplicacion del método Wavelet de Legendre en la solucién numérica de ecuaciones en
derivadas parciales fraccionarias (fractional order partial differential equations-
FPDE).

Estudio y disefio de algoritmos con la técnica Wavelet bidimensional de Legendre para
resolver ecuaciones en derivadas parciales (FPDE) de orden fraccionario no lineales
con condiciones de contorno de Dirichlet que comprendan la derivada fraccionaria de

Caputo.

Las ecuaciones en derivadas parciales fraccionarias como la ecuacién KdV-Burger-

Kuramoto (KBK), la ecuacion fraccionaria KdV de séptimo orden (sKdV) y la ecuacion
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Kaup-Kupershmidt (KK) son candidatas para ser resueltas utilizando métodos bidimen-

sionales de Wavelets de Legendre y métodos multiWavelet de Legendre.

a. La ecuacion diferencial fraccionaria del tiempo KBK tiene la estructura:

u  ou N o*u N Pu N o*u fo b 0 0 627
FU— - — + X — + A3 — =f(, ) t>0 x> 2.
ot ox o Coxd - oxt

donde:
a es el orden de la derivada del tiempo fracional

A1, A2, A, = 0 son los pardmetros que caracterizan la inestabilidad, la dispersién y la

disipacion, respectivamente.

La ecuacion clasica de KBK es un modelo matemético importante que surge en
muchos contextos fisicos diferentes para describir algunos procesos fisicos en el
movimiento de turbulencias y otros sistemas de procesos inestables. También se puede
utilizar para describir ondas largas en un fluido viscoso que fluye hacia abajo a lo largo
de un plano inclinado, ondas de deriva inestables en el plasma y un modelo de cascada
turbulenta en una atmosfera barotrépica.
b. Las ecuaciones de tipo KdV fueron derivadas por primera vez por Korteweg y de
Vries en 1895, y se utilizan para describir ondas de aguas poco profundas débil-
mente no lineales, surgierono como una clase importante de ecuaciones de evolu-

cion no lineal y se utilizan a menudo en aplicaciones practicas.

La ecuaciéon sKdV fue introducida por primera vez por Pomeau et al. para discutir

la estabilidad estructural de la ecuacién KdV bajo perturbacién singular.
La ecuacién sKdV generalizada fraccionaria en el tiempo viene dada por

ru, 9 g(w)) Tu_ou o fx, 0 0 0 (6.2.8)
+ —(g(u)) + - + 0o =f(x, t) t> x> 2.
ot*  o0x & x> ax’ ox’

donde:
O es una constante,

a(0 <a =<1) es el pardmetro que describe el orden de la derivada fraccionaria del

tiempo y f(x, t) es el término forzado.

La ecuacién sKdV surge en el flujo de fluidos a través de medios porosos, dindmica de
fluidos, fisica del plasma, fibras dpticas, elasticidad, economia, optimizacion, hidro-
dindmica, estabilidad hidromagnética, dindmica estructural, iméagenes médicas y
ciencias puras y aplicadas.

c. La ecuacion KK de orden fraccionario que se puede resolver numéricamente con

métodos bidimensionales multiWavelets de Legendre:
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La expansion bidimensional de multiples Wavelets de Legendre junto con matrices
operativas de integracion fraccional y derivada de funciones de Wavelets se utiliza
para calcular la solucién numérica de una ecuacion KK fraccionaria en el tiempo no
lineal. La ecuacién de KK fraccionaria en el tiempo tiene la estructura:

u ou ou 0*u Pu  u

+45u° — —15p— — —-15u—+—=0 t>0 x>0 (6.2.9)
ot Ox ox 0x? ox®  ox°

siendo 0 < @ <1 es el pardmetro que describe el orden de la derivada fraccional del

tiempo.

La ecuacién KK clésica es una ecuacion dispersiva importante propuesta por primera
vez por Kaup en 1980 y desarrollada por Kupershmidt en 1994. Esta ecuacion surge en

el estudio de las ondas de gravedad capilares.

4. Método Wavelet de Chebyshev en la soluciéon numérica de ecuaciones en derivadas
parciales fraccionarias (FPDE) que comprendan la derivada fraccional de Caputo y

la derivada fraccionaria de Riesz.

Disefio de algoritmos numéricos e implementacion de los métodos Wavelets de Cheby-

shev bidimensionales para resolver ecuaciones diferenciales fraccionales no lineales

tales como la ecuacion de Sawada-Kotera (SK) fraccionaria del tiempo, ecuacion frac-

cionaria de Riesz de Camassa—Holm (CH) y la ecuacién sine-Gordon fraccionaria de

Riesz (SGE).

a. La ecuacién SK de quinto orden generalizada fraccionaria del tiempo tiene la forma:
o%u ou ou d*u Pu  Fu

+45u> — +15 — +15 U+ =0 t>0 x>0
ot 0x 0x 0x? 0x3 0x>

que es la variacién de la ecuacion SK de quinto orden. El pardmetro a, (0 < a < 1),
describe el orden de la derivada fraccionaria del tiempo. La derivada fraccionaria se

considera en el sentido de Caputo.

La ecuacién SK clasica es un modelo matematico importante que surge en muchos
contextos fisicos diferentes para describir el movimiento de ondas largas en aguas poco

profundas bajo la gravedad y en una red unidimensional no lineal.

Esta ecuacion también se utiliza para modelar ondas que se propagan en direcciones

opuestas.
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b. La ecuacién de Riesz de Camassa—Holm (CH) con una derivada fraccionaria del
tiempo de Riesz
RDTu(x, )+ 2 kue(x, £) — Uy (X, )+

(6.2.10)
3ux, £) Uup(x, 1) — 2 uy(X, t) Uyx(X, £) — U, ) Uryx(X, 1) =0

donde
k #+ 0 es una constante

u(x, t) es una funcion desconocida que depende de la variable temporal ¢ y la vari-

able espacial x
R D@ es 1a derivada fraccionaria de Riesz.

La ecuacion CH se utiliza para describir el modelo fisico de la propagacién unidirec-
cional de ondas en aguas poco profundas. Esta ecuaciéon se usa ampliamente en
dindmica de fluidos, mecanica continua, aerodindmica y modelos para la formacién de
ondas de choque, solitones, turbulencia, transporte de masa y la soluciéon que repre-

senta la superficie libre del agua sobre un fondo plano.

La ecuacion CH ha sido obtenida por Fokas y Fuchssteiner y Lenells. Camassa y Holm

propusieron la derivacion de la solucién como modelo para ondas dispersivas de aguas

poco profundas y revelaron que se trata de un sistema hamiltoniano de dimension

finita integrable formalmente y que sus ondas solitarias son solitones.

c. La ecuacion sine-Gordon fraccionaria respecto del espacio de Riesz (SGE) es conside-
rada como una interpolaciéon entre la SGE clasica (correspondiente a @ =2) y la

SGE no local (correspondiente a @ = 1). Tiene la siguiente estructura:
U — XD u(x, t) +sen(u(x, 1)) =0, l<a<2 (6.2.11)

donde

R D ¢ representa la derivada fraccionaria de Riesz.

La ecuacion SGE clasica (o = 2) es una ecuacién elemental de la teoria de ondas no
lineal mo-derna que ha logrado gran reputacion principalmente debido a sus aplica-
ciones fundamentadas en diversos campos de la ciencia y la ingenieria. Surge en varias
disciplinas de la fisica, como la propagacién del flujo magnético en uniones de Joseph-
son, la propagacion de pulsos Opticos en medios laser resonantes, la teoria de campos,
la propagacion del sonido en una red cristalina, en ferromagnetismo y sustancias
ferroeléctricas, y en Optica no lineal. En estas aplicaciones, la ecuacion SGE propor-

ciona la descripcion no lineal mds simple de los fenémenos fisicos en diferentes configu-
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raciones.

5. Método Wavelet basado en la expansion de Wavelets de Hermite junto con las matrices
operativas de integracion fraccionarias y derivadas de funciones Wavelets que resuel-
van las ecuaciones de Fornberg—Whitham modificada fraccionarias en el tiempo,
y den solucion numérica a los sistemas acoplados de ecuaciones de Jaulent-Miodek

Jraccionarias en el tiempo no lineales.

a. La ecuacion Fornberg—Whitham tiene la forma:

ou du du ou 8u ou? Fu
ou _ouow o (6.2.12)

—— +—+u
ot  9x20t Ox ox 8x Ox> ox3

propuesta por primera vez por Whitham en 1967 para estudiar el comportamiento
cualitativo de la rotura de olas. En 1978, Fornberg y Whitham obtuvieron una soluciéon

de pico consistente en una constante arbitraria.

. _ . P d . .
Modificando el término no lineal u ﬁ en u? ﬁ He et al. propusieron la ecuacién de

Fornberg-Whitham modificada de la siguiente manera:

+—+ut—= ——+u— t>0 x>0 (6.2.13)

ou du  du , Ou ou ou? Fu
ot  9x*ot Ox ox 0x x> ox3

La ecuacion de Fornberg-Whitham modificada fraccionaria en el tiempo tiene la

estructura:

ot — =3 — —u— (6.2.14)

u  Pu  ou , ou ou ou? Pu
ot  9x2 ot Ox ox 0x Ox% ox3

siendo (0 < @ < 1) el parametro que representa el orden de la derivada fraccionaria
del tiempo. La derivada fraccionaria se considera en el sentido de Caputo.
b. Las siguientes ecuaciones de Jaulent-Miodek acopladas fraccionalmente en el

tiempo estdn asociadas con el potencial de Schrodinger dependiente de la energia:

u FPu 3 v 98v 0*v ou v 3 du
+—+ - V—+-——-6Uu—-6uUuv————v' =0
ot  ox3 2 ox3 28x Ox> 0x ox 2 0x
(6.2.15)
u v ou v 15
+——-6—Vv-6Uu——-—V' =
ot*  ox3 0x ox 2

El pardmetro 0 <@ <1 es el pardmetro que representa el orden de la derivada frac-

cionaria, considerada en el sentido de Caputo.

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria 203
Ignacio Castillon Sanchez



CAPITULO 6 — CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

Sistema de ecuaciones diferencial fraccionaria con retardo (SFDDE).

Estudio y disefio de un método Wavelet de Chelyshkov basado en los polinomios y
Wavelets de Chelyshkov que permita la construccion de la matriz operacional de inte-
gracion fraccional y la matriz operacional de retardo para esta base de Wavelets.
Derivacién de un algoritmo numeérico con el enfoque de Galerkin basado en estas
matrices operativas que resuelva un sistema diferencial fraccional con retardo
(SFDDE) reduciendo dicho sistema de orden fraccionario a un sistema de ecuaciones

algebraicas.

Un posible sistema de ecuaciones diferenciales fraccional con retardo viene dado por el

sistema de la dindmica Glucosa-Insulina de una paciente normal o con diabetes:

G _ a6
Qi a; G () 4 G(O+1 +ag t=0

D= g, I () +asG(t-7) 720

Gt)y=Gy te]|—-T,0]
{I(O):Io

donde ay, ---, ag son pardmetros positivos conocidos y 7 es un retardo temporal.

Las ecuaciones describen la variacion de concentracion de glucosa en sangre

G(¢t) [mg/dl] y la variacion de la concentracion de insulina I(¢) [¢UI / ml].

7. Resolucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias de orden distribuido de una y

dos variables mediante una base de funciones fraccionarias basada en las Wavelets de
Chelyshkov.

La idea de resolver estos problemas se basa en el operador integral fraccionario de
Wavelets de Chelyshkov de orden fraccionario con el método de colocacién compuesta.
Este operador y método de colocacion se utilizan para reducir la solucién de las ecua-

ciones diferenciales fraccionarias distribuidas a un sistema de ecuaciones algebraicas.
a. Caso de una variable:

Sea la siguiente ecuacion diferencial de orden fraccionario (fractional differential

equations-FDE) de una variable:

B
f Alv, § D} u(®)dv=F()
o (6.2.16)

P =ul 1=0,1, - [B]

donde « y 8 son numeros positivos, § D! es la derivada fraccionaria en el sentido de

Caputo de orden v.
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i. Un ejemplo es

2T6-v) I
f —— o Dlu@)dv =
o 120 log(t)

u0)=0 u0)=0.
b. Caso de dos variables:

Se puede extender la idea para resolver las FDE de orden distribuido de una vari-

able para procesar las siguientes FDE de orden distribuido de dos variables:

1 o u(x, t) ou(x, t)
fA(v) dv = +F(x, t) (6.2.17)
0 ot’ ot?

donde la funcién A (v) acttia como peso en el orden de diferenciacion tal que
1
I AW)=0 fA(v)dv:,B>0.
0

Las condiciones iniciales y de contorno del tipo de Dirichlet son

[ ux, 0) =100 w(O, 1) =go(t) u(l, £) = gi(0).

1 (5 0'u(x, t)
f r(- _V) 7D gy -
o \2 ot’

[Vt -1 (3Vr (t-1)*x* -8t (5x(3x~2) +1)log(t)]

i. Por ejemplo,

o*u(x, t) 1
+
at? log(#)

uix,00=0 u0,t)=0 u(1,t =0.

8. Disefio de método matriciales empleando las bases ortogonales con Wavelets de
Chelyshkov para resolver ecuaciones integrales de Abel lineales y no lineales, asi

como sistemas Abel en las siguientes formas:

1 fo= A dx 0<v<l s=21 seN
o (t—x)”
f )
2  f=g+ dx 0O<v<l s=1 seN
o (t—x)"

(6.2.18)
3) { g0+ [ (255 00 + 5 J300] dx

20+ [[29- 15 0+ =22 ' (x)] dx

(t—x)"s (t—x)"
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O0<wv<1l s,eNk=1,--,4)

conocidas como ecuacion de primer tipo, de segundo tipo y el sistema de ecuaciones

integrales de Abel, respectivamente.

. Algoritmo numeérico que resuelva las ecuaciones integrales de Volterra débilmente

singulares.

Se puede construir la matriz operacional de integrales fraccionales basada en los poli-
nomios de Chelyshkov de orden fraccionario y por aplicacién del método de colocacion,

se reduce la ecuacion integral a un sistema de ecuaciones algebraicas.

Son muchos los problemas practicos en diversos campos de las Ciencias y la Ingenieria
que se pueden modela como ecuaciones integrales, especialmente las ecuaciones inte-
grales de Volterra del segundo tipo surgen en la demografia, en el estudio de materiales

viscoelasticos y en las matematicas de seguros a través de la ecuacion de renovacion.

a. La ecuacion integral de Volterra débilmente singular tiene la estructura:
w
u(x) = gx) + f x-9)""k(x, us)ds 0<a<1l xeQ=[0,1] (6.2.19)
0

donde u(x) es la funcion desconocida y k, g son funciones suaves.

A modo de ejemplo son ecuaciones integrales de Volterra:

I(a) u(x):Z\/;—fx(x—s)_iu(s)cﬂs O<a<l xeQ=][0,1]
0

(b) y(x):g(x)—fx(x—s)_;y(s)ds O<a<l xeQ=]0,1]
0

sen(x)

b
g(x) = +7 sen( 5) Jo  Jo(x) = funcién de Bessel.

X
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Lista de Acronimos

Se indican en la siguiente tabla todas las abreviaturas, acrénimos e iniciales utilizadas en

este Anexo B.

Acrénimo Descripcion

CWT Continuous Wavelet Transform-Transformada Wavelet Continua.

DWT Discrete Wavelet Transform — Transformada Wavelet Discreta.

EDO Ordinary Differential Equations — Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

EDP Partial Differential Equations — Ecuaciones en Derivadas Parciales.

EDPF Fractional Partial Differential Equations — Ecuaciones en Derivadas Parciales Fraccionarias
FIM First Integral Method-Método de la Primera Integral.

FT Fourier Transform—Transformada de Fourier.

HAM Homotopy Analysis Method-Método de Andlisis Homoto6pico.

HPM Homotopy Perturbation Method-Método de Perturbacién Homotopica.

MRA Multiresolution Analysis-Andalisis Multirresolucion.

ODS Objetivos de Desarrollo Sostenible.

OHAM Optimal Homotopy Asymptotic Method — Método Asint6tico de Homotopia Optimo.
VIM Variational Iteration Method-Método de las Variaciones Iterativas.

WT Wavelet Transform-Transformada Wavelet.
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Codigo Mathematica

9. Métodos Wavelets en la Resolucion Numérica de
EDPs aplicados a la Ingenieria
Para el desarrollo del codigo empleado en este proyecto se ha optado por emplear Mathe-
matica®, programa habitualmente empleado en trabajos de este tipo. Como sistema de

dlgebra computacional, es un poderoso lenguaje de programacion de propésito general que

permite resolver ejercicios de una manera rapida y efectiva.

En este caso, cobra especial importancia su capacidad de ejecucion, puesto que los méto-
dos empleados utilizan muchas iteraciones y suelen ser pesados de ejecutar, ocupando a

veces largas cantidades de tiempo.

Se han empleado diversas bibliotecas con el fin de trabajar con matrices, tablas, inte-

grales, derivadas y demds recursos matemaéticos involucrados en la metodologia a estudiar.

9.1. Método de Variaciones Iterativas (VIM)

9.1.1. Calculo de las Funciones u,, (Ecuacion Burgers-Fisher)

(* Ecuacién de Burgers-Ficher a=-1, B=2, n=1 x)
Clear [MetodoVIMFuncionesuUn];
MetodoVIMFuncionesUn[n_] :=

Module [ {suma, k, regla},

Array[u, 10];
regla={x-Xx, t->&};
X
@4

ufe] = H

X X

er +e®
For‘[k:l, k<n, k++,

t
suma = -J (D[u[k—l] /.regla, {§, 1}] -D[u[k-1] /. regla, {x, 2}] - (u[k-1] /. regla) *
(]

Dlufk -1] /. regla, {X, 1}] -2 (u[k-1] /. regla) +2 (u[k - 1] /. regla)?) d&;

u[k] =u[k - 1] + Simplify[suma];
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E
For[k=0, k<n, k++,
Print [StringReplace["\t uw (x, t) = ", {"kk" - ToString[k]}],
urk]
15
15

Return [Table[u[k], {k, ©, n}11;
] (* Fin del médulo x)

(* Fin del Método =x)

9.1.2. Evaluacion de las Funciones u,, (Ecuacion Burgers-Fisher)

(*» Ecuacidén de Burgers-Ficher a=-1, B=2, n=1 «x)
(* Tabla de valores de u, (X, t), Ugexacta (X, t)=*)
(* en el intervalo x € [0, 1] t € [0,1] *)
Clear [MetodoVIMEvaluacionUn];
MetodoVIMEvaluacionUn[n_, un_] :=

Module[{suma, regla, fila, cab, tdatos, ea, Sex, uxtsol},

(* un: es una lista con las funciones ug, Uj, -, U, =*)

1 1 1 9t
uexacta=— + —Tanh[— X + — ];
2 2 4

(* Creacion de la tabla de valores x)
tdatos = {};

For‘[xk =0., xk<1, xk=xk +0.2,
For [tk =0, tk<1.0, tk =tk + 0.2,
regla = {x -» xk, t - tk};
fila = {StringReplace ["(xx, tt)",
{"xx" » ToString[xk], "tt" - ToString[tk]}],
PaddedForm[un[[n +1]] /. regla, {10, 9}],
PaddedForm[uexacta /. regla, {10, 9}],

PaddedForm[Abs[ (un[[n +1]] /. regla) - (uexacta /. regla)], {10, 9}1,
(un[[n+1]] /. regla) - (uexacta /. regla)

PaddedForm [Abs [

}s
tdatos = Append [tdatos, fila];
E
|s

(» Calculo de la solucidén de la EDP u,(x, t)=x)
uxtsol = {};
For[xk =0., xk <1, xk =xk +90.2,
For[tk=0, tk<1.0, tk=tk +0.2,
regla = {x -» xk, t - tk};

]> (10, 93]
uexacta /. regla
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fila = {xk, tk, un[[n+1]] /. regla};
uxtsol = Append [uxtsol, fila];
15
15

(* Calculo el error absoluto maximo =x)

ea =Table[Abs[ (un[[n+1]] /. regla) - (uexacta)],
{x, 0, 1, 0.2}, {t, 0, 1.0, 0.2}1;

eab = Max[ea];

(* Error local estimado =x)
(un[[n+1]] /. regla) - (uexacta)

6ex=Max[Tab1e[Abs[ ], (x, 0, 1, 0.2}, {t, 0, 1.0, e.z}”;

uexacta

cab = { (x, t)",

StringReplace["u,, (x, t)", {"nn" - ToString[n]}],

"u(x, t)",
StringReplace["e=|u,, (x, t)-u(x, t)|", {"nn" -» ToString[n]}],
e
StringReplace ["6ex=7", {"nn" - ToString[n] }]
u(x, t)

}s
tdatos = Prepend [tdatos, cab];

Print["Tabla de valores aproximados ",
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All] 1];

(» Errorres absoluto, relativo estimado x)

Print["Error absoluto estimado: ",

"\n\t e = Max (Ju(x, t) (VIM) - u(x, t)}) = ", eab,
Qsx<1
Osts<1

"\nError local estimado: ",

lu (x, t) (VIM) - u (x, t)}|
"\n\t Sex = Max (] Py ="

@s<x<1
u(x, t
o<ts<l 1)

sex
|s

Return [uxtsol];

] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)

9.2. Método de Perturbacion Homotoépica

9.2.1. Método HPM. EDP con Ecuacion Parabdlica

Clear [EDPEcParabolicaMetodoHPM] ;
EDPEcParabolicaMetodoHPM[EDP_, f1_, inx_, ecH_, n_] :=

Module[{a, b, reglatexto, reglal, regla2, regla3,

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria

Ignacio Castillon Sanchez



CobpIiGo

regla4, regla5,

vsuma, vxsuma, vxxsuma, vtsuma, vttsuma,
tabla, tablaN, tablal, 1lvk, lvkcal, regla, reglacal,

reglanueva, si1,
k, 11, 12, uxt},

{a, b} =1inx;

(» Tabla con las condiciones de iniciales en v (x,0) =x)
11 = Table[StringReplace["vy (x, @) = 0", "kk" - ToString[k]], {k, 1, n}];

11 = PrependTo[11, "vp (X, 0O)

(» Reglas =*)

" <> ToString[f1l, TraditionalForm]];

reglal = {D[u[x, t], {x, 1}] > "ux (x, t)",
Dlulx, t]1, {X, 2}] - "uxx
Dlu[x, t], {t, 1}] - "uc (x, t)",
Dlulx, t], {t, 2}] - "u¢t

(x, t)",

(x, t)",

DIv[x, t1, {X, 1}]->"vx (x, ©)",
DIVIX, t], {X, 2}] > "vyx
DIv[x, t], {t, 1}]->"v¢ (x, ©)",
DvIx, t], {t, 2}] - "vi¢

}s

regla2 = Table[D[vi[X,
regla3 = Table[D[vi[X,
regla4d = Table[D[vi[X,
regla5 = Table [D[vy [X,

tl, {x,
t]’ {XJ
t]’ {tJ
t1, {t,

(x, t)",

(x, t)"

1}] - StringReplace[" (Vi) x", "kk" - ToString[k]l], {k, @, n}];
2}] - StringReplace[" (Vik) xx"» "kk" - ToString[k]], {k, @, n}];
1}] - StringReplace[" (vik)+", "kk" -» ToString[k]], {k, @, n}];
2}] - StringReplace[" (Vi) tt", "kk" - ToString[k]]1, {k, @, n}];

reglatexto = Join[reglal, regla2, regla3, regla4, regla5];

n n
vsuma = Zpk v [x, t1; vconjsuma = Zpk Conjugate[vy[x, t1];

k=0

n

k=0

vxsuma =Zka[vk[X, tl, {x, 1}1;

k=0

n
VXXSuma = Zpk D[vi[Xx, t]1, {x, 2}];

k=0

vtsuma =Zka[Vk[X, tl, {t, 1}1;

k=0

n
vttsuma = Zpk D[vik[x, t1, {t, 2}];

k=0

reglaH = {v[Xx, t] » vsuma, D[v[Xx, t], {x, 1}] -> vXsuma,
D[v[x, t], {X, 2}] -> vxxsuma, D[v[x, t], {t, 1}] -> vtsuma,
D[v[x, t], {t, 2}] -> vttsuma, Conjugate[v[x, t]] » vconjsuma};

(* Sustitucidn de v(x,y) y derivadas en la ec. homotdépica x)
ecH2 = ExpandAll[ (ecH /. reglaH)]; (* texto x)

(* Términos de igual potencia de p *)

(» Ecuacidon 1. x)

tablal = Table[{ToString[pk, TraditionalForm] <> ":",
Coefficient[ecH2, p, k]}, {k, 0, n}]S
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(» Tabla con todas la reglas y expresiones vk(x,y) =*)
tabla = Table[{ToString[p*, TraditionalForm] <> ":",
ToString[tablal[[k + 1, 2]], TraditionalForm] <>" = @"}, {k, @, n}];

tablaN = Table[{ToString[pk, TraditionalForm] <> ":",
ToString[tablal[ [k + 1, 2]] /. reglatexto, TraditionalForm] <>" = @"}, {k, @, n}];

1vk = Table[Solve[tablal[ [k + 1, 2]] == O,
Table[D[vj[x, t], {t, 1}], {j, @ k+1}]][[1]1], {k, @, n}];

(» Se simplifica la regla x)
regla = FullSimplify[Flatten[1lvk]];

(* Reglas soluciones de (vi):(X,t) --> =*)

(* Cdlculo de vp(x,t) partiendo de (vp) (X,t) =*)
sl =Dsolve[{regla[[1]]1[[1]] ==regla[[1]]1[[2]],
Vo [X, O] == f1},
Vo [X, t], {x, t}1[[1, 1]];

(» Se anade a vp (X,t) las derivadas: x)
(2 (Vo) e (X,t) 5, (Vo) (X,T), (Vo) xx (X,1) %)
reglacal = {Simplify[s1],
Simplify[D[s1, {t, 1}1],
Simplify[D[s1, {x, 1}]1],
Simplify[D[s1, {x, 2}11};

reglatabla = {{Simplify[s1],
simplify[D[s1, {t, 1}17,
Simplify[D[s1, {x, 1}]1],
Simplify[D[s1, {x, 2}]11}};

lvkcal = {s1}; (* Reglas calculadas de (Vi) (X,t) --> *)

(* Calculo de vi(x,t) partiendo de (vi):(X,t) =)
For[k =1, k < Length[regla] -1, k++,
sl =DSolve[{regla[[k+1]][[1]] = (regla[[k+1]]1[[2]] /. reglacal),
Vi [x, 0] == 0},
v [X, t], {x, t}1[[1, 1]1;

sl =Simplify[sl1];

(= Se ahade a vy (x,t) las derivadas: =)
(* (Vi) GE), (Vi) x (X)) 5 (Vi) xx (X5 E) %)

reglacal = Flatten[Append[reglacal,
{s1,
D[s1, {t, 1}],
D[s1, {x, 1}],
D[s1, {x, 2}1}11;
reglacal = reglacal /. {ArcTanh[Tanh[x_]] -» Xx};

reglatabla = Append[reglatabla,
{s1,
D[s1, {t, 1}1,
D[s1, {x, 1}1],
D[sl, {x, 2}1}1;
reglatabla = reglatabla /. {ArcTanh[Tanh[x_]] -» Xx};
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1lvkcal = Append[1lvkcal, s1];
15

(* Solucion aproximada de la ecuacidn x)

n
uxt = Zlvkcal[[k +1, 2]11;
k=0

(* khkkkkkhkkkhkhkkkkhkhkkhkkkhkkkkkkkhkkkkkhkkkkkkkk *)

Print[ll "Método de Perturbacién de Homotopia (HPM).",

"\nEcuacidén en Derivadas Parciales (Ecuacién Parabdlica)",
"\n\t ", ToString[EDP /. reglal, TraditionalForm],
"\n\t\t ", ("u(x, 9) = " f1)

15

Print["(a) Se construye la homotopia H(v, p) de la ecuacién u(x, y)",

"\n\t H(v, p) =",

ToString[ecH /. reglal, TraditionalForm], " = 0",

"\n\n(b) Se considera que la solucién de la homotopia es una serie de potencias en p: ",
StringReplace[" (n = nn)", "nn" - ToString[n]],

"\n\t v(x, t) = Z P v (x, t) = ", vsuma,
k=0

"\t Ve 1) = ) PK (o 06 y) =
k=0

vtsuma /. reglatexto,

NI\t vee (6 1) = D0 PC (Wdee (6 ) = 7,
k=0

vttsuma /. reglatexto,

|
-

"\n\t vy (x, t) = Z pk (Vi) xx (X, t) ="
k=0

vxxsuma /. reglatexto

s

Print[" (c) Se sustituye la solucidn
v(x, t) y las derivadas parciales v¢(x, t), vee (X, t), vxx(x, t) ",
"\nen la ecuacién de la homotopia H(v, p)",
"\n\t", ToString[ecH2, TraditionalForm], " = 0 ",
"\n\n\t", ToString[ecH2 /. reglatexto, TraditionalForm], " = 0 "
15
Print[" (d) Identificacién de los coeficientes de los términos de igual potencia de p ",
"\n\t ", tabla,
"\n\t ", tablaNn,
"\nExpresiones de v, (x, t): ",
"\n\t vy (x, t) = ", MatrixForm[1lvk],
"\n\t vy (x, t) = ", MatrixForm[1lvk /. reglatexto],

"\nSe integran las expresiones (vi): con las condiciones iniciales:",
"\n\t", MatrixForm[1l1],

"\n y se deducen las expresiones de vy (x, t), ",
Vi)t (X ), (Vidx (X, ) Y (Vi) xx (X, )",

218



CobpIiGo

"\n\t",

Grid[Take[reglatabla /. reglatexto, All, {1, 2}], Frame » All],
"\n\t",

Grid[Take[reglatabla /. reglatexto, All, {3, 4}], Frame » All],
"\n\t v, (x, t) = ", MatrixForm[lvkcal]

15

Print[" (e) La solucidén aproximada de la ecuacidén tiene la expresién:",
"\n\t u(x, t) = vp(x, t) + vi(x, t) + vo(x, t) + .- ",
"\n\t u(x, t) = ", ToString[uxt, TraditionalForm],

"\n\t u(x, t) = ", Simplify[uxt]

15

Return[uxt];
] (* Fin del médulo x)

(* Fin del Método =x)

9.2.2. Ecuacion Burgers-Huxley. Tabla de Datos y Grafica

Clear [TablaDatosGraficaEcBurgersHuxley] ;
TablaDatosGraficaEcBurgersHuxley[11l_, inx_, int_] :=

Module[{a, 5, ¥, B, al, a2, uexacta, ux9, EDP1, EDP2,

tEDP, UXT, i, j, g2, a, b, t1, t2, T},

{a, b} =1inx; {t1, t2} =int; T=12;
{a, 6, ¥, B} =11;

(» Coeficientes de la solucidn exacta x)

—a5+6'\/a2+4/3 (1+6)

al = Y5
4(1+6)
ay (1+E-¥) (—a—'\/a2+4B(1+6))
a2 = - 8
1+6 2 (1+596)

(* Condicidén inicial x)

R

Y Y
uxe = (— + —Tanh[al*x]] H
2 2

(» Solucidn exacta =)

ok

Yy Y
ufx, tj := (—+ —Tanh[alx (x-a2xt)]| ;
2 2

uexacta=u[x, t];

(» Expresiones de la EDP x)
EDP1 = FullSimplify[D[u[x, t], {t, 1}]1];
EDP2 = FullSimplify|
Dulx, t], {X, 2}] -a*u[x, t]°*D[u[x, t], {X, 1}] + B*u[x, t] (1 -u[x, t1°) (u[x, t1°-¥)];
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(» Tabla de datos numéricos en las ecuaciones EDP1 y EDP2 x)
tEDP = Flatten[Table[{x, t, EDP1, EDP2}, {x, 0, 1, 0.5}, {t, 0, 1, 0.2}], 1];
tEDP = Prepend [tEDP, {"x", "t", "EDP1", "EDP2"}];

(» Tabla de datos numéricos con la solucidén exacta )
tUXT = Flatten[Table[{x, t,
PaddedForm[uexacta, {12, 10}]
}, {X, {0.1, 0.5, 0.9}}, {t, {1.0, 10.0}}], 1];
tUXT = Prepend [tUXT, {"x", "t", "u(x, t)"}];

(» Grafica de la solucidén exacta u(x, t) =x)

g2 = Plot3D [ {uexacta}, {x, a, b}, {t, 0, T},
Axes - True,
LabelStyle - {FontFamily -» "STIX Two Text", 1@, Blue},
AxesLabel - {Style["x", Bold, 11, Darker[Red]],

Style["t", Bold, 11, Darker[Red]],

Style["u", Bold, 11, Darker[Red]]},
PlotLabel -» Style["u(x, t)", Bold, Blue],
PlotRange - All, PlotPoints - 60, BoxRatios -» {1, 1, 1},
ColorFunction - "SolarColors", ImageSize -» Scaled[0.50]1];

(* khkkkkkkhkkkkhkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkkkkkk *)
Print["Ecuacidon generalizada de Burgers-Huxley ",
"“\n\t {a, 6, ¥, B} =", {a, 6, ¥, B}];
Print[" (a) Comprobacién de la EDP",
"\n\t EDP1 = ", Chop[EDP1],
"\n\t EDP2 = ", Chop[EDP2],
"\n\t u(x, @) = ", uxe,
"\n\t u(x, t) = ", u[x, t]
15
Print["Verificacién numérica en EDP1 y EDP2:",
"\n\t ", Grid [tEDP, Frame - All]
15

Print[" (b) Tabla de valores de la solucién exacta u(x, t) con "
"\n\t {a, 6, ¥, B} =", {a, 6, ¥, B},
"\n\t", Grid [tUXT, Frame - All]
15

3

Print[" (c) Grafica de la solucidn u(x, t) "1;
Print["\t\t\t\t ", GraphicsGrid[{{g2}}, Frame - True]];

Return[];
] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)

9.3. Expansion de Funciones en Serie de Wavelet de Haar

9.3.1. Método Matriz Wavelet de Haar

Clear [MetodoMatrizWaveletHaar];
MetodoMatrizWaveletHaar [f_, A_, B_, J_] :=
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Module[{M, i, 1, ax, 1h, F, Fa, H, P1, P2, coef, faprox},

(* Nimero de subintervalos: 2M x)
M= ZJ;

(* Creacion de las funciones Wavelets de Haar «x)
(* Matrices H, P1 y P2 x)

Clear[i, j, k, m];
Print["Desarrollo en serie de Wavelet de Haar de la funcidn
"\n\t f(x) =", f, "\t\t en \t\t",
StringReplace["[A, B] = [aa, bb]",
{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B]}]
15

{H, P1, P2} = MatrizWaveletHaar[A, B, J];

(* Creacidn del vector fila: Matriz F x)
For[l=1, 1<2M, 1l++,
Fa[l] =f /. {x->x1c[1]};
15
F = Table[N[Fa[l]], {1, 1, 2M}];
coef = F.Inverse[H];

Print["Coeficientes Wavelet de Haar de la funcidn
"\n\t f(x) =", f,
"\n\t A = F.H! ",
"\n\t F = ", MatrixForm[{{"f (x1)", "f(x2)", -+, "f(xi)"}}1,
"\n\t F =", F,
"\n\t H = ", H,
"\n\t H' = ", Inverse[H],
"\n\t A = ", MatrixForm[{F}], " . ", Inverse[H],
"\n\t A = ", MatrixForm[{coef}]

|5

(* Cdlculo de la funcidén aproximada =)
2M

faprox = 3" (coef[[i]]# (h[i]));

i=1

Print["Aproximacién Wavelet de Haar ",

2M

"\n\t f(x) = Z ajh; (x) ",
i=1

"\n\t f(x) = ", faprox

E

Return [ {coef, faprox}];
] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)

9.3.2. Matriz Operacional Wavelet de Haar (H, P1y P2)

Clear [MatrizWaveletHaar];
MatrizWaveletHaar [A_, B_, J_] :=
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[Module[{M, i, 1, ax, 1h, coef, faprox},

Array[Ha, 32, 32]; Array[Pla, 32, 32]; Array[P2a, 32, 32];
Array[h, 32];

Array[xlc, 32]; Array[xlp, 32];

Array[pl, 32]; Array[p2, 32];

(* Intervalo [A, B] %)

(* Nimero de subintervalos: 2M x)

M= ZJ;

(» Lista con las Wavelets Haar h;(x), i = 1,..., 2M *)
Clear[i, j, k, m];

1lh = BaseWaveletsHaar [A, B, J];

For[i=1, i<2M, i++,
h[i] =1h[[i]];
15

(* Ancho del subintervalo x)

B-A
AX = ——;
2M

(* Puntos del intervalo )
For[1=0, 1<2M, 1++,
x1p[1l] = A + 1% AX
15
(* Puntos de colocacidn x)
For'[l:l, 1<2M, 14+,

1
x1lc[1l] = — (x1p[1-1] + x1p[1])
2

s
Print["Se toman los puntos del intervalo ",

"\n\t X; = A + L Aax \t\t L =90, 1, ..., 2M ",
"\n\t X; = ", Table[xlp[1l], {1, @, 2M}],
"\nCoordenadas de los puntos de colocacién: ",

1
"\n\t x; = —(Xpq + X3) \t\t L =1, ..., 2M ",
2

"\n\t x; = ", Table[xlc[1l]*1.0, {1, 1, 2M}]

(» Creacidon de la matriz H x)
For[i=1, i<2M, i++,
For[l=1, 1<2M, 1l++,
Ha[i, 1] =h[i] /. {x>x1c[1]};
15
15
H = Table[Ha[i, 1], {i, 1, 2M}, {1, 1, 2M}];

(* Calculo de las integrales de las Wavelets Haar h(i) =)
For[i=1, i<2M, i++,
pl[i] = Integrate[h[i], {X, ©, X}, Assumptions - A <x <B];
p2[i] = Integrate[pl[i], {x, O, x}, Assumptions » A <x <B];
p3[i] = Integrate[p2[i], {x, O, x}, Assumptions » A <x<B];
p4[i] = Integrate[p3[i], {x, @, X}, Assumptions - A<x <B];
15
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(* Creacion de la matriz P1 «x)
For[i=1, i<2M, i++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
Pla[i, 1] =p1[i] /. {x~>x1c[1]};
15
15
P1 = Table[Pla[i, 1], {i, 1, 2M}, {1, 1, 2M}];

(» Creacion de la matriz P2 x)
For[i=1, i<2M, i++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
P2a[i, 1] =p2[i] /. {x>x1c[1]};
15
15
P2 = Table[P2a[i, 1], {i, 1, 2M}, {1, 1, 2M}];

(* Creacidén de la matriz P4 «x)
For[i=1, i<2M, i++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
P4a[i, 1] = p4[i] /. {x>x1c[1]};
15
15
P4 = Table[P4a[i, 1], {i, 1, 2M}, {1, 1, 2M}];

Print["Matrices Wavelet de Haar",
"\n\t H = H(i, L) = hi(x1) = ", H,
"\n\t Py = Py(i, L) = pa,i(X1) ", P1,
"\n\t P, = Py(1, L) = pa,i(X1) ", P2
15

Return [{H, P1, P2}];

] (* Fin del médulo x)

] (* Fin del Método =x)

9.3.3. Error en la Expansion de una Funcion

Clear [ErrorExpansionFuncionWaveletHaar];
ErrorExpansionFuncionWaveletHaar [f_, faprox_, in_, J_] :=

Module[{A, B, Ax, 1, xk, xkc, tdatos, datos, fila, cab, textoin,

ea, AJ, Af, EJ},

(* Intervalo x)

A=in[[1]]; B=in[[2]];

textoin = StringReplace["[aa, bb]",
{"aa" » ToString[a], "bb" - ToString[b]}
15

(*» Nimero de subintervalos: 2M =)

M= ZJ;

(* Ancho del subintervalo x)

B-A
AX = ——;
2M
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(*» Puntos del intervalo =x)
For[1=0, 1<2M, 1++,

x1p[1l] = A + 1% AX

15
xk = Table[x1p[1l] *1.0, {1, @, 2M}];

(* Puntos de colocacidn x)
For'[l:l, 1<2M, 14+,

1
xlc[1l] = — (x1p[1-1] + x1p[1])
2

|E

xkc = Table[x1c[1l] 1.0, {1, @, 2M}];

(* Creacion de la tabla de valores aproximados =x)
(» Tabla de datos =x*)
cab = {"k", "xi"s " ()" "F )" MIF ) - ) 1)
tdatos = {};
For[k=0, k<2M-1, k++,
fila = {k,
PaddedForm[xk[ [k + 111, {6, 3}]1,
PaddedForm[f /. {x > xk[[k +1]1}, {14, 12}],
PaddedForm[faprox /. {x-»xk[[k +1]1}, {14, 12}],
Abs[(f/. {x->xk[[k+1]1]}) - (faprox /. {x>xk[[k+1]1})]
15
tdatos = Append[tdatos, fila];
15

tdatos = Prepend [tdatos, cab];

(* Error absoluto estimado x)
ea =Max[Table[Abs[ (f /. {x-»>xk[[k +1]]1}) - (faprox /. {x->xk[[k+1]1]1})1, {k, @, 2M-1}]
15

(* Error de la aproximacidén discreta Wavelet de la funcidn x)

2M-1
AJ:AX*Z ((F/.x>xk[[k+1]]) - (faprox /. x-xk[[k +1]]))2%;
k=0

(* Error cuadrado integral x)

Af = JB ((f) - (faprox))?2dx;
A

EJ:\[Z;}

(* khkkhkhkhhkkhkhhkhhhkhkhhkhhkhkhkkhhkhhhkhhkhk *)

"[A, B] = " textoin
datos = [ =N J 8
"2 M=" 2M

Print["Tabla de valores aproximados ",
"\n\t ", datos,
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All] 1];

Print["Er‘r‘or‘ de la aproximacién Wavelet de la funcién:",

"\n\t e, = Max ({f(x) - F(x) ) = ", ea,
0<ks< (2M-1)

1 =
"\n\t Af = f (fx) - f(x))? dx = ", af,
(2]
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2M-1
"\n\t 4; = Ax D (F) - Fx))? =", AT,

k=0

2

~ 1 2M
If ) - Fo0llz = J [f () - Y ash; (x) | dx =", E3I
()

i=1

"\n\t E,

E

Return [{ea, Af, AJ, EJ}];
] (+ Fin del médulo =)

(* Fin del Método =*)

9.4. Método Wavelet de Haar (HWCM). EDPs Parabdlicas
Lineales y no Lineales

9.4.1. Método Wavelet de Haar en EDP no Lineales Parabdlicas

Clear [EDPMetodoHWParabolicas];
EDPMetodoHWParabolicas [EDP_, 1lci_, lcc_, in_, 1f_, J_, a_, B_, n_] :=

Module[(M, A, B, H, pi, Pii, Ax, i, j, k, 1, g0, g1, fx, up,

x1, x1lc, x1p, int, datos,
Fl, ai, aw, eclineal, s1, eclineall, eclineal2, ecl, ec2},

Array[xlp, 30]; Array[xlc, 30]; Array[u, 60, 690];
fx=1f[[1]]1; go0=1f[[2]]; gl=1f[[3]];

A=in[[1]]; B=in[[2]];
int = StringReplace["[aa, bb]",
{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];

"[A, B] =" int " (intervalo)"
"J =" J " (maxima resolucién)”
uM - 2] " M nn
datos = "2 M =" 2M "(ne de subintervalos)" 3
"At = % =R At " (ancho del subintervalo t)"
"{a, B, n} =" {a, B, n} "

(*» Determinacién de los puntos del intervalo t €[0, 1] x)
(* Numero de subintervalos: 2M x)

M=2;

(» Ancho del subintervalo x)

B-A
At = ——;
2M

(* Puntos del intervalo temporal t =x)
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For[s=1, s<2M, s++,
ts[s] =1.0x% (s -1) »At
15
tts = Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}];

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkkkkhkkkkkkkk *)

(» Determinacién de los puntos de colocacidn x; =*)
(*» Nimero de subintervalos: 2M x)

M=2";

(» Ancho del subintervalo x)

B-A
AX = —;
2M

(* Puntos del intervalo x x)
For[l=0, 1<2M, 1++,

x1p[1l] = A + 1% AX

15
(* Puntos de colocacidn )
For[1=1, 1<2M, L4+,

1
x1c[1l] = — (x1p[1l-1] +x1p[1])
2

|E

x1 = Table[x1c[1l] x1.0, {1, 1, 2M}];

(» Valor de la funciodn u[x, t] en t = @ *)
(* u[x, 0] u'[x, 0] u”[x, 0] =*)

uxt = fx;

uxtl =D[fx, {x, 1}];

uxt2 = FullSimplify [D[fx, {x, 2}]11;

(* Valores iniciales de u[xl, ts] con ts = O x)

(* NUEVO =*)

For[l=1, 1<2M, 1++,

For[s=1, s<2M, s++,
ulxlc[1l], ts[s]] =uxt /. {x->x1c[1l]*x1.0, t > ts[s]};
ul[xlc[1l], ts[s]] =uxtl /. {x->x1c[1l] 1.9, t>ts[s]};
u2[xlc[1l], ts[s]] =uxt2 /. {x->x1c[1l] *1.9, t>ts[s]};
15
15

(% *kdkdkkhn *)

(* Calculo de las matrices H, P1 y P2x)
(* No se imprimen los pasos intermedios del cdlculo =)

H = MatrizWaveletHaarH[A, B, J, 0];
For[i=1, i<2, i++,

{Pii[i], pi[i]} = MatrizWaveletHaarPa[A, B, J, i, 0];
15

(* Impresiones =x)

Print["Ecuacién Parabélica no lineal (EDP)",

"\nMétodo de Colocacidén Wavelet de Haar (HWCM) ",

"\n\t (P) = ",
Ug (X, t) =uxx +au(x, t) +pu"(x, t) xe [0, 1] te [0, T]

" u (X, @) = f(x) x e [0, 1] Yy
u(e, t) =ge(t) u(l, t)=g:(t) te[o, T]
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EDP "x € [0,1] t € [0, T]"
"\n\t (P) = ", | MatrixForm[{1lci}] "x € [0, 11" 9
MatrixForm[{lcc}] "t e [0, TI"

"\n\t\t ", datos

E

Pr‘int["(a) Se busca una solucién expresada como:",

m=2M
"\n\t u” (x, t) = Z ¢ (1) hi(x) = clpy Hm (X) ",
i-1
"\t\t ¥ = 2",
"\t J : maxima resolucioén ",
"\n\t ¢s (1), 1=1, 2, ..., 2M = Coeficientes Wavelets de Haar para s=1, 2, ..., 2M",
"\n\t ", "h; = Wavelets de Haar en [0, 1]"

|s

Pr'int[
"(b) Se integra la ecuaciodn
u” (x, t) con respecto a la variable t en los limites [ts, ts,11,",
"\nluego se integra u” (x, t) respecto de x dos veces en [0, x],
y se deriva u(x, t) respecto de t:",

2M
"\neu (X tsn) = (s - ts) D)6 (d) hiOa) + U (xa, ts)

i=1

2M
\n e U, ta) = (tea- ts) D)6 (1) Poi ()"

i1
2M
"\n\t + x; [-(ts;1-ts) Z Cs (1) P2,i (1) + 81(tsia) - Bo(tsia) - 81(ts) + 8o(ts) 1™,
i1
"\n\t + u(xy, ts) - go(ts) + 8o(tsi1)",
2M
"\n e d(xy, tea) = )€ (D) Poi(x) s
i-1

2M
"\n\t + x; [—Z Cs (1) p2,i (1) + 81 (tsi1) - Bo(tsia)] + Eo(tsia)”
i=1 hy (x).f

s

Print["(c.l) Calculo de los puntos de colocacién x;: ",

"\n\t X3 = A + L Ax \t\t L =0, 1, ..., 2M ",
"\n\t X; = ", Table[xlp[1l], {1, @, 2M}],

1
"\n\t x; = —(Xpq + X3) \t\t L =1, ..., 2M ",
2

"\n\t x; = ", Table[x1lc[1l]*1.0, {1, 1, 2M}]

|s

Print[" (c.2) Cdlculo de los puntos tg: ",
"\n\t t; = (s - 1) At \t\t s =1, .., 2M =m ",
"\n\t t; = ", Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}]

15

Print[" (d) Cdlculo de las matrices H, P, y P, ",
"\n\t H = ", H
1

For[i=1, i<2, i++,
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Print["\t", StringReplace["P;; (x) = ", "ii" - ToString[i]],
Pii[i],
"\n\t",
StringReplace["pii (x) = ", "ii" - ToString[i]],
pi[i]

15
15
Print["(e.l) Proceso iterativo con la ecuacién de la EDP",

2M 2M
"D es(1) Poi(xa) + X1 [-)] €5 (1) Po,i(1) + Ei(tsia) - Bo(tsi)] + Eo(ts.a)
i=1 i=1

= U (X1, tsa) + a u(xy, tsa) + B u” (X1, tsaa)"s
"\n\t s=1, 2, ..., 2M"

s

Print[" (e.2) El proceso se inicia con los valores iniciales ",
"\n\t u(xy, ts) = ", uxt,
"\n\t = \t u(xy, t1) = u(xy, @) =",
Table[{u[x1lc[1], ts[1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u (x3, ts) = ", uxtl,
"\n\t = \t u (X3, t1) = u (x3, @) =",
Table[{ul[x1lc[1l], ts[1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u” (x;, ts) = ", uxt2,
"\n\t = \t u" (x3, t1) = u"(x3, @) =",
Table[{u2[xlc[1l], ts[1]]}, {1, 1, 2M}]

(» ts[s] = ts[@] se conoce la solucidén u[x,0] = fx =x)
(» Calculo de u[xl, ts] siendo x1[1] 1=1, ..., 2Mx)
(*» ulx, @]«*)

(» Sistema de ecuaciones lineales )
ci=Table[c;, {1, 1, 2M}];
f =Table[O@, {1, 2, 2M}]; f=PrependTo[f, 1];

(* Sistema lineal de ecuaciones para ts[s] x)
1=1; s=1;
Print["Valores iniciales:",
"\n\t L = ", Table[l, {1, 1, 2M}], "\t\t s = ", s,
"\n\t u(x;, ts) = ",
Table[{u[xlc[l], ts[s1]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t v (x;, t5) = ",
Table[{ul[x1lc[l], ts[s]]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u”(x, ts) =",
Table[{u2[x1c[1l], ts[s]]1}, {1, 1, 2M}]
15

For‘[s:l, S<2M-1, s++,
ecl={}; ec2={};
Print["s s = "

15
For‘[l:l, 1<2M, 14+,

s S

Print["Se crea el sistema lineal de ecuaciones: L = ", 1, "\t s = ", s,
"\n\t u(xy, ts) = ", u[xlc[1l], ts[s]],
"\n\t u’ (xy, ts) = ", ul[xlc[1l], ts[s]],
"\n\t u” (xy, ts) = ", u2[x1lc[1l], ts[s]]
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15
(* %)
eclineall = ci.Take[Pii[2], All, {1}] +

2M
x1c[1] * [—[Z(ci[[i]]*(pi[Z] [[i, 111 /. x—»1))] + (D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) -

i=1

(D[go, {t, 1}] /. t—>ts[s+1])] + (D[go, {t, 1}]/.t->ts[s+1]);

eclineal2 = u2[xlc[1l], ts[s+1]] +axu[xlc[l], ts[s+1]] +B* (u[xlc[1l], ts[s+1]])";

ecl = Append[ecl, eclineall];
ec2 = Append[ec2, eclineal2];

Print["Ecuacién: L = ", 1], " s = ", s,
MatrixForm[eclineall], " == ", MatrixForm[eclineal2]
15

]; (% Fin del bucle 1 x)

Print ["Resolucidén del sistema lineal de ecuaciones: ", "s = ", s,
"\n",
MatrixForm[ecl], " == ", MatrixForm[ec2]
15
If[s==1,
sl = NSolve[ecl == ec2, WorkingPrecision - 8];
15
(* Coeficientes Wavelets =x)
ciw=ci/.s1[[1]];

Print["Coeficientes Wavelets para s = ", s,
"\n\t ¢ (1) =", ciw];

(* Calculo de u[x1lc[1l], ts[s+1]] =*)
(* Calculo de ul[xlc[1l], ts[s+1]] *)
(* Calculo de u2[xlc[1l], ts[s+1]] *)

For[l:l, 1<2M, 14+,

u[xlc[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] -ts[s]) ciw.Take[Pii[2], All, {1}] +

2M
x1c[1] %= |- (ts[s +1] -ts[s]) Z(ciw[[i]]*(pi[Z][[i, 1]] /.x->1))] +
i=1

(g1/.t->ts[s+1]) - (g0/.t>ts[s+1]) - (g1/.t->ts[s]) + (ga/.t—»ts[s])] +

u[xlc[1l], ts[s]] - (g0 /.t>ts[s]) + (g0 /.t>ts[s+1]);
u2[xlc[1l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) ciw.Take[H, A1l, {1}] +u2[x1lc[1l], ts[s]];

ul[xlc[1l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) ciw.Take[Pii[1], All, {1}] +
2M
-(ts[s+1] -ts[s]) Z(ciw[[i]]* (pi[2]1[[1i, 1]]/.x>1)) | +

i=1

(gl/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s+1]) - (g1/.t->ts[s]) + (g0 /.t->ts[s])|;

(» E1 resultado es una lista con un solo nimero =x)
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ulxlc[1l], ts[s +1]] =u[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];
ul[xlc[1l], ts[s+1]] =ul[x1lc[1l], ts[s+21]1][[1]1];
u2[xlc[1l], ts[s+1]] =u2[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];
s
Print["Nuevos valores:",
"\n\t L = ", Table[1l, {1, 1, 2M}], "\t\t s + 1 = ", s+1,
"\n\t U(Xl, ts+1) = ")
Table[{u[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u’ (x1, tsa) =",
Table[{ul[xlc[1l], ts[s+1]]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u” (xg, ts,1) =",
Table[{u2[xlc[1l], ts[s+1]]}, {1, 1, 2M}]
15

]; (* Fin del bucle s x)

(* Creacion de la tabla de valores aproximados =x)
(» Tabla de datos x*)
cab={" (L, s)", "x1", "ts", "u(xy, ts) (HW)"};
tdatos = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" - ToString[1l], "ss" - ToString[s]}],
xlc[1l] x1.09, ts[s],
PaddedForm[u[x1lc[1], ts[s]], {16, 12}]};
tdatos = Append [tdatos, fila];
15
15

tdatos = Prepend [tdatos, cab];
Print["Tabla de valores aproximados ",
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All] 1];

(* Solucién aproximada numérica de u(x, t) =)
usol = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
usol = Append[usol, {xlc[l], ts[s], u[xlc[1l], ts[s]1]}];
15
15

Return[usol];

] (*+ Fin del médulo x)

(* Fin del Método =*)

9.4.2. Método HWCM: Ecuacion Burgers-Huxley Generalizada

Clear [EDPHWCMBurgersHuxley];
EDPHWCMBurgersHuxley[EDP_, 1lci_, lcc_, in_, 1f_, J_, a_, B_, ¥_, 6_] :=
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Module[{M, A, B, H, pi, Pii, Ax, at, i, j, k, 1, go, g1, fx, up,

u, x1, xlc, x1p, int, datos,
Fl, ai, aw, s1, ecnolineall, ecnolineal2,
uxltsl, uxxltsl, uxxxltsl, ecl, ec2, condini},

Array[xlp, 64]; Array[xlc, 64]; Array[u, 64, 64];
fx=1f[[1]1; g@=1f[[2]]; g1=1f[[3]];

A=in[[1]]; B=in[[2]];
int = StringReplace["[aa, bb]",
{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];

(*» Determinacién de los puntos del intervalo t €[0, 1] x)
(* Numero de subintervalos: 2M x)

M=2;

(* Ancho del subintervalo temporal t x)

B-A
At = —;
2M

(* Puntos del intervalo temporal t =x)
For[s=1, s<2M, s++,

ts[s] =1.0% (s -1) At

15
tts = Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}];

(* khkhkhkkhkhkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkkkk *)
(* Determinacion de los puntos de colocacién x; #*)

(* khkkkkkhkkkkhkkhkkkkhkhkkkkhkkkkkhkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkk *)

(* Numero de subintervalos: 2M *)
M= 2];
(* Ancho del subintervalo x x)
B-A
AX = —;
2M

(* Puntos del intervalo x =*)
For[1=0, 1<2M, 1++,

x1p[1l] = A + 1 xAX

15
(* Puntos de colocacidén x1 x)
For'[l:l, 1<2M, 14+,

1
x1lc[1l] = — (x1p[1-1] + x1p[1])
2

s

x1 = Table[x1lc[1l] 1.0, {1, 1, 2M}];

(* Valor de la funcioén u[x, t] en t = 0 *)

(*» u[x, 0] = fx u’[x, 0] u”[x, 0] *)
uxt = fx;

uxtl=D[fx, {x, 1}];

uxt2 = FullSimplify [D[fx, {x, 2}]1];

(» Valores iniciales de u[xl, ts] con ts = t1 = @ %)
For[l=1, 1<2M, 1l++,
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u[xlc[1l], ts[1]] =uxt /. {x->x1c[1l]*1.0, t>ts[1]};

ul[xlc[1l], ts[1]] =uxtl /. {x->x1c[1l] *1.0, t>ts[1l]};

u2[xlc[1l], ts[1]] =uxt2/. {x->x1c[1l] *1.0, t>ts[1]};
15

(* khkkhkhkhhkkhkhhkhhkhkhkhkhkhhhkhhkhhkhhhhhhhkdhhhkrhkhdhkhhrhhdk *)

(* Calculo de las matrices H, P1 y P2 *)
(* No se imprimen los pasos intermedios del cdlculo =)

H = MatrizWaveletHaarH[A, B, J, 0];
For[i=1, i<2, i++,

{Pii[i], pi[i]} = MatrizWaveletHaarPa[A, B, J, i, 0];
15

"[A, B] =" int " (intervalo)"
T s [ J " (maxima resolucién)"”
"M = 2] =|| M nn
datos = "2Mm =" 2M "(ne de subintervalos)" 5
"At = %i? = At " (ancho del subintervalo t)"
"{a, By ¥, 6} =" {a, B, ¥, 6} "

(* Impresiones x)

Print["Ecuacién Parabélica no lineal (EDP). Ecuacidn de Burgers-Huxley",

"\nMétodo de Colocacidén Wavelet de Haar (HWCM) ",

"\n\t (P) = ",
Ue (X, t) =-au’u, + U + Bu (1-u®) (uP-y) xe[0,1] tele, T]
"1 u(x, 0) =f(x) x e [0, 1] ",
u(e, t) =ge(t) u(l, t) =gi(t) tef[o, T]
EDP "X € [0,1] t € [0, T]"
"\n\t (P) = ", [MatrixForm[{lci}] "x € [0, 11" 9
MatrixForm[ {lcc}] "te [0, T]I"

"\n\t\t ", datos

s

Print["(a) Se busca una solucidén expresada en términos de Wavelet de Haar:",

m=2M
"\\t 076, 1) = > g (i) hi(x) = €lpy Hm 0 ",
i=1
"\t\t M = 2",
"\t J : maxima resolucidn
"\n\te cs(1), i=1, 2, -.-, 2M = Coeficientes Wavelets de Haar para s=1, 2, ..., 2M - 1",
"\n\te ", "h; (x) = Wavelets de Haar en [0, 1]"

|s

Print[

"(b) Se integra la ecuaciodn

u” (x, t) con respecto a la variable t en los limites [tg, ts,11,",
"\nluego se integra u” (x, t) respecto de x dos veces en [0, Xx],

y se deriva u(x, t) respecto de t:",

2M
\n e U (X, tea) = (tsa - t) D)6 (1) hi(a) + w0, ts) U,

i=1
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2M

\N W t) = (B - ts) D) €5 (d) Pui(a) + W (X, t)

i=1

2m
= (tsa - Ts) ch(i) P2,i (1) + 81(ts.1) - Bo(tsi1) - 8B1(ts) + Be(ts)",

i1
2m
"\n e (s tea) = (tsa- ) D) 6 (1) Poi(a)”s
i1
2M
"\n\t + x; [-(ts;1-ts) Z Cs (1) P2,i (1) + 81(tsia) - Bo(tsia) - 81(ts) + 8o(ts) 1™,
i1
"\n\t + u(xy, ts) - go(ts) + 8o(tsi1)",
2M
"\n e d(xy, tea) = )€ (D) Poi(x) s
i-1
2m
"\n\t + x; [-Z Cs (1) p2,i (1) + 81 (tsi1) - Bo(tsia)] + Bo(tsia)”
i=1 hy (x).f

E

Pr‘int["(c.l) Cdlculo de los puntos de colocacién x;: ",

"\n\t %; = A + L Ax \t\t L = @, 1, ..., 2M ",
"\n\t % = ", Table[xlp[l], {1, ©, 2M}],

1
"\n\t x;3 = —(X3.1 + X3) \t\t L =1, ..., 2M ",
2

"\n\t x; = ", Table[xlc[1l] 1.0, {1, 1, 2M}]

E

Print[" (c.2) Cdlculo de los puntos tg: ",
"\n\t tg = (s - 1) At \t\t s =1, .., 2M =m ",
"\n\t t; = ", Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}]

15

Print[" (d) Cdlculo de las matrices H, P;, P, ",
"\n\t H = ", H
15
For[i=1, i<2, i++,
Print["\t", StringReplace["P;; = ", "ii" » ToString[i]],
Pii[i],
"\n\t",
StringReplace["p;; (x) = ", "ii" - ToString[i]],
pi[i]
15
15
Print["(e.l) Proceso iterativo con la ecuacién EDP, ",

"sustituyendo las expresiones de ",
"\n\t u” (Xl’ ts+1): U(Xl, ts+1) y ﬂ(Xl, ts+1):".v

2M 2M
N\t > s (1) Po,i() + X1 [-)) € (1) Poi(1) + E1(tsa) - go(tsi)] + €o(tsi) ™
HI=1) =11}

"\n\t\t = u” (x1, ts) - a u(xy,
to)% WXy, to) + B ou(xy, t) (1 - u(xy, t5)°) (u(xy, t)° - ¥)",
"\n\t\t s=1, 2, ..., 2M -1 ",
"\nEn cada iteracidén se calculan los coeficientes cs (i) del intervalo (ts, ts.11"

E
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s=1;
Print[" (e.2) El proceso se inicia con los valores iniciales ",
"\n\t u(x;, ts) = ", uxt,
"\n\t u (x3, ts) = ", uxtl,
"\n\t u” (x;, ts) = ", uxt2,
"\ne L = ", Table[l, {1, 1, 2M}], "\t\t s = ", s,
"\n\t u(xy, t1) = u(x1, @) = ",
Table[{u[x1lc[1l], ts[1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\t\t U (X, t1) = U (X, @) = ",
Table[{ul[xlc[1l], ts[1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u”(x3, t1) = u"(x3, @) =",
Table[{u2[xlc[1l], ts[1]]}, {1, 1, 2M}]
15

(* khkkkkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkhkkkhkhkhkkhkhkhkkkkkhkkkkkhkkkhkkhkkkkkkkkkkkkkkk *)
(» Proceso iterativo. Cdlculo de los coeficientes Wavelet x)

(* khkkkkkkhkkkkhkkhkkkkhkkkhkhkkkkhkkhkkkkkhkhkkkhkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkkk *)

ci=Table[c;, {1, 1, 2M}];
(»f=Table[0O, {1,2,2M}]; f=PrependTo[f,1];*)

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkkk *)
(» Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkkkk *)
For‘[s:l, S<2M-1, s++,

ecl={}; ec2={};

Print["s s = ", s];

(*» Ecuacidn iterativa de la EDP x)
For‘[l:l, 1<2M, 14+,

ecnolineall = ci.Take[Pii[2], All, {1}] +

2M
XlC[l]*[—[Z(Ci[[i]]*(pi[Z] [[i, 1]] /.X—)1))] + (D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) -

i=1

(D[go, {t, 1}] /. t—>ts[s+1])] + (D[go, {t, 1}]/.t->ts[s+1]);

(* Expresion de u[xlc[1l], ts[s+1]] %)
uxltsl = (ts[s +1] -ts[s]) ci.Take[Pii[2], All, {1}] +

2M
x1c[1] # |- (ts[s +1] - ts[s]) [Z(ci[[i]]*(pi[Z] [[i, 111 /. x->1))] o

i=1
(gl/.t>ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s+1]) - (g1 /.t->1ts[s]) + (gO/.t-»ts[s])] +
u[xlc[1l], ts[s]]1 - (g0 /.t->ts[s]) + (g0 /.t->ts[s+1]);

(* Expresion de uy, [x1c[1l], ts[s+1]] =)
uxxxltsl = (ts[s +1] - ts[s]) ci.Take[H, All, {1}] +u2[x1lc[1], ts[s]];

(* Expresion de uy[x1c[1l], ts[s+1]] =)
uxxltsl = (ts[s +1] -ts[s]) ci.Take[Pii[1], All, {1}] +
2M
-(ts[s+1] - ts[s]) Z(ci[[i]]* (pif[2]1[[i, 1]]1/.x>1)) ]| +

i=1

(gl/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s+1]) - (g1/.t->ts[s]) + (g0 /.t->ts[s])|;
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ecnolineal2 = uxxx1ltsl - a* (ux1ts1)®#uxxltsl+ B (uxltsl) + (1 - (uxltsl)®) « ((uxlts1)® - y);

ecl = Append[ecl, ecnolineall];
ec2 = Append[ec2, Expand[ecnolineal2]];

(* khkkhkhkhhkkhkhhkhhkhkhkkhkhhhkhkhkhhkhhkhhkhkhhkhhhhkhkhkhdhkhhkrhkrdkhkk *)

]; (* Fin del bucle 1 =x)

Print ["Resolucidén del sistema no lineal de ecuaciones: ",
"\n ", MatrixForm[ecl], " == ", MatrixForm[ec2]
15
condini = Table[{c;, 0.1}, {1, 1, 2M}];
sl = FindRoot [ecl == ec2, condini, MaxIterations - 200,
Method -» "AffineCovariantNewton"];
(*s2=FindRoot [ecl==ec2,condini,MaxIterations-200];x)

(» Coeficientes Wavelets de cada subintervalo [tg, tg,;] =*)
ciw=ci/. s1;

Print["Coeficientes Wavelets de Haar para s = ", s,
"\n\t ¢ (1) = ",
PaddedForm[Transpose[{ciw}], {10, 8}]
15
(* khkkkkkkhkkhkhkkhkkhkkhkkkhkkhkhkhkhkkhkkkhkkhkkhkhkkhkkkkkkkkkkkkkk *)
(* Fin del Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* kkkkhkhkkhkkhhkhhkkhkkhhkhhhhkhkhhkhhhhkkdkhkhhkhhkkdkrhkhk *)

(* khkkkkhkkhkhkhkkkhkkhkkkhkkhkhkkkhkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkk *)

(* Cdlculo los valores: *)
(* u[xlc[1l], ts[s+1]], ul[x1lc[l], ts[s+1], *)
(* u2[xlc[1l], ts[s+1]] *)

(* kkhkkhkhkkhkkhkhkhkkhkkhhkhhhkhkkhhkhhkhkhkkhkkhhkhkhkdkd *)

For[l:l, 1<2M, 14+,

u[xlc[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] -ts[s]) ciw.Take[Pii[2], All, {1}] +

2M
x1c[1] # |- (ts[s +1] - ts[s]) Z(ciw[[i]]*(pi[Z][[i, 11] /.x—»1))] +

i=1
(81/.t-ts[s+1]) - (g0 /. t->ts[s+1]) - (g1/.t->ts[s]) + (ga/.t—»ts[s])] +

u[xlc[1l], ts[s]] - (g0 /.t>ts[s]) + (g0 /.t>ts[s+1]);
u2[xlc[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) ciw.Take[H, A1l, {1}] +u2[x1lc[1l], ts[s]];

ul[xlc[1l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) ciw.Take[Pii[1], All, {1}] +

2M
-(ts[s+1] -ts[s]) Z(Ciw[[i]]*(Pi[Z][[i, 111/7.x-1)) [ +

i=1
(gl/.t>ts[s+1]) - (g0 /.t-o>ts[s+1]) - (g1/.t>ts[s]) + (g0 /. t->ts[s])]|;
(» E1 resultado es una lista con un solo nimero =x)

ulxlc[1l], ts[s+1]] =u[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];
ul[xlc[1l], ts[s+1]] =ul[x1lc[1l], ts[s+21]1][[1]1];
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u2[xlc[1l], ts[s+1]] =u2[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];

Print["e s = ", s,
"\n\t L = ", Table[1l, {1, 1, 2M}], "\t\t s + 1 = ", s+1,
"\n u(xy, ts.1) = "J
Table[{u[x1lc[1l], ts[s+1]]}, {1, 1, 2M}],
ou(xy, tsa) =7,
Table[{ul[x1lc[1l], ts[s+1]]}, {1, 1, 2M}],
"our(xy, tea) = ",

Table[{u2[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}]
15

]; (» Fin del bucle s =)

(* Creacion de la tabla de valores aproximados de u(xj, ts) =*)
(» Tabla de datos =)
cab={" (L, s)", "x1", "ts", "u(xy, ts) (HW)"};
tdatos = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" - ToString[1l], "ss" - ToString[s]}],
xlc[1l] x1.09, ts[s],
PaddedForm[u[x1c[1], ts[s]], {16, 12}]};
tdatos = Append [tdatos, fila];
15
15

tdatos = Prepend [tdatos, cab];

Print[" (f) Solucidén numérica de u(x, t) ",
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All]
15

(* Solucioén aproximada numérica de u(x, t) =*)
usol = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
usol = Append [usol, {xlc[l], ts[s], u[xlc[1l], ts[s]]}];
13
15

Return[usol];
] (*+ Fin del médulo x)

(* Fin del Método =*)
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9.5. Método Wavelet de Haar (HWCM). Ecuacion Klein-

Gordon y Sine Gordon

9.5.1. Ecuacion Klein—-Gordon (Dirichlet)

Clear [EDPHWCMKleinGordonDirichlet];
EDPHWCMKleinGordonDirichlet [EDP_, 1lci_, lcc_, in_, 1f_, J_, a_, B_, ¥_, n_, n_] :=

Module[(M, A, B, H, pi, Pii, Ax, at, i, j, k, 1, s, fx, gx, g9, gl,

up, u, x1, xlc, x1lp, int, datos,

Fl, ai, aw, s1, s2, ecnolineall, ecnolineal2,

ugxt, ugxtl, ugxt2,

uxltsl, uxxltsl, uxxxltsl, ytxltsl, ecl, ec2, condini},

Array[xlp, 64]; Array[xlc, 64];

Array[u, 64, 64]; Array[ul, 64, 64]; Array[u2, 64, 64];
Array[ut, 64, 64]; Array[utl, 64, 64]; Array[ut2, 64, 64];
fx=1f[[1]]; 8x=1f[[2]];

go=1f[[3]]; gl=1f[[4]];

A=in[[1]]; B=in[[2]];
int = StringReplace["[aa, bb]",
{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];

(*» Determinacién de los puntos del intervalo t €[0Q, 1] x)
(* Numero de subintervalos: 2M x)

M=2;

(* Ancho del subintervalo temporal t x)

B-A
At = ——;
2M

(* Puntos del intervalo temporal t =x)
For[s=1, s<2M, s++,

ts[s] =1.0x% (s -1) At

15
tts = Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}];

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkk *)
(» Determinacién de los puntos de colocacidn x; =*)

(* khkkhkhkhhkkhkhhkhhhkhkhhkhhkhkhhkhhkhhhkhkhhhkhhhkhhdk *)

(* Nimero de subintervalos: 2M *)
M= ZJ;
(* Ancho del subintervalo x x)
B-A
AX = ——;
2M

(* Puntos del intervalo x x)
For[l=0, 1<2M, 1++,

x1p[1l] = A + 1% AX

15
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(* Puntos de colocacidén x1 x)

For[1=1, 1<2M, 1++,
1

x1lc[1l] = — (x1p[1-1] + x1p[1])
2

E

x1 = Table[x1c[1l] 1.0, {1, 1, 2M}];

(* khkkkkkkhkkkkhkkhkkkkkhkkhhkkhkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkk *)

(* Valores iniciales de u[x1, ts], u'[x1l, ts]y =)

(* u”[x1l, ts] con ts =

tl1 =20

*)

(* khkkkkkkhkkkkhkkkkkkhkkhhkkkhkkhkkhkhkhkkhkkkkhkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkk *)

For[l=1, 1<2M, 1++,

u[xlc[1l], ts[1]] =fx /. {x>»>x1c[1l] *x1.0, t>ts[1]};

ul[xlc[1l], ts[1]] =D[fx, {x, 1}] /. {Xx->x1lc[1l]*1.0, t>ts[1l]};
u2[xlc[1l], ts[1]] =D[fx, {x, 2}] /. {x>x1c[1l] *1.0, t>ts[1l]};

15

(* khkkkkkhkkkkkkkkkkhkkhkkkkhkhkkkkhkkhkhkkkkhkkhkkkkhkkhkkkhkkkkkkkk*x *)

(* Valores iniciales de u[x1, ts], u¢’[x1l, ts] y )

(* uy”[x1, ts] con ts =

tl1 =20

*)

(* khkkkkkkhkkkkhkkkkkkhkkhkkkkhkhkkkhkkhkhkkkkhkkhkkkkhkkhkkkkkkkkkkkk *)

For[l=1, 1<2M, 1l++,

ut[xlc[1l], ts[1]] =gx /. {x>x1c[1] *1.0};
utl[xlc[1l], ts[1]] =D[gx, {X, 1}] /. {x>x1c[1l] *1.0};
ut2[x1lc[1l], ts[1]] =D[gx, {X, 2}] /. {x>x1c[1l] *1.0};

(* khkkhkhkhhkhkhkhhkhhkhkhkkhkhhhkhhkhhkdhhhhhhkdhhhkrhkhdhkhhrhrdhk *)

(* Calculo de las matrices H, P1 y P2

*)

(* No se imprimen los pasos intermedios del cdlculo =)

H = MatrizWaveletHaarH[A, B, J, 0];

For[i=1, i<2, i++,

{Pii[i], pi[i]} = MatrizWaveletHaarPa[A, B, J, i, 0];

15

datos = "2 M ="

‘At = ZA o
2M
"{ax Bs ¥ n}="

"nx, t)y ="

(* Impresiones x)

int
J
M

2M

At

{a, B, ¥, n}
n

" (intervalo)"
" (mdxima resolucién)”

"(n2 de subintervalos)"

" (ancho subintervalo t)"

Print["Ecuacién de Klein-Gordon (Dirichlet)",

"\nMétodo de Colocacidén Wavelet de Haar (HWCM) ",

"\n\t (P) "

Uee (X ) +auxx (X, 1) + Bu (X, t) + ¥y (u(x, t))" = n(x, 1)
ut (X, @) =g (x)

"rou(x, @) =f (x)

u(@, t) =ge(t) u(l, t) =gi(t)

te [0, T]
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EDP "x € [0,1] t € [0, T]"
"\n\t (P) = ", | MatrixForm[{1lci}] "x € [0, 11" 5
MatrixForm[{lcc}] "t > 0"

"\n\t\t ", datos

E

Print["(a) Se busca una solucidén expresada en términos de Wavelet de Haar:",
m=2M
"\m\t U (x, ) = ) e (i) hi(x) = cly Hm (0 ",
i=1
"\t\t ¥ = 2",
"\t J : maxima resolucioén ",
"\n\te cs(1), 1=1, 2, -.-, 2M = Coeficientes Wavelets de Haar para s=1, 2, ..., 2M - 1",
"\n\te ", "h; (x) = Wavelets de Haar en [0, 11"

|s
Print[

"\ny a continuacién se integra u” (x, t) respecto de x dos veces en [0, x].",
"\nSe deducen las expresiones:",
o 2m o«
"\ e U (Xas ) = (tsa-ts) D € (D) hy (xa) Hu (xa,t5) ",
i1
1 Zn
"\n « u” (letsd):;(tsd‘ts)zz Cs (1) h; (x1) + (tssa-ts)u (xp,ts) +u” (x1,t5) ",

i=1

2m
"\n - lal(Xl;‘ts»f1)=Z|I [€s (1) P2,i (X1) -X1 C€s (1) P2,i (1) 1+X1 (81 (tsi1)-8o (tsi1)) +8e (tsi1) ™,

i=1
. 2M 2M
"\n e U (X ts) = (tsats) (D) €5 (1) P21 () = (Esia-ts) X1 (D] €5 (1) P2, (1))
HI=1) =11}

#X1 [81(tss1) -81 (ts) -8o (ts,1) +8o (ts) ]

+8o (tsi1) -8 (ts) +U (X1, ts) ™,

1 2m .
"\n - u(xl.vtsd):;(ts+1‘ts)2(z‘I Cs (i)Pz,i (X1) ) +u(Xy,ts) + (ts,1-ts) u(xy,ts)

i=1

1 2M
+x1[—;(ts+1—ts)2(z ¢s (1) P2,1 (1))
i=1
+81 (ts.1) ~81 (ts) -Bo (ts.1) +8o (ts) - (ts,1-ts) [8a (ts) -go (ts) 1]
+80 (tsi1) ~8o (ts) - (tss1-ts) €o (ts) "

E

Print["(c.l) Cdlculo de los puntos de colocacién x;: ",

"\n\t ¥; = A + L Ax \t\t L = 0, 1, -, 2M ",
"\n\t ¥, = ", Table[xlp[1l], {1, @, 2M}],

1
"\n\t x; = —(Xp.1 + X3) \t\t L =1, ..., 2M ",
2

"\n\t x; = ", Table[xlc[l]*1.0, {1, 1, 2M}]

E

Print[" (c.2) Cdlculo de los puntos ts: ",
"\n\t tg = (s - 1) At \t\t s =1, .., 2M = m ",
"\n\t t; = ", Table[ts[s]*1.0, {s, 1, 2M}]

"(b) Se integra la ecuacién u” (x, t) con respecto a t dos veces en los limites [t,, t..1],",
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15

Print[" (d) Cdlculo de las matrices H, Py, P, ",
"\n\t H = ", H
15
For[i=1, i<2, i++,
Print["\t", StringReplace["P;; = ", "ii" » ToString[i]],
Pii[i],
"\n\t",
StringReplace["p;i; (x) = ", "ii" - ToString[i]],
pi[i]
15
15

Print["(e.l) Proceso iterativo con la ecuacién EDP, ",

"sustituyendo las expresiones de

"\n\t u”(x1, tei1), U(Xy, tsi), U(X1, tsu1) Y u(xlx tsi1): >

2m
"Z [€s (1) P2,i (X1) - X1 €s(1) P2,i(1)] + X1 (81 (tss1) - Bo(tsiz)) + Bo(tsi1)

i=1

+ a u’ (X1, tsia) + B u(xy, tsa) + ¥ (U(x1, ts+1))n \n\t = n(xy, ts.1))",

"\n\t\t s=1, 2, ..., 2M -1 ",
"\nEn cada iteracién se calculan los coeficientes cs (i) del intervalo (ts, ts,1]"

|E

s=1;

Print[" (e.2) El proceso se inicia con los valores iniciales ",
"\ne L = ", Table[l, {1, 1, 2M}], "\t\t s = ", s,
"\n\t - u(xy, ts) =", fx,

"\n\t = \t u(xy, t1) = u(x;, @) =",
Table[{u[x1lc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u (x;, ts) = ", D[fx, {x, 1}],

"\n\t = \t u (x3, t1) = U (x3, @) =",
Table[{ul[xlc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u”(x;, ts) = ", D[fx, {x, 2}],

"\n\t = \t u” (x;, t;) = U (xg, @) = ",
Table[{u2[x1lc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}]

15

Print["\t « u¢ (X1, ts) = ", gX,

"\n\t = \t ug(x1, t1) = ue(xy, @) = ",
Table[{ut[xlc[1l], ts[1]]}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u¢’ (x1, ts) =", D[gX, {x, 1}],

"\n\t = \t u'(x1, t1) = u'(x3, @) = ",
Table[{utl[xlc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u¢” (x3, ts) = ", FullSimplify[D[gx, {x, 2}]1],

"\n\t = \t uc” (X1, t1) = u”(xy, @) =",
Table[{ut2[xlc[1], ts[1]1}, {1, 1, 2M}]

(* khkkhkkhkhkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkkk *)
(* Proceso iterativo. Cdlculo de los coeficientes Wavelet x)

(* khkkkkkkhkkkkhkkhkkkkhkhkhkkkhkhkkkkhkkhkkkkhkhkkkhkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkk *)

ci=Table[c;, {1, 1, 2M}];

(* khkkkkkhkkhkkkhkkhkkkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkkkk *)
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(» Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkkhkkhkhkhkhkhkhkhkkhkhkhkhkhkhhkhkhkdkhhkhkhkhkhhkhkhkdkhk *)
For‘[s:l, S<2M-1, S++,

ecl={}; ec2={};
Print["s s = ", s];

(* Ecuacidén iterativa de la EDP x)
For[l:l, 1<2M, 1++,

(* Expresion de u't”[xlc[l], ts[s+1]] =)
utxxxltsl = (ts[s +1] - ts[s]) xci.Take[H, All, {1}] +ut2[x1lc[1l], ts[s]];

(* Expresion de uy, [x1c[l], ts[s+1]] =)
1

uxxxltsl = — (ts[s +1] - ts[s])? ci.Take[H, All, {1}] +
2

(ts[s+1] -ts[s]) »ut2[x1lc[1l], ts[s]] +u2[x1lc[1l], ts[s]];

(* Expresion de ugi [x1c[1l], ts[s+1]] =)

2M
uttxltsl = ci.Take[Pii[2], All, {1}] - x1c[1] Z(ci[[i]]* (pi[2][[i, 111 /.x-1)) | +
i=1
xlc[1] * ((D[gl, {t, 2}] /. t>ts[s+1]) - (D[gO, {t, 2}] /. t>ts[s+1])) +
(D[g0, {t, 2}1/.t->ts[s+11);

(* Expresion de ug[x1c[l], ts[s+1]] =)
utxltsl = (ts[s +1] -ts[s]) ci.Take[Pii[2], All, {1}] -
2M
(ts[s +1] - ts[s]) *xLlc[1l] Z(ci[[i]]* (Pi[2]1[[i, 11]/.x>1)) | +
i=1
xlc[1l] * ((D[gl, {t, 1}] /. t->ts[s+1]) - (D[gl, {t, 1}]1 /. t>ts[s]) -
(D[gO@, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) + (D[gO, {t, 1}]1 /. t->ts[s])) +
(D[go, {t, 1}]1/.t->ts[s+1]) - (D[go, {t, 1}] /. t->ts[s]) +ut[x1c[1l], ts[s]];

(*» Expresion de u[xlc[1l], ts[s+1]] %)

1
uxltsl= — (ts[s +1] - ts[s])? ci.Take[Pii[2], All, {1}] +
2

u[xlc[1l], ts[s]] + (ts[s +1] -ts[s]) »ut[xlc[1l], ts[s]] + x1lc[1] *[

1 2M

-— (ts[s+1] -ts[s])2* Z(ci[[i]]*(pi[Z][[i, 1]1 /.x->1))] +
2 i=1
(gl/.t>ts[s+1]) - (g1 /.t>ts[s]) - (g6/.t>ts[s+1]) + (g0 /.t->ts[s]) -
(ts[s+1] -ts[s]) = ((D[gl, {t, 1}] /. t->ts[s]) - (D[gO, {t, 1}] /.t-»ts[s]))] +

(g0/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>1ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) » (D[go, {t, 1}] /. t->1ts[s]);
ecnolineall = uttx1tsl + ax (uxxx1ltsl) + B (uxltsl) + y (uxltsl)";
ecnolineal2=n/. {x->x1lc[1l], t->ts[s+1]};

ecl = Append[ecl, Expand[ecnolineall]];
ec2 = Append[ec2, Expand[ecnolineal2]];
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(* khkkkkkhkkhkkkhkkhkhkkhkkhkhkkkhhhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkhhkkhkkhkhkkkhkhkkkkhkkhkkkkkkk*x *)

]; (% Fin del bucle 1 «)

(* Fin de la Ecuacidn iterativa de la EDP )
Print ["Resolucidén del sistema no lineal de ecuaciones: ",

"\n ", MatrixForm[ecl], "\n\t == ", MatrixForm[ec2]
15
condini = Table[{c;, ©0.01}, {1, 1, 2M}];
(* Método AffineCovariantNewton =)
sl =FindRoot[ec1-—ec2==e, condini, MaxIterations - 6000,

Method -
{"AffineCovariantNewton", "MinimalDampingFactor" -» 10724, "InitialDampingFactor"—91/100},

PrecisionGoal - ] ;

(* Método de Newton x)
(* s2=FindRoot[ecl==ec2,condini,MaxIterations-2000]; x)

(* Coeficientes Wavelets de cada subintervalo [tg, ts,1] *)
(* Valores numéricos =)
ciw=ci /. s1; (» Método AffineCovariantNewton x)
Print["Coeficientes Wavelets de Haar para s = ", s,
"\t (Método AffineCovariantNewton)",
"\n\t Cs (1) = ")
PaddedForm[Transpose[{ciw}], {10, 8}]
15
Print["Comprobacién del sistema no lineal de ecuaciones ",
" (AffineCovariantNewton)",
"\n\t ", MatrixForm[ecl/.s1], " =",
MatrixForm[ec2 /. s1]];
(*
s2=NSolve[ecl==ec2,Table[c;, {1,1,2M}],Reals];
eql/.Last[s2];
Print ["Nota: Solucidén obtenida con el método de NSolve: ",
"\n\t ",s2,
"\n\t ¢ (i) = ",
PaddedForm[Transpose[{ci/.Last[s2]}], {10,8}]
15
*)

(* khkkkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkkkhkkkkkkkkkkkkkk *)
(* Fin del Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkhkkhkhkkhkkhhkhhkkhkkhhkhhhhkhhkhhhhkkhkhkhhkhhkkdkhrhhhk *)

(* khkkkhkkhkkhkkhkhkkkkhkhkhkkkhkkhkhkkhkkhhkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkk *)

(* Cdlculo los valores: *)
(* u[xlc[1l], ts[s+1]], u¢[x1lc[l], ts[s+1], *)
(* u2[xlc[1l], ts[s+1]] *)

(* kkkkhkhkkhkkhhkhhkkhkkhhkhhhkhkhkhhkhhkhkhkkdkkhhkhkhkdkd *)

For‘[l:l, 1<2M, 14+,

(*» Expresion de ui” [x1c[1l], ts[s+1]] =)
ut2[xlc[1l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) »ciw.Take[H, All, {1}] +ut2[x1lc[1l], ts[s]];
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(* Expresion de uy, [x1c[l], ts[s+1]] =)
1

u2[x1lc[1l], ts[s+1]] = — (ts[s +1] - ts[s])? ciw.Take[H, All, {1}] +
2

(ts[s+1] -ts[s]) »ut2[x1lc[1l], ts[s]] +u2[x1lc[1l], ts[s]];

(* Expresion de ugi [x1c[1l], ts[s+1]] =)
utt[xlc[1l], ts[s+1]] =

2M
ciw.Take[Pii[2], All, {1}] - x1c[1] * Z(ciw[[i]]* (pi[2][[i, 111 /.x-1)) | +
i=1
xlc[1] * ((D[gl, {t, 2}] /. t>ts[s+1]) - (D[gO, {t, 2}] /. t>ts[s+1])) +
(D[g0, {t, 2}1/.t->ts[s+11);

(» Expresion de u¢[x1lc[1l], ts[s+1]] *)
ut[xlc[1l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) ciw.Take[Pii[2], All, {1}] -
2M
(ts[s+1] -ts[s]) *x1c[1] Z(ciw[[i]]*(pi[Z] [[i, 111 /.x-1)) | +
i=1
xlc[1]* ((D[g1, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) - (D[g1, {t, 1}] /. t>ts[s]) -
(D[go, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) + (D[g0@, {t, 1}]/.t->ts[s])) +
(D[go, {t, 1}]1 /. t->ts[s+1]) - (D[gO, {t, 1}] /. t->ts[s]) +ut[xlc[1l], ts[s]];

(* Expresion de u[xlc[l], ts[s+1]] *)

1
u[xlc[1], ts[s+1]] = — (ts[s +1] - ts[s])? ciw.Take[Pii[2], All, {1}] +
2

u[xlc[1l], ts[s]] + (ts[s+1] -ts[s]) »ut[x1lc[1l], ts[s]] + x1lc[1l] *[

1 2M
-— (ts[s +1] —tS[S])z* Z(Ciw[[i]]*(pi[Z][[i, 1]] /.X—)l))] +
2 i=1

(gl/.t>ts[s+1]) - (g1 /.t>ts[s]) - (g0/.t->ts[s+1]) + (g0 /.t->ts[s]) -
(ts[s+1] -ts[s])~ ((D[gl, {t, 1}] /.t->ts[s]) - (D[gO, {t, 1}] /.t—»ts[s]))] +
(g0/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>1ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) » (D[go, {t, 1}] /. t>1ts[s]);

(» E1 resultado es una lista con un solo nimero =x)
u[xlc[1l], ts[s+1]] =u[x1c[1l], ts[s+1]]1[[1]];

(%ul[xlc[1l],ts[s+1]]=ul[xlc[1],ts[s+11][[1]];*)
u2[xlc[1l], ts[s+1]] =u2[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];
utt[xlc[1], ts[s +1]] =utt[xlc[1l], ts[s+111[[1]1];
ut[xlc[1l], ts[s +1]] =ut[xlc[1l], ts[s+1]11[[1]1];
ut2[xlc[1l], ts[s +1]] =ut2[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];

]; (* Fin del bucle 1 x)

Print["e s = ", s,
"\n\t L = ", Table[l, {1, 1, 2M}], "\t\t s + 1 = ", s+1,
"\n u(xy, ts.a) =",
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Table[{u[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],

U'(Xl, ts+1) =

(x "
Table[{ul[xlc[1],ts[s+1]11},{1,1,2M}],
*)

"o (X1, tsa1) =",

Table[{u2[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],

"\n Ut (xlx ts+1) = ")
Table[ {ut[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\t ut” (X1, tsy1) = ",

Table[{ut2[xlc[1], ts[s+ 111}, {1, 1, 2M}]
15

]; (* Fin del bucle s «)

(* khkkkkkhkkhkkhkhkkhkkhkkhkkkhkhkhkkkhkhkkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkkk *)
(* Fin de Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkkkkkhkkkkhkkhkkkkhkkkkhkhkkkkhkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkkkkkk *)

(* Creacidén de la tabla de valores aproximados de u(x;, ts) =*)
(» Tabla de datos x*)
cab={"(L, s)", "x1", "t", "u(xy, t5) (HW)"};
tdatos = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" - ToString[1], "ss" - ToString[s]}],
x1lc[1l] *1.9, ts[s],
PaddedForm[u[x1c[1], ts[s]], {16, 12}]};
tdatos = Append [tdatos, fila];
15
15

tdatos = Prepend [tdatos, cab];

Print[" (f) Solucién numérica de u(x, t) ",
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All]
15

(* Solucién aproximada numérica de u(x, t) =)

usol = {};

For[s=1, s<2M, S++,

For[l=1, 1<2M, 1l++,
usol = Append[usol, {xlc[l], ts[s], u[xlc[1l], ts[s]1]}];
15

15

Return[usol];

] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)
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9.5.2. Ecuacion Sine-Gordon (Dirichlet)

Clear [EDPHWCMSineGordonDirichlet];
EDPHWCMSineGordonDirichlet [EDP_, 1lci_, lcc_, in_, 1f_, J_] :=

Module[(M, A, B, H, pi, Pii, Ax, at, i, j, k, 1, fx, gx, g9, g1, up,

u, x1, x1lc, x1p, int, datos,

Fl, ai, aw, s1, ecnolineall, ecnolineal2,
ugxt, ugxtl, ugxt2,

uxltsl, uxxltsl, uxxxltsl, ecl, ec2, condini},

Array[xlp, 64]; Array[xlc, 64]; Array[u, 64, 64];

Array[ut, 64, 64]; Array[utl, 64, 64]; Array[ut2, 64, 64];
fx=1f[[1]1; gx=1f[[2]];

go=1f[[3]]1; gl=1f[[4]];

A=in[[1]1]; B=in[[2]];
int = StringReplace["[aa, bb]",
{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];

(*» Determinacién de los puntos del intervalo t €[0, 1] x)
(* Nimero de subintervalos: 2M x)

M= ZJ;

(* Ancho del subintervalo temporal t )

B-A
At = ——;
2M

(* Puntos del intervalo temporal t =x)
For[s=1, s<2M, s++,

ts[s] =1.0% (s -1) At

15
tts = Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}];

(* khkkhkhhkhkkkhkhhhhhhkhkkhhkhkhhhhkkkkkhkkhhhhkkkkkkkkhkk *)
(*» Determinacién de los puntos de colocacién x; =)

(* khkkhkhkhhkkhkhhkhhhkhkhhkhhkhkhhhhkhhkhkhkhhhkhkhhkhhdk *)

(* Numero de subintervalos: 2M *)
M=2";
(» Ancho del subintervalo x =x)
B-A
AX = ——;
2M

(* Puntos del intervalo x x)
For[l=0, 1<2M, 1++,

x1p[1l] = A + 1% AX

15
(* Puntos de colocacidn x1 *)
For[1=1, 1<2M, L4+,

1
x1c[1l] = — (x1p[1l-1] +x1p[1])
2

s

x1 = Table[x1c[1l] x1.0, {1, 1, 2M}];
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(* khkkhkkhkkkhkkhkkkhkhkkhkkkhkhkkhkkkhkhkkhkhkkkhkhkkhkkkhkkkhkkkkkkkkk *)
(* Valores iniciales de u[xl, ts], u' [xl, ts] y &)
(* u"[x1, ts] con ts = t1 = © *)
(* khkkkkkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkhkkkkhkkhkkkkkkkkkkk *)
For[l=1, 1<2M, 1++,
u[xlc[1l], ts[1]] =fx /. {Xx->x1lc[1l]*1.0, t>ts[1]};
ul[xlc[1l], ts[1]] =D[fx, {x, 1}] /. {x>x1c[1l] *1.0, t>ts[1l]};
u2[xlc[1l], ts[1]] =D[fx, {x, 2}] /. {Xx->x1lc[1l]*1.0, t>ts[1l]};
15

(* khkkkkkhkkhkkhkhkkhkkkhkhkkkhkhkhkkkhkhkkhkkkhkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkk *)
(* Valores iniciales de u¢[x1, ts], u¢’[x1l, ts] y «)
(* u”[x1, ts] con ts = t1 = @ *)
(* khkkkkkhkkkkhkkhkkkhkhkkhkhkkhkkhkhkhkkhkkkhkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkk *)
For[l=1, 1<2M, 1++,
ut[xlc[1l], ts[1]] =gx /. {x>x1c[1] *1.0};
utl[xlc[1l], ts[1]] =D[gx, {x, 1}] /. {x>x1c[1l] *1.0};
ut2[x1lc[1l], ts[1]] =D[gx, {X, 2}] /. {x>x1c[1l] *1.0};
15

(* khkkhkhkhhkkhkhhkhhhkhkkhkhhhkhhkhhkhhhhhhhkdhhhhhhdhkhhkrhrdhk *)

(* Calculo de las matrices H, P1 y P2 *)
(* No se imprimen los pasos intermedios del cdlculo x)

H = MatrizWaveletHaarH[A, B, J, 0];
For[i=1, i<2, i++,

{Pii[i], pi[i]} = MatrizWaveletHaarPa[A, B, J, i, 0];
15

"[A, B] =" int " (intervalo)"
T s [ J " (maxima resolucién)"”
datos - nM 5 2] =|| M nn ;
"2 M =" 2M " (n2 de subintervalos)"
"At = % =" At " (ancho subintervalo t)"

(» Impresiones =x)

Print["Ecuacién de Sine-Gordon (Dirichlet)",

"\nMétodo de Colocacidén Wavelet de Haar (HWCM) ",

"\n\t (P) = ",
Ut (X, T) = uyx (X, t) - sen (u(x, t)) xe[0, 1] te [0, T]
"t u(x, 9) =Ff (x) ut (X, @) =g (x) x € [0, 1] Yy
u(e, t) =ge (t) u (1, t) =g, (t) t>o
EDP "X € [0,1] t € [0, T]"
"\n\t (P) = ", | MatrixForm[{1lci}] "x € [0, 11" 5
MatrixForm[{lcc}] "t > o"

"\n\t\t ", datos

s

Print["(a) Se busca una solucidén expresada en términos de Wavelet de Haar:",

m=2M
NI\t UG 1) = D e (1) hi(X) = €y Hm () ",

i=1
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"\t\t M = 27",

"\t J : maxima resolucién ",
"\n\te cs(1), i=1, 2, -.-, 2M = Coeficientes Wavelets de Haar para s=1, 2, ..., 2M - 1",
"\n\te ", "h; (x) = Wavelets de Haar en [0, 1]"

E

Print[
"(b) Se integra la ecuacién u” (x, t) con respecto a t dos veces en los limites [tg, t..1],",
"\ny a continuacién se integra u” (x, t) respecto de x dos veces en [0, x].",

"\nSe deducen las expresiones:",

2M
"\n ¢ u ()(l.vtsd)=(ts+1‘ts)Z|I Cs(i)hi(xl)"‘u (X1,ts) ",

i=1

1 gl
"\n « u” (x11t5+1)=;(ts+1‘ts)zz Cs (1) hy (x1) + (tsaa-ts)u (Xp,ts) +u” (x1,ts) ",

i=1

2M
"\n - U(Xl;ts+1)=z [€s (1) P2,i (X1) -X1 €5 (1) P2,i (1) 1+X1 (81 (tss1) -8o (tsi1)) +8e (tsia) ™

=11}
. 2M 2M
\N e 00X ts) = (teats) (O] €5 (1) P2, (1)) = (Esia-ts) Xa ()] €5 (1) Pai (1))
HI=1) =11}

#X1 [g1 (ts,1) -81 (ts) -8o (ts.1) +8o (ts) ]

+8o (tsi1) -8 (ts) +U (X1, ts) ",

1 2m .
"\n - u(xlxts+1)=;(ts+1‘ts)2(z Cs (i)Pz,i (X1) ) +u(X1,ts) + (tsaa-ts)u(xy,ts)
i=1

1 2M
+x1[—;(ts+1-ts)2(z €5 (1)P2,1 (1))
i=1
+81 (ts.1) ~81 (ts) -Bo (ts,1) +8o (ts) - (ts,1-ts) [8a (ts) ~8o (ts) 1]
+8o (tsi1) ~8o (ts) - (tss1-ts) 8o (ts) "

|s

Print["(c.l) Calculo de los puntos de colocacién x;: ",

"\n\t X3 = A + L Ax \t\t L =0, 1, .., 2M ",
"\n\t X; = ", Table[xlp[1l], {1, @, 2M}],

1
"\n\t x; = —(Xpq + X3) \t\t L =1, ..., 2M ",
2

"\n\t x; = ", Table[x1lc[1l]*1.0, {1, 1, 2M}]

|s

Print[" (c.2) Cdlculo de los puntos tg: ",
"\n\t t; = (s - 1) At \t\t s =1, .., 2M =m ",
"\n\t t; = ", Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}]

15

Print[" (d) Cdlculo de las matrices H, Py, P, ",
"\n\t H = ", H
1
For[i=1, i<2, i++,
Print["\t", StringReplace["P;; = ", "ii" - ToString[i]],
Piif[i],
"\n\t",
StringReplace["pi; (x) =
pi[i]
15

, "ii" - ToString[i]],
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15
Print["(e.l) Proceso iterativo con la ecuacién EDP, ",

"sustituyendo las expresiones de ",

"\n\t u” (X1, tsi1), U(Xy, tei1), U(Xy, tsi1) Y U (X1, tsa):",

2M
"DUIes (D) Pai(a) - Xa €s() Poi(D)] + X

i=1

(81(tsi1) - 8o(tsi1)) + Bo(tsia) - U (X1, tsu) = -sen(u(xi, ts,a))",

"\n\t\t s=1, 2, ..., 2M - 1 ",
"\nEn cada iteracidén se calculan los coeficientes cs (i) del intervalo (ts, ts,11"

|s

s=1;

Print[" (e.2) El proceso se inicia con los valores iniciales ",
"\ne L = ", Table[l, {1, 1, 2M}], "\t\t s = ", s,
"\n\t - u(x;, t5) =", uxt,

"\n\t = \t u(x1, t1) = u(x1, @) = ",
Table[{u[x1lc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u’ (x;, t5) = ", uxtl,

"\n\t = \t u (x1, t1) = U (x1, @) =",
Table[{ul[x1lc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u” (x3, ts) = ", uxt2,

"\n\t = \t u” (x;, t1) = u"(xy, @) =",
Table[{u2[x1lc[1l], ts[1]]}, {1, 1, 2M}]

15

Print["\t < u¢(xy, ts) = ", gX,
"\n\t = \t u¢(x1, t1) = ue(x, @) = ",
Table[{ut[x1lc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],
"\n\t ut,(xl’ ts) = "J D[gx, {x, 131,
"\n\t = \t u¢' (X1, t1) = u'(x1, @) =",
Table[{utl[xlc[1], ts[1]]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u¢” (x3, ts) = ", FullSimplify[D[gx, {x, 2}]1],
"\n\t = \t u”(x1, t1) = u”(x1, @) =",
Table[{ut2[x1c[1l], ts[1]1]}, {1, 1, 2M}]
15

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkkk *)
(* Proceso iterativo. Cdlculo de los coeficientes Wavelet x)

(* khkkkkkhkkkkhkkkkkkhkhkkkhkhkkkkhkkhkkkkkhkkkkkhkkhkkhkkkkkkkkkkkkkkk *)

ci=Table[c;, {1, 1, 2M}];

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkk *)
(» Sistema de ecuaciones no lineales *)
(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkk *)
For‘[s:l, S<2M-1, s++,

ecl={}; ec2={};

Print["s s = ", s];

(*» Ecuacidn iterativa de la EDP )
For‘[l:l, 1<2M, 14+,

(* Expresion de u't”[xlc[l], ts[s+1]] =)
utxxxltsl = (ts[s +1] - ts[s]) »ci.Take[H, All, {1}] +ut2[x1lc[1l], ts[s]];

(*» Expresion de u,, [xlc[l], ts[s+1]] =)

248



CobpIiGo

1
uxxxltsl = — (ts[s +1] - ts[s])? ci.Take[H, All, {1}] +
2

(ts[s+1] -ts[s]) »ut2[x1lc[1l], ts[s]] +u2[x1lc[1l], ts[s]];

(* Expresion de ugi [X1c[1l], ts[s+1]] =)
2M
uttxltsl = ci.Take[Pii[2], All, {1}] - x1c[1l] * Z(ci[[i] 1% (pi[2][[1i, 1]]/.x~>1)) | +
i=1
xlc[1] + ((D[gl, {t, 2}] /.t->ts[s+1]) - (D[g0, {t, 2}] /. t>ts[s+1])) +
(D[go, {t, 2}]1 /. t->ts[s+1]);

(* Expresion de u¢[x1c[l], ts[s+1]] =)
utxltsl = (ts[s +1] -ts[s]) ci.Take[Pii[2], All, {1}] -

2M
(ts[s+1] -ts[s]) »x1lc[1] * Z(ci[[i]]*(pi[Z][[i, 111 /.x-1)) | +
i=1
xlc[1l] % ((D[gl, {t, 1}] /. t->ts[s+1]) - (D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s]) -
(D[go, {t, 1}]1 /. t->ts[s+1]) + (D[g0@, {t, 1}]/.t->ts[s])) +
(D[go, {t, 1}]1/.t->ts[s+1]) - (D[go, {t, 1}] /. t->ts[s]) +ut[x1c[1l], ts[s]];

(*» Expresion de u[xlc[1l], ts[s+1]] =)

1
uxltsl= — (ts[s +1] - ts[s])? ci.Take[Pii[2], All, {1}] +
2

u[xlc[1l], ts[s]] + (ts[s +1] -ts[s]) »ut[x1c[1l], ts[s]] + x1lc[1] *[

1 2M
—— (ts[s+1] -ts[s])* Z(ci[[i]]*(pi[Z] [[i, 11] /.x->1))] +
2

i=1

(gl/.t>ts[s+1]) - (g1 /.t>ts[s]) - (g6/.t->ts[s+1]) + (g0 /.t->ts[s]) -
(ts[s+1] -ts[s]) = ((D[gl, {t, 1}] /. t->ts[s]) - (D[gO, {t, 1}] /.t->ts[s]))] +

(g0/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) » (D[go, {t, 1}] /. t->1ts[s]);

ecnolineall = uttxltsl - (uxxxltsl);
ecnolineal2 = -Sin[uxltsl];

(*ecnolineal2= (uxxx1ltsl) -Sin[ux1ltsl];«*)
(»ecnolineal2= (uxxx1ltsl) -Sin[uxlts1];=*)

ecl = Append[ecl, ecnolineall];
ec2 = Append[ec2, Expand[ecnolineal2]];

(* khkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkhkhhkhkkhkkhkkkkhkkkkhkkhkkkhkkhkkhkkkhkhkkkkhkkhkkkkkkhkkkkkkk *)

]; (% Fin del bucle 1 «)

(* Fin de la Ecuacidn iterativa de la EDP )

Print ["Resolucidén del sistema no lineal de ecuaciones: ",
"\n ", MatrixForm[ecl], "\n\t == ", MatrixForm[ec2]

15

condini = Table[{c;, 1.0}, {1, 1, 2M}];
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sl =FindRoot[ec1-—ec2==0, condini, MaxIterations - 6000,
Method - {"AffineCovariantNewton",

"MinimalDampingFactor" - 10724, "InitialDampingFactor"—91/100}, PrecisionGoal—;m];

(* Coeficientes Wavelets de cada subintervalo [tg, ts,1] *)
ciw=ci/. sl; (* Método AffineCovariantNewton x)
Print["Coeficientes Wavelets de Haar para s = ", s,

"\t (Método AffineCovariantNewton)",

"\n\t Cs (1) = "J

PaddedForm[Transpose[{ciw}], {10, 8}]

15

Print ["Comprobacién del sistema no lineal de ecuaciones"”,
" (AffineCovariantNewton)",
"\n\t ", ec1/.s1, " =", ec2/.s1];

s2 = FindRoot [ecl == ec2, condini, MaxIterations - 2000];
Print["Nota: Solucidén obtenida con el método de Newton: ",
"\n\t ", s2,
"\n\t Cs (1) = ")
PaddedForm[Transpose[{ci /. s2}], {10, 8}]
15

(* khkkkkkkkkkkk
s2=NSolve[ecl==ec2,Table[c;, {1,1,2M}],Reals];
eql/.Last[s2];
Print["Nota: Solucidén obtenida con el método de NSolve: ",
"\n\t ",s2,
"\n\t ¢ (1) = ",
PaddedForm[Transpose[{ci/.Last[s2]}],{10,8}]
15

kkhkkkkkkkkkkk *)
(* khkkkkhkkhkkhkhkkkkhkkhkkkhkkhkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkkhkkkkkkkkkkkkkk *)
(* Fin del Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkkkkhkkhkkhkhkkhkhhkkkkhkkhkhkkkhkkhkhkkhkkhkhkkkkhhkkkkkkkkkkkkk *)

(* khkkkkhkkhkkhkkkkhkkhkkkkhkhkkhkhhkkkhkkhkkkkkkkkkkkkk *)

(* Calculo los valores: *)
(* u[xlc[l], ts[s+1]], u¢[x1c[1l], ts[s+1], *)
(* u2[xlc[1l], ts[s+1]] *)

(* kkhkkhkhkkhkkhkhhkhkkhhkhhhkhkhhkhhkhkhkhkhkhhkhkhkdkd *)

For‘[l:l, 1<2M, 14+,

(* Expresion de ui” [x1lc[1l], ts[s+1]] =)
ut2[xlc[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) »ciw.Take[H, All, {1}] +ut2[x1lc[1l], ts[s]];

(*» Expresion de u,, [xlc[1l], ts[s+1]] =)

1
u2[xlc[l], ts[s+1]] = — (ts[s +1] - ts[s])2 ciw.Take[H, All, {1}] +
2

(ts[s+1] -ts[s]) »ut2[x1lc[1l], ts[s]] +u2[x1c[1l], ts[s]];
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(* Expresion de ugi [x1c[1l], ts[s+1]] =)
utt[xlc[1l], ts[s+1]] =
2M
ciw.Take[Pii[2], All, {1}] - x1c[1] * Z(ciw[[i]]* (pif[2]1[[i, 1]]1/.x>1)) ]| +
i=1
xlc[1l] * ((D[gl, {t, 2}] /.t->ts[s+1]) - (D[g@, {t, 2}] /. t>ts[s+1])) +
(D[go, {t, 2}]1 /. t->ts[s+1]);

(*» Expresion de ui[x1lc[1l], ts[s+1]] *)
ut[xlc[1l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) ciw.Take[Pii[2], All, {1}] -
2M
(ts[s+1] -ts[s]) »x1c[1l] * Z(ciw[[i]]*(pi[Z] [[i, 111 /.x-1)) | +
i=1
xlc[1l] % ((D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) - (D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s]) -
(D[go, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) + (D[g0@, {t, 1}]/.t->1ts[s])) +
(D[go, {t, 1}]1 /. t->ts[s+1]) - (D[gO, {t, 1}] /. t->ts[s]) +ut[xlc[1l], ts[s]];

(* Expresion de u[xlc[l], ts[s+1]] )

1
u[xlc[1], ts[s+1]] = — (ts[s +1] - ts[s])? ciw.Take[Pii[2], All, {1}] +
2

u[xlc[1l], ts[s]] + (ts[s+1] -ts[s]) »ut[x1lc[1l], ts[s]] + x1lc[1l] *[

1 2M
-— (ts[s +1] —tS[S])z* Z(Ciw[[i]]*(pi[Z][[i, 1]] /.X—)1))] +
2 i=1

(gl/.t>ts[s+1]) - (g1l /.t>ts[s]) - (g6/.t->ts[s+1]) + (g0 /.t->ts[s]) -
(ts[s+1] -ts[s]) » ((D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s]) - (D[gO, {t, 1}] /. t—»ts[s]))] +
(80/.t>ts[s+1]) - (g80/.t->ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) + (D[g0, {t, 1}] /. t>ts[s]);
(* E1 resultado es una lista con un solo numero =x)
u[xlc[l], ts[s+1]] =u[xlc[1], ts[s+111[[1]];
(*ul[xlc[1],ts[s+1]]=ul[xlc[1],ts[s+1]][[1]];*)
u2[xlc[1l], ts[s+1]] =u2[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];
utt[xlc[1l], ts[s +1]] =utt[xlc[1l], ts[s+1]]1[[1]];
ut[xlc[1l], ts[s +1]] =ut[xlc[1l], ts[s+1]11[[1]1];
ut2[xlc[1], ts[s +1]] =ut2[xlc[1l], ts[s+111[[1]1];

]; (* Fin del bucle 1 )

Print["e s ", s,
"\n\t L = ", Table[l, {1, 1, 2M}], "\t\t s + 1 = ", s+1,

"\n u(xy, ts.1) =",
Table[{u[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],
(* " u’ (xlx ts+1) = ")

Table[{ul[xlc[1],ts[s+1]1},{1,1,2M}],
*)

Meétodos Wavelets en la Resolucion Numérica de Ecuaciones en Derivadas Parciales aplicados a la Ingenieria

Ignacio Castillon Sanchez

251



CobpIiGo

out(xy, tsa) = Y,

Table[{u2[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],

"\n ug (X1, tsn) = ",
Table[ {ut[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\t ut” (X1, tsy1) = ",

Table[ {ut2[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}]
15

]; (* Fin del bucle s «)

(* khkkkkkhkkhkkkhkkhkkkhkhkkkhkhkhkkkkhkkkkkkkkkkkhkkkkkkkk *)
(» Fin de Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkkkkkhkkkkkhkkhkkkkhkkkkkhkhkkkkhkhkhkkkkhkkkkkhkkkkkkkkk *)

(* Creacidén de la tabla de valores aproximados de u(x;, ts) =*)
(» Tabla de datos =x)
cab={"(L, s)", "x1", "ts", "u(x1, ts) (HW)"};
tdatos = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1l++,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" » ToString[1], "ss" - ToString[s]}],
x1lc[1l] *1.09, ts[s],
PaddedForm[u[x1c[1l], ts[s]], {16, 12}]};
tdatos = Append [tdatos, fila];
15
15

tdatos = Prepend [tdatos, cab];

Print[" (f) Solucién numérica de u(x, t) ",
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All]
15

(* Solucién aproximada numérica de u(x, t) =)
usol = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
usol = Append[usol, {xlc[l], ts[s], u[xlc[1l], ts[s]1]}];
15
15

Return[usol];

] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)

9.5.3. Ecuacion de Klein Gordon

Clear [EDPMetodoHWKleinGordon];
EDPMetodoHWKleinGordon [EDP_, 1ci_, lcc_, in_, 1f_, J_, a_, B_, ¥_, n_, n_] :=
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Module[{M, A, B, H, pi, Pii, Ax, i, j, k, 1, go, g1, fx, gx, up,

x1, xlc, x1p, int, datos,
Fl, ai, aw, eclineal, s1, eclineall, eclineal2, ecl, ec2},

Array[xlp, 30]; Array[xlc, 30]; Array[u, 60, 60];
fx=1f[[1]]; gx=1f[[2]];
go=1f[[3]]1; gl=1f[[4]];

A=in[[1]]; B=in[[2]];

“{a, B, ¥, n, n}=" {a, B, ¥, n, n}

(*» Determinacién de los puntos del intervalo t €[0, 1] x)
(* Nimero de subintervalos: 2M x)

M= ZJ;

(* Ancho del subintervalo x)

B-A
At = —;
2M

(* Puntos del intervalo temporal t =x)
For[s=1, s<2M, s++,

ts[s] =1.0% (s -1) At

15
tts = Table[ts[s] *1.0, {s, 1, 2M}];

(* khkkkkkhkkkkkkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkk *)

(*» Determinacién de los puntos de colocacién x; =)
(* Nimero de subintervalos: 2M x)

M=2;

(* Ancho del subintervalo x)

B-A
AX = —;
2M

(* Puntos del intervalo x x)
For[1=0, 1<2M, 1++,

x1p[1l] = A + 1% AX

15
(* Puntos de colocacidn x)

For[1=1, 1<2M, 1++,

1
x1lc[1l] = — (x1p[1-1] +x1p[1])
2

|E

x1 = Table[x1c[1l] 1.0, {1, 1, 2M}];

(* Valor de la funcién u[x, t] en t = 0 *)
(* u[x, @] wu'[x, O] u”[x, 0] =)

int = StringReplace["[aa, bb]", {"aa" -» ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];
"[A, B] =" int " (intervalo)"
T s [ J " (maxima resolucién)"”
nM 5 2] =|| M nn
datos = "2m=" 2M "(ne de subintervalos)" 3
"At = % = At " (ancho del subintervalo t)"
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uxt = fx;
uxtl=D[fx, {x, 1}];
uxt2 = FullSimplify [D[fx, {X, 2}]1;

(* Valor de la funcién u¢[x, t] en t = 0 %)
(% ug[x, O] ut'[x, O] us” [x, 01 %)
ugxt = gx;

ugxtl=D[gx, {x, 1}1;

ugxt2 = FullSimplify [D[gx, {X, 2}]];

(* Valores iniciales de u[xl, ts] con ts = @ x)
For[l=1, 1<2M, 1++,
For[s=1, s<2M, s++,
u[xlc[1l], ts[s]] =uxt /. {x->x1c[1l]*1.0, t>ts[s]};
ul[xlc[1l], ts[s]] =uxtl/. {x->x1c[1l] 1.0, t>ts[s]};
u2[xlc[1l], ts[s]] =uxt2/. {x->x1c[1l] *1.9, t>ts[s]};
15
15
(* Valores iniciales de u¢[x1l, ts] con ts = @ )
For[l=1, 1<2M, 1++,
For[s=1, s<2M, s++,
ut[x1lc[1l], ts[s]] =ugxt /. {x->x1c[1l] *1.9, t>ts[s]};
utl[xlc[1l], ts[s]] =ugxtl /. {x->x1c[1l]*1.0, t>ts[s]};
ut2[xlc[1l], ts[s]] =ugxt2 /. {x->»>x1c[1l] *1.0, t>ts[s]};
15
15

(% *kdkdkkhn *)

(* Calculo de las matrices H, P1 y P2x)
(* No se imprimen los pasos intermedios del cdlculo =)

H = MatrizWaveletHaarH[A, B, J, 0];
For[i=1, i<2, i++,

{Pii[i], pi[i]} = MatrizWaveletHaarPa[A, B, J, i, 0];
15

(* Impresiones =x)

Print [ "Ecuacion de Klein-Gordon",

"\nMétodo de Colocacidén Wavelet de Haar (HWCM) ",

"\n\t (P) = ",
Upe (X, t) +auy, (X, t) + Bu(x, t) + y(u(x, t))" =n(x, t) xe [0, 1]
"ru(x, @) =f (x) ug(x,0) =g (x) xe [0, 1]
u(e, t) =ge(t) u(l, t)=gi(t) t>o
EDP "x € [0,1] t € [0, T]"
"\n\t (P) = ", [MatrixForm[{lci}] "x € [0, 11" o
MatrixForm[{lcc}] "t > o"

"\n\t\t ", datos

|E

Print["(a) Se busca una solucién expresada como:",

te [0, T]
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m=2M
"\m\t U (x, ) = ) e (i) hi(x) = cly Hm (0 ",
i=1
"\t\t M = 2",
"\t J : maxima resolucidn
"\n\t ¢s (1), 1=1, 2, ..., 2M = Coeficientes Wavelets de Haar para s=1, 2, ..., 2M",
"\n\t ", "h; = Wavelets de Haar en [0, 1]"

|s

Pr'int[

"(b) Se integra la ecuacién u” (x, t) con respecto a t dos veces en los limites [t,, t..1],",
"\ny a continuacién se integra u” (x, t) respecto de x dos veces en [0, x].",
"\nSe deducen las expresiones:",

1
"\n ¢ u”(x1,ts1) = ;(ts+1

2M
-t D e (@) hi() + (tea - ts) W(xa, t) + U (x, ) ",
=1}
1 2M
"\n e« u(xy, ts.) = ;(tsd‘ ts)2 Z cs (1) Pz,i(Xl) + u(xy, ts) ",
=1}

"\n\t + X3 [81(tsi1) - 81(ts) - (tsia- ts) gl(ts)]":
"\n\t + go(ts.1) - Bo(ts) - (tsi1- ts) gg (ts) ",
2M
"\n e 07X tea) = (e - t) )0 e (D) hi(a) + 07 (x, )"

i=1

2M
"\n ¢ Uu(xy, ts.1) = (ts.a - ts)ch (1)

i=1

P2,1 (X1) + U(X1,ts) + X1 [8; (1) -8y (ts] +8p(tsia) - 8o (ts)"

s

Print["(c.l) Calculo de los puntos de colocacién x;: ",

"\n\t X3 = A + L Ax \t\t L =0, 1, ..., 2M ",
"\n\t X; = ", Table[xlp[1l], {1, @, 2M}],

1
"\n\t x; = —(Xpq + X3) \t\t L =1, ..., 2M ",
2

"\n\t x; = ", Table[x1lc[1l]*1.0, {1, 1, 2M}]
|s
Print[" (c.2) Cdlculo de los puntos tg: ",
"\n\t t; = (s - 1) At \t\t s =1, ..., 2M =m ",
"\n\t t; = ", Table[ts[s]*1.0, {s, 1, 2M}]
15
Print[" (d) Cdlculo de las matrices H, P, y P, ",
"\n\t H = ", H
1
For[i=1, i<2, i++,
Print["\t", StringReplace["P;; (x) = ", "ii" - ToString[i]],
Pii[i],
"\n\t",
StringReplace["p;; (x) = ", "ii" - ToString[i]],
pi[i]
15
15

Pr‘int["(e.l) Proceso iterativo con la ecuacién de la EDP",
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2M
"Dl es(i) Pri(xa) + X1 Ey(tsa) + Boltsa) +

i=1

"\n\t s=1, 2, ..., 2M"

E

"\n\t - u(x;, t5) =", uxt,

"\n\t = \t u(xy, t1) = u(x;, @) = ",
Table[{u[x1lc[1], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u (x3, ts) = ", uxtl,

"\n\t = \t v’ (x1, t1) = u'(x1, @) =",
Table[{ul[x1lc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u” (x3, ts) = ", uxt2,

"\n\t = \t u”(x;, t1) = u”(xy, @) =",
Table[{u2[x1lc[1], ts[1]1]}, {1, 1, 2M}]

15
Print["Valores iniciales ",

"\n\t ¢ u¢(xy, ts) = ", ugxt,

"\n\t = \t u¢ (X3, t1) = uc(x3, @) = ",
Table[{ut[x1lc[1l], ts[1]]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u¢ (X3, ts) = ", ugxtl,

"\n\t = \t u (x3, t1) = u(x3, @) = ",
Table[{utl[x1lc[1], ts[1]]}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u” (x1, ts) = ", ugxt2,

"\n\t = \t u” (X1, t1) = u”(xy, @) =",
Table[{ut2[x1lc[1l], ts[1]1]}, {1, 1, 2M}]

(» ts[s] = ts[@] se conoce la solucidén u[x,0] = fx
(% ulx, @]«*)

(» Sistema de ecuaciones lineales )
ci=Table[c;, {1, 1, 2M}];
f =Table[O@, {1, 2, 2M}]; f=PrependTo[f, 1];

(* Sistema lineal de ecuaciones para ts[s] x)
1=1; s=1;
Print["Valores iniciales:",

"\n\t u(x3, ts) = ",

Table[{u[x1lc[1l], ts[s]1}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u (x3, ts) = ",

Table[{ul[xlc[l], ts[s]]}, {1, 1, 2M}],

"\n\t u” (x3, ts) = ",

Table[{u2[x1lc[1l], ts[s]]}, {1, 1, 2M}]
15

For‘[s:l, S<2M-1, S++,

ecl={}; ec2={};
Print["s s = ", s

15
For[l=1, 152M, 1++,

Print["Se crea el sistema lineal de ecuaciones: L

Print[" (e.2) El proceso se inicia con los valores iniciales ",

(* Calculo de u[x1l, ts] siendo x1[1] 1=1, ..., 2Mx)

"\n\t L = ", Table[l, {1, 1, 2M}], "\t\t s = ", s,

a u”(xy, tsi1) \n + B u(xy, ts.1) + ¥ (U(X1, ts»fl))r1 = n(Xy, tsia)",

*)

=", 1,"\ts="
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"\n\t u(xy, ts) =", u[xlc[1], ts[s]],

"\n\t u’(x;, ts) =", ul[xlc[1l], ts[s]],

"\n\t u” (x3, ts) = ", u2[x1lc[1l], ts[s]]
15

(* Ecuacién de la ley iterativa «)

eclineall = ci.Take[Pii[2], All, {1}] +
xlc[1] + (D[gl, {t, 2}] /. t>ts[s+1]) + (D[g0, {t, 2}] /. t->ts[s+1]) +
axu2[xlc[1l], ts[s+1]] + B*u[x1c[1l], ts[s+1]] + ¥+ (u[xlc[l], ts[s+1]])";

eclineal2 = (n/. {x->x1c[1l], t->ts[s+1]});

ecl = Append[ecl, eclineall];
ec2 = Append[ec2, eclineal2];

Print["Ecuacién: L = ", 1], " s = ", s,
"\n", MatrixForm[eclineall], " == ", MatrixForm[eclineal2]
13

]5 (+ Fin del bucle 1 )

Print ["Resolucidén del sistema lineal de ecuaciones: ", "s = ", s,
"\n", MatrixForm[ecl], " == ", MatrixForm[ec2]

15

If[s==1,

sl = NSolve[ecl == ec2, WorkingPrecision - 8];

15

(» Coeficientes Wavelets x)

ciw=ci/.s1[[1]];

Print["Coeficientes Wavelets para s = ", s,
"\n\t ¢ (1) =", ciw];

(* Calculo de u=u[x1lc[1l], ts[s+1]] =*)

(* Calculo de u'=ul[xlc[l], ts[s+1]] *)
(* Calculo de u”=u2[x1lc[l], ts[s+1]] %)
(* Calculo de u=ut[xlc[l], ts[s+1]] =*)

For[l:l, 1<2M, 14+,

ut[x1lc[1l], ts[s +1]] =
(ts[s + 1] -ts[s]) ciw.Take[Pii[2], All, {1}] +ut[x1lc[1l], ts[s]] + X1lc[1l] * (
(D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s+1]) - (D[gl, {t, 1}] /. t->ts[s])) +
(D[go, {t, 1}]1/.t->ts[s+1]) - (D[goO, {t, 1}] /. t>ts[s]);

1
u[xlc[1l], ts[s+1]] = — (ts[s +1] - ts[s])? ciw.Take[Pii[2], All, {1}] +
2

u[xlc[1l], ts[s]] + (ts[s +1] -ts[s]) »ut[x1lc[1l], ts[s]] +x1c[1l] *
((g1/.t->ts[s+1]) - (g1/.t->ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) = (D[gl, {t, 1}]/.t->ts[s])) +
(g0/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) » (D[go, {t, 1}] /. t->1ts[s]);

ut2[xlc[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) »ciw.Take[H, All, {1}] +ut2[x1lc[1l], ts[s]];
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1
u2[x1lc[1l], ts[s +1]] = — (ts[s +1] - ts[s])? ciw.Take[H, All, {1}] +
2

(ts[s+1] -ts[s]) »ut2[x1lc[1l], ts[s]] +u2[x1lc[1l], ts[s]];

(*» No hace falta
ul[xlc[1l],ts[s+1]]=(ts[s+1]-ts[s])ciw.Take[Pii[1],All,{1}]+
(- (ts[s+1]-ts[s]) (23", (ciw[[1]]*(Pi[2] [[1,1]]1/.x~1)))+
(g1l/.t>ts[s+1])-(g0/.t->ts[s+1])-(g1l/.t»>ts[s])+(g0/.t>ts[s]) );
*)

(* E1 resultado es una lista con un solo numero =x)
ulxlc[1l], ts[s+1]] =u[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];
ut2[xlc[1l], ts[s +1]] =ut2[x1lc[1l], ts[s+1]1[[1]];
u2[xlc[1l], ts[s +1]] =u2[x1lc[1], ts[s+21]1][[1]1];

s
Print["Nuevos valores:",
"\n\t L = ", Table[1l, {1, 1, 2M}], "\t\t s + 1 = ", s+1,
"\n\t u(xy, tsq) =",
Table[{u[x1lc[1l], ts[s+1]1]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u’ (Xlx ts+1) = ")
Table[{ul[xlc[1l], ts[s+1]]}, {1, 1, 2M}],
"\n\t u” (x, ts,1) =",
Table[{u2[xlc[1l], ts[s+1]]}, {1, 1, 2M}]
15

]; (* Fin del bucle s «)

(* Creacion de la tabla de valores aproximados =x)
(» Tabla de datos =)
cab={" (L, s)", "x1", "ts", "u(xy, ts) (HW)"};
tdatos = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" » ToString[1l], "ss" - ToString[s]}],
xlc[1l] x1.09, ts[s],
PaddedForm[u[x1lc[1], ts[s]], {16, 12}]};
tdatos = Append [tdatos, fila];
15
15

tdatos = Prepend [tdatos, cab];
Print["Tabla de valores aproximados ",
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All] 1];

(* Solucién aproximada numérica de u(x, t) =)
usol = {};
For[s=1, s<2M, s++,
For[l=1, 1<2M, 1++,
usol = Append[usol, {xlc[l], ts[s], u[xlc[1l], ts[s]1]}];
15
15

Return[usol];
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] (* Fin del médulo =x)

(* Fin del Método =x)

9.6. Método Wavelet de Chebyshev (CWCM)

9.6.1. Calculo de la Matriz W de Chebyshev en [0, 1]

Clear [MatrizWaveletChebyshevZ];

Array[xni, 32];

Clear[k, n, m, x];
Yrk_, n_, m_, x_] :=If[m =0,

Piecewise [{{

E

(* Funcién peso x)
1

7T

1-x2
(* Tabla con {¥n m, ¥nm(X)} *)
tablan = Table[n, {n, 1, 2}];

"= ") l/’[klx n, my X1},

int =
StringReplace["[aa, bb]",

k
22 ChebyshevT[m, 2*x -2n+1],

MatrizWaveletChebyshevZ [A_, B_, k1_, M_] :=

Module[(a, b, int, datos, ¥, w, tablay, &, tablag, Ttabla, m2, i},

(*» Definicidén de la Wavelet de Chebyshev =x)

Piecewise[{{ ) 25 ChebyshevT[m, 2*x-2n+1], i _kl <xs ik}}],
2 n-1

W[X_] :=————; wn[x_, n_] :=w[2k*1x—2n+1];

tablay = Flatten|[Table[ {StringReplace ["¥nnm (X) ",

{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],

{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];
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"[A, B] =" int " (intervalo)"
"R = " k1 " (maxima resolucién)"”
||2k =" 2k1 wn
datos = " " wn 5
M = M
"M - 1" M-1 "Max. grado del polinomio"

"n =1, 2, -, 2X=" tablan

m2 =2 «M; (% Nimero total de filas de ¥ y T x)

(* Puntos de colocacidn x)
(M+1) -1)

1xni=Flatten[Tab1e[ [2n—1+Cos[ ]] > {i, 1, M}, {n, 1, 2k1}], 1];

2k1+1 M+1

For[l1=1, 1<2'M, 1++,
xni[l] =1xni[[1]];

1|8

(* Creacidén de la matriz T (x) x)
(* Matriz Fila x)
= Flatten[Table[y[k1, n, m, x], {m, 8, M-1}, {n, 1, 2}], 2];

(* Creacidén de la matriz T (xni) =)
T = Transpose [Table[ (2 /. x> xni[i]), {i, 1, 2*«M}]];

gtabla = Table[T[[i+1, j+1]], {i, @, m2-1}, {j, O, m2-1}];

(» Impresiones =x)

Print["Wavelets de Chebyshev y¢,, ",
"\n\t ", datos
15

Print["(a) Definicién de las Wavelets de Chebyshev ",

k

am 22 k+1 n-1 0N
NI\t Ynm (X) = = To (2 x-2n+1) S SXS oo,
0 Resto
k=1, 2,
"\n\t\t { n=1, 2, ..., 2% ",

m=0, 1, ..., M-1 gradodel polinomio de Chebyshev

{\/7 m=90 "
2

m=1, 2, ...

"\n\t\t a, =

3

"\n\t\t", "T,(x) = polinomios de Chebyshev de primera clase de gradom",

"\n\t", tablay

E

Print["\t & (x) = ", MatrixForm[&]];

Print["(b) Se calculan los puntos de colocacioén x,;",

i (M+1) -i) 7w
(2n -1+ cos(—m)) ",
2kl M+1

"\n\t Xq;=
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"\t i=1’ 2’ Tty Mk n
n=1, 2, ..., 2

3

"\n\t x,; = ", Table[{x;, xni[i]}, {i, 1, m2}]

|s

Print[" (c) Creacidén de la matriz ®(nm, x,;) evaluando & (x) en los puntos de colocacién ",
"\n\t Q(nm,v Xni) = [Q(nm) Xl)) Q(nm,v XZ)J *ty m(nm, Xni)]")
"\n\t &(nm, X,;) = ", MatrixForm[@]

15

Return [Ttabla];

] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =*)

9.6.2. Calculo de la Matriz W, P de Chebyshev en [0, 1]

Clear [MatrizWaveletChebyshevP];
MatrizWaveletChebyshevP [A_, B_, k1_, M_] :=

Module[{a, b, int, datos, ¢y, w, tablay, tablan, &, tabla®, Ttabla,

m2, i, j, 1, u, 1xni, Ptabla, tablap, filap},

Array[P, 32, 32];
Array[xni, 32];

(* Definicidén de la Wavelet de Chebyshev x)
Clear[k, n, m, x];

Yk_, n_, m_, x_] :=If[m =0,

\/7 k n-1 n
Piecewise [{{ 22 ChebyshevT[m, 2*x -2n+1], <X< —}}] ,
- 2k 2k
2 k n-1 n
Piecewise [{{ 22 ChebyshevT[m, 2*x -2n+1], <xs< —}}]
Vo 2 2¢
s
(* Funcion peso =)
1
W[X_] := —; wn[x_, n_] :=w[2k*1x—2n+1];
1-x?

(* Tabla con {¥nms, ¥nm(X)} *)
tablan = Table[n, {n, 1, 2}];
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tablay = Flatten [Table [ {StringReplace["¥nnm (X)",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
" =", ¢y[kl, n, m, x]},
{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

int =
StringReplace["[aa, bb]", {"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];
"[A, B] =" int " (intervalo)"
"R = " k1 " (maxima resolucién)"”
||2k =" 2k1 wn
datos = " " wn 5
M = M
"M - 1" M-1 "Max. grado del polinomio"

"n =1, 2, -, 2X=" tablan

m2 =2 «M; (% Nimero total de filas de ¥ y T x)

(* Puntos de colocacidn xni en orden creciente x)

(M+1) -i)
1xni=F1atten[Tab1e[ [2n—1+Cos[—]] , {n, 1, 2"1}, i, 1, M}], 1];
2k1+1 M+1
For[l=1, 152 M, 14+,
xni[l] =1xni[[1]];
E
(* Funciones pp n(X) *)
u=2%"x-2n+1;
P[k_, n_, m_, x_]:= If[ =0,
Piecewise[{
n-1
{e, 0<x< },
2k
V2 k.,
{_ 272 (ChebyshevT[1, 2" x - 2n + 1] + ChebyshevT[e, 2" x -2n+1]),
T
n-1 n
$Xx< —},
2k

{
}]

If [m =1,

i n
272 (ChebyshevT @, 2k*1x—2n+1]), z—ksx<1}

BEIEL

Piecewise [{

n-1

{e, @<x< "

}
2 K

{— 2727 (ChebyshevT[2, 2“** x - 2n + 1] - ChebyshevT[0, 2“* x - 2n +1]),

Vr

n-1 n
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e

Piecewise [{

n-1
{0, @5x< }
2
2 B
(st
T
ChebyshevT[m+1, 2*x -2n+1] - (-1)™*  ChebyshevT[m-1, 2**x-2n+1] - (-1)"*
- 3
m+1 m-1
n-1 n
X< —},
2¢ 2¢

2 kL, (1- (1™ 1-(-1™? n
{_2 2 = g —sx<1}

N m+ 1 m-1 2
}]

] (% Fin de If «)

E

(* tablap: {pnm, Pnm(X)} *)

tablap = Flatten[Table[ {StringReplace["pnmm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
=", p[ki, n, m, x]},

{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(» filap: {pnn(X)} *)
filap = Flatten[Table[p[k1, n, m, x], {m, @, M-1}, {n, 1, 2"1}], 1];

(» Creacidon de la matriz P (nm, X,;) =*)
For[i=1, i <2 «M, i+s,
For[j =1, j<2X %M, j++,
P[i, j] =Simplify[filap[[i]] /. {x->Xxni[]j]}];
E
B

(* Creacidn de la tabla P (i, j) *)
Ptabla = Table[P[i, j1, {i, 1, 2*«M}, {3, 1, 2“*«M}];

(* khkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkkhkkkkkkkkkkkk *)

(» Impresiones =x)

Print["Matriz Wavelet de Chebyshev P ",
"\n\t ", datos
15
Print["(a) Calculo de las Wavelets de Chebyshev ",

k

ap 22 k+1 n-1 L
"\N\E Yo (X) = § To (2 x-2n+1) S SXS oo
0 Resto
R=1, 2, -
"\n\t\t 4 n=1, 2, ..., 2% ",

m=0, 1, ..., M-1 gradodel polinomio de Chebyshev
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"\n\t\t a, = {ﬁ m=0 2
2

m=1, 2, ...

"\n\t\t", "T,(x) = polinomios de Chebyshev de primera clase de gradom",

"\n\t &(x) = ", tablay
E
Print["(b) Célculo de la matriz P(x) ",

"\n\t P(x) = Jx T(s) ds ",
o

"\n\t P(x) = ", tablap

|s

Print["(c) Se calculan los puntos de colocacioén x,;",

1 (M+1) -i) 7w
(2n-1+cos(——)) "
2k+1 M+1
i=1,2, -, M

"\n\t x,;=

3

"\n\t Xni = ") Table[{xi) Xni[i]}: {ix 1, m2}], "= ")
Table[{xj, 1.0xxni[i]}, {i, 1, m2}]

|s

Print["(d) Evaluacion de P(x) en los puntos de colocacién "
"\n\t P(1, J) = P(nm, X,i)",

"\E\t Xni = (X1, Xos s Xy}

"\n\t P(nm, Xni) = [Pam(X1)5 Pnm(X2)5 -5 Pam (X)) 1",
"\n\t P(nm, x,;) = ", Ptabla,

"\n\t P(nm, xpi) =",

Table[P[i, j]1 1.0, {i, 1, 2*«M}, {], 1, 2" «M}]

1|8

3

Return [ {Ptabla, filap}];
] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)

9.6.3. Calculo de la Matriz ¥, P, Q de Chebyshev en [0, 1]

Clear [MatrizWaveletChebyshevZPQ] ;
MatrizWaveletChebyshevZPQ [A_, B_, k1_, M_] :=

Module[(a, b, int, datos, w, tablay, tablan, &, tabla®, Ttabla,
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m2, i, j, 1, u, 1xni, p, q,
Ptabla, tablap, filap, Qtabla, tablaq, filaq},

Array[P, 32, 32]; Array[Q, 32, 32];
Array[xni, 32];

(*» Definicidén de la Wavelet de Chebyshev =x)
Clear[k, n, m, x];

Yrk_, n_, m_, x_] :=If[m =0,

Piecewise[{{ */j 25 ChebyshevT[m, 2**x - 2n+1], nz—kl <xs zik}}] 5
Piecewise[{{ \/; 25 chebyshevT[m, 21y o4 1] , "2—k1 <x< 2%}}]

s

(* Funcién peso x)

1
W[X_]:=——; wn[x_, n_] :=w[2k*1x—2n+1];

1-x2

(* Tabla con {¥n ms ¥nm(X)} *)
tablan = Table[n, {n, 1, 2}];
tablay = Flatten|[Table[ {StringReplace ["¥nnm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
" =", y[kil, n, m, x]},
{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

int =
StringReplace["[aa, bb]", {"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];
"[A, B] =" int " (intervalo)"
"R = " k1 " (mdxima resolucién)”
|l2k _n zkl nn
datos = o @ H
M = M
"M o- 1" M-1 "Max. grado del polinomio"

"n =1, 2, -, 2X=" tablan

m2 =2 «M; (% Nimero total de filas de ¥ y T x)

(* Puntos de colocacidén xni en orden creciente =x)
((M+1) -i) x

1xni = Flatten [Table[ [2 n-1+ Cos[

2k1 L M+1 ]] ’ {n" 1, zkl}’ {1-' 1, M}]: 1];
* +
For[l1=1, 1<2'M, 1++,

xni[l] =1xni[[1]];

1|8

(* Funciones p, n(X) *)
u=2"1x_2n+1;

P[k_, n_,m_, x_]:= If[ =0,
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Piecewise [{

n-1

k}’
N

{— 272" (ChebyshevT[1, 2 x - 21n + 1] + ChebyshevT [0, 2 x - 2n+1]),
7T

{0, 0<x<

2

n-1 n

V2 o« n
{—=2"2 (chebyshevT[o, 2" x - 2n+1]), —sx<1}

Vo 2
e

If [m =1,
Piecewise [{

n-1

{e, @<x<

8

? (ChebyshevT[2, 2** x - 2n + 1] - ChebyshevT[@, 2***x - 2n +1]),

2k

2 K
— 272
=7
n-1 n
" SX<2—k},

Piecewise [{

n-1
{0, 0<x< },
2
2k,
{—=2
T
ChebyshevT[m+1, 2'x-2n+1] - (-1)™*  ChebyshevT[m-1, 2*x-2n+1] - (-1)"*
- 3
m+1 m-1
n-1 n
<X< —},
2k 2K

2k, (1-(-1)™ 1-(-1)™') n
{_2 2 - , —sx<1}

N m+1 m-1 2K
}]

] ( Fin de If «)

s

(* tablap: {pnm, Pnm(X)} *)
tablap = Flatten[Table[ {StringReplace["pnnm (X)",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
" =", plki, n, m, x]},
{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(% filap: {pnm(X)} *)
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filap = Flatten[Table[p[ki, n, m, X], {m, @, M-1}, {n, 1, 2"1}], 1];

(» Creacidon de la matriz P (nm, X,;) =*)
For[i=1, is2 M, i++,
FOr‘[j =1, j<2XM %M, j++,
P[i, j] =Simplify[filap[[i]] /. {x->xni[]j]}];
B
B

(* Creacion de la tabla P (i, j) =)
Ptabla = Table[P[i, j1, {i, 1, 2*«M}, {3, 1, 2“*«M}];

(* khkkkkkhkkkkhkkhkkhkkkkhkkhkhkkhkkhkkhkkkkkhkkkkkkhkkkkkk*x *)

(* Funciones q, ,(X) *)
u=2"1x_2n+1;

alk_, n_, m_, x_] :=Which[

m:== 0, Piecewise [{

n-1
{e, 0<x< },
Zk
V2 o,
{—2 2 (ChebyshevT[2, 2**x-2n+1] +
Vr
4 ChebyshevT[1, 2* x - 2n + 1] + 3 ChebyshevT[0, 2" x-2n+1]),
n-1 n
X< —},
2K 2k
V2 k(1 ny n
{—22[k1+x——k,—kSX<1}
Ny 2k 2 2

m==1, Piecewise [{

n-1
{0, 05x< }s
2k
2 B A (i
{—2 2 [—ChebyshevT[B, 2“'x-2n+1] -
s

3 4
— ChebyshevT[1, 2" x - 2n + 1] - — ChebyshevT[e, 2“' x-2n +1] |,
2 3

n-1 n
sx<—},
2K 2k
2 3k, on
{ 2 2 ,—sx<1}
-3Vrn 2

3

m== 2, Piecewise [{
}s

2 3k 1 1
{— 227 [— (ChebyshevT[4, 2*x - 2n+1] -1) - — (ChebyshevT[2, 2“* x-2n+1] -1) -
24 3

Vr

{0, 0<x< n-t

2k

2 2
— ChebyshevT[1, 2" x - 2n + 1] - — ChebyshevT[0, 2“* x-2n +1] |,
3 3
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n-1 n
X< —},
2k 2k
2 _k 1 n n
22[ +x——],—sx<1}
_3’\/; 2k+1 Zk 2k
-
m>2,
Piecewise[{
n-1
{0, 0<x< },
2k
2 3k, 1
{—2 2 ———————— (ChebyshevT[m+2, 2 x - 2n+1] - (-1)™?) -
—\/; 2 (m+1) (m+2)
m (ChebyshevT[m, 2**x -2n+1] - (-1)") -
m+ m
———— (ChebyshevT[m, 2*x-2n+1] - (-1)") +
2 (m) (m-1)
1

——————— (ChebyshevT[m -2, 2" x - 2n+1] - (-1)"7?) +
2 (m-1) (m-2)

(_l)m—l (_1)m+1
(1 + ChebyshevT[1, 2" x - 2n+1]) [ = ]],

m-1 m+1
n-1 n
sx<—},
2 2K
{ 2 2_2_3 1-(-1)™2 1-(-1)™ 1-(-1"
_— 2 - =
—\/; 2(m+1) (m+2) 2m+1)m 2m(m-1)

+

1- (_1)m—2 [ (_1)m—1 (_1)m+1]
+2

2 (m-1) (m-2) m-1 m+1

n 1-(-1)™* 1-(-1)™* n
+ 2K+ (x——][ = ]], —sx<1}

2k m+1 m-1 2k

J]
s

(* tablaq: {Qnm, Gnm(X)} *)

tablaq = Flatten[Table[ {StringReplace["qnnm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
=", q[k1, n, m, x]},

{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(» filaq: {qnm(X)} *)
filaq = Flatten[Table[q[k1, n, m, x], {m, 8, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(* Creacion de la matriz Q (nm, X,i) =*)
For[i=1, i <2 «M, i++,
For[j=1, <2 «M, j++,
Q[i, j] =simplify[filaq[[i]] /. {x>xni[j]}];
]
E

(* Creacion de la tabla Q (i, j) =)
Qtabla = Table[Q[i, j1, {i, 1, 2«M}, {3, 1, 2*xM}];
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(* khkkhkkhkhkhkhkhhkhhhkhhkhhkhhhkhhkhhhhhkhrhhdhk *)

(* khkkkkkhkkkkhkkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkkkk *)

(* Impresiones =x)

(* khkkkkkhkkkkhkhkkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkkkk *)

Print["Matrices Wavelet de Chebyshev &, P, Q ",
"\n\t ", datos

15

Print["(i) Cdlculo de las Wavelets de Chebyshev ",

k

ap 22 k+1 n-1 N
"\t g () = To (2t x-2n+1) S SXS oo,
0 Resto
R=1, 2, ...
"\n\t\t § n=1, 2, ..., 28 ",
m=0, 1, ..., M-1 gradodel polinomio de Chebyshev

V2 m=0 @
>

2 m=1, 2, ...

"\n\t\t o, =

"\n\t (x) = ", tablay

|s
Print["(ii.l) Calculo de la matriz P(x) ",

"\n\t P(x) = Jx T(s) ds ",
(]

"\n\t P(x) = ", tablap

|s
Print["(ii.z) Célculo de la matriz Q(x) ",

"\n\t Q(X) = J pnm(s) ds ")
(]

"\n\t Q(x) = ", tablaq

E

Print["(Z) Se calculan los puntos de colocacién x,;",

1 (M+1) i) 7
(2n -1+ cos(—)) ",
2k+1 M+ 1

“t n=1, 2, ..., 2k
i=1,2,,m °

"\n\t Xnp;=

"\n\t x,; = ", Table[{x;, xni[i]}, {i.v 1, m2}1, " =",
Table[{xj, 1.0xxni[i]}, {i, 1, m2}]

E

Pr'int["(3) Evaluacidon de P(x) y Q(x) en los puntos de colocacidn
"\n\t P(i1, J) = P(nm, X,;)",

"NENE Xni = {Xes Xas s Xpe}s

"\n\t P(nm, Xni) = [Pam(X1)5 Pam(X2)5 -5 Pam (X)) 1"

"\n\t P(nm, x,;) = ", Ptabla,

"\n\t P(nm, x,;) =",

Table[P[i, j] 1.0, {i, 1, 2°xM}, {], 1, 2 «M}]

IE

"\n\t\t", "T,(x) = polinomios de Chebyshev de primera clase de gradom",
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Print["\n Q(nm, Xni) = [Gnm(X1)s Gnm(X2)s *=5 Xnm(Xy) 1",
"\n\t Q(nm, x,i) = ", Qtabla,

“\n\t Q(mm, x,:) =",

Table[Q[i, j]1+1.0, {i, 1, 2°xM}, {], 1, 2 «M}]

1|8

Return [{Ptabla, Table[{filap[[i]]}, {i, 1, 2 «M}],
Qtabla, Table[{filaq[[i]1}, {i, 1, 2“*+M}]}];
] (* Fin del médulo x)

(* Fin del Método =x)

9.6.4. Errores en el Método Wavelet de Chebyshev

Clear [ErroresCWCMChebyshev];
ErroresCWCMChebyshev[tabla_, uxt_, in_, k1_, M_, Nn_] :=

Module[{A, B, T, n, k, datos, tdatos, cab, ea, eab, 5,

errorLo, errorlL2, errorRMS},

A=in[[1]]; B=1in[[2]]; T=B;
(* Cuadricula de puntos =x)

(¢ X301 =1, 2, ..., 2%M %)
(* ts: s =1, 2, ..., Nn %)

datos = tabla;

k=1;
For[s=1, ssNn, s++,
For[1=1, 152 «M, 1++,
xlc[1l] =datos[[k]11[[11];
ts[s] =datos[[k]1]1[[2]1;
u[xlc[1l], ts[s]] =datos[[k]][[31];

K++;
I|£
I|£

(* Creacidén de la tabla de valores aproximados =x)
(» Tabla de datos =*)
cab={" (L, s)", "x3", "ts", "u(x1, ts) (CW)", "u(xy, ts)",
"|u(x1, ts) (CW) ‘u(le ts) IH};
tdatos = {};
For[s=1, s<Nn, s++,
For[1=1, 152 «M, 14+,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" - ToString[1], "ss" - ToString[s]}],
x1lc[1l] *1.09, ts[s],
PaddedForm[u[x1c[1], ts[s]], {16, 12}],
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PaddedForm[uxt /. {x ->x1c[1], t>ts[s]}, {16, 12}],
PaddedForm[Abs [ (uxt /. {x ->x1lc[1], t>ts[s]}) -u[x1lc[1l], ts[s]]], {11, 10}]
35
tdatos = Append [tdatos, fila];
I|£
I|£

tdatos = Prepend [tdatos, cab];
Print["Tabla de valores aproximados y errores.”,
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All] 1];

(*» Error L,, error absoluto x)
errorLo =
Max [Table[Abs[ (uxt /. {x ->x1c[1], t>ts[s]}) - u[xlc[1], ts[s]1]], {s, 1, Nn}, {1, 1, 2k1*M}]

1|8

(* Error L, *)
errorL2 = Norm |
Table[Abs[ (uxt /. {x ->x1c[1], t>ts[s]}) -u[xlc[1], ts[s]1]], {s, 1, Nn}, {1, 1, 2k1*M}]];

(* Error RMS x)

1
errorRMS = ——  errorlL2;
2% 4 M%Nn

(» Impresiones =x)

Print ["Er‘r‘or‘ L8 g

"\n\t error-L, = Max (Ju(xi, ts) - u(xy, ts) (CW)}) =",

1<s<N

112k M

ScientificForm[errorLwo],

"\nError-L,: ",

2km N 1
"\n\t error-L, = ('3 fu(x1, ts) - u(x, ts) (CW) %2 =",

1=1s=1

ScientificForm[errorL2],

"\nError-RMS: ",

1 2km N

1
"\n\t error-RMS = (ZZ lu(x1, ts) - u(xy, ts) (CW) %)z = ",
2“MxN 15,

ScientificForm[errorRMS]

|s

Return [ {errorLw, errorL2, errorRMS}];

] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =*)

9.6.5. Método CWCM: Ecuacion Burgers-Huxley Generalizada

Clear [EDPCWCMBurgersHuxley];
EDPCWCMBurgersHuxley[EDP , 1ci ,1cc ,in ,1f , ki ,M ,Nn ,a , B8 , ¥ , 6 ]:=
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Module[{A, B, tablan, int, datos, m2, At, Ax,

i, j, k, 1, s, u, tts, 1nm, tablay, tablap, tablaq,

H, pi, Pii, go, gi, fx, up,

x1, x1c, x1p, p, q,

Fl, ai, aw, eclineal, s1, ecnolineall, ecnolineal2,
unitsl, uxnitsl, uxxnitsl, ecl, ec2, condini},

Array[xni, 30]; Array[u, 60, 60];
fx=1f[[1]]; go=1f[[2]]1; gl=1f[[31];

A=in[[1]]; B=1in[[2]];
tablan = Table[n, {n, 1, 2}];
int = StringReplace["[aa, bb]",
{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];

"[A, B] =" int " (intervalo x)"
"{k, 2¥3= " {k1, 2} " (maxima resolucién)"
- M wn
datos = "Mo- 1" M-1 " (max. grado polinomio)" H
"no= 1, 2, .., 2¢" tablan "
"{o, By ¥, 6} =" {a, B, ¥, 6}
"N = " Nn "(n2 intervalos t € [0, 1])"

m2 =2 «M; (% Nimero total de filas de ¥, py q *)

(* Posicidn de ¥n m, Po,ms Pn,ms Qn,m Gn,m €0 una lista x)
1nm = Flatten[Table[{i, j}, {j, @, M-1}, {i, 1, 2*}], 1];
ind[n_, m_] :=Position[1lnm, {n, m}][[1, 1]];

(* khkkhkhkhhkkhkhhkhhkhkhkhkhhkhhkhkhhkhhkhhhkhhhhkhhkhkhhdhhhkkhhdk *)

(*» Determinacién de los puntos del intervalo t €[0, 1] x)
(*» Nimero de subintervalos: Nn =x)

(* Ancho del subintervalo x)

B-A
At = H
Nn

(* Puntos del intervalo temporal t € [0, T] =*)

For[s=1, s<Nn, S++,
ts[s] =1.0% (s -1) At
15
tts = Table[ts[s] *1.0, {s, 1, Nn}];

(* khkkkkkhkkkkhkkhkkhkhkhkkkhkhkhkkkhkkkkkkkhkkkkhkkkkkkkkk *)
(» Puntos de colocacidén xni en orden creciente x)
(* khkkkkkhkkhkkkhkkhkkhkhkhkkkhkhkhkkkkhkkkkkkkkkkkhkkkkkkkk *)

(M+1) -i) =

1xni=F1atten[Tab1e[ — [2n-1+Cos[ ]] » {n, 1, 2, @4, 1, M}], 1];
21 M+1
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For[l1=1, 152 M, 1+,
xni[l] =1xni[[1]];

1|8

(» Valor de la funciodn u[x, t] en t = @ *)
(* u[x, 0] u'[x, 0] u”[x, 0] *)

uxt = fx;

uxtl=D[fx, {x, 1}];

uxt2 = FullSimplify [D[fx, {x, 2}]11;

(* Valores iniciales de u[xl, ts] con ts = @ x)
For'[1=1, 1<2% %M, 1++,
For[s =1, s <Nn, s++,
u[xni[l], ts[s]] =uxt /. {x->xni[l]*1.0, t>ts[s]};
ul[xni[l], ts[s]] =uxtl/. {x->xni[l] 1.9, t>ts[s]};
u2[xni[l], ts[s]] =uxt2 /. {x->xni[l] *1.9, t>ts[s]};
15

|5

(* khkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkkk *)
(* Definicién de Yn,ms> Pn,ms Y Gn,m *)
(* khkkkkkkhkkkkkhkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkhkkhkkkkkkkkk *)
(* khkkkkkhkkhkkkhkkhkkhkhkhkkhkkhkhkhkkkhkhkkkkkkhkkkkkhkkkkkkkk *)
(*» Definicidén de la Wavelet de Chebyshev ¥, , *)
s
(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkkkkk *)
Clear[k, n, m, x];
Yrk_, n_, m_, x_] :=If[m =0,

V2 ok n-1 n

Piecewise[{{ — 22 ChebyshevT[m, 2**x -2n+1], " <X< z—k}}] ,
Piecewise[{{ 2 22 ChebyshevT[m, 2**x - 2n+1], n-t <X< i}}]

N 2k 2k
E

(* Funcién peso x)

1
W[X_] := ——; wn[x_, n_] :=w[2k*1x—2n+1];

1-x2
(% *kkkkkhkkkhkhhrkh *)
(* Funciones p, n(X) *)
(% *kkkhkhkkkhhkhhkkkdk %)
(¢ u=2""*1x_2n+1; «)

prk_, n_, m_, x_] :=If[m== o,
Piecewise[{

n-1

{0, 0<x< o },
V2 o,
{— 22 (ChebyshevT[1, 2“* x - 2n + 1] + ChebyshevT[@, 2 x - 2n +1]),

Vr
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n-1 n
X< —},
2 2K

\/? k n
{—2 2 (ChebyshevT[@, 2'x-2n+1]), —sx<1}

Vo 2
e

I'F[m =1,

Piecewise [{

2 k
{— 2727 (ChebyshevT[2, 2! x - 21n + 1] - ChebyshevT [0, 2 x - 2n+1]),
Vo
n-1 n
<X< —},
2" 2

Piecewise [{

{0, O<x< n;l}’
{iz“;‘z

Vr

ChebyshevT[m+1, 2'x-2n+1] - (-1)™*  ChebyshevT[m-1, 2*x-2n+1] - (-1)"*
m+1 m-1
n-1 n
<X< —},
2« 2K
+1 -1
2 K, [1- (-1)" 1-(-1)" n

{—2'2 = ,—sx<1}

e m+ 1 m-1 2k

}]

] (% Fin de If «)

s

(% *kkkhkhkkkhhkhhkhkkdk %)
(* Funciones q, ,(X) *)

(% *kkkkkhkkkhkhhrkh *)
qrk_, n_, m_, x_] :=which[
m=0, Piecewise[{

n-1

k }’
V2 sk

{— 22 (ChebyshevT[2, 2**x-2n+1] +
Vr

4 ChebyshevT[1, 2** x - 2n + 1] + 3 ChebyshevT[@, 2" x-2n+1]),

{e, @<x< -

n-1 n
X< —},
2 2K

3
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{Ezg[ ! +x—l], lsx<1}

_\/7 2k+1 Zk Zk

e

m==1, Piecewise [{

}.

2 3k, (1
{—2 2 [—ChebyshevT[3, 2“'x-2n+1] -
6

Vr

n-1

{e, 0<x< "

3 4
— ChebyshevT[1, 2" x - 2n + 1] - — ChebyshevT[e, 2“* x-2n+1] |,
2 3

n-1 n
<X< —},
2« 2«

2 a2y
o= T

}

m== 2, Piecewise [{

(==

1 n n
+x——,—sx<1}
—3'\/; 2k+1 Zk Zk

e

m>2,

Piecewise [{

————— (ChebyshevT[m-2, 2 x-2n+1] - (-1)"?) +
2 (m-1) (m-2)

_1)m—1 (_1)m+1
(1 + ChebyshevT[1, 2* x-2n+1]) [(_ _ _] ] ,

m-1 m+1
n-1 n
sx<—},
2k 2
{ 2 2_2_3 1-(-1)™2 1-(-1)"  1-(-1)"
— 2 - -
\/; 2(m+1) (m+2) 2m+1)m 2m(m-1)

n-1
{0, 0<x< },
zk
2 k(1 1
{— 22 [— (ChebyshevT[4, 2**x -2n+1] -1) - — (ChebyshevT[2, 2“*x-2n+1] -1) -
NEy 24 3
2 2
— ChebyshevT[1, 2" x - 2n + 1] - — ChebyshevT[0, 2“* x-2n+1] |,
3 3
n-1 n
<X< —},
2 2"

n-1
{0, 0<x< },
Zk
2 3k, 1
{—2 2" | ——————— (ChebyshevT[m+2, 2**x-2n+1] - (-1)™?) -
A 2 (m+1) (m+2)
1
———— (ChebyshevT[m, 2*x-2n+1] - (-1)") -
2 (m+1) (m)
1
m (ChebyshevT[m, 2**x -2n+1] - (-1)") +
m m-
1
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+

1- (_1)m—2 ( (_1)m—1 (_1)m+1]
+2

2 (m-1) (m-2) m-1 m+1
n 1-(-1)™* 1-(-1)™* n
+2k"1(x——] - ,—sx<1}
2k m+ 1 m-1 2

}]
s

(*» Tabla con {¥, my ¥nm(X)} *)
tablan = Table[n, {n, 1, 2*}];
tablay = Flatten[Table [ {StringReplace ["¥pnnm (X)",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
" =", y[kl, n, m, x]},
{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(* tablap: {pnms Pnm(X)} *)

tablap = Flatten[Table[ {StringReplace["pnnmm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
=", p[ki, n, m, x]},

{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(*» tablaq: {dnms Gnm(X)} *)

tablaq = Flatten[Table[ {StringReplace["dqnnmm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
=", q[k1l, n, m, x]},

{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(* khkkhkkhkhhkkhkhkhhkhkhkkhkhhkhkkkhkdhkkx *)

(* khkkkkkhkkhkkkkhkhkkkkkhkkkkkhkkkkhkkhkkkkkkkkk *)
(* Impresiones =x)

(* khkhkhhkhkkkhkhkhkhhhhkkkhkhkkhkkhhkhhkkkkkkhkk*k *)
Print["Ecuacién Parabélica no lineal (EDP). Ecuacidn de Burgers-Huxley",

"\nMétodo de Colocacién Wavelet de Chebyshev (CWCM) "

3

"\n\t (P) = ",
ug +aulu, - Uy =Bu (1-u’) (WW-y) xe[0,1] tel[o, T]
"iu(x, 0) =f(x) x e [0, 1] ",
u(e, t) =ge(t) u(l, t) =g (t) te[o, T]
EDP "X € [0,1] t € [0, T]"
"\n\t (P) = ", | MatrixForm[{lci}] "x € [0, 11" 5
MatrixForm[ {lcc}] "te [0, T]I"

"\n\t\t ", datos

s

Print["(a) Se busca una solucidén expresada en términos de Wavelet de Chebyshev:",

2K mo1
"\m\t 0 (x, ) = D D Camtna () = €T B () ",
n=1 m=0
k=1, 2,
"\t : n=1, 2, .., 2¢ ",
m:@) 1, ceey M-1
"\t M - 1 : maximo grado polinomio ",
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"\n\t c,, = Coeficientes Wavelets de Chebyshev para s=1, 2, ..., 2km - a1,
"\n\t ", "Y,n = Wavelets de Chebyshev en [0, 1]"

E

Print[
"(b) Se integra la ecuacidn
u” (x, t) con respecto a la variable t en los limites [ts, ts,11,",
"\nluego se integra u” (x, t) respecto de x dos veces en [0, x],
y se deriva u(x, t) respecto de t:",

2% m-1
"\n ¢ u”(x1, tsa) = (tsa - ts)z Z Com ¥nm(X1) + U (X1, ts)",
n=1 m=0
2% mM-1
"\ e U (X, tsa) = (s - ) )L DT Cam Pan(X1) + U (X1, t5)",
n=1 m=0
2% M-1
"\N\t\t - (t - t5) D' D Con Gan(1) + B2 (tsa) - Bo(tsa) - Ba(ts) + 8o(ts)",
n=1 m=0
2% Mo
"\n s u(xy, ts,1) = (tsia - ts)ZlI Z Com Gnm(X1) ")
n=1 m=0
2% M1
"\IVENE + Xi[-(tsa - t5) D0 D Com Gnn(1) + 81 (tsia) - Bo(tsia) - Ea(ts) + Bo(ts)] "
n=1 m=0

"\n\t\t + u(xy, ts) + Bo(ts.1) - Be(ts)™,

2% M-1
"\n - I--‘(Xl,v tsa1) = Z Z Chm Gnm(X1) ",
n=1 m=0
2k M1
NP\t + X1 (- > Com dun(1) + B1(tsi) - Bo(tsi)] + Eo(tsua)"
n-1 m-e

s

Print["(c.l) Calculo de los puntos de colocacién x,;",

1 (M+1) -i) =
"\n\t x,3= —(@2n -1 + cos(———)) ",
2k+1 M+1

3

i=1,2, ..., M
"\n\t x,; = ", Table[{x;, xni[i]}, {i, 1, m2}], " = ",
Table[{x;, 1.0xxni[i]}, {i, 1, m2}]

|s

Print["(c.Z) Cdlculo de los puntos tg: ",

1
"\n\t aAt=— ",
N

"\t\t tg = (s - 1) At \t\t s =1, 2, .., N ",
"\n\t t; = ", Table[ts[s] 1.0, {s, 1, Nn}]

E

(* Calculo de las matrices &, py q *)
Print[" (d) Cadlculo de las Wavelets de Chebyshev y sus integrales

15
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Print["Funciones Wavelet de Chebyshev ¥, p, q ",
"\n\t ", datos
15

Print["(i) Cdlculo de las Wavelets de Chebyshev ",

k

22 kel n-1 n
"\\t Yom(X) = § = To (2 x-2n+1) S SXS o,
0 Resto
k=1, 2, -
"\n\t\t { n=1, 2, ..., 2% ",

m=0, 1, ..., M-1 gradodel polinomio de Chebyshev

V2 m=0 "
3

2 m=1, 2, ...

"\n\t\t a, =

T

"\n\t\t", "T,(x) = polinomios de Chebyshev de primera clase de gradom",

"\n\t (x) = ", tablay

|s

Pr‘int["(ii.l) Calculo de la matriz P(x) ",

"\n\t P(x) = Jx T(s) ds ", "\t\t pam(x) = de’nm(s) ds ",
(] (-]

"\n\t P(x)

|s

Print["(ii.Z) Calculo de la matriz Q(x) ",

", tablap

"\n\t Q(x) = j Pam(s) ds ", "\t\t gnn(x) = Jan(S) ds ",
(] (*]

"\n\t Q(x) = ", tablaq

|s

Print["(e.l) Proceso iterativo con la ecuacién de la EDP",

" "

sustituyendo las expresiones de ",
"\n\t u”(xl; ts+1): U(Xl, ts+1) y l.‘(xl; ts+1):"1

2% M- 2% m-1
"Z Z Cam Onm(X1) + Xl':_Z‘I Z Cam Gnm (1) + gl(ts+1) - ge(ts+1)] + ge(ts+1)l'1
n=1 m=0 n=1 m=0

"

= u”" (X1, tsi1) - «a u’ (X1, tsi1)

U (X1, tea) + B U(X, tsa) (1 - w(xp, tea)) (W(X, taa) - )"

"\n\t\t s=1, 2, ..., N - 1",

"\nEn cada iteracién se calculan los coeficientes c,, del intervalo (ts, ts,11"

E

s=1;
Print["(e.Z) El proceso se inicia con los valores iniciales ",
"\n\t u(xy, ts) = ", uxt,

"\n\t = \t u(xy, t;) = u(xy, 9) =",
Table[{u[xni[l], ts[1]1}, {1, 1, 2“*«M}],

"\n\t u (x;, ts) = ", uxtl,

"\n\t = \t u' (x1, t1) = u(x, @) =",
Table[{ul[xni[1], ts[1]]}, {1, 1, 2*«M}],

"\n\t u” (x3, ts) = ", uxt2,

"\n\t = \t u”(x;, t1) = u"(x1, @) =",
Table[{u2[xni[l], ts[1]]}, {1, 1, Zkl*M}]
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(*
(*
(*

(*
(*
(*
ci

(*

(*
(*

e
P

(

ts[s] = ts[@] se conoce la solucidn u[x,0] = fx =x)
Calculo de u[xl, ts] siendo x1[1] 1=1, ..., 2Mx)
u[x, 0]x)

khkkkkhkhkkkhkhkkhkkhkhkkhkkkhkhkhkkkhkkhkkhkkkhkkkkhkkkkhkkhkkkkkkkkkkkkkkk *)

Proceso iterativo. Cdlculo de los coeficientes Wavelet =x)

khkkkkhkhkkkhkhkkhkkhkhkkhkkkhkhkhkkkhkhkkkkkhkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkkk *)
k1 .

= Flatten[Table[cnn, {n, 1, 2}, {m, @, M-1}], 1];

khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkk *)
Sistema de ecuaciones no lineales *)

khkkkkkkhkkkkkhkkkkkkhkhkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkk *)

For‘[s:l, s< (Nn) -1, s++,

c1={}; ec2={};

rint["s s = ", s];

* Ecuacioén iterativa de la EDP x)

For‘[l:l, 152"1*M, 1l++,

2K M1
ecnolineall = ZZ Co,m* (Q[k1, n, my X] /. X>1.0%xxni[l]) +
n=1m=0
2K m-1
1.0%xni[1l] * |- ZZ (C,m* (q[k1, n, my, x] /. x>1.0)) | + (D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s +1]) -
n=1m=0

(D[go, {t, 1}]1 /. t->ts[s+1])| + (D[g0@, {t, 1}] /. t>ts[s+1]);

(* khkkkkhkhkkhkkkhkkhkkhkhkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkkk *)
(*» Expresion de u[xni[l], ts[s+1]] %)
(* khkkkkhkkhkkkkkhkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkkk *)
unitsl = (ts[s +1] -ts[s]) *

2K -1
ZZ Com* (q[k1l, n, my, x] /. x>1.0%xni[1]) | +
n=1m=0
2K M1
xni[l] |- (ts[s +1] - ts[s]) ZZ Co,m* (Q[KL, n, my, X] /. Xx>1.0) | +
n=1m=0

(gl1/.t>ts[s+1]) - (g0 /.t->ts[s+1]) - (gl/.t->ts[s]) + (g0 /.t->ts[s])]| +
u[xnif[l], ts[s]] + (g0 /.t>ts[s+1]) - (80 /. t->1ts[s]);
(* khkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkk *)

(*» Expresion de u,, [xni[l], ts[s+1]] =*)

(* khkkhkhkhkkhkhhkhhkhkhkhkhkhhkhkkhkhkhkdkx *)

uxxnitsl =
2Kly_q
(ts[s +1] -ts[s]) ZZ Com* (WIK1, n, my X] /. x> 1.@%xni[1]) | +u2[xni[1], ts[s]];
n=1m=0

(* khkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkkkkhkkkkkkk *)
(*» Expresion de u,[xni[l], ts[s+1]] =*)

(* khkkhkkhkhkhkhkhkkhhkhhhhkhkhhkhhkhkhhkhkhhhkk *)
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2Kly_1
uxnitsl = (ts[s+1] - ts[s]) * ZZ Co,m* (PIKL, Ny my X] /. Xx>1.0%xni[1]) | +
n=1m=0
2Kly_g
ul[xni[l], ts[s]] - (ts[s +1] - ts[s]) * ZZ Co,m* (q[k1, n, my, x] /. x>1.0) | +
n=1m=0

(81/.t-ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s+1]) - (gl /. t>ts[s]) + (g8 /.t-ts[s]);

ecnolineal2 = uxxnitsl - a* (unitsl)®xuxnitsl+ B (units1) « (1 - (units1)®) « ((units1)® -y);

ecl = Append[ecl, ecnolineall];
ec2 = Append[ec2, ecnolineal2];

(* khkkkkkhkkkkhkkhkkkkhkkhkhkkhkkhkkhkkkkkhkkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkkkkhkkkkkkk *)

]; (% Fin del bucle 1 x)

Print ["Resolucidén del sistema no lineal de ecuaciones: ",
"\n ", MatrixForm[ecl],

"\n == ", MatrixForm[ec2]

15

condini = Flatten[Table[{cy,n, ©.1}, {m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

sl = FindRoot [ecl == ec2, condini, MaxIterations - 200,
Method -» "AffineCovariantNewton",
PrecisionGoal - 16];
(* s2=FindRoot[ecl==ec2,condini,MaxIterations-200];
Print["s2 = ",s2];
*)
(* Coeficientes Wavelets de cada subintervalo [tg, ts,1] *)
ciw=ci/. s1;
Print["Coeficientes Wavelets de Chebyshev para s = ", s,
"\n\t ¢ (i) = ",
PaddedForm[Transpose[{ciw}], {10, 8}]
15
(* khkkkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkhkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkkkkkkkkkkkk *)
(» Fin del Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkkkkkkhkkhkhkkhkhkhkkkkhkhkhkkkhkkhhkkhkkhkhkkhkkhhkkkkkkkkkkkkk *)

(* khkkkkhkkhkhkhkkkhkkhkkhkkhkhkkkhhkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkk *)

(* Cdlculo los valores: *)
(* u[xlc[l], ts[s+1]], ul[xlc[l], ts[s+1], *)
(* u2[xlc[1l], ts[s+1]] *)

(% *kkhkkhkhhhhhhhhhhhhhhhhhkhhhhhkkhhh ks %)
k1
For(l=1, 1<2" M, 1++,

u[xni[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] -ts[s]) =

2K M-
ZZ Com* (q[k1l, n, my x] /. x->1.0%xni[1l]) | +
n=1m=0
2K Mg
xni[l] |- (ts[s +1] - ts[s]) ZZ Co,m* (q[k1, n, my, X] /. x>1.0) | +
n=1m=0
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(gl/.t>ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s+1]) - (g1 /.t->1ts[s]) + (gO/.t-»ts[s])] +

u[xni[l], ts[s]]+ (g0 /.t->ts[s+1]) - (g0 /.t->ts[s]);

u2[xni[l], ts[s+1]] =

2Kly_g
(ts[s + 1] - ts[s]) ZZ Com* (WK1, ny m, X] /. Xal.e*xni[l])] +u2[xni[l], ts[s]11;
n=1m=0
2Klym_g
ul[xni[1l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) * ZZ Co,m* (PLk1, n, my X] /. x->1.0%xni[l])
n=1m=0

2Kly_g
ul[xni[l], ts[s]] - (ts[s +1] - ts[s]) * [ZZ Co,m* (q[KL, n, m, x] /. x->1.0)] +
n=1m=0

(81/.t-ts[s+1]) - (g0 /. t>ts[s+1]) - (g1 /. t>ts[s]) + (g8 /.t->ts[s]);

(* E1 resultado es una lista con un solo numero =x)
u[xni[l], ts[s+1]] =u[xni[l], ts[s+1]]1[[1]];
ul[xni[l], ts[s+1]] =ul[xni[1l], ts[s+1]1]1[[1]1];
u2[xni[l], ts[s +1]] =u2[xni[l], ts[s+1]1[[1]1];
Print["s s = ", s,

"\n\t L = ", Table[1, {1, 1, 2k1M}], "\t\t s + 1 =",s+1,

"\n\t U(Xl, ts+1) = ")

Table[{u[xni[1], ts[s+1]11}, {1, 1, 2 m}],

"\t\t u’ (X1, ts+1) = "J

Table[{ul[xni[l], ts[s+1]1}, {1, 1, 2“*m}],

"\n\t u” (Xl) ts+1) = "J

Table[{u2[xni[1], ts[s+1]1}, {1, 1, 2/ M}]

]
]; (» Fin del bucle s =)

(* Creacidén de la tabla de valores aproximados de u(x;, ts) =*)
(» Tabla de datos =)
cab={"(L, s)", "x1", "ts", "u(x1, ts) (CW)"};
tdatos = {};
For[s=1, ssNn, s++,
For[l1=1, 1<2'M, 1++,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" » ToString[1l], "ss" - ToString[s]}],
xni[l] «1.09, ts[s],
PaddedForm[u[xni[l], ts[s]], {16, 12}]};
tdatos = Append [tdatos, fila];

|5
I|£

tdatos = Prepend [tdatos, cab];

Print[" (f) Solucién numérica de u(x, t)
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All]
15

"

]+
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(* Solucién aproximada numérica de u(x, t) =)
usol = {};

For[s=1, s<Nn, s++,
For[l1=1, 152'M, 1++,
usol = Append[usol, {xni[1l], ts[s], u[xni[1l], ts[s]]}];

[E
I|£

Return[usol];

] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)

9.6.6. Método CWCM: Ecuacion Klein-Gordon (Dirichlet)

Clear [EDPCWCMKleinGordonDirichlet];
EDPCWCMKleinGordonDirichlet [EDP_, 1lci_, lcc_, in_, 1f_, k1_,M_, Nn_, a_, B_, ¥y_, nl_, n_] :=
Module[{A, B, int, cab, tdatos, datos, m2, At, Ax,
i, j, k, 1, s, u, ul, u2, ut, utl, ut2, xni, tts, 1xni, uxt, uxtl, uxt2,
¥, W, p, q, tablay, tablap, tablaq, tablan,
fx, gx, g9, gl, up, ecl, ec2, s1, s2, ecnolineall, ecnolineal2,
unitsl, uxnitsl, uxxnitsl, utnitsl, uttnitsi,
ci, ciw, condini, usol},
Array[xni, 60]; Array[u, 60, 60];
Array[ul, 60, 60]; Array[u2, 60, 60];
Array[ut, 64, 64]; Array[utl, 64, 64]; Array[ut2, 64, 64];
fx=1f[[1]1; gx=1f[[2]];
go=1f[[3]]; gl=1f[[4]];
A=in[[1]1]; B=in[[2]];
tablan = Table[n, {n, 1, 2}];
int = StringReplace["[aa, bb]",
{"aa" » ToString[A], "bb" - ToString[B, TraditionalForm]}];
"[A, B] =" int " (intervalo x)"
"{R, 2¢}= " ka1, 2} " (médxima resolucién)"
gy om M
datos = "Mo- 1" M-1 " (max. grado polinomio)" 5
"n o= 1, 2, .., 2¢" tablan
"{a, B, ¥» n, n} =" {a, B, ¥, n1, n} "
"N o= " Nn "(n2 intervalos t € [0, 1])"
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m2=2k1*M; (* Numero total de filas de ¥, py q *)

(* Posicién de ¥n,m, Pn,ms Pn,ms Qn,m Gn,m €n una lista x)
1nm = Flatten[Table[{i, j}, {j, @, M-1}, {i, 1, 2*}], 1];

ind[n_, m_] :=Position[1lnm, {n, m}][[1, 1]];

(* khkkhkhkhhkhkhkhhkhhkhkhhkhhkhhhhkhkhhkhhhkhhhhkhhhhhkdkhhhkkhrdk *)

(*» Determinacién de los puntos del intervalo t €[0, 1] x)
(*» Nimero de subintervalos: Nn =x)

(» Ancho del subintervalo x)
B-A
At = H
Nn
(* Puntos del intervalo temporal t € [0, T] =*)
For[s=1, s<Nn, S++,
ts[s] =1.0% (s -1) »At
15
tts = Table[ts[s] *1.0, {s, 1, Nn}];

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkhkkhkkhkkkkkkkkkkk *)
(* Puntos de colocacién xni en orden creciente x)
(* khkkkkkhkkkkhkkhkkkhkhkkhkkhkhkhkkkkhkkkkkkkhkkkkkhkkkkkkkk *)

(M+1) -i) x

1xni=F1atten[Tab1e[ [2n-1+Cos[ ]] , {n, 1, 24}, (4, 1, M}], 1];

2k1+1 M+1
For[l=1, 152 M, 1++,
xni[l] =1xni[[1]];

1|8

(* Valor de la funcioén u[x, t] en t = 0 *)
(* u[x, 0] u'[x, 0] u”[x, 0] =*)

uxt = fx;

uxtl =D[fx, {x, 1}];

uxt2 = FullSimplify [D[fx, {x, 2}]1];

(* khkkkkkhkkhkkkhkkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkkkk *)

(* Valores iniciales de u[x1, ts], u'[x1l, ts] y =)

(* u'[x1, ts] con ts = t1 = © *)

(* khkkkkkhkkkkhkkkhkhkhkkhkkkhkhkkkhkkkkkkhkkhkkkkhkkhkkkkkkkkkkk *)

For[l=1, 152 «M, 144,
u[xni[l], ts[1]] =uxt /. {X->xni[l] *1.0, t>ts[1]};
ul[xni[l], ts[1]] =uxtl /. {x->xni[l] *1.0, t>ts[1]};
u2[xni[l], ts[1]] =uxt2 /. {x->xni[l] *1.0, t>ts[1]};

|5

(* khkkkkhkhkkkkhkkhkkkhkhkkhkhkkhkkkhkhkkhkkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkkkkk *)
(* Valores iniciales de u[x1, ts], uy [x1l, ts] y «)
(* uy”[x1, ts] con ts = t1 = © *)
(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkkkhkkkkkkkkkkx *)
For[l1=1, 152 «M, 144,
ut[xni[1l], ts[1]] =gx /. {Xx->xni[l] *1.0};
utl[xni[l], ts[1]] =D[gx, {X, 1}] /. {x>xni[l] *1.0};
ut2[xni[l], ts[1]] =D[gx, {X, 2}] /. {Xx>xni[l] x1.0};

I
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(* khkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkkkkkk*k *)

(* Definicidn de ¥n,ms Pn,ms Y Gn,m *)

(* khkkkkkkhkkkkkhkhkkkkkhkkkkkhkkkkkhkkhkkkkkkkkk *)

(* khkkkkkhkkhkkkhkkhkkhkkkhkkhkhkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkk *)
(* Definicidén de la Wavelet de Chebyshev y, , *)

(* khkkkkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkhkkhkkhkhkkhkkkhkhkkkkkkhkkkkhkkhkkkkkkkk *)
Clear[k, n, m, x];

Yrk_, n_, m_, x_] :=If[ =0,

\/7 k n-1

ectse {{ 1 el 245 2001], s 1),
7T
Piecewise[{{ 2" 22 ChebyshevT[m, 2“*x -2n+1], n2—k1 $xs 21"}}]

s

(* Funcién peso x)

1
W[X_] :=——; wn[x_, n_] :=w[2k*1x—2n+1];

1-x2
(% *kdkkhkkkkhdhkhkhkkdk %)
(* Funciones p, n(X) *)
(% *kkkhkhkkkhhkhkhkhkkdk %)
(¢ u=2""1x-2n+1; «)

prk_, n_, m_, x_] :=If[m== o,

Piecewise [{

n-1
{0, 0<x< },
2k
V2
{—2 27 (ChebyshevT[1, 2“* x - 2n + 1] + ChebyshevT [0, 2" x - 2n +1]),
&
n-1 n
" X< z—k},
\/? k n
{—2 2 (ChebyshevT[@, 2“'x-2n+1]), —sx<1}

Vo 2
e

I'F[m =1,

Piecewise [{

2 K

{— 2727 (ChebyshevT[2, 2! x - 2n + 1] - ChebyshevT [0, 2 x - 2n+1]),
Vo

n-1 n

<X< —},
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Piecewise [{

n-1
{e, 0<x< },
2
2 B
(ot
T
ChebyshevT[m+1, 2*x -2n+1] - (-1)™*  ChebyshevT[m-1, 2**x-2n+1] - (-1)"*
m+1 m-1
n-1 n
X< —},
2k 2K
2k, (1- (1™ 1-(-1™? n
{_2 2 = g —sx<1}
N m+ 1 m-1 2k

}]

] (% Fin de If «)

E

(% *kdkkhkkkkhhkhhkhkkdk %)
(* Funciones qp n(X) *)

(% *kkkhkhkkkkhkhhkkkdk %)
atk_, n_, m_, x_] :=Which[

m:== 0, Piecewise [{

n-1
{0, 05x< —1,
2k
V2 sk,
{——=277"" (chebyshevT[2, 2" x-2n+1] +
V7t
4 ChebyshevT[1, 2" x - 2n + 1] + 3 ChebyshevT [0, 2*x-2n+1]),
n-1 n
X< —},
2 2"

+X - —

{—2'5 —sx<1}

Vr 2

e

m==1, Piecewise [{

}.

2 3k, (1
{—2 2 [—ChebyshevT[B, 2“'x-2n+1] -
6

Vr

“/Tk[l n]’n

2k+1 zk

n-1

{e, 0<x< "

3 4
— ChebyshevT[1, 2" x - 2n + 1] - — ChebyshevT[e, 2“' x-2n+1] |,
2 3

2k <X< z—k},
{#2_32_1(_1, :—k5X<1}

3

m== 2, Piecewise [{
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{0, 0<x<
2k

2 kg (1 1

{—2 2 [— (ChebyshevT[4, 2**x -2n+1] -1) - — (ChebyshevT[2, 2“*x-2n+1] -1) -
24 3

V
2 2
— ChebyshevT[1, 2“* x - 2n + 1] - — ChebyshevT [0, 2*x-2n+1]|,
3 3
n-1 n
X< —},
2" 2
2 k(1 ny n
{ 22[ +x——],—sx<1}
—3’\/; 2k+1 2k 2k

e

m>2,

Piecewise [{

n-1
{0, 0<x< },
2k
2 2B 5 1
{—z 2" | —————— (ChebyshevT[m+2, 2**x-2n+1] - (-1)™?) -
—\/7 2 (m+1) (m+2)
1
———— (ChebyshevT[m, 2*x-2n+1] - (-1)") -
2 (m+1) (m)
1
m (ChebyshevT[m, 2**x -2n+1] - (-1)") +
m) (m-
1

——————— (ChebyshevT[m-2, 2 x - 2n+1] - (-1)"7?) +
2 (m-1) (m-2)

m-1 m+1

(1 + ChebyshevT|[1, LIPS 1)) [ (-1"* ] (-1)™? ] ] ’

n-1 n
X< —},
2 2K

2 3k [ il o (il)Be 1-(-1)™ 1-(-1)"

-=-3
_2 2
{ 2 (m+1) (m+2) 2(m+1)m 2m(m-1)

+

2 (m-1) (m-2) m-1 ) m+1

1- (_l)m—z [ (_l)m—l (_1)m+1]
+2

n 1-(-1)™* 1-(-1)™* n
+2"+1(x——] = ,—sx<1}
2k m+1 m-1 2k

)|
s

(* Tabla con {¥pnmy ¥nm(X)} *)
tablan = Table[n, {n, 1, 2}];
tablay = Flatten|[Table[ {StringReplace ["¥nnm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
" =", y[ki, n, m, x]},
{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(* tablap: {pnms Pnm(X)} *)
tablap = Flatten[Table[ {StringReplace["pnmm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
=", p[ki, n, m, x]},
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{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(* tablag: {Qnm, Gnm(X)} *)

tablaq = Flatten[Table[ {StringReplace["qnnm (X) ",
{"nn" - ToString[n], "mm" - ToString[m]}],
=", q[k1, n, m, x]},

{m, 0, M-1}, {n, 1, 2}], 1];

(* khkkhkhkhhkkhkhkhhkhkhkkhkhkhkhkkkhkhhkkx *)

(* khkkkkkkhkkhkkhkkhkhkkkkkhkkkkkhkkkkkhkkhkkkkkkkkk *)
(* Impresiones *)

(* khkkkkkkhkkkkkhkkkkkkhkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkk *)

Print["Ecuacién de Klein-Gordon (Dirichlet)",

"\nMétodo de Colocacién Wavelet de Chebyshev (CWCM) ",

"\n\t (P) = ",
Upt +alUyy + BU+yU" =n(X, t) xe (0, 1) te[o, T]
"tu(x, 0) =Ff(X) ug(x, 9) =g(x) xe [0, 1] %5
u(e, t) =ge(t) u(l, t)=g;(t) t>0
EDP "x € [0,1] t € [0, T]"
"\n\t (P) = ", [MatrixForm[{lci}] "x € [0, 11" o
MatrixForm[ {lcc}] "t e [0, TI"

"\n\t\t ", datos

E

Print["(a) Se busca una solucidén expresada en términos de Wavelet de Chebyshev:",

2% mo1
"\\t @76 1) = > Candhan(X) = €T E(X)
n=1 m=0
k=1, 2, ...
"\t s n=1, 2, ..., 2¢ ",

m=0, 1, -, M=1

"\t M - 1 : maximo grado polinomio ",
"\n\t c,, = Coeficientes Wavelets de Chebyshev para s=1, 2, ..., 2km - 1",
"\n\t ", "Y,n = Wavelets de Chebyshev en [0, 1]"

|s
Print[
"(b) Se integra la ecuacién u” (x, t) con respecto a t dos veces en los limites [t., t..1],",

"\ny a continuacién se integra u” (x, t) respecto de x dos veces en [0, x].",
"\nSe deducen las expresiones:",

2% M-1
"\n ¢ u (Xl,vts+1)=(ts+1‘ts)z‘I Z Com ¥nm(X1)+U (X1,ts)",
n=1 m=0
1 2% M-1 »
"\n « u” (x11t5+1)=_(ts+1‘ts)zz Z Com ¥nm (X1) + (tsaa-ts)u (X, ts) +u” (x1,ts) ",
2 n=1 m=0
.. 2% Mo
"\n - u(x11t5+1)=z Z [ChmGnm (X1) =X1 CnmGnm (1) ]
n=1 m=0

#X1 (81 (ts,1) ~8o (tsi1)) +8o (tsi1) ™
2K M1

"\n - I-.1(Xl,vtsd)=(ts+1‘ts) (Z Z CnmGnm (X1) )

n=1 m=0
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2k M1

- (ts+1‘ts)x1 (Z Z CamGnm (1) )

n=1 m=0

#X1 [81(tss1) ~81 (ts) -8o (ts,1) +8o (ts) ]

+8o (tsi1) -8 (ts) +U (X1, ts) ",

1 2% m-1 .
"\ e U ) == (Bamt) 2 (D) D) Cannn (X1)) #U (X1, ) + (Bsua-ts) U (X, ts)
2 n=1 m=0
1 2 M-1
X1 [-= (ta-t) 2 (D) D" Connn (1))
2 n=1 m=0

+81 (ts.1) -81 (ts) -8o (tsi1) +86 (ts) - (tsi1-ts) [81 (ts) -8o (ts) ]
]
+8o (tsi1) ~8o (ts) - (tsia-ts) 8o (ts) "

|s

Print["(c.l) Cdlculo de los puntos de colocacién x,;",

1 (M+1) -i) =
"\n\t x,;j= —(@2n -1+ cos(——)) ",
2k+1 M+1
"\t {n=1, 2, vy 2%,
i=1,2, -, m °

"\n\t x,; = ", Table[{x;, xni[i]}, {i, 1, m2}], " = ",
Table[{x;, 1.0%xni[i]}, {i, 1, m2}]

E

Print["(c.Z) Cdlculo de los puntos ts: ",

1
"\n\t At= — ",
N

"\t\t t, (s -1) At \t\ts =1, 2, ..., N ",
"\n\t t; = ", Table[ts[s] *1.0, {s, 1, Nn}]

s

(* Calculo de las matrices T, py q *)
Print[" (d) Cdlculo de las Wavelets de Chebyshev y sus integrales

15

Print["Funciones Wavelet de Chebyshev ¥, p, q ",
"\n\t ", datos
1

Print["(i) Calculo de las Wavelets de Chebyshev ",

k

Om 22 k+1 n-1 0N
SN () = = To (2 x-2n+1) S SXS oo,
] Resto
R=1, 2, -
"\n\t\t § n=1, 2, ..., 2°
m=0, 1, ..., M-1 gradodel polinomio de Chebyshev
"\n\t\t an = { V2 m=0 n’
2 m=1, 2, ...

"\n\t\t", "T,(x) = polinomios de Chebyshev de primera clase de gradom",
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"\n\t &(x) = ", tablay

E

Print["(ii.l) Calculo de la matriz P(x) ",

"\n\t P(x) = JX T(s) ds ", "\t\t pan(x) = wanm(s) ds ",
(2] (2]

"\n\t P(x) = ", tablap

E
Print["(ii.z) Célculo de la matriz Q(x) ",

"\n\t Q(x) = J Pam(s) ds ", "\t\t Qnm(x) = Jpnm(s) ds ",
(] (*]

"\n\t Q(x) = ", tablaq

|E

Print["(e.l) Proceso iterativo con la ecuacién de la EDP",

sustituyendo las expresiones de ",
"\n\t u” (XlJ ts+1)) U(Xl, ts+1) y u (le ts+1):":

2K m-1
">0 D" [Cantnn (X1) -X1 Conlnm (1) 1+X1 (81 (tsi1) -Bo (tsi1) ) +Bo (tsia) "
n=1 m=0

+ a U’ (Xp,ts,1) + B u(Xy, tsa) + ¥ (Uu(xy, ts»fl))r1 = n(x1, ts.a)",
"\n\t\t s=1, 2, ..., N - 1",
"\nEn cada iteracién se calculan los coeficientes c,, del intervalo (ts, ts,11"

|s

s=1;
Print["(e.Z) El proceso se inicia con los valores iniciales ",
"\n\t u(x;, ts) = ", uxt,
"\n\t = \t u(xy, t1) = u(x;, @) =",
Table[{u[xni[1], ts[1]1}, {1, 1, 2 «M}],
"\n\t u (x;, ts) = ", uxtl,
"\n\t = \t u (x3, t1) = U (x3, @) =",
Table[{ul[xni[l], ts[1]]}, {1, 1, 2*«M}],
"\n\t u” (x;, ts) = ", uxt2,
"\n\t = \t u” (x1, t1) = u"(x1, @) =",
Table[{u2([xni[1], ts[1]]}, {1, 1, 2" «M}]

(» ts[s] = ts[@] se conoce la solucidén u[x,0] = fx «x)
(» Calculo de u[xl, ts] siendo x1[1] 1=1, ..., 2Mx)
(* u[x, 0]*)

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkkkkkkk *)
(* Proceso iterativo. Cdlculo de los coeficientes Wavelet x)
(* khkkhkkhkhkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkkk *)

ci = Flatten[Table[cn,m, {m, @, M-1}, {n, 1, 2*}], 1];

(* khkkkkkhkkhkkhkhkkkhkhkhkkhkkkhkhkkkhkkkkkkkkkkkk *)
(» Sistema de ecuaciones no lineales *)
(* khkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkkk *)

For‘[s:l, s< (Nn) -1, s++,

ecl={}; ec2={};
Print["s s = ", s];
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(* Ecuacién iterativa de la EDP %)
For[l =1, 1<2X M, 14+,
(* khkkkkhkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkk *)

(* Expresion de u't”[xni[l], ts[s+1]] *)

(* khkkkkkhkkkkkkkkkkhkhkkkkhkkkkkhkkkkkkkk*k *)

utxxnitsl =
2K y_1
(ts[s +1] -ts[s]) * ZZ Com* (U[KL, n, m, X] /. X>1.0xxni[1]) | +ut2[xni[1l], ts[s]];
n=1m=0

(* khkkkkhkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkk *)
(* Expresion de uy, [xni[l], ts[s+1]] =)

(* khkkkkkhkkkkkhkkkkkkhkkhkkkkhkkkkkhkkkkkkkk*x *)

1 PA
uxxnitsl = — (ts[s +1] - ts[s])> [ZZ Co,m* (WK1, ny, my X] /. x> 1.0%xni[1]) | +
2 n=1m=0

(ts[s+1] -ts[s]) xut2[xni[1l], ts[s]] +u2[xni[l], ts[s]];

(* khkkkkkhkkkkhkkhkkkhkkhkkkkhkkkkhkkkkkkkkk *)

(* Expresion de ugi [xni[l], ts[s+1]] =)

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkhkkkkkkk *)
uttnitsl =

2K -1

ZZ (Co,m* (ALK, Ny My X] /. X>1.8%xni[1]) - xni[1] % (Co,m* (q[kL, N, m, X] /. X>1.0))) +
n=1m=0

xni[l] % ((D[g1l, {t, 2}]1/.t->ts[s+1]) - (D[gO, {t, 2}] /. t>ts[s +1])) +

(D[g0, {t, 2}1/.t->ts[s+11);

(* khkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkkk *)
(» Expresion de uy[xni[l], ts[s+1]] *)
(* khkkkkhkhkkkkkhkkhkkkkkhkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkk *)

n=1m=0

2K M_1
utxnitsa= (ts[s +1] -ts[s]) [ZZ (Cn,m) * (q[k1, n, m, x] /. x->1.0*xni[1])] -

2K y_1
(ts[s +1] -ts[s]) *xni[l] % [ZZ (Cn,m) * (q[KL, n, m, x] /. x->1.e)J +
n=1m=0
xni[l] = ((D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s +1]) - (D[gl, {t, 1}] /. t>ts[s]) -
(D[g®, {t, 1}]/.t->ts[s+1]) + (D[g0, {t, 1}] /. t>ts[s])) +

(D[go, {t, 1}] /.t->ts[s+1]) - (D[gO, {t, 1}] /.t >ts[s]) +ut[xni[l], ts[s]];

(* khkkkkhkkhkkhkkhkhkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkkk *)
(* Expresion de u[xni[l], ts[s+1]] )

(* khkkkkkkhkkhkkkhkhkkkkkhkkkkkhkkhkkkkkhkkkkkk *)

n=1m=0

1 2K m-1
unitsl= — (ts[s+1] -ts[s])2« ZZ Coyn* (LKL, n, my X] /. x> 1.0%xni[l]) | +
2

u[xni[l], ts[s]] + (ts[s+1] -ts[s]) »ut[xni[l], ts[s]] +xni[l] *[
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1 24 m-1
—— (ts[s+1] -ts[s])?* ZZC":N* (qrki, n, my x] /. x-1.0) | +
2 n=1m=0

(gl/.t>ts[s+1]) - (g1 /.t->ts[s]) - (g0/.t->ts[s+1]) + (g0 /.t->ts[s]) -
(ts[s+1] -ts[s]) = ((D[gl, {t, 1}] /. t->ts[s]) - (D[gO, {t, 1}] /. t>ts[s])) | +

(g0/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>1ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) » (D[go, {t, 1}] /. t->1ts[s]);

ecnolineall = uttnitsl + a (uxxnitsl) + B (unitsl) + y* (units1)™;
ecnolineal2 =n /. {x->xni[l], t>ts[s+1]};

ecl = Append[ecl, ecnolineall];
ec2 = Append[ec2, ecnolineal2];

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkhkhkhkkhkhkkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkkhkkkkkkkkkkkkkk *)
]; (* Fin del bucle 1 =x)

(* khkhkkhkhkkhkkhkhkhkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkhkkhkhkkhkkkhkhkkhkhkkhkkkkkkkk *)
(* Resolucidon del sistema no lineal de ecuaciones =)
(* khkkkkhkkhkkhkhkhkhkkhkkhkhkkhkkhkhkhkhkkhkhkhkhkkhkhkhkkkhkkkkkhkkkkkhkkkkkkk *)
Print["Resolucidén del sistema no lineal de ecuaciones: ",
"\n ", MatrixForm[ecl],
"\n == ", MatrixForm[ec2]

15
condini = Flatten[Table[{cy,n, @.1}, {m, @, M-1}, {n, 1, 2k1}], 1];

(*s1l=FindRoot [ecl==ec2,condini,MaxIterations-200,
Method-"AffineCovariantNewton",
PrecisionGoal-16];
*)

(* Método AffineCovariantNewton =)
sl = FindRoot [ecl -ec2:==0, condini, MaxIterations - 5000,
Method -»
{"A-F-FineCovariantNewton", "MinimalDampingFactor" » 1072%, "InitialDampingFactor" -1/ 100}] 8

(* Método de Newton x)
s2 = FindRoot [ecl == ec2, condini, MaxIterations - 2000];

(* Coeficientes Wavelets de cada subintervalo [tg, ts,1] *)
(* Valores numéricos =)
ciw=ci /. s1; (» Método AffineCovariantNewton x)
Print["Coeficientes Wavelets de Chebyshev para s = ", s,
"\t (Método AffineCovariantNewton)",
"\n ¢4, m(s) =",
Flatten[Table[{cn,n}, {m, @, M-1}, {n, 1, 2*}], 1],

PaddedForm[Transpose[{ciw}], {10, 8}],

Cn,m(S) (Newton) =",
PaddedForm[Transpose[{ci /. s2}], {10, 8}]

1|8
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Print ["Comprobacion del sistema no lineal de ecuaciones ",
" (AffineCovariantNewton)",
"\n\t ", MatrixForm[ecl/.s1], " =",
MatrixForm[ec2 /. s1]];

(* khkhkkhkhkkhkkhkhkkhkhkhkhkhkhkkhkhkkhkkhkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkkkkkkk *)
(* Fin del Sistema de ecuaciones no lineales *)

(* khkkkkkkhkkhkhkkhkhhkkkhkhkkkkhkkhkhkkkhkkhkhkkkkhhkkkkhkkhkkkkkkkkk *)

(* khkkkkkkhkkhkkhkhkkhkkhkkkhkkhkkkkkhkkhkhkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkk *)
(* Calculo de los valores: *)
(* u[xni[l], ts[s+1]], u2[xni[l], ts[s+1], *)
(* ut[xni[l], ts[s+1]], utt[xni[l], ts[s+1]] =)
(* khkhkhkhkhkkhkkhkhkkhkhkhkhkkhkhkhkhkkhkhkhkhkkhkkkhkkkkkhkkkkk *)
(xLos valores de los coeficientes Wavelets son x)
(* Cqym/.sS1 *)

For‘[l =1, 1<2"'M, L4+,
(* % % ke ke ke ke ke ok ok ok ok ok ke ok ok ok ok k ok ok ok ok ok ok kkkkkk *)

(* Expresion de dt”[xni[l], ts[s+1]] *)

(* khkkkkkhkkkkhkkkkkkhkkhkkkkhkkkkkhkkkkkkkk*k *)

ut2[xni[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] -ts[s]) *

2K -1
ZZ (Coym /- s1) % (W[k1, n, my X] /. X>1.8%xni[1]) | + ut2[xni[1l], ts[s]];

n=1m=0

(* khkkkkhkhkkhkkkkhkkhkkkkkhkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkk *)
(*» Expresion de u,, [xni[l], ts[s+1]] =*)
(* khkkkkhkhkkhkkkkhkkhkkkkkhkhkkkkhkkkkhkkkkkkkkk *)
u2[xni[l], ts[s+1]] =
1 2K y-1
" (ts[s +1] - ts[s])? ZZ (Copn 7+ S1) * (W[k1, n, my X] /. X>1.0%xni[1]) | +
n=1m=0

(ts[s+1] -ts[s]) xut2[xni[1l], ts[s]] +u2[xni[l], ts[s]];

(* khkkkkkhkkhkkhkhkkhkkkhkhkkkkkhkkhkkkhkkkkkkkkk *)
(*» Expresion de uie [xni[l], ts[s+1]] =*)

(* khkkkkkkhkkkkkhkkkkkkhkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkk*k *)

2K y-1
utt[xni[l], ts[s +1]] = ZZ (Can /- 1) % (q[k1, n, my x] /. x->1.@0%xni[l]) | -
n=1m=0
2Kly_g
xni[l] % ZZ (Copn /- S1) % (q[k1, n, m, x] /. x-1.0) | +
n=1m=0

xni[1l] = ((D[g1l, {t, 2}] /. t->ts[s+1]) - (D[g0, {t, 2}] /. t>ts[s+1])) +
(D[g@, {t, 2}]/.t->ts[s+1]);

(* % %k ke ke ke ke ke ke ok ok ok ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok ok ok ok kkkkkk *)

(* Expresion de u¢[xni[l], ts[s+1]] =)

(* % %k ke ke ke ok ke ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kkkkkk *)
2K y-1

ut[xni[l], ts[s+1]] = (ts[s +1] - ts[s]) ZZ (Copn /- S1) # (q[kL, n, m, X] /. X>1.0%xni[1l]) | -
n=1m=0
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2K -1
(ts[s+1] -ts[s]) »xni[1l] * ZZ (Cnym /. S1) x (q[k1, n, my x] /. x>1.0) | +
n=1m=0
xni[l] = ((D[gl, {t, 1}] /. t->ts[s+1]) - (D[g1, {t, 1}] /. t->ts[s]) -
(D[go, {t, 1}]1 /. t->ts[s+1]) + (D[gO, {t, 1}]1/.t->1ts[s])) +
(D[go, {t, 1}]/.t->ts[s+1]) - (D[gO, {t, 1}] /.t >ts[s]) +ut[xni[l], ts[s]];

(* khkkhkkhkkhkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkk *)
(* Expresion de u[xni[l], ts[s+1]] *)
(* khkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkhkkkhkkkkkkk *)

u[xni[l], ts[s+1]] =

1 241
— (ts[s+1] -ts[s])2«* ZZ (Caym /- 81) % (q[k1l, n, my x] /. x->1.0%xni[l]) | +
2 n=1m=0

u[xni[l], ts[s]] + (ts[s+1] -ts[s]) »ut[xni[l], ts[s]] +xni[l] *[

1 PR
—— (ts[s+1] -ts[s])%#* (Cayn /- 1) * (q[K1, ny m, X] /. x> 1.0) | +
: hh |

n=1m=0

(81/.t->ts[s+1]) - (g1/.tots[s]) - (g0/.t>ts[s+1]) + (g0 /. t>ts[s]) -
(ts[s +1] -ts[s]) + ((D[gl, {t, 1}]1 /. t->ts[s]) - (D[g0, {t, 1}] /.t—»ts[s]))] +

(g0/.t->ts[s+1]) - (g0 /. t>1ts[s]) - (ts[s+1] -ts[s]) » (D[go, {t, 1}] /. t->1ts[s]);

|E

Print["- s=",s,
"\n\t L = ", Table[l, {1, 1, 2’M}], "\t\t s + 1 = ", s+1,
"\n\t u(xlx ts+1) = ")
Table[{u[xni[l], ts[s+1]1}, {1, 1, 2*m}],
(* "\t\t u (X1, tsa) =",
Table[{ul[xni[1],ts[s+1]1]},{1,1,2"M}],
*)
"\n\t u” (Xl) ts+1) = "J
Table[{u2[xni[1], ts[s+1]1}, {1, 1, 2“*M}]

1|8
]; (* Fin del bucle s «)

(* Creacion de la tabla de valores aproximados de u(x;, ts) =*)
(» Tabla de datos x*)
cab={"(L, s)", "xa", "ts", "u(x1, ts) (CW)"};
tdatos = {};
For[s=1, ssNn, s++,
For[l1=1, 152'M, 1++,
fila = {StringReplace[" (11, ss)",
{"11" - ToString[1], "ss" - ToString[s]}],
xni[l] *1.0, ts[s],
PaddedForm[u[xni[l], ts[s]], {16, 12}]};
tdatos = Append [tdatos, fila];

|5
|5
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tdatos = Prepend [tdatos, cab];

Print[" (f) Solucidén numérica de u(x, t) "
"\n\t", Grid[tdatos, Frame - All]
15

3

(* Solucién aproximada numérica de u(x, t) =)
usol = {};
For[s=1, s<Nn, s++,
For[l1=1, 152'M, 1++,
usol = Append[usol, {xni[1l], ts[s], u[xni[1l], ts[s]]}];

B
]

Return[usol];

] (* Fin del médulo =)

(* Fin del Método =x)
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