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Las matematicas financieras parten del supuesto de que los individuos prefieren recibir los
bienes lo antes posible. Lo mas sencillo es razonar, pensando que se trata de dinero. Hay varias
maneras de justificarlo. La mds sencilla es pensar que, si dispongo del dinero ahora, puedo elegir
entre gastarlo ahora o dentro de un afio. Si dispongo del dinero dentro de un afio, no puedo
gastarlo ahora. En ocasiones, este principio se denomina, con dudoso acierto, principio de
subestimacién de las necesidades futuras. Disponer del dinero mas tarde da menos posibilidades
que tenerlo ahora. Es posible pensar en casos en los que no se cumpla este principio, pero

quedarian fuera de la racionalidad de la matematica financiera.

Cuanto un agente (A) entrega una cantidad de dinero a otro agente (B) que lo devolverd después,
normalmente exigird una compensacion por haber adelantado la disponibilidad del dinero. Si B
entregase la misma cantidad en un momento posterior, tendria menor valor que lo aportado
por A. Por esta razon, cuando se intercambian bienes en momentos diferentes del tiempo, surge
el problema de calcular las compensaciones derivadas del paso del tiempo entre los distintos
momentos de entrega. Este es el problema fundamental que tratan de resolver las matematicas

financieras.

Estos intercambios de bienes que se entregan en distintos momentos, que se formalizan con

matematicas financieras, reciben el nombre de operaciones financieras.

Dado que el momento en el que se entregan los bienes es una variable relevante, para que la
entrega del bien quede definida de forma completa, es necesario especificar este momento,
ademads de indicar la cuantia que se entrega, que seria la cantidad de dinero o el valor del bien.
Por esta razén, los bienes que se intercambian en las operaciones financieras se representan por
un par de valores, (C,t). Estos pares de valores se denominan capitales financieros.

El primer valor del par se denomina cuantia y representa la cuantia que se entrega y se mide en

unidades monetarias.
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El segundo valor se denomina vencimiento y representa el momento del tiempo en el que se
entrega el bien. El vencimiento se mide en unidades de tiempo transcurridos desde un momento

dado que se denomina origen de la variable tiempo.

Los capitales financieros se pueden representar graficamente. Contrariamente a la practica
habitual en matematicas, la cuantia, que es el primer valor del par, se representa el eje de
ordenadas; mientras que el vencimiento se representa en el eje de abscisas. También es
frecuente representar Unicamente un eje de tiempo y escribir la cuantia del capital en el

momento correspondiente.

Representacidn grafica del capital (Co,to)

Co

Co
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En una operacién financiera se produce un intercambio de dos conjuntos de capitales

financieros con vencimientos diferentes.

Se denomina origen de la operacién al primero de estos vencimientos y se denomina final al

ultimo. La duracién de la operacion es el tiempo transcurrido entre el origen y el final.

El conjunto de capitales que contiene el primer capital (esto es, aquel que vence en el origen) se
denomina prestacién y, el otro conjunto se denomina contraprestacion.

A quien entrega la prestacion se le conoce como prestamista y a quien entrega la
contraprestacion, como prestatario.

Representar la prestacién y la contraprestacion de una operacion financiera en dos ejes

temporales facilita la identificacién de los elementos esenciales.

Imaginemos una operacion financiera consistente en la compra de un electrodoméstico a plazos.
Supongamos que su precio al contado es de 1400€ y se paga en tres plazos de 500€ que vencen
a los tres, seis y nueve meses desde la venta. Obsérvese que, al retrasar el pago, la cuantia es

mayor.

El prestamista serd el vendedor del electrodoméstico y el prestatario, el comprador.

La prestacion sera el capital que representa la entrega del electrodoméstico: (1400, 0), si
empezamos a contar el tiempo desde el momento de la compra y consideramos ese momento
comot=0.

La contraprestacién de la operacién es el conjunto formado por los tres capitales entregados
por el prestatario: {(500, 3 meses), (500, 6 meses), (500, 9 meses)}

El momento de la compra, t = 0 es el origen de la operacion y el final sera t=9 meses, momento

en el que se entrega el Gltimo capital de la operacidn. La duracion de la operacion es de 9 meses.
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Podemos representar la operacion en dos ejes temporales:

1400
]

1
t=0
500 500 500
1 1 1
1 I 1
3meses 6meses 9meses

Las operaciones financieras pueden clasificarse de acuerdo con multiples criterios.

La frontera entre el corto y el largo plazo suele establecerse en un afio.

Un ejemplo de operacion a corto plazo podria ser la venta a plazo de un electrodoméstico
descrita en el apartado anterior.

Un ejemplo significativo de operacién a largo plazo es un préstamo hipotecario, en el que el
prestamista entrega una cantidad de dinero, en muchas ocasiones de gran cuantia comparada
con la capacidad adquisitiva del prestatario. La operacidon da comienzo con la entrega de este
capital, que constituye la prestacion. A cambio, el prestatario entrega capitales periddicamente,
durante un largo periodo de tiempo. Este conjunto de capitales entregados por el prestatario

constituye la contraprestacién del préstamo.

Se dice que una operacion financiera es simple cuando tanto la prestacion como la
contraprestacion estdn formadas por un Unico capital. En caso contrario, se dice que la
operacién es compuesta.

En una operacién financiera simple sélo intervienen dos capitales, uno entregado por el
prestamista y otro entregado por el prestatario. Obsérvese que, ni la operacion de venta a plazo
del electrodoméstico propuesta como ejemplo, ni el préstamo hipotecario cumplen este
requisito. En ambos casos, la prestacién si esta formada por un solo capital, pero la
contraprestacién es multiple, esto es, incluye varios capitales financieros: tres capitales, en el
caso de la venta del electrodoméstico. En préstamo hipotecario con una duraciéon de, por

ejemplo, 20 afios y pagos mensuales, la contraprestacion estaria formada por 240 capitales.
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Dentro de las operaciones financieras compuestas, podemos encontrar ejemplos en los que la
prestacion es multiple, tanto con prestacién Unica, como con contraprestacién también

multiple.

Las denominadas operaciones de constitucion de un capital son un ejemplo clasico de
operaciones financieras con prestacién multiple y prestacion Unica. Se trata de operaciones en
las que el prestamista es un ahorrador que entrega capitales periddicamente (llamados

imposiciones), para retirar a cambio un capital final, que constituye la contraprestacion.

Las cuentas corrientes son un ejemplo de operaciones financieras con prestacién y
contraprestacion multiples. Las cuentas corrientes que resultan mas familiares son las cuentas
a la vista. Se sugiere tratar de identificar en ellas prestamista, prestatario, prestacién vy
contraprestacién. Hay otros contratos de cuenta corriente interesantes, como pueden ser las
cuentas de crédito, en las que se permite a una empresa que vaya disponiendo de capitales,
hasta un limite determinado, a cambio de lo cual debera entregar una contraprestacion (Unica

o multiple) que resulte equivalente.

Un ejemplo significativo de operacién simple es el descuento de un efecto. El término efecto se
refiere a un derecho de cobro futuro formalizado, por ejemplo, en una letra de cambio o en un
pagaré. Estos efectos dan derecho a cobrar su Nominal en un momento futuro que se denomina

Vencimiento del efecto.

En ocasiones, quienes tienen derecho a cobrar un efecto en el futuro prefieren recibir el efectivo
antes de su vencimiento, aunque sea a costa de recibir una cantidad inferior y esto es lo que
permite la operacién de descuento. En ella se cede el derecho de cobro futuro a una entidad
financiera que, a cambio entrega un capital que vence antes, pero tiene una cuantia inferior.
Este capital constituye la prestacién de la operacién de descuento: (Efectivo, t= momento en el
que se descuenta el efecto). La contraprestacion es el capital que representa el derecho de cobro

futuro: (Nominal del efecto, Vencimiento del efecto).

Obsérvese que el prestamista es la entidad financiera y el prestatario es aquél que tenia

inicialmente el derecho de cobro y lo cede.
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Podriamos esquematizar la operacién de descuento de un efecto del siguiente modo:

Efectivo entregado por la entidad financiera
1
1

t =momento en el que se descuenta el efecto

Nominal del efecto
1
1

Vencimiento del efecto

Si una empresa descontara varios efectos en una operacién, seria compuesta, con prestacion
Unica y contraprestacién multiple:

Efectivo
1
I

Nominal del efecto 1 Nominal del efecto n

Vencimiento del efecto 1 Vencimiento del efecto n

Cuando se entregan capitales para recibir a cambio, con posterioridad, otros capitales de mayor
cuantia, se dice que se realiza una operacién de inversion. El objetivo de estas operaciones es
obtener rentabilidad.

Cuando se reciben capitales y, a cambio se entregan, con posterioridad, otros capitales de mayor
cuantia, se dice que se realiza una operacién de financiacién. El objetivo de estas operaciones

es adelantar la disponibilidad de los capitales y, para conseguirlo, serd necesario asumir un coste.

Este criterio de clasificacion estd referido al sujeto que emprende la operacién. Por ejemplo,
para un préstamo bancario, la operacion serd de financiacion desde el punto de vista del
prestatario, pero sera de inversién desde el punto de vista del banco. Por esta razén, los
objetivos de las dos partes que intervienen en la operacién son opuestos: el banco desea

obtener la maxima rentabilidad, mientras que el cliente busca obtener el minimo coste.

Existen operaciones que tienen periodos de inversidn y otros de financiacién, que se conocen

como operaciones mixtas.

10
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Aquellas operaciones en las que el prestatario mantiene la posicién deudora hasta el momento
final se conocen como operaciones de crédito unilateral. Se denomina operaciones de crédito
reciproco a aquellas en las que el prestamista pasa a ser deudor en algun periodo de la
operacion.

Como ejemplo emblematico de operacidn de crédito unilateral podria plantearse un préstamo.
En él, el prestamista entrega un capital al comienzo y durante toda la operacién el prestatario
mantiene su posiciéon deudora hasta el final, momento en el que desaparece la deuda.

El concepto de operacién de crédito reciproco puede intuirse pensando en un contrato de
cuenta corriente en el que, en unos periodos es deudor el cliente (lo que seria lo normal en una
cuenta de crédito), mientras que, en otros, el cliente tiene dinero a su favor en la cuenta, lo que

quiere decir que es deudor el banco.

Frecuentemente, una de las partes que intervienen en una operacién financiera es un bancoy,
en este caso, se dice que se trata de una operacidn bancaria. Cuando se trata de una operacion
de inversion para el banco, se habla de operacién bancaria activa y cuando es una operacién de
financiacién desde el punto de vista del banco, se denomina operacién bancaria pasiva.

El ejemplo cldsico de operacién bancaria activa es el de un préstamo bancario y el de operacién
bancaria pasiva los depdsitos a plazo. Un depdsito a plazo es una operacidn financiera por la que
un cliente entrega una cantidad dinero a la entidad durante un plazo determinado y a su
finalizacion obtiene una cantidad mayor. Obsérvese que, en un depdsito, el prestamista es el

cliente, mientras que el banco se esta financiando.

Cuando en la operacién no interviene una entidad bancaria, se dice que se trata de una
operacion financiera no bancaria. Entraria en esta categoria el ejemplo de venta a plazo de un
electrodoméstico.

Un ejemplo muy relevante de operacion no bancaria es el de suscripcidn de titulos de deuda. En
especial, se estudiaran las operaciones de suscripcion de titulos de Deuda Publica.

Los titulos de Deuda Publica a corto plazo se denominan Letras del Tesoro y definen operaciones
simples. Se paga por ellos un precio y se recibe, a cambio, una cantidad denominada Nominal.
A la fecha en la que se paga el precio se le denomina fecha de liquidacion, mientras que a la
fecha en la que se entrega el Nominal se le denomina fecha de vencimiento. Se sugiere
identificar los elementos de esta operacidn y clasificarla de acuerdo con los distintos criterios

estudiados.

11
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El esquema de una operacién de suscripcion de Letras del Tesoro seria el siguiente:

Precio

fecha de liquidacion

Nominal
1
I

Vencimiento

Los titulos de Deuda Publica a medio y largo plazo se denominan Bonos y Obligaciones del
Estado. También se paga por ellos un precio en la llamada fecha de liquidacién, pero dan derecho
a cobrar mas de un capital, por lo que constituyen una operacion compuesta. Se estudiaran en

el ultimo tema de la asignatura.

Los textos de matematicas financieras suelen incluir en la definicién de operacidn financiera que
las partes implicadas hayan pactado una ley financiera, bajo la cual la prestacién y la

contraprestacion resulten financieramente equivalentes.

Para comprender esta definicién, es necesario presentar dos conceptos nuevos:

- Elconcepto de ley financiera, al que se dedicard el tema 2

- El concepto de equivalencia financiera entre dos conjuntos de capitales, al que se

dedicara el tema 3.

12
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En las operaciones financieras se intercambiardn capitales financieros, por lo que serd necesario
saber compararlos. Algunas comparaciones son inmediatas, como en el caso de que los capitales
tuvieran el mismo vencimiento (caso en que también seria inmediata la agregacién); no habria
problema tampoco en el caso de que tuvieran la misma cuantia y distinto vencimiento, o si el
que tiene mayor cuantia tiene un vencimiento anterior. Sin embargo, no resulta evidente la

comparacion cuando el capital con mayor cuantia tiene un vencimiento posterior.

Para elaborar criterios de comparacion en los casos en que no es inmediato, partiremos del
siguiente principio: es posible encontrar un sustituto para cualquier capital en un momento del
tiempo fijo: p (punto de valoracidn, punto de comparacién de capitales). Diremos que estamos

proyectando el capital hasta este momento del tiempo p.

Podemos escribirlo del siguiente modo:

Asi, fijado un momento, p, y dado un capital (c, t) se encuentra una cuantia x tal que:

(c.t) =(x,p)
donde leemos = como “es equivalente”; o decimos que (x, p) es el sustituto de (c, t).

Obsérvese que, de acuerdo con el llamado “principio de subestimacién de los capitales fututos”,
si proyectamos hacia adelante en el tiempo, los sustitutos deberdn tener una cuantia mayor
(x > c). Mientras que, de acuerdo con este principio, si proyectamos hacia atras en el tiempo,

el sustituto deberia tener una cuantia menor que la del capital que se ha proyectado (x < c).

Este principio determina el criterio de comparacion en que se basa toda la asignatura: dos
capitales serdn equivalentes si tienen el mismo sustituto en p. Este criterio resolverd las

comparaciones no inmediatas y el problema de agregacion o “suma” de capitales.

13
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Para buscar el sustituto de los capitales, se comienza por buscar el sustituto de una unidad

monetaria proyectada durante el mismo periodo de tiempo.

Supongamos que queremos proyectar 1.000€ desde hoy hasta p = 2 afios. (Buscamos como
sustituir de 1.000€ entregados en este momento, por un capital que se entregaria dentro de dos

afios. Por ejemplo, cuanto tendria que devolver dentro de dos afos, por un préstamo de 1.000€).

Debemos comenzar por proyectar 1€ desde hoy hasta p = 2 afios. Con un criterio dado (caja
negra en este momento), hemos encontrado que el sustituto del capital (1€, 0) dentro de dos

anos es 1,2€. Esto es:
(1€,0) ~(1,2€ ,2)

Se entiende, entonces, que el sustituto del capital (2€, 0) dentro de dos afios es 2,40€. Esto es,

multiplicamos por dos el sustituto de un euro.
El sustituto de (1.000€, 0) dentro de dos afios que buscabamos sera:

1.000-1,2 = 1.200€.

Las leyes financieras abriran la caja negra del procedimiento anterior. Son las funciones que dan
el sustituto en p de una unidad monetaria. Por esta razén, pueden denominarse leyes

financieras unitarias, pero, para simplificar, se denominardn simplemente leyes financieras.

Fijado el punto de comparacidn, p, llamamos ley financiera (de valoracidn en p) a una funcién

matemadtica, cuya variable dependiente es la cuantia que, entregada en p, sustituye al capital

1,1).

14
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Cuando las leyes financieras proyectan hacia adelante en el tiempo (t < p), se denominan leyes

financieras de capitalizacion y se representan por L(t, p).

Podriamos representar la proyeccidon con una ley financiera de capitalizacidon del siguiente

1 /_j

|
|

t

L(t,p)

modo:

=

Cuando las leyes financieras proyectan hacia atras en el tiempo (t > p), se denominan leyes

financieras de descuento o de actualizacidn y se representan por A(t, p).

Podriamos representar la proyeccién con una ley financiera de descuento del siguiente modo:

A(t,p)

’ <
)
|
|
t

En ocasiones, se utilizard la notacion genérica para leyes de capitalizacion y de descuento,

F(t,p).

Como se indicaba en el apartado anterior, la proyeccién hasta p de un (c,t) obtiene
multiplicando la cuantia del capital por el sustituto de una unidad monetaria, esto es, por la ley

financiera (unitaria).

Se denomina Montante (M) a la proyeccidén en p de un capital (c, t) con una ley financiera de

capitalizacion.

M =c-L(t,p)
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Podriamos representarlo del siguiente modo:
/’_ﬂl
v

M
|
|

p

|
|
t

Se denomina Valor descontado (V) a la proyeccién en p de un capital (c,t) con una ley
financiera de descuento.

V =c-A(t,p)
Podriamos representarlo del siguiente modo:

4

|
|
p

R \j

Ejemplos I:

> Fijamosp = 2;ley. Conlaley L(t,p) = 1 + 0,1 (p —t), se pide encontrar el sustituto en
p del capital (100.000, 0)

1001000 d

T <

p=2

M = 100.000-L(0,2)= 100.000-[1 + 0,1.(2 — 0)] = 120.000

» Fijamos p = 0.Conlaley: A(t,p) = m, se pide encontrar el sustituto en p del capital
(150.000,1):

V e’ﬁ
|

p=0 )

c

|

[

t=1
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1
V = 150.000 A(1,0) = 150.0001 T 02(1=0) 125.000

En la practica suele trabajarse con leyes estacionarias, lo que quiere decir que las leyes se
puedan expresar en funcién del tiempo que media entre el vencimiento del capital y el punto
de comparacion, por lo que se pueden representar por funciones de dos variables. Esta variable

se denomina tiempo interno, y se define de modo que sea siempre positivo:
z = p —t, cuando se trabaja con una ley de capitalizacién
Z = t — p, cuando se trabaja con una ley de descuento.

Las leyes de capitalizacidn se representardn por L(z) conz = p—t =0

Las leyes de descuento se representaran por A(z)conz = t—p =0

Ejemplos II:
Expresar las leyes financieras de los ejemplos como leyes estacionarias.

Laley L(t,p) =1+ 0,1-(p —t), puede escribirse como L(z) =1+ 0,1-2, dondez=p —t.

Laley A(t,p) = , puede escribirse como A(z) = dondez =t —p.

1
1+0,2 (t-p) 1+0,2z’

Obsérvese cédmo se esta valorando el tiempo. Un criterio objetivo de valoracion vendra dado
por una ley financiera y un punto de valoracién de capitales. Fijado un criterio objetivo, ya puede
decirse cuando dos capitales son equivalentes, de acuerdo con el principio de que dos capitales

son equivalentes si tienen el mismo sustituto en p.

Ejemplos Ili:

» Fijadop =2,conlaley: L(z) =1+ 0,1z, se pide:

a) encontrar el sustituto en el momento 2 del capital (100.000, 0):

M =100.000 L(2) =100.000[1+0,1-(2 — 0)] =120.000

17
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(Este ejemplo coincide con el primero. El Unico cambio es que se ha expresado la ley como

estacionaria. En adelante, siempre se hara asi)

b) Calcular la cuantia ¢, del capital que vence en 1 equivalente a (100.000, 0).
Los capitales (100.000, 0) y (c,, 1) seran equivalentes si tienen el mismo sustituto en p

Podria ser de ayuda apoyarse en un esquema:

100.000 >
| |
| |
0 1 p {2
CZ ~
| | ~
| |
0 1 p 42

Por el apartado anterior, sabemos que el sustituto en p = 2 del capital (100.000,0) es

120.000. Luego, el capital (c,, 1) debe tener el mismo sustituto.

¢, L(1) = 120.000 = ¢, = 109.090,9

Obsérvese que, en el ejemplo anterior, los capitales (cq,t;) vy (cy, t;) son equivalentes

porque tienen el mismo sustituto en p; verifican:
c1 L(z1) = ¢ L(zy)

Z1=p-ty Z =p-4

De esta ecuacion, hemos despejado ¢,:

L(z,)

2= %z

Observamos que, para encontrar el sustituto de un capital en un momento del tiempo,
se multiplica la cuantia del capital de partida por un niumero; si el momento de “destino”
es el punto de comparacion, ese nimero es la ley, y si no, en general, es diferente a la
ley y se denomina factor. En el caso planteado se trata de un factor de capitalizacion, pero si la

incégnita hubiese sido ¢, seria un factor de contracapitalizacion.

18
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Con leyes de descuento, se tendrian factores de descuento y de contradescuento. Los factores
son magnitudes derivadas de las leyes financieras. Los factores y otras las magnitudes derivadas
no se estudiaran aqui, buscando un enfoque practico. Como se ha comprobado en el ejemplo,
basta plantear la ecuacién que surge de aplicar el criterio de equivalencia y despejar la magnitud

deseada. Solamente se estudiaran las magnitudes derivadas mas significativas.

Dados dos capitales (cq,t1) y (c3,t3), con t; < t,, equivalentes con unp > t,, y una ley de
capitalizacion dada, L(z):

1 L(z1) = ¢y L(zy) donde Zi=p—t Z,=p—t,
se denomina interés a la variacion en la cuantia debida al cambio de vencimiento:
I = Cz —C1

El interés se define para una equivalencia con ley financiera de capitalizacion (p > t, > t;):

| |

| |

t tz p I =¢, -¢
C2 N

| | il

| | |

t, t p

El descuento se define en los casos en los que la equivalencia se ha establecido con una ley

financiera de descuento (p < t; < ty)

Dados dos capitales (c1,t1) Yy (c3,t3), con t; < t,, equivalentes con un p < t;, y una ley de

descuento dada, A(z):
c1 A(z1) = ¢, A(zy) donde Zi=t—p Z=t,—p
se denomina descuento a la variacion en la cuantia debida al cambio de vencimiento:

D =c¢ -¢
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Puede observarse que el interés y el descuento tienen definiciones andlogas. La diferencia estd

en el tipo de ley que se utiliza para establecer la equivalencia financiera.

< Cq
| | |
| | |
p ty t2
D =c -
<€ Cy
| | |
| | |
p ty t2

De acuerdo con el principio de subestimacion de las necesidades futuras, el capital que vence
después tendria siempre una cuantia mayor que el que vence antes. Por esta razoén, el interés y

el descuento serdn positivos, de acuerdo con este principio.

Notese que, tanto el interés como el descuento se miden en unidades monetarias, puesto que

se obtienen como una diferencia entre cuantias.

Obsérvese que el interés y el descuento son una primera aproximacion a la rentabilidad o coste
de un intercambio financiero. Pero no seria una buena medida, pues es necesario medir la

variacién de cuantia por unidad de cuantia y por unidad de tiempo.

Se llamard tanto a la variacion de cuantia, debida a la variacién en el vencimiento, por unidad

de cuantia y por unidad de tiempo.

Un ejemplo consistiria en indicar que, al invertir un capital durante un tiempo, la cuantia ha

aumentado un 2% de la cuantia inicial por cada afio. Diriamos que el tanto es 0,02.

Existen distintos tipos de tanto, pero no estudiaremos esta diversidad. El tanto sera una buena
medida de rentabilidad o coste de una operacion. Para comparar dos operaciones a través del
tanto serd necesario utilizar tantos homogéneos para ellas; inicialmente puede parecer
complicado, puesto que no se estudian los distintos tipos, pero el problema tendra sencilla

solucion.

20



MATEMATICAS FINANCIERAS. Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

Para terminar la seccion de estudio general de leyes financieras, se comentara una segunda
"clasificacién"! de las leyes financieras que distingue entre leyes sumativas y multiplicativas.
Sin plantear estos conceptos con rigor podemos indicar que las leyes sumativas no acumulan los
intereses, mientras que si lo haran las leyes multiplicativas. Se tratara de provocar la intuicidon

de esta diferencia con un ejemplo.

> SealaleyfinancieraL(z) = 1+0,1z,conz = p—t>0.

En primer lugar, llevaremos el capital (100.000, 0) al puntop = 1, y se obtiene:
100.000 (1+0,1) = 110.000 = Interés = 10.000

A continuacidn, llevamos el capital obtenido (110.000,1) a p =2:
110.000- (1 +0,1) = 121.000 = Interés = 11.000

Podemos observarlo graficamente:

100.000 110.000 121.000
' | |
0 1 2
Si llevamos directamente el capital (100.000,0) hastap = 2, queda:

100.000 - (1 + 0,1.2) = 120.000 = Interés = 20.000

100.000 110.000 121.000

' | |

0 1 2
120.000

! En sentido estricto no puede decirse que sea una clasificacién, puesto que hay leyes que no son ni
sumativas ni multiplicativas.
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» Podemos repetir ahora el ejercicio con la ley L(z) = (1+0,1)? conz = p—t>0, y

observamos que queda:

100.000 110.000 121.000

- | |

0 1 2
121.000

La primera ley no acumula los intereses, es sumativa: los intereses son la suma de los que se
obtendrian teniendo un capital de 100.000€ el primer periodo, y un capital de 100.000€ el
segundo periodo. En cambio, la segunda es multiplicativa, el capital final es el mismo que se
obtiene si transcurrido un periodo, acumulamos los intereses generados al capital, de forma que

puedan generar nuevos intereses.

En general se tenderad a utilizar leyes sumativas a corto plazo, y multiplicativas a largo.
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Su expresién matematica es la siguiente:
L(z) = 1+iz,conz=p—t=0

Se trata de una ley sumativa que se utiliza normalmente para operaciones a corto plazo.
Formalmente no habria ningln problema para aplicarla a largo plazo.

L (Z)A

»
»
Z

Su aplicacién mas inmediata es la de facilitar el montante que resulta de capitalizar durante z
periodos un capital financiero.

c € t)-p
M= C(1+iz),conz=p—t

Los intereses generadosson: [ = M —C

I=C-(1+iz) —C=Ciz

p La expresion de los intereses es muy sencilla (ley sumativa)

La ley depende de un parametro, que se representa por i y tiene significado de tanto.

En esta ley es sencillo intuir este significado. Se habia definido el tanto como la diferencia de
cuantia entre capitales equivalentes (en este caso interés) por unidad de cuantia y por unidad
de tiempo de referencia. Vemos que, efectivamente, si dividimos la expresion de los intereses
entre la cuantia inicial y el tiempo transcurrido entre los dos capitales, obtenemos el valor de i.
I Ciz
—_—=—=
Cz Cz
La primera consecuencia de saber que es un tanto es que mide la rentabilidad o el coste de la
operacion pactada con esta ley.

La segunda consecuencia es que ira referido a un periodo de tiempo y es necesario que exista
coherencia entre este periodo y la unidad en que se mide el tiempo interno, z.

Si no hay aclaraciones adicionales, se entiende que el tanto es anual y z se medira en afnos.
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Si el tanto no es anual, se representard por i,,, donde m se denomina frecuencia de
fraccionamiento e indica el nimero de veces que el periodo esta contenido en un afio. Asi i,
representaria un tanto mensual, i,, un tanto semestral e i, un tanto trimestral.

Para que exista coherencia, si se trabaja con un tanto mensual, z tendra que medirse en meses,
si se trabaja con un tanto semestral, en semestres, etc.

Veamos algin ejemplo para ilustrar la coherencia necesaria entre el periodo al que va referido
el tanto y la unidad de medida del tiempo interno.

» Con la ley financiera de capitalizacion simple, obtener el montante y los intereses que produce:

- Un capital de treinta mil euros colocado durante 4 meses al 1,5% mensual.

L(z) = 1+iz,conz =p —t, coni;,=0,015 (por lo que z vendra medido en meses)

30000

‘ M = 30000- (1+ 0,015.4)=31800
0

Los intereses generados son: I = 31800 — 30000 = 1800

4 meses

- Un capital de diez mil euros colocados al 6% anual durante 90 dias.

L(z) = 1+iz,conz =p —t,coni=0,06 (porlo que z vendra medido en afios)

Tenemos el tiempo expresado en dias y lo necesitamos en afios.

10000 Para pasar de dias a afios, pueden pactarse varios convenios.
Si no hay mayor aclaracién, lo sensato pareceria dividir los dias entre 365.
. . Actual
0 Este convenio suele denominarse 2es
M

(Actual se interpreta como n® de dias reales)

90 dias M = 10000- (1 +0,06. 2) =10147,95
365

Los intereses generados son: I = 10147,95 — 10000 = 147,95

Al pasar los dias a afos, puede tenerse en cuenta si el aiio es bisiesto, en caso de que se
Actual

disponga de dicha informacion. Este convenio suele denominarse otual
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Hay un tercer criterio que se ha utilizado tradicionalmente, que consiste en dividir los dias reales
Actual
360
Este criterio se denomina, en ocasiones, afio comercial, frente a los anteriores que se conocen

entre 360. No se ajusta a la realidad, pero todavia se utiliza en ocasiones. Se denomina

como afio civil. Nosotros haremos uso del afio comercial sélo cuando sea necesario, porque se
haya pactado expresamente o porque estemos imitando un calculo en el que se utiliza este
convenio.

Puede ocurrir que nos den la informacidon de un tanto anual y a nosotros nos resultase mas
cémodo trabajar, por ejemplo, con un tanto mensual. O, que nos dieran, por ejemplo, la
informacién de un tanto semestral y nos resultase mas cdmodo trabajar con un tanto anual.
Para estas situaciones, presentaremos el concepto de tantos equivalentes.

Diremos que dos tantos son equivalentes cuando estan referidos a periodos diferentes de
tiempo, pero dan lugar a las mismas equivalencias y, por tanto, iguales montante e intereses.

Para cada ley financiera, estudiaremos qué relacién tiene que existir entre dos tantos para que
sean equivalentes. Para obtenerlo, utilizaremos la definicién, esto es, exigiremos que, al
capitalizar con ellos, se obtenga el mismo montante. Trabajaremos siempre con el caso mas
sencillo, el de capitalizar 1€ durante un afio. Puede demostrarse que la relaciéon obtenida seria
la misma trabajando con cualquier otra cuantia y cualquier otro periodo de tiempo.

Comenzaremos por un caso particular, buscando la relacién entre el tanto anual y el tanto
mensual para que sean equivalentes con la ley financiera de capitalizacién simple.

1 Obtengamos, en primer lugar, el montante si se trabaja con el tanto anual

L(z) = 1+ iz,conz =p —t, medido en afios

0
u M=1(1+i-1)=1+1i
Con el tanto mensual L(z) = 1+ i;,2z,conz = p —t, medido en meses
1 afio M=1 A+4i5,-12) =1+i5, 12

Ahora, exigimos que los montantes obtenidos sean iguales, para los tantos sean equivalentes:
14+i= 141, 12
Simplificando, tenemos:
.. . L
i=15'12 & i, = IVl

Esto es, con la ley financiera de capitalizacién simple, por ejemplo, seria indiferente trabajar con
un tanto anual del i = 0,06, que con un tanto mensual i;, = 0,005.

25



MATEMATICAS FINANCIERAS. Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

Buscaremos ahora la relacidn entre el tanto anual i y el tanto i,,, para cualquier valor de m,
para que estos tantos sean equivalentes con ley financiera de capitalizacidn simple.

Como en nuestro caso anterior, proyectamos 1€ durante un afio con los dos tantos y exigimos
montantes iguales.

Si se trabaja con el tanto anual, L(z) = 1 + iz, con z = p — t, medido en afios

M=1+1i

Coneltanto iy, L(z) = 1+i,z
con z = p — t, medido en m -ésimos de afio (meses, si m=12, semestres, sim =2,...)
M=1+i,-m

Por ultimo, exigimos que los montantes sean iguales y simplificamos, con lo que obtenemos la
relacién buscada:

1+i=1+i, -m = i=1i, m = im =

Para ilustrar la relacién, vamos a capitalizar 60.000€ durante seis meses, con la ley financiera de
capitalizacién simple y un tanto anual i = 0,06.

Podriamos trabajar directamente con el tanto anual y el tiempo en afos

L(z) = 1+i.z,conz = p —t, con z en afios.

M = 60000 (1 +0,06 %) - 61800

En segundo lugar, se trabajard con el tanto mensual. El tanto mensual equivalente al tanto anual

dado sera i;, = % = 0,005
L(z) = 1+4i;5.2,conz = p —t, coniy, = 0,005

M = 60000 (1 + 0,005 - 6)=61800

Tal y como esperdbamos, el montante obtenido es el mismo.
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Su expresién matematica es la siguiente:

L(z) = 1+iD%conz=p—t=0

Se trata de una ley multiplicativa cuya aplicacién fundamental es formalizar el equilibrio en las
operaciones a largo plazo. Formalmente no habria problema en aplicarla a corto plazo.

s (Z)A

»
>
A

Su aplicacion mas inmediata es la de facilitar el montante que resulta de capitalizar durante z
periodos un capital financiero.

€t)~p
c
M=C-(1+i)*,conz=p—t
t Los intereses generadosson: [ = M —C

M I=C- - A+)?—C=C-[(1+D)?—1]

La expresion de los intereses no es tan sencilla como en las

leyes sumativas. No es necesario recordarla.

La ley depende de un pardmetro, que se representa por iy tiene significado de tanto. En este
caso, ya no se intuye esta interpretacion como con la ley financiera de capitalizacion simple.

Sabemos que, por ser un tanto, el valor de i da una medida de la rentabilidad o el coste de la
operacion pactada con esta ley.

Sabemos también que el tanto va referido a un periodo de tiempo y es necesario que exista
coherencia entre este periodo y la unidad en que se mide el tiempo interno, z. Como ocurrira
en todas las leyes financieras, si no hay aclaraciones adicionales, se entiende que el tanto es
anual y z se medird en afos. Si el tanto no es anual, se representard por i,,, donde m se
denomina frecuencia de fraccionamiento e indica el nUmero de veces que el periodo esta
contenido en un afio.

Al igual que en la ley de capitalizacion simple, es interesante conocer qué relacién tiene que
existir entre dos tantos para que sean equivalentes. Para obtenerla seguiremos el procedimiento
ya conocido. Exigiremos que, al capitalizar 1€ durante un afio con los dos tantos, se obtenga el
mismo montante.

27



MATEMATICAS FINANCIERAS. Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

Comenzaremos por un caso particular, buscando la relacién entre el tanto anual y el tanto
semestral para que sean equivalentes con la ley financiera de capitalizacion compuesta.

Obtengamos, en primer lugar, el montante si se trabaja con el tanto anual

L(z) = (1 +1i)% conz=p—t, medido en afios

M=10+D)'=1+i

Con el tanto semestral L(z) = (1 +i,)%, conz = p — t, medido en semestres
M= 1 (1+4iy)?%=(1+iy)?

Por Gltimo, exigimos que el resultado sea el mismo: 1 + i = (1 + i, )?

Si, conocido el tanto i, , quisiéramos conocer el valor del tanto anual equivalente, basta
despejarrestando 1: i = (1 + i, )2 —1

Si, conocido el tanto i, quisiéramos determinar el valor de i,, debemos despejarlo de la
ecuacion.

En primer lugar, tomamos la raiz cuadrada de los dos miembros, o lo que es lo mismo, elevamos

1
los dos miembros a %: 1+idz=1+1i,

1
En segundo lugar, restamos 1: i, = (1 +i)z—1.

Buscaremos ahora la relacién entre el tanto anual i y el tanto i,,, para cualquier valor de m,
para que estos tantos sean equivalentes con ley financiera de capitalizacién compuesta.

Como en nuestro caso anterior, proyectamos 1€ durante un afio con los dos tantos y exigimos
montantes iguales.

Si se trabaja con el tanto anual, L(z) = (1 +i)%, conz = p — t, medido en afios

M=1+1i

Coneltanto i, L(z) = (1 +iy,)*
con z = p — t, medido en m -ésimos de afio (meses, si m=12, semestres, sim =2, etc.)
M= 1+i,)™

Por ultimo, exigimos que los montantes sean iguales, con lo que obtenemos la relacidn buscada:

1+i= (1+ip™

De esta expresion, podemos despejar el tanto cuyo valor queremos conocer en funcion del tanto

conocido:

1
i= (A+i,)™—1 iy =(1+0Dm—1
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La relacion ya no es de proporcionalidad, como ocurria con la ley financiera de capitalizacion
simple. Un tanto semestral del 1% no equivale a un tanto anual del 2%.

Efectivamente, si aplicamos larelacién: 1 +i=(1+ i, )2 =2i=(1+ i, )? — 1, tenemos:
i=(1+ 001)%-1=0,0201

A primera vista, podria pensarse que la diferencia entre un 2% anual y un 2,01% es despreciable.
Es importante saber que el error que se arrastra por un cuarto decimal en un tanto sera de un
orden de magnitud mucho mayor al calcular cuantias con él. El nimero de decimales que se
deben toman en un tanto dependeran de la magnitud de las cuantias con la que se esta
trabajando. En cualquier caso, se recomienda no tomar menos de cuatro decimales en un tanto
anual y no menos de seis decimales en un tanto referido a un periodo inferior a un afio. En las
cuantias en euros, como es habitual, se tomaran dos decimales.

Trataremos de intuir por qué un tanto semestral del 1% no equivale a un tanto anual del 2%. La
clave esta en que la ley financiera es multiplicativa y los intereses generados se acumulan para
generar nuevos intereses.

Proyectemos 100.000€ durante un afio en capitalizacién compuesta a un tanto semestral i, =
0,01

M = 100000-(1 + 0,01)?= 102010€

Podriamos reescribirlo del siguiente modo:
M = 100000 (1+0,01).(1+0,01)
Y admite la siguiente interpretacién:

100000 - (1 4+ 0,01)= 101000€ seria el montante alcanzado al final del primer semestre. Se
habrian generado unos intereses de 1000€, un 1% de la cuantia inicial, tal y como indicaba el
tanto semestral.

Sustituimos ahora la cuantia que obtuvimos al final del primer semestre.
M = 100000-(1 + 0,01) - (1 + 0,01) =101000 - (1 + 0,01)=101000 + 101000 - 0,01= 102.010

Observamos que, en el segundo semestre, se han generado unos intereses del 1%, pero no sobre
la cuantia inicial, sino sobre la cuantia que habia al final del primer semestre. Por tanto, estos
intereses son mas de un 1% si se toma como referencia la cuantia inicial y, finalmente, un 1%
semestral equivale a un tanto anual superior al 2%.

La relacidn entre tantos equivalentes con la ley financiera de capitalizacién no se intuye con la
misma facilidad que la proporcionalidad de leyes simples. Si a una persona sin conocimientos de
matematica financiera le indican que le van a cobrar unos intereses del 1% al semestre vy,
finalmente, le cobran mas de un 2%, probablemente piense que le han enganado. Tampoco
entenderia bien que le ofrecieran pagarle un interés del 2,01% al afio si luego recibe un 1% al
semestre. Pensaria que la informacién no era clara y el 0,01% habia desaparecido.
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Cuando una Entidad informa sobre las operaciones, tienen que incluir, entre otra informacidn,
un tanto anualizado de manera proporcional, como si se estuviera trabajando en capitalizacion
simple. Tiene la ventaja de que serd comprensible para quienes no tienen conocimientos de
matematica financiera, pero el resultado no es un tanto que pueda sustituirse en la ley. Se
denomina tanto nominal (anual) capitalizable por m-ésimos de afio y se representa por J(m).

En el ejemplo en el que estdbamos trabajando, con i, = 0,01, valor del tanto nominal
capitalizable por semestres es J(2) = 2 - 0,01 = 0,02. El tanto nominal no puede sustituirse en
la ley ni mide rentabilidad o coste. Estas dos funciones son cumplidas por el tanto i, que en este
caso toma el valor 0,0201. La funcion que cumple el tanto nominal es informar. Si un cliente, sin
conocimientos financieros, recibe la operacidn de que su operacidn ser realzara a un tanto
nominal anual del 2% capitalizable (o también se puede decir pagadero) por semestres,
entenderd inmediatamente un 1% semestral. También lo comprenderia un cliente con
conocimientos financieros, porque conoce la definicién de tanto nominal.

Como se ha indicado, el tanto nominal no es una medida rentabilidad ni coste. Para ilustrarlo,
supongamos que, para una operacion dada, podemos elegir entre que nos apliquen un tanto
nominal (anual) capitalizable por semestres del 2%, esto es J(2) = 0,02, o un tanto nominal
(anual) capitalizable por trimestres del 2%, es decir J'(4) = 0,02.

En primer lugar, debemos tener claro que, dado que no es una medida de coste o rentabilidad,
el hecho de que tomen el mismo valor no es significativo. Debemos obtener el valor del tanto
anual que corresponde a cada caso.

Sabemos que J(2) = 2i,, de donde, i, = ](2—2) = % = 0,01

El tanto anual equivalente, se obtendra a partir de la relacidon entre tantos equivalentes de
capitalizacién compuesta: 1 + i = (1 + i, )?, de dénde:

i=(1+ i,)?—1=(1+ 0,01)?2—1= 0,0201

Partimos ahora de la definicién del tanto nominal (anual) capitalizable por trimestres, J'(4) =

4, de donde, 1", = 22 = 222 = 0,005

El tanto anual equivalente, se obtendra a partir de la relacidn entre tantos equivalentes de
capitalizacién compuesta: 1 +i"= (1 + i’ )*, de dénde:

=1+ i’,)*—1=(1+ 0,01)%= 0,02015

Vemos que el tanto anual que corresponde a J'(4) = 0,02 es mayor que el que corresponde a
J(2) = 0,02. Por lo tanto, si se tratase de una operacién de inversion, seria recomendable elegir
J'(4) = 0,02, al que corresponderia un tanto anual i” = 0,02015; mientras que, para una
operacion de financiacion, deberia elegirse el tanto e J(2) = 0,02, al que corresponderia un
tanto i =0,0201.

30



MATEMATICAS FINANCIERAS. Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

Obsérvese un pequefio detalle de notacién. Dado que los dos tantos nominales iniciales no iban
a conducir al mismo tanto anual, en el segundo se ha incluido una “prima” en la notacién, que
se ha mantenido en toda la coleccién de tantos equivalentes. Si no se hubiera incorporado,
habriamos llegado a dos tantos anuales diferentes que tendrian el mismo nombre, lo que habria
resultado confuso. Si en lugar de dos colecciones de tantos equivalentes, hubiera tres, podrian
utilizarse dos simbolos, y tener: i,i", i”’, y asi, sucesivamente. Podria utilizarse otro simbolo para
diferenciarlos, pero no deberian ser subindices numéricos, ya que representan frecuencias de

fraccionamiento.

Para cerrar el concepto de tanto nominal (anual) capitalizable por m — ésimos de afo,
recordamos que se define, para la ley financiera de capitalizacién compuesta del siguiente modo.

Jm) = mip,

No puede sustituirse en la ley ni mide rentabilidad o coste. Su Unica utilidad es dar la informacién

sobre el tanto i,,, que puede obtenerse, a partir de la definicién, como i, = %

Luego, del tanto nominal, lo importante es conocer su definicién. Hay algunos detalles que
conviene recordar.

El primero es que un tanto nominal siempre es anual, y da igual que se indique o no. Es lo mismo
hablar de tanto nominal anual capitalizable por m — ésimos de afio o simplemente de tanto
nominal capitalizable por m — ésimos de afio. Por esa razon, se ha escrito anual entre
paréntesis.

No existe ningln tanto nominal con frecuencia m = 1. Coincidiria con el tanto i, por lo que no
tendria ninguna utilidad.

Cuando se da el dato del tanto nominal aplicado a una operacién y no se indica la frecuencia de
fraccionamiento, hay que entender que es la frecuencia de fraccionamiento que tenga la
operacién. Por ejemplo, si se tratase de un préstamo mensual, nos estarian dando J(12).

Recuérdese que, con la ley financiera de capitalizacién simple no se definen tantos nominales.
Su necesidad ha surgido con la ley compuesta, por el hecho de ser multiplicativa.
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Su expresién matematica es la siguiente:

A(z) = 1—dz,conz=t—p, 0§z<§

Como en todas las leyes financieras, el tiempo interno se define de modo que sea no negativo.
En esta ley el tiempo interno tiene una restriccién adicional. No puede superar el valor ~ para

que la ley no tome valores negativos.

Para reflexionar:

. L . 1 1\ ..
Dependiendo de los autores, puede verse esta restriccidn estricta (z < E) o} no(Z < E)' Sino es

estricta, se acepta que la ley financiera pueda tomar valor nulo. Es interesante pensar en qué
significaria. Si te ofrecen regalarte un euro dentro de mucho tiempo, ¢ Cuanto valdria ahora para
ti? ¢Y si te regalaran 100.000€ dentro de mucho tiempo? Recuerda que el valor de los 100.000€
debe obtenerse multiplicando el valor de 1€ por 100.000.

Se trata de una ley sumativa que se utiliza normalmente para operaciones a corto plazo (por lo

L 1
que la restriccidén z < - ho genera problema.

A (Z)A
1

»
»
Z

Su aplicacién mas inmediata es la de facilitar el valor descontado que resulta de descontar
durante zperiodos un capital financiero.

v Ct)-p
V=C-(1-dz),conz=t—p
p El descuentosera: D = C —V
C D=C—-C-(1—-dz)=Cdz

La expresion del descuento es muy sencilla

¢ (Recuerda a capitalizacidn simple. ley sumativa.)
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La ley depende de un parametro, que se representa por d y tiene significado de tanto. Como
ocurria en la ley financiera de capitalizacién simple, con esta ley es sencillo intuir este significado.
Se habia definido el tanto como la diferencia de cuantia entre capitales equivalentes (en este
caso descuento) por unidad de cuantia (en este caso cuantia final) y por unidad de tiempo de
referencia. Vemos que, efectivamente, si dividimos la expresion del descuento entre la cuantia
del capital y el tiempo de descuento, obtenemos el valor de d.

D _CdZ_
Cz

== =
Como sabemos, la primera consecuencia de saber que es un tanto es que mide la rentabilidad o
el coste de la operacién pactada con esta ley. Y la segunda consecuencia es que ird referido a un
periodo de tiempo y es necesario que exista coherencia entre este periodo y la unidad en que
se mide el tiempo interno, z. Si no hay aclaraciones adicionales, se entiende que el tanto es
anual y z se medird en afios. Si el tanto no es anual, se representard por d,,, donde m se
denomina frecuencia de fraccionamiento e indica el numero de veces que el periodo esta
contenido en un afio. Asi d;, representaria un tanto mensual, d,, un tanto semestral e d4, un
tanto trimestral, de manera analoga a la estudiada en leyes anteriores. Para que exista
coherencia, si se trabaja con un tanto mensual, z tendrd que medirse en meses, si se trabaja con
un tanto semestral, en semestres, etc.

Buscaremos ahora la relacién entre el tanto anual d y un tanto d,,,, para que estos tantos sean
equivalentes con ley financiera de descuento simple comercial.

Como en los casos anteriores, proyectamos 1€ durante un afio con los dos tantos y exigimos
sustitutos iguales, en este caso, iguales valores descontados.

Si se trabaja con el tanto anual, A(z) = 1 — dz, con z = t — p, medido en afios
V=1-d
Coneltantod,,, A(z) = 1—-d,,z,
con z =t — p, medido en m -ésimos de afio (meses, si m=12, semestres, sim =2,...)
V=1-d, -m

Por dltimo, exigimos que los valores descontados sean iguales y simplificamos, con lo que
obtenemos la relacion buscada:

l1-d=1-dp m & d=dy,m S dy=°

Podemos observar la analogia entre los resultados obtenidos con descuento simple comercial y
con capitalizacién simple. Cabe preguntarse si estas leyes son tan parecidas que llevan a las
mismas equivalencias. Se sugiere resolver el siguiente ejercicio para reflexionar.

Cierta empresa cobra a sus clientes con letras a 6 meses de diez mil euros., que inmediatamente
descuenta en su banco a un tanto de descuento comercial del 10% anual. Se pide:

a) Calcular la cuantia, x, que recibe la empresa al descontar una letra.

b) En un momento la empresa necesita liquidez, pero no tiene papel comercial para descontar.
Solicita entonces un préstamo por la cuantia x, a 6 meses, en capitalizacion simple y a un tanto
de interés del 10% anual. ¢ Debe su banco aceptar esta oferta?
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La expresion matematica que se utiliza en la préctica es la siguiente:

A(z) = 1+i) %, conz=t—p=0

Como ocurria con las leyes estudiadas anteriormente, el parametro tiene significado de tanto.
Cabe resaltar que es posible dar otras expresiones de la ley en funcién de otros tantos
(recordemos que hay diferentes tipos de tantos, aunque se ha estudiado esta tipologia). Con
fines ilustrativos, se da otra expresion de la ley, que no se aplica habitualmente en la practica
para formalizar las operaciones financieras y, por tanto, no se utilizara en esta asignatura.

A(z) = (1—-d)?,conz=t—p=0

Se trata de una ley multiplicativa cuya aplicacién fundamental es formalizar el equilibrio en las
operaciones a largo plazo. Formalmente no habria problema en aplicarla a corto plazo.

A (z)A

»
»
A

Su aplicacién mas inmediata es la de facilitar el valor descontado que resulta de proyectar
durante zperiodos un capital financiero.

v CH-p
V=CA+i)%conz=t—p
p El valor del descuentoserd: D = C —V
c D=C-C-(A+D7%=C-[1-1Q+D)77]

Sabemos que, por ser un tanto, el valor de i da una medida de la rentabilidad o el coste de la
operacion pactada con esta ley y que el tanto va referido a un periodo de tiempo. Es necesario
que exista coherencia entre este periodo y la unidad en que se mide el tiempo interno, z.

Como ocurrird en todas las leyes financieras, si no hay aclaraciones adicionales, se entiende que
el tanto es anual y z se medird en afios. Si el tanto no es anual, se representard por i,,, donde
m es la frecuencia de fraccionamiento.
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A continuacién, buscaremos qué relacidon tiene que existir entre dos tantos para que sean
equivalentes. Para obtenerla seguiremos el procedimiento ya conocido. Exigiremos que, al
proyectar 1€ durante un afio con los dos tantos, se obtenga el mismo sustituto.

Si se trabaja con el tanto anual, A(z) = (1+4i)7%, conz =t — p, medido en afios

V=>0+i1?

Coneltanto iy, A(z) = (1 +iy,) 7~
con z =t — p, medido en m -ésimos de afio (meses, si m=12, semestres, sim =2, etc.)

V= (1Q+i,)™

Exigimos que los valores descontados sean iguales, con lo que obtenemos la relaciéon buscada:

11
14+i (A +i,m

A+ t=Q0Q+ipme ol+i=0A+i,)™

Observamos que se obtiene la misma expresidn que con la ley de capitalizacion compuesta y
recordamos como despejar el tanto cuyo valor queremos conocer en funcién del tanto conocido:

1
i= (1+i,)™—1 iy =(1+0Dm—1

Al igual que con capitalizacion compuesta, la informaciéon de un tanto i,, puede facilitarse a
través del tanto nominal (anual) capitalizable por m — ésimos de afio:

Jm) = mipy,

Recordamos que nunca puede sustituirse en la ley ni mide rentabilidad o coste. Su Unica utilidad

es dar la informacién sobre el tanto i,,,, que puede obtenerse, a partir de la definicién, como

_ Jom)

m m

Para terminar con el estudio de la ley financiera de descuento compuesto, vamos a compararla
con la ley financiera de capitalizacién compuesta, con la cual se ha observado similitudes. Para
comparar las dos leyes, partiremos de un par de capitales y observaremos la relacién que debe
darse entre ellos para que sean equivalentes con cada una de las leyes para un valor concreto
del tanto.
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Dados dos capitales (cq,t1) Y (c3, t3), con t; < t,, vamos a plantear la equivalencia entre ellos
con la ley financiera de capitalizacion compuesta y con la ley financiera de descuento compuesto.
En ambos casos, trabajaremos para un valor del tanto i.

C1

ty

C2

ty

Si trabajamos con capitalizacién compuesta, fijaremos p = t, y, para que los capitales sean
equivalentes, deberd cumplirse la ecuacion:

Cl (1 + i)(tz_tl) = C2

Si trabajamos con descuento compuesto, fijaremos p = t; y, para que los capitales sean
equivalentes, deberd cumplirse la ecuacion:

Cl = CZ (1 + i)_(tz_tl)

Podemos observar que las dos ecuaciones son, de hecho, la misma. La diferencia que podemos
observar es que, en el primer caso, aparece despejada la cuantia c,, mientras que, en el segundo,
aparece despejada la cuantia c;.

El resultado obtenido es muy relevante en la matematica financiera y, a continuacién, vamos a
expresarlo de maneras diferentes.

Hemos comprobado que, si dos capitales son equivalentes con capitalizacién compuesta para
un valor del tanto, son también equivalentes en descuento compuesto para el mismo valor del
tanto. Podemos decir que ambas leyes conducen a las mismas equivalencias entre capitales.

Dicho de otro modo, si proyectamos un capital hacia el futuro con capitalizacién compuestay, a
continuacién, descontamos el montante obtenido, con descuento compuesto, durante el mismo
periodo de tiempo y el mismo valor del tanto, se obtiene el capital inicial.

A las parejas de leyes financieras que verifican esta propiedad se les denomina leyes conjugadas.
Por lo tanto, las leyes financieras de capitalizacion compuesta y de descuento compuesto son
leyes conjugadas.

Cuestion:

éSon leyes conjugadas las leyes financieras de capitalizacidon simple y de descuento simple
comercial? Para encontrar la respuesta se sugiere examinar la respuesta al ejercicio propuesto
al final del estudio de la ley financiera de descuento simple comercial.
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La expresion matematica que se utiliza en la préctica es la siguiente:

A(z) = conz=t—-p=0

1+iz

4 (Z)A

1

»
|
VA

Obsérvese que la forma de su grafica recuerda a la de la ley financiera de descuento compuesto.

Su aplicacién mas inmediata es la de facilitar el valor descontado que resulta de proyectar
durante zperiodos un capital financiero.

1
- =0 — =t-
1% (C,t)—-p V=2~C o, onz=t-p
El valor del descuentoserd: D = C =V
p
c Vamos a desarrollar esta expresién (que no es necesario recordar)
D=C—C';=C'[1— 1']: .[1+iz'—1]: Ci?
1+iz 1+iz 1+iz 1+iz

Podemos interpretar que es el interés de capitalizacion simple

descontado

El pardmetro i tiene significado de tanto y da una medida de la rentabilidad o el coste de la
operacion pactada con esta ley. Como sabemos, el tanto va referido a un periodo de tiempo y
es necesario que exista coherencia entre este periodo y la unidad en que se mide el tiempo
interno, z.

Como ocurrird en todas las leyes financieras, si no hay aclaraciones adicionales, se entiende que
el tanto es anual y z se medira en afios. Si el tanto no es anual, se representara por i,,, donde
m es la frecuencia de fraccionamiento.

A continuacidn, buscaremos qué relacion tiene que existir entre dos tantos para que sean
equivalentes. Para obtenerla, exigiremos que, al proyectar 1€ durante un afio con los dos tantos,
se obtenga el mismo sustituto.

. o 1
con z =t — p, medido en afos, V = 1+

1
Si se trabaja con el tanto anual, A(z) =
1+iz
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1

Coneltantoi,,, A(z) = ——
mr A7) 1+iy z

con z =t — p, medido en m -ésimos de afio (meses, si m=12, semestres, sim =2, etc.)

1
1+iy, - m

Exigimos que los valores descontados sean iguales, con lo que obtenemos la relacion buscada:

1 —
14+i 1+4ip, - m

Slti=14iy mei=m- iy

Observamos que se obtiene la misma expresidn que con la ley financiera de capitalizacion simple
y confirmamos que, a pesar de que la forma de la grafica recordase a la de descuento compuesto,
estamos obteniendo resultados que recuerdan a los de las leyes simples. Efectivamente, la ley
financiera de descuento racional se utiliza para formalizar operaciones a corto plazo.

Para terminar con el estudio de la ley financiera de descuento simple racional, vamos a
compararla con la ley financiera de capitalizacién simple, para tratar de observar si son leyes
conjugadas. Seguiremos un procedimiento andlogo al de las leyes compuestas. Partiremos de
un par de capitales y observaremos la relacion que debe darse entre ellos para que sean
equivalentes con cada una de las leyes para un valor concreto del tanto.

Dados dos capitales (cq,t1) Y (c3, t2), con t; < t,, vamos a plantear la equivalencia entre ellos
con la ley financiera de capitalizacién simple y con la ley financiera de descuento simple racional.
En ambos casos, trabajaremos para un valor del tanto i.

1

ty

2

ty

Si trabajamos con capitalizacién simple, fijaremos p = t, y, para que los capitales sean
equivalentes, deberd cumplirse la ecuacion:

ci[1+i-(tz—t)] = ¢

Si trabajamos con descuento simple racional, fijaremos p = t; y, para que los capitales sean
equivalentes, deberd cumplirse la ecuacion:

_ 1
R Y TR
Podemos observar que las dos ecuaciones son, de hecho, la misma. La diferencia que podemos
observar es que, en el primer caso, aparece despejada la cuantia c¢,, mientras que, en el segundo,
aparece despejada la cuantia ¢;. Concluimos que, efectivamente, las leyes de capitalizacion
simple y de descuento simple racional son leyes conjugadas y llevan a las mismas equivalencias

para un mismo valor del tanto.
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En los temas 1y 2, se ha trabajado con la equivalencia entre dos capitales y sabemos que dos
capitales son equivalentes si tienen el mismo sustituto en el punto de comparacidn, p. Para
proyectar los capitales hasta p utilizamos las leyes financieras. Una vez que se ha elegido la ley
financiera para proyectar (incluido el valor del tanto) y el punto p hasta el cual se proyecta, la
comparacion es inmediata.

A continuacidn, vamos a dejarlo escrito de modo formal.

El criterio para la comparacién es una ley financiera, F(z), y un punto de comparacion p.
Con este criterio, (cq,t1) ~ (c2,t3) [leemos (cq,t1) es equivalente a (c,, t;) ]
Si se verifica que:

c1 F(z1) = ¢; F(zy)

7. = {p —tq,si F es ley financiera de capitalizacion
1=

n . . .
donde, t; — p,si F es unaley financiera de descuento

_— {p —t,,si F es ley financiera de capitalizacion
27 |ty — p,siF es unaley financiera de descuento

Si dos capitales son equivalentes con un criterio dado, para dos partes (por ejemplo, dos
personas) que estén de acuerdo en utilizar ese criterio, los dos capitales serian equivalentes vy,
por lo tanto, intercambiables.

El tipo de ley con la que se pacta una operacién suele estar estandarizado. Un préstamo
hipotecario siempre se pacta con leyes compuestas, el descuento de efectos se pacta con la ley
de descuento simple comercial, las cuentas corrientes, con capitalizacién simple, etc. El valor del
tanto dependera de las circunstancias y el poder negociador de las partes de la operacidn.

Sabemos que la eleccién del punto de comparacién, p, depende de si estamos trabajando con
una ley de capitalizacién o de descuento. Si se trabaja con una ley de capitalizacidn, se fijara en
el vencimiento del ultimo capital o en un momento posterior. Mientras que, si se trabaja con
una ley de descuento, se fijara en el vencimiento del primer capital o en un momento anterior.

Se intuye muy bien que dos capitales que son equivalentes con una ley, para un valor del tanto,
no seran equivalentes para un valor del tanto diferente. También se intuye que dos capitales
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gue sean equivalentes para una ley, no lo seran, en general, para una ley diferente. Ahora nos
preguntamos si, dada una ley y un valor del tanto, los capitales que son equivalentes para un
valor del momento de comparacién p, lo serdn también para un momento de comparacién
diferente, p~ Vamos a plantearlo sobre ejemplos tedricos, con un par de leyes financieras.

Sabemos que, dados dos capitales (cq,t1) ¥ (¢, t3), con t; < t,, equivalentes con unp >t,, y
una ley de capitalizacion dada, L(2):

c1 L(z1) = ¢, L(zy) donde Zy=p—t, Z,=p—t,
€1
ty
C2
ts p

e Si trabajamos con la ley financiera de capitalizacién simple, L(z) = 1+ iz, conz =
p — t, quedara:
all+i(p—t)]l=c [1+i(p—¢t;)]

Si, nuestra incognita fuera c,, despejariamos y obtendriamos ¢, = ¢ -
g 2 Pe) Y 2 114 (p—ty)

En caso de haber trabajado con un punto de proyeccién diferente, p’, el procedimiento
seria andlogo:

q1+i( —t)]l= R [1+i( —t;)]

1+i (p,_tl)

Si, nuestra incégnita fuera c’,, despejariamos y obtendriamos ¢’, = ¢; ———
1+1 (p —tz)

Podemos observar que ¢’ # c,. Efectivamente, el factor que multiplica a ¢, para
obtener la cuantia del capital equivalente depende del valor de p fijado.
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La conclusién es que, con la ley financiera de capitalizacion simple y un valor del tanto,
los capitales que son equivalentes para un valor del momento de comparacién p no son
equivalentes para un momento de comparacion diferente, p . Dicho de otro modo, con
la ley financiera de capitalizacidn simple, la equivalencia depende de ddnde se fije el
punto de comparacion.

e Sitrabajamos con la ley financiera de capitalizacion compuesta, L(z) = (1 + i)%, con
z = p —t, quedara:
c; (1+1i YP-t1) = c, (1+ i)P-t2)

(1+i)P-t)

Si, nuestra incognita fuera c,, despejariamos y obtendriamos ¢, = ¢; m

Operando, ¢, = ¢;(1 + i ){tz7t1)

En caso de haber trabajado con un punto de proyeccién diferente, p’ el procedimiento
seria andlogo:

¢, M+i)P-t) = ¢, (14i)P 1)

Si, nuestra incognita fuera c¢’,, despejariamos y obtendriamos ¢, = ¢;(1 + i )(tZ_tl)
Podemos observar que c¢’, = c,. Efectivamente, el factor que multiplica a ¢; para
obtener la cuantia del capital equivalente no depende del valor de p fijado.

La conclusion es que, con la ley financiera de capitalizacién compuesta y un valor del
tanto, los capitales que son equivalentes para un valor del momento de comparacién p
también son equivalentes para un momento de comparacién diferente, p " Dicho de
otro modo, con la ley financiera de capitalizacion compuesta, la equivalencia no
depende de dénde se fije el punto de comparacién. Obsérvese que es importante elegir
un punto p y proyectar todos los capitales a ese punto, pero el resultado final es el
mismo que si se hubiera elegido un punto diferente y se hubieran proyectado a él todos
los capitales.
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El resultado que se ha obtenido para la ley financiera de capitalizacidn simple seria andlogo si se
trabajase con el resto de las leyes simples (descuento simple comercial o descuento racional).
Con todas las leyes simples, las equivalencias financieras dependen de punto de comparacion
elegido.

También el resultado obtenido para la ley financiera de capitalizacion compuesta seria analogo
para la ley financiera de descuento compuesto. Para las dos leyes compuestas, las equivalencias
son independientes del punto de comparacion elegido. Como, ademads, son leyes conjugadas, si
dos capitales son equivalentes con capitalizacion compuesta para un valor del tanto, lo son para
cualquier punto de comparacion, tanto con capitalizacién compuesta como con descuento
compuesto. Por lo tanto, en la practica, es indiferente pactar una operacion con capitalizacion
compuesta o con descuento compuesto. En cualquier caso, hay que ser coherente con el tipo de
ley utilizada y el punto de comparacion elegido. Si se esta trabajando con capitalizacidn, se fijara
p al final de la operacidn o después. Si se estd trabajando con descuento, se fijard al comienzo
de la operaciodn, o antes.

Hasta el momento, hemos pensado en el intercambio de un capital por otro y cémo se establece
la equivalencia entre ellos, fijado un criterio. Ahora generalizaremos este planteamiento al caso
de dos conjuntos de capitales. De nuevo, partiremos de un criterio de proyeccién, formado por
una ley financiera, F(z) y un punto de comparacién, p, y nos preguntaremos qué condicién
tiene que darse para que dos conjuntos de capitales sean equivalentes.

Supongamos que el primer conjunto esta formado por n capitales:
{(c1, 1), (o t2), ooy (Cn )}
y, el segundo conjunto esta formado por m capitales:

{(c', '), (2t ), e, (o t'm)}

Podemos pensar si tiene sentido una generalizaciéon inmediata: dos conjuntos de capitales son
equivalentes si tienen el mismo sustituto en p.

éCOmo obtener el sustituto en p de un conjunto de capitales?

¢Cudl seria el sustituto en p de {(cy, t1), (cz, t3), v, (Cpy )} ?

Ya sabemos obtener el sustituto de cada uno de los capitales del conjunto.
El sustituto en p de (cy, t;) seria ¢; F(z;)

p — ty,si F es ley financiera de capitalizacion
t; — p,si F es una ley financiera de descuento

Donde, z; = {
El sustituto en p de (cy, t,) seria ¢, F(z,)

p — ty,si F es ley financiera de capitalizacion

Donde, z, = . ) .
2 {tz —p,si F es una ley financiera de descuento

42



MATEMATICAS FINANCIERAS. Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

Y, el sustituto en p de (c,, t,,) seria ¢, F(z,)

p —t,, Si F es ley financiera de capitalizacién

Donde, z, = { . . .
n (t, —p,si F es unaley financiera de descuento

Nos preguntamos ahora, étendria sentido sumar las cuantias de los sustitutos en p de los
capitales del conjunto?

Tenemos claro que no podemos sumar las cuantias ¢; y ¢,, porque no tienen el mismo
vencimiento. Sin embargo, ¢; F(z;) tiene vencimiento p, y ¢, F(z,) también tiene vencimiento
p. Tiene sentido que, si el capital (c;,t;) es equivalente a la cuantia ¢; F(z,), entregada en el
momento p, y el capital (c,, t,) es equivalente a la cuantia ¢, F(z,) entregada en p, entonces,
el conjunto de los dos capitales sea equivalente a la suma ¢; F(z;) + ¢, F(z,), en p.

Razonando de este modo, podemos llegar a la expresidn del sustituto en p de un conjunto. En
concreto el sustituto en p del conjunto {(cq,t1), (c3,t3), ..., (Cp, )} sera:

Cq F(Zl) + Cy F(Zz) + -+ Cn F(Zn)

p — t1,Si F es ley financiera de capitalizacion

Donde, z ={ . ) .
1 ty — p,si F es una ley financiera de descuento

7 = {p —t,,si F es ley financiera de capitalizacion
2 7 lt, — p,si F es una ley financiera de descuento

7 = {p —t,, si F es ley financiera de capitalizaciéon
" |t, — p,si F es una ley financiera de descuento

Como la definicion del tiempo interno es muy repetitiva, para escribir menos, podemos indicar
el significado del tiempo interno con la ayuda de un indice i, que va tomando los valores
1,2,...,n.

—t;,si F es ley financiera de capitalizacion .
zi={p ! yf p parai =1,2,...,n

t; — p,si F es una ley financiera de descuento

De manera analoga, el sustituto en p del conjunto {(c’y,t"1), (c'2,t'2), ..., (€', t ') } sera:
cC1F(z)+c,F(Zz'y)+ -+ m F(Z' )

p —t’;,si F es ley financiera de capitalizacion

Conz’; =4, . . , araj=1,2,....,m
] {tj —p,si F es una ley financiera de descuento paraj

Una vez que sabemos obtener el sustituto en p de los capitales de un conjunto, retomamos
nuestra propuesta de generalizacién de equivalencia financiera de dos capitales a dos conjuntos:
dos conjuntos de capitales son equivalentes si tienen el mismo sustituto en p. A continuacidn,
lo escribiremos de manera formal.
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Con el criterio formado por la ley financiera F(z) y el punto de comparacion p,
{(c1, t1), (€3, t3), ..., (cp, t,)} serd equivante al conjunto {(c¢’{,t'1),(c’2,t'2), ..., (€ )}
Si se verifica que:
c1F(z1) +c; F(z3)+ -+ c, F(z,)=c'1F(z'1) + ¢, F(z'3) + -+ ¢ F(Z'p)

p —t;, siF es ley financiera de capitalizacion

. . ) rai=1,2,...,
t;—p,si F es unaley financiera de descuento parat n

Con z; = {

z

. p —t',siF es ley financiera de capitalizacion .
= paraj=1,2,...,m

J t’; — p,si F es unaley financiera de descuento

Esta ecuacidn recibe el nombre de ecuacién de equivalencia financiera.

Haremos tres observaciones al respecto:

La primera es que puede utilizarse un simbolo para indicar la equivalencia entre los conjuntos y

escribir {(Cll tl)r (CZ' tZ)' ey (Cn' tTL)} ~ {(Cllr t,l)' (C,Zr tIZ): ey (C,ml t,m)}

La segunda observacion es que la equivalencia entre dos capitales que se habia planteado
previamente es un caso particular de la ecuacidn de equivalencia financiera. Basta tomar dos

conjuntos formados por un Unico capital. Estoesn =1ym = 1.

La tercera observacion se refiere a otro caso particular interesante es aquel en el que uno de los
dos conjuntos de capitales es unitario y el otro, no. Supongamos que m = 1. Planteamos, a

continuacion, este caso.

Con el criterio formado por F(2) y p, {(c1, t1), (c3, t3), ..., (Cn, tr)} ~ (c'1,t'1), si se verifica:
c1 F(z1) + ¢, F(z5) + -+ ¢y F(zy) =’ F(2'1)

p —t;, si F es ley financiera de capitalizacion

. ; ; arai=1,2,...,n
t; — p,si F es una ley financiera de descuento P

Con zZ; = {
., _(p—t'y,siFes ley financiera de capitalizacion
217 {t'l —p,si F es una ley financiera de descuento
En este caso, la cuantia del capital del conjunto unitario (c¢’;) se denomina, en ocasiones, suma
financiera y su vencimiento (t’;), se puede denominar vencimiento comun. De manera que, si
se nos pide en algun momento la suma financiera o el vencimiento comun de un conjunto de
capitales, bastara plantear la ecuacién de equivalencia financiera y despejar la incégnita

correspondiente.
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Se ha definido una operacién financiera como el intercambio entre dos conjuntos de capitales
(con vencimientos diferentes), que se han denominado prestacion y contraprestacion. La
primera cuestion que se debe resolver en el estudio de las operaciones financieras es como se
determinan las cuantias y vencimientos de dichos capitales y la respuesta es la siguiente: la
prestacion y la contraprestacion deben ser equivalentes con el criterio pactado entre las partes.

Esto significa que, con la ley financiera pactada, el valor en p de los capitales entregados por el
prestamista coincida con el valor en p de los capitales entregados por el prestatario. Se dice,
entonces, que se ha alcanzado el equilibrio financiero de la operacidn.

La formalizacién de este planteamiento coincidira con la del apartado anterior.

Representamos la prestacion de la operacion por el conjunto de capitales
{(c1,ty), (ca, t3), v, (Cpy t)} y la contraprestacion por el conjunto
{(c’,t'1), (2 t72), e, (o ')}

Con el criterio pactado, formado por la ley F(z) y el punto de comparaciéon p, se alcanzard el
equilibrio financiero, si se verifica la ecuacién de equivalencia financiera entre la prestacién y la
contraprestacion:

i F(z)+c F(zp) + -+ cpF(z)=c1F(Z)+ ', F(Z'y) + -+ m F(Z2')
_ {p —t;,si F es ley financiera de capitalizacién =19
Zi=t; — p,si F es una ley financiera de descuento "o ot = v et

i p —t’;,si F es ley financiera de capitalizacion 12
~ |t’j — p,si F es una ley financiera de descuento paraj ==L 2...,m

Obsérvese que la clave para que las cuantias y vencimientos tomen unos valores determinados
esta en el criterio pactado por las partes.

Como sabemos el criterio estd formado por la ley financiera y el punto de comparacién p. El
punto de comparacion suele fijarse al final de la operacién, cuando se trabaja con una ley
financiera de capitalizacién, y al comienzo de la operacién, cuando se trabaja con una ley
financiera de descuento.

Como ya se ha indicado, la ley aplicada suele estar estandarizada en funcidn del tipo de
operacion.

Por lo tanto, la negociacion entre las partes suele quedar reducida al valor del tanto. Quien tiene
un objetivo de inversidon perseguird un tanto con el mayor valor posible, mientras que quien se
financia buscara el menor valor para el tanto que pueda conseguir.
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El concepto de tanto se presentd como la variacién de cuantia entre capitales equivalentes, por
unidad de cuantia de referencia y por unidad de tiempo. Es muy util en el estudio de las
operaciones financieras porque nos facilita una medida del coste o la rentabilidad de la
operacion (dependiendo de que se trate de una operacion de financiacion o de inversién). El
tanto que se aplica para establecer el equilibrio financiero de una operacién financiera debe
ser acordado por las partes y se presentaria, inicialmente, como la medida de coste o
rentabilidad de la operacidn. Sin embargo, pueden darse circunstancias bajo las cuales no lo
midan correctamente.

La primera circunstancia en la que el tanto pactado no permite medir la rentabilidad o el coste
de una operacién es que no sea unico. Si el valor del tanto cambia a lo largo de la vida de la
operacion, no se tiene una medida. Supongamos un préstamo en el que nos cobran un 3% el
primer afio y un 4% durante los siguientes. No tenemos una medida clara del coste.

La segunda circunstancia es que, como consecuencia de la operacidn, se entreguen o se reciban
capitales adicionales a los incluidos en la ecuacién de equivalencia financiera que garantizaba el
equilibrio financiero con el criterio pactado, como comisiones, impuestos, subvenciones o
cualquier otro tipo de gasto o ingreso que se genere como consecuencia de participar en la
operacion. Este tipo de capitales se denominan caracteristicas comerciales.

Obsérvese que algunas caracteristicas comerciales que afecten a las dos partes de una operacion,
como una comision bancaria. Afecta al cliente, porque la paga, y afecta a la Entidad Financiera,
porgue la cobra. Este tipo de capitales se denominan caracteristicas comerciales bilaterales. En
cambio, hay caracteristicas comerciales que sélo afectan a una de las partes, que entrega o
recibe el capital de un tercero. Se denominan caracteristicas comerciales unilaterales. Un
ejemplo clasico es el de un impuesto.

El coste o la rentabilidad de una operaciéon suele medirse con el objetivo de comparar
alternativas. Para que la comparacion sea coherente, es necesario que los dos tantos sean
homogéneos. En primer lugar, siempre se suele medir a través de los tantos anuales y, en
segundo lugar, es necesario que estén calculados con la misma ley financiera. En este sentido
las leyes financieras de capitalizacion compuesta y de descuento compuesto pueden
considerarse la misma ley, ya que conducen siempre a las mismas equivalencias.

Puede ocurrir que, en el proceso de comparar el coste o la rentabilidad de dos operaciones,
encontremos que en ambos casos se aplica un tanto Unico y no existen caracteristicas
comerciales, pero la ley aplicada no coincide. En este caso, en ambas operaciones el tanto daria
una medida correcta del coste o rentabilidad, pero las medidas no serian adecuadas para la
comparacion.

A continuacion, estudiaremos cdmo medir el coste o la rentabilidad de una operacidn financiera,
cuando los tantos aplicados para establecer el equilibrio financiero no nos faciliten una medida
adecuada, por cualquiera de las razones explicadas.
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Antes de estudiar cdmo obtener esta medida, vamos a alertar frente a un error cometido
frecuentemente por quienes no tienen suficientes conocimientos de matematica financiera, que
consiste en sumar las cuantias de los capitales que entrega o recibe y elegir la operacion en la
que la cuantia es menor o mayor respectivamente. No hay que olvidar la importancia del
vencimiento de los capitales.

Hay muy pocos casos en los que el coste o la rentabilidad pueda compararse a través de los
capitales. Si se podria en el caso de que dos operaciones fuesen idénticas, salvo en el valor de
una cuantia o de un vencimiento. En general, debemos medir el coste o la rentabilidad a partir
de concepto de tanto medio efectivo. Se explicara este concepto y el procedimiento para su
obtencidn con el apoyo de un ejercicio.

Cierto individuo va a solicitar un préstamo de 12.000 euros a corto plazo: lo devolverd en dos
pagos de igual cuantia entre si, uno a los seis meses de la compra y otro al afio. Se pide razonar
qué entidad le conviene elegir, teniendo en cuenta la siguiente informacion: En la Entidad A le
ofrecen el préstamo al 9% anual en capitalizacion simple, sin comisiones, mientras que en la
Entidad B le ofrecen un tanto del 8% anual en capitalizacion simple, pero tiene una comision de
apertura del 0,75% (90 euros).

Obsérvese que se quieren comparar dos alternativas para solicitar un préstamo. Al tratarse de
una operacion de financiacion, sera preferible aquella que tenga un coste menor. En la Entidad
A el coste queda correctamente medido por el tanto que se aplica, ya que es Unico y la operacién
no tiene caracteristicas comerciales. Podemos asegura que el coste, en la Entidad A es del 9%
en capitalizacién simple. Es importante indicar la ley financiera, para asegurarnos
posteriormente de que comparamos tantos homogéneos.

En cambio, en la Entidad B, el coste no estd bien medido. La operacion exige el pago de una
comision que (por el propio concepto de comision) se paga ademas de los capitales que resultan
de aplicar el tanto pactado. Por esta razon, ese tanto del 8% no incluye el coste de la comision.
Cuando queremos medir el coste o la rentabilidad de una operacidn financiera, el primer paso
siempre sera determinar todos los capitales.

Comenzamos por obtener los capitales que se derivan de aplicar la ley y el tanto pactados (que
sabemos no incluyen las caracteristicas comerciales). Este intercambio de capitales suele
denominarse operacidn pura y debe estar en equilibrio con el criterio pactado en la Entidad B:

L(z) = 1+iz,conz=p—t,conuntantoi = 0,08

El esquema de la operacion pura es el siguiente:

12(|)OO
0
Crg (g
6m 12meses
p
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Para obtener el valor de Cg, planteamos la ecuacion de equivalencia financiera con p = 1 afio:
12000 (1 +0,08) = C5 (1+0,083) +Cy = Cp = 6352,94€

Si no hubiera mds capitales en la operacion, el coste seria de 8% en capitalizacién simple, pero
como, al pago de los capitales de la operacién pura, hay que afadir el pago de una comisién de
90¢€, el coste serd mayor. Para determinarlo, comenzamos por presentar en un esquema de dos
ejes temporales el conjunto de todos los capitales de la operacidén, incluyendo tanto los de la
operacion pura como las caracteristicas comerciales.

12(|J00
0
9|0 6352,94 6352,94
0 6m 12meses

Queremos medir el coste de la operacidn que acabamos de esquematizar. El coste sera el tanto
al que se hagan equivalentes todos los capitales entregados y recibidos al que denominaremos
tanto medio efectivo de coste de la operacion. Como el objetivo es compararlo con el coste de
la Entidad A, que era un tanto de capitalizacién simple, utilizaremos esta ley para determinarlo.

L(z) = 1+iz,conz=p—t

Es importante utilizar una notacion clara, que permita diferenciar los diferentes tantos. Al tanto
medio efectivo de la operacion de préstamo en la Entidad B, lo denominaremos ig. Para
determinarlo, plateamos la ecuacién de equivalencia financiera tomado todos los capitales de
la operacidn (que ya hemos recogido en un esquema), con la ley elegida.

Fijamos p al final de la operacidn, puesto que estamos trabajando con una ley de capitalizacién.
La ecuacién de equivalencia financieras resulta de proyectar todos los capitales hasta p =
1 afio, con el tanto ig, que es nuestra incognita:

1
12000 (1 4 i5) = 90 (1 + i) + 6352,94 (1 + i E) + 6352,94

De donde obtenemos ip = 0,09129

Obsérvese que, si se hubiera seguido un procedimiento analogo para la operacién con la Entidad
Ay se calculase el tanto efectivo en capitalizacion simple se habria obtenido i; = 0,09. Al no
existir caracteristicas comerciales, la operacién pura coincide con la operacion completa. Y, al
aplicarse un tanto Unico, este coincide con el tanto medio efectivo, si se calcula con la misma ley
que se ha aplicado.

Tenemos, por lo tanto, el coste de la operacion con dos entidades, medido por sus tantos medios
efectivos en capitalizacién simple. Al individuo le convendria elegir la Entidad A, ya que tiene un
coste mas bajo.

En este caso, laley con la que se ha calculado el tanto medio efectivo coincide con la ley pactada,
pero esta coincidencia no es necesaria. Si es imprescindible que los tantos que se comparan
estén calculados con la misma ley.
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Llamaremos, asi, tanto medio efectivo de una operacién al que hace equivalentes todos los
capitales entregados y recibidos. El tanto medio efectivo debe calcularse con la ley financiera
que permita la comparacion.

Cuando se calcula para una operacién en la que no hay caracteristicas comerciales, pero se aplica
mas de un tanto, se suele denominar tanto medio.

Cuando se calcula para una operacién en la que el tanto aplicado es Unico, pero tiene
caracteristicas comerciales, se suele denominar tanto efectivo.

Para simplificar, utilizaremos siempre el nombre de tanto medio efectivo.

Cuando una operacidn tiene caracteristicas comerciales unilaterales, el esquema de capitales
entregados y recibidos no es el mismo para las dos partes. Por esta razén tampoco coincidiran
el tanto medio efectivo del prestamista y del prestatario y deberdn calcularse por separado. El
tanto medio efectivo para el prestamista serd el que haga equivalentes los capitales entregados
y recibidos por el prestamista. El tanto efectivo para el prestatario sera el que haga equivalentes
los capitales entregados y recibidos por el prestatario.

En Espafia, como en la mayoria de los paises, cuando las Entidades Bancarias informan de una
operacion, deben informar del criterio aplicado y, ademas, dar una medida del coste o
rentabilidad de la operacidén a través de un tanto medio efectivo. Es fundamental que ese tanto
esté calculado de manera estandarizada para que sea comparable entre las diferentes entidades.
En el caso de Espafia, recibe el nombre de TAE (Tasa anual equivalente). Cada operacion
financiera puede tener normas concretas para el calculo de la TAE, pero los principios generales
(para los que puede haber excepciones) son los siguientes:

- se calcula con leyes compuestas

- toma en consideracion todas las caracteristicas comerciales bilaterales, esto es que
afectan a la Entidad Financiera y al cliente, pero no las caracteristicas comerciales
unilaterales. Obsérvese que no tendria sentido informar al cliente de aquello que no
le afecta, por lo que es razonable no informar de las caracteristicas unilaterales de la
Entidad Bancaria. Por otro lado, la Entidad Bancaria no tiene por qué tener
conocimiento de los gastos que el cliente tendrd con terceros, aun cuando se deriven
de la operacidn, por lo que no es razonable pedir que lo tome en consideracion.
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Se denomina saldo financiero en momento intermedio de una operacidon financiera a la
cuantia de capital que tendria que entregar en ese momento una de las partes para
equilibrar la operacién de acuerdo con el criterio pactado. La interpretacion concreta del
saldo dependera de la operacidn concreta.

Obsérvese que, dado que estamos aplicando el criterio pactado, para el célculo del saldo se
trabaja con la operacién pura y no influyen en su obtencidn las caracteristicas comerciales.

Puesto que, al entregar el saldo, se alcanza el equilibrio financiero, el valor en p de los
capitales entregados por el prestamista coincide con el valor en p de los capitales
entregados por el prestatario.

Para calcular el saldo, es necesario tener muy clara la diferencia entre un capital, la cuantia
de ese capital y el valor en p del capital. Para reforzar esta idea, vamos a trabajar con una
operacidn pactada con capitalizacién compuesta, a un tanto del 10%.

L(z) = 1+iD%conz=p—t, i=0,1

A continuacidn, se representan en dos ejes la prestacién y la contraprestacion.

6.000 7.000
2020 2021 2022 2023 2024
5.000 4.000 4.989,60
T T T T T
2020 2021 2022 2023 2024

Podemos comprobar que se verifica la ecuacidn de equivalencia financiera. Fijamos p=2024:

6000. (1 + 0,1)* + 7000. (1 + 0,1) = 5000. (1 + 0,1)3 + 4000. (1 + 0,1)% + 4989,60

El valor en p del capital (6000,2020) es 6000. (1 + 0,1)* = 8.784,60 €
El valor en p del capital (7000,2023) es 7000. (1 + 0,1) = 7.700€

El valor en p del capital (5000,2021) es 5000. (1 + 0,1)3 = 6.655 €

El valor en p del capital (4000,2022) es 4000. (1 + 0,1)? =4.840 €

El valor en p del capital (4989,60, 2020) es 4.989,60 €

Podemos comprobar que, obviamente: 8.784,60 + 7.700 = 6.655 + 4.840 + 4989,60
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Hay que tener siempre presente que la cantidad entregada en el momento del vencimiento es
la cuantia del capital, pero para conseguir el equilibrio financiero, tienen que igualarse los
valores en p, de acuerdo con el criterio pactado.

Pensemos que se desea interrumpir esta operacion en 2022, justo después de que el prestatario
entregue el capital de 4000€.

6.000 7.000
2020 2021 2022 2023 2024
5.000 4.0& 4.989,60
I I Ii I I
2020 2021 2022 2023 2024

En primer lugar, nos preguntamos si la operacion estaria equilibrada. Sabemos que la condicién
de equilibrio es que el valor en p de los capitales entregados por el prestamista coincida con el
valor en p de los capitales entregados por el prestatario. Recordamos que p = 2024, vy
comprobamos que no hay coincidencia:

El valor en p de los capitales entregados por el prestamista hasta ese momento es:
6000. (1 + 0,1)* = 8.784,60

El valor en p de los capitales entregados por el prestatario hasta ese momento es:
5000.(1 + 0,1)3 +4000. (1 + 0,1)% = 6.655 + 4.840 = 11.495

Efectivamente, los capitales entregados por el prestamista tienen un valor en p menor que el
valor en p de los capitales entregados por el prestatario. Para alcanzar el equilibrio en ese
momento, el prestamista tendria que “afadir valor en p” hasta igualar 11.495€, esto es, tendria
que afadir valor en p por un importe de 2710,40€.

La manera de “afiadir valor en p” es entregar capitales. Nuestra pregunta es équé cuantia, x,
tendria que entregar en 2022 para que su valor en p fuera de 2710,40. Planteamos la ecuacién
correspondiente:

x.(1+ 0,1)? =2710,40€, de dénde x = 2.240€.

Si el prestamista entrega el capital (2240,2022), cuyo valor en p es 2240. (1 + 0,1)% = 2710,40,
se alcanza el equilibrio. El valor en p de los capitales entregados por el prestamista y por el
prestatario, coincidiran.

Tratemos de plantear este tipo de problemas de manera general.
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Supongamos una operacidn genérica, pactada con la ley F(z) y el punto de comparacién p. Nos
planteamos interrumpir la operacidén en un momento intermedio, que llamamos 7 (se lee tau).
Para ver si la operacidn esta equilibrada en ese momento, tenemos que comparar el valor en p
de los capitales entregados hasta el momento por el prestamista y el prestatario. Para facilitar
la explicacidn, les daremos un “nombre”. Sean:

Q1= valor en p de los capitales entregados por el prestamista hasta el momento 1

Q’1=valor en p de los capitales entregados por el prestatario hasta el momento t
Nota: En nuestro ejemplo previo, T = 2022,

Q,=6000. (1 + 0,1)*=8.784,60 Q’y= 5000.(1 + 0,1)3+ 4000.(1 + 0,1)%2 ==11.495

Si, en un momento de una operacién ocurriera que Q;= Q’;, entonces la operacién estaria
equilibrada y el saldo seria cero.

La situacion mas frecuente es que Q> Q’; El prestamista ha entregado capitales que tienen
mayor valor en p que los entregados por el prestatario. Para equilibrar la operacion en 1, el
prestatario tendria que entregar el saldo, que queremos determinar.

Representaremos el saldo como S;.

El valor en p del saldo serd el resultado de multiplicarlo por la ley correspondiente, hasta el
. —t;, si F es ley financiera de capitalizacién
momento p fijado: S;. F(z;), donde z, = {p v vf ) ) P
t; — p,si F es una ley financiera de descuento
Si Q1> Q’; el prestatario tendra que entregar la cantidad S, cuyo valor en p, consiga el equilibrio:

St F(z;) = Q1- Q’1, de donde despejamos el valor del saldo, S;.

Cuando ocurre que Q4< Q’;. El prestamista ha entregado capitales que tienen menor valor en p
que los entregados por el prestatario. Para equilibrar la operacién en 1, el prestamista tendria
que entregar el saldo, que queremos determinar. En este caso, menos frecuente que el anterior,
el saldo se determina del mismo modo:

S;.F(z;) = Q- Q’1, de donde despejamos el valor del saldo, S;.
Pero, en este caso, tendra signo negativo.

De hecho, en la practica, no se comprueba si es mayor Q;0 Q’;. Directamente, se calcula el saldo
y, dependiendo de su signo se sabe si la cantidad tiene que ser entregada por el prestatario a
favor de prestamista (en caso de que sea positivo) o debe ser entregada por el prestamista a
favor del prestatario (en caso de que sea negativo).

Si hubiésemos trabajado de esta manera en nuestro ejemplo para calcular el saldo S¢55,
planteariamos la ecuacion:

Sy022- (1 + 0,1)% = 6000. (1 + 0,1)* -[5000. (1 + 0,1)3 + 4000. (1 + 0,1)2], de dénde

52022= - 2.240€

52



MATEMATICAS FINANCIERAS. Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

Lo que significa que, para alcanzar el equilibrio financiero en 2022, el prestamista tendria que
entregar al prestatario la cantidad de 2.240€.

El método presentado para la obtencidn del saldo se denomina método retrospectivo de calculo
del saldo, puesto que se apoya en los capitales de la operacidn ya entregados:

S;.F(z;) = Q1- Q'1, de donde despejamos el valor del saldo, S,

Este nombre hace sospechar que exista, al menos, un método mas. Asi sera, y el nuevo método
se apoyara en la informacién de los capitales de la operacién todavia no entregados.

Para presentar este nuevo método, presentamos nueva notacion. Sean:
Q,=valor en p de los capitales a entregar por el prestamista a partir del momento T
Q’,=valor en p de los capitales a entregar por el prestatario a partir del momento t

Obsérvese que, con esta nueva notacién podriamos escribir la ecuacién de equivalencia
financiera, con la que se establece el equilibrio de la operaciéon completa, necesario para que la
operacion exista, del siguiente modo:

Q:1+Q2:=Q'1+0Q";

Nos indica que el valor en p de todos los capitales de la prestacion (los que vencen hasta ty los
que vencen después de 1) debe coincidir con el valor en p de todos los capitales de la
contraprestacion.

Reorganizando los términos de esta igualdad, podemos escribir:

Q1-Q1 =Q2-Q;
En el primer miembro observamos el desequilibrio de valor en p que se produce al interrumpir
la operacidn en el momento t, medido haciendo uso de la informacion de los capitales de la
operacion que se entregan hasta el momento 1. El segundo miembro da el mismo valor, luego

es también este desequilibrio, medido haciendo uso de la informacién de los capitales de la
operacidn que se entregan a partir del momento T.

Notese que ahora hay que restar el valor en p de los capitales de la contraprestacién que vencen
a partir del momento T menos el valor en p de los capitales de la prestacidn que vencen a partir

del momento 1. Asi el desequilibrio serd idéntico, tanto en valor absoluto, como en signo. Puede

ayudar a entenderlo representar el valor en p de los capitales en forma de barra.

valor en p de los capitales de
la prestacion 0 Q2

valor en p de los capitales de , ,
., Q Q-
la contraprestacion

Obsérvese como la zona sombreada, que representa el valor en p del saldo, puede obtenerse
como @, - Q1 o biencomo Q’,- Q,.
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El cdlculo del saldo midiendo el desequilibrio con los capitales futuros, se denomina método
prospectivo de cdlculo del saldo:

S;.F(z;) = Q’;- Q,, de donde despejamos el valor del saldo, S,

Si calculamos, ahora por este método, el saldo S,,,, en nuestro ejemplo, tendriamos que Q°, =
4989,60y Q, = 7700

S2022- (1 +0,1)% =4989,60 - 7000. (1 + 0,1), de dénde S,(,,=- 2.240€.

Obviamente, el resultado es el mismo que el obtenido por el método retrospectivo, ya que son
dos formas diferentes de obtener la misma magnitud.

Presentados los dos métodos fundamentales de obtencién del saldo, vamos a explicar en qué
consiste calcular un saldo por la derecha o por la izquierda. Esta diferenciacion se presenta
cuando algun capital vence justo en el momento en el que estamos calculando el saldo. En
nuestro ejemplo, ocurria asi, y hemos calculado el saldo después de que se haya entregado el
capital. Se dice, entonces, que se ha calculado el saldo por la derecha y se representa con un
superindice con el signo +:

S3022=-2.240€.

Un problema diferente habria sido calcular el saldo, también en 2022, pero justo antes de que
se entregase el capital de 4000€. Diriamos que estamos calculando el saldo en 2022 por la
izquierda y lo representariamos por S5,5-

6.000 7.000
2020 2021 2022 2023 2024
5.000 E.OOO 4.989,60
I I I I
2020 2021 2022 2023 2024

A continuacidn, lo obtenemos por el método retrospectivo:

S3022- (1 + 0,1)% = 6000. (1 + 0,1)* —5000. (1 + 0,1)3, de dénde Siy,, = 1.760€

Por el método prospectivo:

S5022- (1 4+ 0,1)% =4989,60 + 4000. (1 + 0,1)2-7000.(1 + 0,1), de dénde Sjy,, = 1.760€
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Hay un tercer método para obtener el saldo financiero de una operacién, que se denomina
método recurrente y se puede aplicar cuando conocemos el saldo financiero en algin momento
anterior.

Comenzaremos por ver la ldgica del método recurrente a partir de nuestro ejemplo v,
posteriormente, generalizaremos.

Supongamos que queremos determinar el saldo de la operacion en 2023 por la derecha

6.000 7.000
2020 2021 2022 2023 2024
5.000 4.000 4.989,60
I I ! I
2020 2021 2022 2023 2024

Vamos a plantear su obtencién por el método retrospectivo:
S123- (1 4+ 0,1) =6000. (1 + 0,1)* + 7000(1 + 0,1) - [5000. (1 + 0,1)3 + 4000. (1 + 0,1)?]

De dénde bastaria despejar S3,3

Comparemos esta expresion con la del calculo del saldo en 2022, también por el método
retrospectivo.

S22 (14 0,1)% =6000. (1 + 0,1)* -[5000. (1 + 0,1)3 + 4000.(1 + 0,1)?]

Si comparamos los segundos miembros de las dos ecuaciones, la Unica diferencia esta en el
término 7000(1 + 0,1). Este término se corresponde con el Unico capital que se ha entregado
entre 2022 y 2023.

Efectivamente, todos los términos asociados a capitales entregados hasta 2022 estan recogidos
en el segundo miembro de la segunda ecuacidn. Por lo tanto, podriamos escribir:

Sti23- (1 4+ 0,1) = SHy,,. (1 +0,1)2 +7000(1 + 0,1)

SFo23-(1+0,1) =-2.240. (1 + 0,1)% +7000(1 + 0,1), de donde SFy,; =4.536 €
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Obsérvese que el término +7000(1 + 0,1) aparece sumando porque el capital (7000 , 2023)
pertenece a la prestacion. Si hubiera habido algun capital en la contraprestacién entre 2022 y
2023, en la ecuacidn del método recurrente se habria restado su valor en p.

Es importante resaltar que el método recurrente se aplica siempre para determinar el saldo a
partir de un saldo conocido en un momento anterior. Nunca se toma como dato el saldo en un
momento posterior. Quiza, porque lo normal es conocer primero aquello que ocurre antes.

A continuacidn, escribiremos el planteamiento del método de manera general y literaria. En
otras fuentes puede encontrarse con una mayor formalizacién matematica.

Dada una operacion financiera, pactada con la ley F(z) y el punto de comparacion p. El
médodo recurrente permite determinar el saldo financiero en un momento intermedio, 7, a
partir del saldo conocido en algtin momento anterior t'< 1, del siguiente modo:

Valor en p del saldo en t = valor en p del saldo ent” +
+ valor en p de los capitales de la prestacion que vencen entre los momentos t'y T —

— valor en p de los capitales de la contraprestacion que vencen entre los momentos t'y t.

Recuérdese que el valor en p del saldo en T es:

p — t;, si F es ley financiera de capitalizacion

St F(z), donde z; = {tT —p,si F es una ley financiera de descuento

Y el valor en p del saldo en T es:

p — ty,Si F es ley financiera de capitalizaciéon

Sv.F(zy), donde z;- = {tr' — p, si F es una ley financiera de descuento

De la expresion anterior, se despejaria el valor del saldo buscado S;.
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La valoracion de rentas en matematicas financieras no aporta conceptos nuevos desde el punto
de vista conceptual. Aporta una mayor eficiencia al descontar o capitalizar varios capitales, ya
que, en lugar de sumar los valores proyectados uno a uno, se utilizan procedimientos que
permitan sumar de un modo mas répido.

En los casos que estudiaremos, el Unico procedimiento de matematicas que necesitaremos
conocer la expresiéon de la suma de los términos de una progresidon geométrica.

Decimos que una sucesion forma una progresion geométrica cuando, cada término es igual al
anterior multiplicado por un nimero (siempre el mismo). Este nimero se denomina razén de la
progresion.

Un ejemplo de términos progresién geométrica seria la siguiente:
10, 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280

La razén de la progresion seria 2.

Podemos sumar estos numeros como lo hacemos habitualmente:
10+20+40+80+ 160+ 320+ 640 + 1280

Pero, se puede demostrar (demostracién sencilla y facil de encontrar) que la suma puede
obtenerse del siguiente modo:

Primer término—ultimo término X razom

Suma de términos de una progresion geométrica = PE——

La suma que hemos planteado como ejemplo seria:

10-1280 X 2
1-2

Dependiendo del caso, puede resultarnos mas eficiente sumar directamente o utilizando esta

expresion. Si tenemos muchos sumandos, suele compensar utilizar la expresion de la suma como

progresion geométrica.

Se denomina renta a una coleccion de capitales asociados a un conjunto de periodos de tiempo
consecutivos, de manera que, a cada periodo corresponde un Unico capital. Por lo tanto, el
numero de periodos (duracion de la renta) y el nUmero de capitales de una renta siempre
coinciden.
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Un ejemplo de renta serian los pagos mensuales que debe entregar una persona para devolver
su préstamo hipotecario. Otro ejemplo serian los pagos por alquiler que se entregan a lo largo
de un aio.

Los capitales de la renta suelen denominarse términos de la renta.

Sélo trabajaremos con rentas en las cuales los periodos tienen la misma duracién entre si. En el
desarrollo tedrico supondremos que los periodos son afios. Sobre ejercicios, generalizaremos al
€aso en que sean meses, semestres...

Hay dos momentos importantes en la renta:

- Elorigen es el extremo inicial del primer periodo
- Elfinal es el extremo final del ultimo periodo

Cuando hablamos de valoracion de rentas, nos referimos al calculo del valor de todos los
capitales que forman la renta en un momento del tiempo.

- Sivaloramos en el origen, se habla de valor actual de la renta inmediata
(yo me imagino situado en el origen, haciendo la valoracidn, y la renta empieza ya)
- Sivaloramos en el final, se habla de valor final de la renta inmediata
(yo me imagino situado en el final, haciendo la valoracion, y la renta acaba de terminar)
- Sivaloramos antes del origen, se habla de valor actual de la renta diferida
(yo me imagino situado antes del origen, haciendo la valoracién, y la renta empieza empezara
dentro de un tiempo)
- Sivaloramos después del final, se habla de valor final de una renta anticipada
(yo me imagino situado después del final, haciendo la valoracién, y la renta terminé
hace un tiempo)

Las rentas pueden clasificarse segin multiples criterios. Si todos los capitales que forman la
renta tienen la misma cuantia, se habla de rentas constantes y, en caso contrario, rentas
variables. Si los capitales se entregan al final de cada periodo, se dice que la renta es pospagable,
mientras que, si se entregan al principio de cada periodo, se dice que la renta es prepagable.
Hasta ahora, estamos suponiendo que las rentas tienen un origen y un final, esto es, estamos
pensando en rentas temporales; pero hay rentas que nunca terminan y se denominan perpetuas.

A continuacidon, vamos a obtener el valor de distintos tipos de rentas.

Comenzaremos por la valoracion de rentas constantes. El caso mas importante es el primero,
porque a partir de él se desarrollan todos los demds. Proyectaremos los capitales con leyes
compuestas (capitalizacién, cuando proyectamos hacia el futuro y descuento, cuando
proyectamos hacia el pasado). Puesto que supondremos que los periodos son afios,
trabajaremos con un tanto anual que representamos pori.
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Se dice que una renta es unitaria cuando todos los capitales tienen cuantia igual a 1.

Obsérvese que, al ser la renta pospagable, el origen no coincide con el vencimiento del primer
capital de la renta.

El origen de la renta es el momento t=0, ya que se ha definido como el extremo inicial del primer
periodo, mientras que, por tratarse de una renta pospagable, el primer capital se entrega al final
del primer periodo, esto es en t=1.

Queremos el valor en el origen, esto es en t=0.

Este valor (valor actual de una renta inmediata pospagable unitaria de n periodos, valorada al
tanto i) se representa por a,;.

Podemos obtener el valor descontado todos los capitales hasta t=0 y sumando estos valores
descontados.

= (L + D)7+ A4+D72+ A+ D3+..+ A+D) ™D+ 1+

Si observamos esta suma, podemos comprobar que se trata de la suma de los términos de una
progresion geométrica de razén (1 +i)™%, lo que nos permite el procedimiento “rapido” que
presentamos en el primer apartado:

Primer término—ultimo término X razon

Suma de términos de una progresion geométrica =

1-razom
Sustituimos:
Primer término de la suma = (1 + i)~}
Ultimo término de la suma= (1 + i)™
Razéon=(1+1i)7?!
Por tanto:

_ @)™ -+t a4t
nli~ 1- (1+i)~1
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Para simplificar esta expresion, y que quede mas sencilla, multiplicamos el numerador y el
denominador por (1+i), sabiendo que su valor no cambia:

[+ - ()T A+ T+
Anli= [1- (14D~ 11(1+D)

Y, operando, llegamos a la expresidn mas utilizada en la valoracién de rentas:

_ 1=+

anli= i

La novedad respecto del caso anterior es que los capitales no tienen por qué tomar valor igual
a la unidad.

De nuevo, queremos el valor en el origen, esto es en t=0, y podemos obtener el valor descontado
todos los capitales hasta t=0 y sumando estos valores descontados.

CA+D) T+ C.A+D)2+C.A+D 3+ +C.A+D) ™ DycQ+D)™ =
(sacando factor comun de C)

=C.JA+D7+ A+D72+ A+D2 + o+ A+D ™D + 1+

Observamos que, dentro del corchete, ha quedado el valor actual del caso a) por lo que el valor
actual de una renta inmediata pospagable de cuantia constante C, de n periodos, valorada al
tanto i, quedaria:

1- (1+i)™™
i

C.an]i= C
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A partir de este punto, dentro de las rentas constantes, sélo vamos a estudiar las rentas unitarias.
Cuando una renta constante no sea unitaria y sus términos tengan cuantia C, como ocurria en
el caso b), el valor de la renta siempre podra obtenerse multiplicando esta cuantia C por el valor
de la renta unitaria. Podria demostrarse caso por caso, pero no vamos a hacerlo. Es sencillo ver
gue siempre se cumpliria. Por esta razén, ya no plantearemos mas casos de rentas constantes
no unitarias.

Situados en el caso c), el cambio respecto del caso a) es que ahora la renta que valoramos es
prepagable:

1
| | |
0

I}

Al entregarse los capitales al comienzo de cada periodo, ahora el origen si coincide con el
vencimiento del primer capital, pero ahora el final no coincide con el vencimiento del dltimo
capital.

Vamos a determinar el valor en el origen, por lo que, en este caso, vamos a determinar el valor
en el momento en el que se entrega el primer capital. Obsérvese que en el caso a) no era asi.

En la notacién estandar de las rentas, el hecho de que una renta sea prepagable se representa
con una diéresis. Por tanto, la notacion para el valor actual de esta renta serd: d;.

Como en todos los casos, podemos obtener el valor descontado todos los capitales hasta t=0y
sumando estos valores descontados.

=1+ (L+ DT+ A+ D2+ A+ D3 ++ (L4~

Obsérvese que la igualdad anterior es igual que la que se escribe a continuacion:

o= A+ D JA+D7T+ A+D2+ A+D3 4+ o+ A+D™Y + 1+D)™

Efectivamente, se puede comprobar que:
A+d.a+d)t=1
A+D.A+D2=0Q+i)*
Y asi, sucesivamente, hasta
A4+D.A+D)""=0Q4+D)™ =14+ "D

En la expresion recuadrada, podemos observar que, dentro del corchete, ha quedado el valor
actual del caso a) por lo que el valor actual de una renta inmediata prepagable unitaria, de n
afios, valorada al tanto i, quedaria:

dn]i= 1 +9). anli
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Hemos obtenido que el valor de la renta prepagable se obtenga multiplicando el valor de la renta
analoga pospagable por uno mas el tanto.

Entendemos por renta analoga pospagable la que tiene todas las caracteristicas iguales, salvo el
caracter de pospagable.

Respecto de este resultado que acabamos de obtener, vamos a hacer unas cuantas
observaciones:

Observacion primera:

La primera es que el hecho de que se generaliza a todos los casos. Nosotros lo hemos
demostrado para el caso del valor actual de una renta inmediata temporal, pero se verifica
también para valores finales, rentas que no sean inmediatas y rentas perpetuas. No lo vamos a
demostrar para todos los casos, por ser practicos, pero es muy sencillo hacer estas
demostraciones.

Esta primera observacion puede producirnos cierta satisfaccién si pensamos en sus
implicaciones. Al contemplar el esquema del tema de valoracién de rentas y fijarnos en el arbol
del apartado 4.2 que queremos completar, podemos afirmar que nuestra tarea ha quedado
reducida a la mitad. El valor de las rentas en todas las ramas que corresponden a prepagables
se obtendrd siempre de manera sencilla a partir de la rama que corresponde a la pospagable.
Basta multiplicar por uno mas el tanto.

Observacion segunda:

En nuestro desarrollo tedrico estamos trabajando con rentas anuales, pero en la practica
generalizaremos al caso de que los periodos no sean afnos. Bastara sustituir el tanto anual por el
del periodo que corresponda. Si quisiéramos obtener el valor actual de una renta inmediata
prepagable unitaria de 120 meses, nos apoyariamos en la relacion:

G1200i,,= (1 + 112)- 1203y,

Es muy importante recordar que no es lo mismo una renta de 120 meses, en la que la cuantia se
entrega una vez al mes, que una renta de 10 afios, en la que la cuantia se entrega una vez al afio.

Observacion tercera:

Podriamos sustituir a,); por su expresion y operar, para obtener una nueva expresion de
valoracion de rentas para el caso de que la renta sea prepagable, pero no lo hacemos. Nuestro
objetivo va a ser reconducir todos los casos que podamos al caso que consideramos basico, que
es nuestro caso a). Queremos ser rapidos valorando rentas y esto se consigue recordando el
caso basico y un par de reglas para obtener el resto de los casos a partir de él.
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La diferencia respecto de nuestro caso bdsico ahora es que la renta dura para siempre.

Para un ejemplo de una situacion real, se puede ver el ejercicio primero del tema. (Una persona
desea instituir un premio cultural de periodicidad anual que se desea pagar siempre, en el
futuro...). En el ejemplo, la renta es perpetua de cuantia constante, pero no unitaria.

Recordamos que, como se indicaba al comienzo del apartado c), dentro de las rentas constantes,
s6lo vamos a estudiar las rentas unitarias porque, cuando una renta constante no es unitaria y
sus términos tienen cuantia C, el valor de la renta podra obtenerse multiplicando esta cuantia C
por el valor de la renta unitaria.

Como no podemos representar por completo algo que no termina, utilizamos unos puntos
suspensivos para indicar que la renta continuaria periodo tras periodo:

0

i}

Queremos determinar el valor en el origen. Recordamos que, al tratarse de una renta

=
N
w

pospagable, no coincide con el vencimiento del primer capital.

La notacién coincide con la del caso basico, salvo en la duracién, que sustituiremos por el
simbolo de infinito: ;.

El valor de una renta perpetua se obtiene como el limite cuando n tiende a infinito del valor de
la renta analoga temporal. Entendemos por renta andloga temporal la que tiene todas las
caracteristicas iguales, salvo el caracter de temporal.

. . 1-Q+)™"
()i = lim ay)= lim ———
n—oo n—-oo L

Puesto que lim (1 + i)™™ =0, el valor actual de la renta perpetua inmediata pospagable queda:

n—oo

1
am]i = ?

Como en los casos anteriores, se ha supuesto que los periodos son afios. En caso de que no fuera
asi, habria que trabajar con el tanto que correspondiera:

Donde m=12, si los capitales se entregaran mensualmente, m=2, si fueran semestrales, etc.
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La representacion de la renta en un eje temporal en este caso quedaria asi:

1 1 1

1
|
0

I}

Queremos determinar el valor en el origen. Como siempre ocurre en las rentas prepagables, el
origen coincide con el vencimiento del primer capital de la renta.

La notacién coincidiria con la del caso anterior, salvo en que incluiriamos la diéresis que nos
indica que la renta es prepagable: dq;.

Podriamos obtener el valor de d.y; calculando el limite, cuando n tiende a infinito de dy);, o
bien aplicar el principio de que el valor de una renta prepagable se puede obtener multiplicando
el valor de la renta andloga pospagable por uno mas el tanto. Por cualquiera de los dos caminos,
llegariamos al resultado:

. _(14D)
Aooli="—— Para el caso de que la renta fuera anual

.. (A+im) L . ~
doo1y. = —2=, para el caso de que la renta se pagase cada m-ésimo de afio
]lm lm

Si observamos el esquema del tema, podemos comprobar que, con este caso hemos terminado
de obtener los valores actuales de las rentas inmediatas. Esto es, hemos aprendido a calcular el
valor de las rentas en el origen. A partir de ahora, tendremos que calcular el valor de las rentas
en otros momentos del tiempo.

Comenzaremos por calcular el valor de la renta en un momento anterior al origen. Esto es,
estaremos situados antes de que comience a devengarse y, por eso se dice que esta diferida
respecto de nosotros.

A continuacion, calcularemos el valor final de las rentas inmediatas. Esto es, calcularemos el
valor en el final de la renta. Obsérvese que, en las rentas pospagables, el final coincidird con el
vencimiento del ultimo capital, pero no ocurrira asi con las prepagables.

Por ultimo, habra que calcular el valor de la renta en un momento posterior al final, lo que
significa que nos situamos después de que la renta haya finalizado, por lo que se dice que la
renta estd anticipada respecto de nosotros.
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Tomemos como referencia el esquema de nuestro caso bdasico:

1 1 1 1 1

0 1 2 3 n-1 n

]

Ahora queremos el valor de esta misma renta, pero en un momento del tiempo anterior, por lo
gue tenemos que prolongar el eje temporal. Imaginemos, por ejemplo, que queremos el valor
de la renta dos periodos antes del origen, en cuyo caso diremos que la renta esta diferida dos
periodos. El esquema seria el siguiente:

Por comodidad, hasta el momento, siempre hemos llamado al origen t=0, pero esto no es
necesario. La renta seria idéntica si lamasemos t=0, por ejemplo, al momento en que valoramos
la renta:

0 1 2 3 4 5 n+1 n+2

Puesto que estamos trabajando con una renta pospagable, el origen siempre es el comienzo del
periodo en el que vence el primer capital o, dicho de otro modo, un periodo antes del
vencimiento del primer capital. Y queremos obtener el valor dos periodos antes. Es importante
observar que prolongar el eje temporal no aumenta la duracién de la renta. Sélo aumenta la
duracion de la renta si aumentamos el nimero de capitales.

Para indicar que la renta esta diferida dos periodos escribimos 2/ delante de la notacion que
corresponda al valor en el origen: 2/ay,;.

Una vez mas, podemos obtener el valor descontado todos los capitales hasta el momento en el
que queremos valorar y sumando estos valores descontados.

2/api= A+D73+ A+ + L+ S+ + 140"+

Obsérvese que la igualdad anterior es igual que la que se escribe a continuacion:

2/an;i= A+D2[A+D7T+ A+D2+ A+D3 + .. + A+D™"]

En la expresion recuadrada, podemos observar que, dentro del corchete, ha quedado el valor
actual del caso a) por lo que el valor actual de una renta pospagable unitaria, de n afios, diferida
dos afios y valorada al tanto i, quedaria:

Z/Cln]i = (1 + i)_z.an]i
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Este resultado puede generalizarse a un nimero cualquiera de afios de diferimiento. El valor
actual de una renta pospagable unitaria, de n afios, diferida d afios y valorada al tanto i, quedaria:

d/an]l- = (1 + i)‘d.an]i

Este resultado admite una interpretacién que debe reconfortarnos porque implica que nuestro
trabajo tedrico con las rentas practicamente ha finalizado. Efectivamente, podemos interpretar
que, si queremos el valor de la renta en un momento anterior al origen, basta encontrar el valor
en el origen y descontarlo hasta el momento adecuado. Puesto que ya sabemos obtener el valor
en el origen de todos los tipos de renta que estudiaremos, si queremos obtener el valor de la
renta diferida correspondiente, bastara descontarlo el nimero de periodos necesario. Operando
de este modo, los siguientes casos resultan triviales:

dfdn; = (140" % dy;

d/aooi = (1 + i)_d- Awoli

i) Determinacidn del valor antes del origen (valor actual de una renta diferida) de una renta
perpetua prepagable unitaria.

d/aoo]l = (1 + i)_d. doo]i

En el desarrollo tedrico, como siempre, hemos supuesto que los periodos son afios, pero si no
fuera asi, tanto d como n tienen que venir expresadas en las mismas unidades y deben ser
coherentes con el tanto al que se valora. Por ejemplo, si queremos encontrar el valor actual de
una renta pospagable que dura 60 meses y esta diferida 12 meses, tendriamos que expresarlo
del siguiente modo:

12/ago, = (1 + i12)_12-a60]i12

Sabemos que (1 +i;,)7 12 = (1 + )7}, siempre quei e i;, sean tantos equivalentes, por lo
gue podriamos calcularlo del siguiente modo:

12/agq)i,, = (1 + Dt A601iy,
IMPORTANTE:

Sin embargo, hay que recordar que agg);,, # as);- No es lo mismo pagar 1 unidad monetaria al
mes durante 5 anos que pagar 1 unidad monetaria al afio durante ese tiempo.
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Se dice que una renta es unitaria cuando todos los capitales tienen cuantia igual a 1.

1
n
Estamos, de nuevo ante la renta de nuestro caso bdsico, pero ahora queremos su valor en el

momento final, esto es en t=n.

Este valor (valor final de una renta inmediata pospagable unitaria de n periodos, valorada al
tanto i) se representa por s,;.

Podemos obtener el valor capitalizando todos los capitales hasta t=n y sumando:
Smi= (L + D"+ A+ 2+ A+D)"3+.+ 1+0D)+ 1

Obsérvese que la igualdad anterior es igual que la que se escribe a continuacion:

sppi= (A+DS[A+DP+ A+D2 4+ A+D3+ o+ A+ Y + 1+

En la expresidn recuadrada, podemos observar que, dentro del corchete, ha quedado el valor
actual del caso a) por lo que el valor final de una renta inmediata pospagable unitaria, de n afios,
valorada al tanto i, quedaria:

Snli= (1 + i)n. Ani

Podemos interpretar este resultado de manera analoga al de las rentas diferidas. Si queremos
el valor de la renta en el final, basta encontrar el valor en el origen y capitalizarlo hasta el final
de la renta. Puesto que ya sabemos obtener el valor en el origen de todos los tipos de renta que
estudiaremos, si queremos obtener el valor final de la renta correspondiente, bastara
capitalizarlo n periodos. Operando de este modo, el siguiente caso resulta trivial.

Siempre puede sustituirse a,); por su valor y operar, con lo que se obtiene una expresion para
el valor final. A continuacion, se presenta el resultado para este caso, pero no es necesario
memorizarlo:
PHn 1-(1+D)™™ _ (1+)"-1

. i o i

Snli= (1 + l)n anli= (1 +
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§n]i= (1 + i)n. dn]i

Tras todos los casos estudiados, podemos intuir que basta obtener el valor de la renta en un
momento cualquiera y proyectarlo hasta el punto en el que deseamos tener ese valor.

Si la renta estuviera anticipada, por ejemplo, dos periodos, el esquema seria el siguiente:

1 1 1 1 1

0 1 2 3 n-1 n n+l n+2

]

Para indicar que la renta esta anticipada dos periodos escribimos 2/ delante de la notacién que
corresponda al valor en el final: 2/sy;.

Dado lo repetitivo que resulta respecto de los casos anteriores, no desarrollamos los célculos,
confiando en que se intuya facilmente el resultado siguiente:

2/spi = (L + D% sp= (1 + D)™ D apy

Este resultado puede generalizarse a un niumero cualquiera de afios de anticipacidn. El valor
final de una renta pospagable unitaria, de n afios, anticipada k afios y valorada al tanto i,
quedaria:

k/sn]i = (1 + l:)k.Sn]i = (1 + i)(n+k). an]i
Todas las generalizaciones y comentarios explicados en los casos anteriores son aplicables a este.

El ultimo caso que aparece en el esquema es el que difiere de este sélo en que la renta es
prepagable, que se presenta a continuacion. En el esquema de valores finales, obviamente, no
hay rentas perpetuas, puesto que no tienen final.

k/$mi = 1+ DF.5 = @+ D0 6,

Estas notas informales deben complementarse con el resto de materiales del curso, la indicaciéon
de tareas a realizar y la resolucién de dudas por parte de los profesores. Siempre seria un buen
apoyo un libro de texto.
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Antes de leer estas notas conviene tener claro cdmo modelizaria un conjunto de capitales que
crecen a una tasa constante acumulativa y preguntarse uno mismo si tiene sentido estudiar
rentas con términos variables en progresiéon geométrica.

Puede ser interesante también tratar de representar como una renta los dividendos esperados
de la empresa del siguiente ejercicio: Cierta empresa, ya consolidada, del sector de la
electricidad anuncia un pago de dividendo para el préoximo afio de 15 céntimos por accion. Se
espera que los dividendos de la empresa crezcan en el futuro al 0,5% anual a perpetuidad.

Efectivamente, es frecuente que en las operaciones financieras y en los problemas de valoracién
financiera aparezcan rentas con términos crecientes en progresién geométrica. Por esa razén
las estudiamos. Seguiremos un esquema analogo y una forma de trabajar con los que ya estamos
familiarizados tras el estudio de la valoracién de rentas constantes. El cambio es que ahora los
términos no tienen la misma cuantia entre si. Denominaremos C a la cuantia del primer capital
y q a larazén de la progresidon geométrica. Podemos pararnos a pensar cual seria el valor de Cy
el valor de g en el ejercicio cuyos datos tenemos en el parrafo anterior.

Comenzamos por representar la renta sobre un eje temporal.

¢ Cq 7’ e Cq™? Cq™Y
0 1 2 3 n-1 n

i}

Recuérdese que, al ser la renta pospagable, el origen no coincide con el vencimiento del primer
capital de la renta. Queremos el valor en el origen, esto es en t=0.

Este valor (valor actual de una renta inmediata pospagable con término variables en progresion
geométrica, donde el primer término toma valor C y la razén toma valor g, de n periodos,
valorada al tanto i) se representa por A(C; q) ;-

Podemos obtener el valor descontado todos los capitales hasta t=0 y sumando estos valores
descontados.

A Q= CA+D)™ + Cql+ D)2+ Ca?(A+ D) B +.+ Cq D (A +D)™

Si observamos esta suma, podemos comprobar que los valores descontados de los términos
forman una nueva progresién geométrica de razéon q (1+i)~!, lo que nos permite el
procedimiento “rdpido” que presentamos en el primer apartado:

Primer término—ultimo término X razén

Suma de términos de una progresion geométrica = PE—
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Sustituimos:

Primer término de lasuma=C(1 +i)~?!
Ultimo término de la suma= Cq™~V (1 + i)™
Razén=q(1 + i)~ !

C(1+)" 1= cqV(1+i)" q(1+i)~?!
1-q(1+i)~1

Por tanto: AC; Qnyi =

Sacando factor comun de Cy operando en el numerador, podemos escribir:

A+ t-qg"@+D)™A+0?
1-—q(1+0)1

A(C; q)n]i =C
Para simplificar esta expresion, y que quede mas sencilla, multiplicamos el numerador y el
denominador por (1+i), sabiendo que su valor no cambia:

[(1+D)71— g™ (1+) ™™ (1+) 1] (1+1)
[1- q(1+D)~1](1+1D)

A(C; Q)n]l: C
De donde llegamos a la forma que se utiliza habitualmente:

o _( 4\
1-q"(A+i)™" C 1 ( 1+i)
1+i—q 1+i—q

A(C; Q)n]i =C

Tenemos dos observaciones importantes, respecto de esta formula:

La primera es que en el caso particular de g = 1, se obtiene la expresién del valor actual de una
renta inmediata pospagable, de cuantia constante. Obsérvese que el resultado es razonable, ya
que si g = 1, los términos no varian.

La segunda observacion es que en el caso particular de que g = 1 + i, la expresién anterior no
tiene sentido, puesto que se anularia el denominador. Se hace necesario, por tanto, analizar
este caso. Para ello, volvemos a la expresién inicial en que teniamos todos los términos
descontados:

A Qui=CA+ D)™+ Cq(L+ )72+ Cq?(A+ D)3 +.+ Cq D (1 +D)™

Y calculamos su valor para este caso particular. Esto es, hacemos g =1 + i
ACq=1+Dpy=CA+ D) +CA+ DA+ ) 2+CA + D*(A + ) 3+.+

+HCA+ D VA +D)™=CA+ ) +CA+ ) HCA+D) T+t CA+D P =nC@A+ )

Por lo tanto, el valor actual de una renta inmediata pospagable con términos en progresion
geométrica tiene dos expresiones diferentes dependiendo de si la razén de la progresién
formada por los términos coincide o no con 1 + i. Resumimos a continuacion:

- (54)

1+i—q

Sig#1+i, A(C;q)ni=C

Sig=1+1i, A(C;@)ppi=nCA+ D!
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Cq Ccq? Cq™Y

C
0
Como en la valoracidn de rentas constantes, el hecho de que la renta sea prepagable se indica

con una diéresis, por lo que la notacién para el valor actual de esta renta sera: A(C; q)n]i.

Como en todos los casos, podemos obtener el valor descontado todos los capitales hasta t=0y
sumando estos valores descontados.

AC; Oppi=C+Cq(L+ )71+ Cq*(A+ D72 +..+Cq™D (1 +)~(D

Obsérvese que la igualdad anterior es igual que la que se escribe a continuacion:

ACQDm=A+D.[CA+DT+ Cgl+ D2+ Ca?A+ D3+ . +Cq™ D A+ D)™

En la expresion recuadrada, podemos observar que, dentro del corchete, ha quedado el valor
actual del caso pospagable por lo que confirmamos que, en las rentas con términos variables en
progresion geométrica se sigue verificando la relacién entre valor de rentas prepagables y
pospagables que obtuvimos en las rentas constantes.

A Oy = 1+ D) AC; Qi

La expresion que se debe utilizar para A(C; q),); dependerd desiq =1+ iobieng # 1 +i.

Al igual que en las rentas constante, esta relacidn se generaliza a todos los casos.

Si las rentas no fueran anuales, habria que trabajar con los tantos referidos al periodo
correspondiente:

A(CF Q)n]im = 1+ im) A(C; Q)n]im
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La diferencia respecto de nuestro caso bdsico ahora es que la renta dura para siempre.

Para un ejemplo de una situacion real, se puede pensar la empresa del ejercicio 4.5: Cierta
empresa, ya consolidada, del sector de la electricidad anuncia un pago de dividendo para el
proximo afio de 15 céntimos por accion. Se espera que los dividendos de la empresa crezcan en
el futuro al 0,5% anual a perpetuidad.

Como no podemos representar por completo algo que no termina, utilizamos unos puntos
suspensivos para indicar que la renta continuaria periodo tras periodo:

C Cqg Cq?

0 1 2 3

I}

Queremos determinar el valor en el origen.

La notacién coincide con la del caso basico, salvo en la duracién, que sustituiremos por el
simbolo de infinito: A(C; q) oo;-

El valor de una renta perpetua se obtiene como el limite cuando n tiende a infinito del valor de
la renta andloga temporal. Pero, en este caso, la renta temporal tiene dos expresiones diferentes
dependiendo de si la razén de la progresidn formada por los términos coincide o no con 1 + i.

Comenzamos con el caso mas concreto. Veamos qué ocurre siq = 1 + i
AC;q =14 )y = limA(C;q = 1+ i)py= lim nC (1 +)7*
n—oo n—oo

Observamos que este limite no existe. El valor tiende a oo. Inicialmente, puede llamar la
atencidn la diferencia respecto del caso de las rentas constantes. En ellas, era posible depositar
una cantidad inicial y retirar a perpetuidad capitales constantes al final de cada periodo, aunque
inicialmente pudiera sorprender que fuera asi. Recuérdese el ejercicio 4.1. Lo que no vemos
ahora que no ya es posible es retirar a perpetuidad cantidades que vayan creciendo a una tasa
q =1+ . Laconclusién es que A(C; g = 1 + i)); No existe.

Si hemos comprendido el ultimo parrafo, seguramente seremos capaces de predecir qué
ocurrird si ¢ > 1+1i. Si no es posible, a cambio de una cantidad inicial, retirar a
perpetuidad cantidades que vayan creciendo a una tasaq = 1 + i, con menos razdén sera
posible si las cantidades aumentan a un ritmo alin mas rapido.
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Comprobémoslo:

1- (L)
A(C;q > 1+ Doy = lim A(C;q > 1+ D)= Jim, C —1£§_+;)
q>1+i

n
Si observamos, n s6lo aparece en el término (%) , donde % > 1, puestoque g > 1+ 1.

Por lo cual, sin — oo, (i) — 00,

1+i
n
(L
- (55
14

Por tanto, también tenderd a oo, puesto que el numerador tiende a —oo y el

denominador es negativo.

Luego confirmamos que, tal y como esperdbamos, A(C;q > 1 + i)oo]i no existe.

El Unico caso en el que podria existir el valor de una renta perpetua con términos variables en
progresion geométrica es aquél en el que la razén de la progresion, g, sea menor que 1 + i. Se
trata ahora de obtener el siguiente limite:

1—(-2)"
A(C;q <14+ = limAC;g <1+ i)n]F,li_E{}o C %1:‘3
q<1+i

n
Puesto que ahora g < 1 + i, se verifica que % <1,y el término (%) tiende a cuero
cuandon — oo.

Sialguien tiene dificultad en intuirlo, puede multiplicar 0,5 por si mismo y observar cémo
cada vez va quedando la mitad y se va aproximando mds y mas a cero.

Por lo tanto:

n
ol G) 1
. ; .= i . 4 = |i 1+i) _
A(C;q <1+ D)ooy 7ll_r)roloA(C, q <1+ i)y;=Jim C Trie C g
q<1l+i
La conclusion de este apartado es que el valor actual de una renta pospagable perpetua con
términos variables en progresion geométrica sélo existe si la razén de la progresion, g, es menor

que 1 + i, y en ese caso, el valor es:

1

A(C: 1+ =0 —
(C,q< +l)oo]1 C 1+i—q

Este resultado tiene especial aplicacién en la teoria financiera. El ejercicio 4.5. trata de
acercarnos a esta aplicacion.

Puede comprobarse que la expresidn que se obtuvo para las rentas de cuantia constante es el
caso particular en que g=1. Esto es: A(C = 1;q = 1)p); = apy;.
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Determinacion del valor en el origen (valor actual de una renta inmediata) de una renta
prepagable, perpetua, con términos variables en progresién geométrica:

La representacion de la renta en un eje temporal en este caso quedaria asi:

C Cq Cqg? Cq?

0 1 2 3

I}

La notacién coincidiria con la del caso anterior, salvo en que incluiriamos la diéresis que nos

indica que la renta es prepagable, el valor se obtendria, como siempre, multiplicando el valor de
la renta andloga pospagable por uno mas el tanto.

. ) , ) 1+9
A(C;q<1+l)oo]i:(1+l).A(C,'q<1+l)oo]i:C—1+i_q

Determinacion del valor en momentos diferentes al origen de rentas con términos variables
en progresion geométrica.

Tal y como se estudié en la valoracidn de rentas constantes, basta proyectar el valor desde el

origen hasta el momento en el que se quiere valorar la renta.

d/AC; Qnyi = A+ D)™LAC; @y d/AC Qni = A+ D" LAG Oy

d/AC; Dol = 1+ D™ AC; Qoo d/AC; Qoo = L+ DA Qoo
SC i = A+ DA Qs SCPmi = A+ DAC; Qnyi

K/S(C; Qupi = (1 +D5.5(C; @y K/S(C;ui = (14 DX.8(C; Qi
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En lugar de definir el concepto de renta fraccionada, vamos a pensar si intuimos qué puede
significar. Partimos de una renta determinada. Por ejemplo:

100 120 80

0 1 afio 2 anos 3 anos

Imagina que te pidieran fraccionarla por semestres. ¢ Qué harias? Quiza darias la siguiente renta:

50 50 60 60 40 40

0 1 afio 2 anos 3 anos

¢Y crees que esta renta tiene el mismo valor que la primera?

Bien, pues efectivamente, esto es fraccionar una renta. Pero eso no quiere decir que las dos
rentas tengan el mismo valor.

No tiene el mismo valor entregar (o recibir) 100€ al final de cada afio, que 50€ al final del primer
semestre y 50€ al final del segundo semestre. Esta es la base de todas las matematicas
financieras.

¢Y si pidieran fraccionarla por trimestres? La renta fraccionada por semestres de la renta inicial
seria la siguiente:

25 25 25 25 30 30 30 30 20 20 20 20
| | | | | | | | | | | | |
2 3
0 1 afo anos afnos

El valor de esta renta no coincidiria con el valor de la renta sin fraccionar, ni con el valor de la
renta fraccionada por semestre.

¢Qué vamos a aprender de las rentas fraccionadas?
En primer lugar, aprenderemos qué es fraccionar una renta. Sélo fraccionaremos rentas anuales.

En segundo lugar, aprenderemos que el valor de una renta y de su fraccionada no coinciden,
pero estan relacionados. La relacidén entre una renta fraccionada y la renta sin fraccionar es muy
sencilla y nos va a permitir “rentabilizar” lo que ya hemos aprendido.
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Comenzaremos por indicar cual es esa relacién, cdmo se aplica y en qué casos es util. Finalmente,
se indicard cdmo demostrarla. La relacion es la siguiente:

El valor de una renta fraccionada por m-ésimos de afio = valor de la renta sin fraccionar x

J(m)

Ddonde:
m es la frecuencia de fraccionamiento. Si la renta estd fraccionada por semestres, diremos m=2.
[ es el tanto anual al que estamos valorando

J(m) = mi,, es el tanto nominal anual con frecuencia de fraccionamiento m

éPara qué es util esta relacion? Trataremos de comprenderlo con ayuda de un ejemplo.

Propongamos una renta que se paga trimestralmente, pero aumenta anualmente a una tasa
constante. Puede ser un pago de la empresa por mantenimiento. Durante el primer afo, los
pagos trimestrales son de 500€ y se incrementa anualmente un 1%. El esquema seria el siguiente:

500 500 500 500 500.1,01 500.1,01 500.1,01 500.1,01 500.1,01? 500.1,01%> 500.1,01? 500.1,012

0 1 ano 2 afnos 3 afios

En primer lugar, es importante tener claro que no se trata de una renta con términos variables
en progresion geométrica. Para que lo fuera, todos los términos tendrian que poder obtenerse
como el anterior multiplicado por un nimero (siempre el mismo), al que denominamos razon.

Claramente, esto no se cumple en esta renta. Sélo se multiplica por 1,01 cuando cambia el afio.

Podemos interpretar esta renta como la fraccionada de una renta anual. La renta anual seria:

2000 2000.1,01 2000.1,012

Esta renta no es la que queremos valorar, pero es interesante para nosotros, porque su valor
estd relacionado con la renta cuyo valor buscamos. Y esta renta anual si tiene términos variables
en progresién geométrica, luego podriamos obtener su valor. Su valor en t=0 seria:

A(2000;1,01)3;;

A partir del él, ya podriamos obtener el valor de su renta fraccionada, que seria:

i
A(2000;1,01)3y; —<
@
Si el valor del tanto anual fuera, por ejemplo, el 3%, el valor seria:

1- ( 1.01 )n 0.03
. ot 1+0.03 :
A(2000;1,01)51; 725=2000 T o1 4,

1
, siendo iy, = (14+0,03)2 —1
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Diremos que hemos valorado nuestra renta como fraccionada de una renta con términos
variables en progresion geométrica. En este caso, se utiliza una notacién para la renta que
incluye todos los datos de la renta sin fraccionar y afiade, como superindice entre paréntesis, la
frecuencia de fraccionamiento. Para nuestro ejemplo, quedaria del siguiente modo:

1 0@ — . o

A(2000; 1,01)311. = A(2000;1,01)3; @

El planteamiento general y la demostracién de la obtencién del valor actual de una renta con
términos variables en progresion geométrica fraccionada se facilita en documento aparte.

Es importante resaltar que esta forma de trabajar nos serd util siempre que tengamos rentas
gue tienen términos constantes durante el afio y varian anualmente a un ritmo constante. No
constituyen rentas con términos variables en progresiéon geométrica porque la frecuencia de
entrega de los capitales no coincide con la frecuencia de crecimiento de los capitales. Es
importante no confundirlo con la valoracién de rentas variables en progresion geométrica que
no tienen frecuencia anual. Veamos un ejemplo.

Sea una renta semestral con términos crecientes al 5%. Podriamos representar la renta asi:

1000 1000.1,05 1000.1,05>  1000.1,05*  1000.1,05*  1000.1,05°

0 1 ano 2 anos 3 afnos

Se trata de una renta con términos en progresion geométrica semestral. No es una renta
fraccionada. Su valor en el origen seria:

A(1000; 1,05));,

La diferencia estd en que ahora el ritmo de entrega de los pagos y el ritmo de crecimiento de los
pagos coinciden. En ambos casos es semestral. Podria resultar mas comodo hacer el esquema
marcando el tiempo en semestres, pero esquematizar de un modo otro no es determinante.
Marcando el tiempo en semestres, el esquema quedaria:

1000 1000.1,05  1000.1,052  1000.1,05°  1000.1,05*  1000.1,05°

N
w
N
w
N

0 1 semestre

Para finalizar, podemos comentar que podrian definirse rentas constantes fraccionadas, pero
no lo necesitamos. Al fraccionar una renta constante, queda otra renta constante, que ya
sabemos valorar. La utilidad para nosotros se deriva de que, al fraccionar una renta con términos
variables en progresidn geométrica, la renta que obtenemos no mantiene este patron.
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En la clasificacién de operaciones financieras estudiada al comienzo del curso se distinguia entre
operaciones de inversion, de financiacion y mixtas, en funcién de su objetivo. Este apartado se
centrara en el estudio de operaciones de inversidn en las que se aplica la valoracién de rentas.

La estructura habitual de una inversién es que requiera un desembolso inicial al comienzo vy, a
lolargo de la operacion se generen cobros y pagos. Trabajaremos bajo el supuesto de que, desde
el comienzo se conocen los cobros y pagos que se van a generar. En este caso, se dice que la
inversion se desarrolla en ambiente de certeza. En la realidad, la situacion no suele ser esta, sino
que hay incertidumbre acerca de los pagos y cobros que se generaran. Se dice, entonces, que la
inversién se desarrolla en ambiente de riesgo o en ambiente de incertidumbre. El estudio de
inversiones en ambiente de riesgo o incertidumbre se plantea como generalizacién del caso en
que se desarrollan en ambiente de certeza, que se considera el caso basico. En esta asignatura
se estudiara el caso basico y se generalizara su estudio en asignaturas posteriores.

Al tratar tedricamente las inversiones, no se suele trabajar por separado con las corrientes de
cobros y pagos, sino que, se entiende que, para cada periodo, puede restarse el cobro menos el
pago vy la diferencia se denomina Flujo neto de caja.

Vamos a representar por I el desembolso inicial de unainversion que se desarrolla en ambiente
de certeza y dura n periodos (podemos suponer que son afos para el tratamiento tedrico). Y
representaremos por F;, F,, ..., E, los flujos de caja netos que se generan al final de cada periodo.

El esquema de la operacién de inversion seria el siguiente:

I
;

Fy F; F3 Fnq Ey
(‘) 1 2 3 n—1 n

El tanto medio de rendimiento de esta inversion seria i* tal que:

L=F.A+i)T+F A+ 24+F.Q+i) 34+ +F,_.(1+i)" "D
+E.(1+i")™

Se puede simplificar la notacion, sustituyendo la suma de valores descontados de los flujos de
caja netos por una expresion que indique Valor actual de los flujos descontado al tipo i*:

Iy =VA+(F, F,, ..., F,)
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El tanto medio de rendimiento de una inversion suele conocerse como TIR de la inversion. TIR
se utiliza por tasa interna de rendimiento. El tanto medio de rendimiento o TIR de una inversién
puede tomarse como punto de partida para la toma de diferentes decisiones financieras.

En primer lugar, para ordenar y establecer preferencias entre proyectos. Asi, entre dos
proyectos de inversion, en igualdad de condiciones, sera preferible aquella que tenga una TIR
mayor.

En segundo lugar, para tomar la decisién de si se emprende o no un determinado proyecto. Para
tomar este tipo de decisiones, es necesario haber fijado previamente qué rentabilidad debe
alcanzar un proyecto para que sea aceptable. Esta rentabilidad se denomina rentabilidad exigida,
y la representaremos por i,.

Fijada la rentabilidad exigida, la regla de decisién seria la siguiente:
Sii*>1i,, debemos emprender el proyecto de inversion
Sii*<i,, nodebemos emprender el proyecto de inversidn

Para fijar la rentabilidad exigida para un proyecto se toman en consideracién variables como el
coste de los recursos financieros que se necesitan para emprender el proyecto o las
rentabilidades ofrecidas en los mercados. La determinacidon de la rentabilidad exigida excede del
objetivo de esta asignatura y supondremos siempre que se trata de un dato ya determinado por
la empresa.

Ademas de decidir con un criterio basado en el calculo de la TIR, es posible tomar la decisién
apoyandose en otro concepto, en este caso novedoso, denominado Valor actual neto del
proyecto o VAN. El VAN de un proyecto se define como el valor descontado hasta el momento
actual de todos los cobros menos el valor descontado de todos los pagos.

Continuamos suponiendo que el esquema de la operacion de inversidn es el siguiente:

I,
;

F; F, F; Fn_q E,
(‘J 1 2 3 n—1 n

El Valor actual neto del proyecto quedaria definido del siguiente modo:

VAN= =g+ F.(1+ D) P+ F 1+ )2+ +Fp . A+ ) V4 E . (1+D)™
Y la regla de decision seria la siguiente:

Si VAN > 0, debemos emprender el proyecto de inversion

Si VAN < 0, no debemos emprender el proyecto de inversidn
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Esta regla es muy intuitiva. Tener valor es bueno. Si es positivo, el proyecto merece la pena. Si
es negativo, no debemos seguir adelante con él.

Sin embargo, si reflexionamos, podemos darnos cuenta de que esta regla no es seria. Si no nos
indican con qué tipo de interés tenemos que descontar, podemos conseguir el VAN que
qgueramos.

Obsérvese que, si se descuenta con la TIR, el valor del VAN seria cero.
VAN (descontando al tipo i*) = —Iy + F;. (1 +i*) ™ 1+ F,.(1+i*) 2+ -+ E,.(1+i*)™"=0

De hecho, en algunos textos, se define la TIR como el tipo de interés que anula el VAN. Para
nosotros era mads natural definirlo como tanto medio efectivo, que es un concepto ya conocido.

Ahora, es importante recordar que, como ya se ha comentado en varias ocasiones, si se
descuenta a un tipo mas alto, el valor actual es mas bajo.

Teniendo en cuenta esta relacién, si descontamos a un tipo menor que TIR, el VAN sera positivo
y, si descontamos a un tipo mayor que la TIR, el VAN sera negativo.

VAN (descontando coni < i*)= —Ip+ F;.(1+ ) '+ F.(1+i) 2+ -+E.(1+i)™>0

VAN (descontando coni > i*) = —Iy+ F;.(1+ i) '+ F.(1+) 2+ -+ E.(1+i)™<0

Obsérvese que, tal cual se ha presentado la regla de decision del VAN, permitiria todo tipo de
manipulaciones. Por ejemplo, si tengo interés en que un proyecto poco rentable salga adelante,
lo descuento con un tipo de interés muy bajito y consigo un valor positivo... Esto no seria serio.
Es necesario fijar el tipo al que hay que descontar para determinar el VAN si queremos que sea
util para tomar decisiones de inversion.

Para que el valor del VAN sea util para tomar decisiones de inversién, debe calcularse
descontando los flujos de caja con la rentabilidad exigida, que hemos denominado i,. Entonces
si gqueda bien definida nuestra regla de decision:

Si VAN (descontando al tipo i, ) >0, debemos emprender el proyecto de inversién

Si VAN (descontando al tipo i, ) <0, no debemos emprender el proyecto de inversién

De hecho, podemos comprobar que esta regla nos llevaria a las mismas decisiones que si
hubiéramos utilizado la regla basada en la TIR.

Efectivamente, si VAN (descontando al tipo i, ) >0, esto implica que la rentabilidad exigida
esinferior ala TIR. La rentabilidad del proyecto, medida por la TIR, supera la rentabilidad exigida.
Esto es, i*>i,, y los dos criterios nos invitan a emprender el proyecto de inversion.

En cambio, si VAN (descontando al tipo i, ) <0, esto implica que la rentabilidad exigida es
superior a la TIR. La rentabilidad del proyecto, medida por la TIR, es inferior a la rentabilidad
exigida. Esto es, i*< i,, y los dos criterios nos desaconsejan emprender el proyecto de inversion.
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Un préstamo es un tipo de operacién financiera. Posiblemente, el tipo mds importante. La
definicion mas general de préstamo es las siguiente: se trata de una operacion financiera con
prestacién Unica.

Al capital Unico de la prestaciéon se le denomina capital prestado y a los capitales de la
contraprestacion términos amortizativos.

En este tema no vamos a estudiar todos los préstamos, sino que nos centraremos en préstamos
a largo plazo, pactados con leyes financieras compuestas y, en los cuales la contraprestacion
esta formada por n términos amortizativos (no necesariamente iguales) que se entregan al final
de n periodos de igual duracién. Los préstamos que estudiaremos se ajustaran al esquema
siguiente:

C‘o
0
’ a|1 a‘z a’3 anT a‘n
0 1 2 3 n-1 n

Para el desarrollo tedrico supondremos que los periodos son afios y que el tanto pactado para
la operacién es constante. En los ejercicios practicos generalizaremos al caso de que los periodos
no sean afos y los tantos puedan ser diferentes para los distintos periodos.

Como cualquier operacion financiera, todo préstamo tiene que verificar la ecuacion de
equivalencia financiera con el criterio pactado. Habitualmente se plantea la ecuacidn fijando p
en el momento inicial, por lo que trabajamos con la ley de descuento compuesto. Denominando
i al tanto aplicado, y la ecuacién quedaria escrita del siguiente modo:

Co=a;. A+ +a,,(1+D2+a;. A+ 3+ +a,_1. A1+ ™V 4aqa,A+i)™"

Con esta ecuacion consideramos el préstamo de manera global y tenemos una visién estatica de
la operacion. Ademas, es importante tener una visién dindmica. Esto es, saber describir su
evolucion. La variable mas importante para describir la evolucion de una operacién financiera
es el saldo financiero.
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Un préstamo siempre es una operacion de crédito unilateral. El deudor es siempre el prestatario
y el saldo indica la cantidad que deberia entregar el prestatario para reestablecer el equilibrio
financiero de la operacidn. El saldo financiero de un préstamo se conoce habitualmente como
capital vivo de préstamo en un momento determinado. El estandar es calcularlo siempre por la
derecha, esto es, justo después de haber entregado cada término amortizativo.

Para calcular el capital vivo (saldo financiero) de un préstamo en un momento determinado
pueden utilizarse los tres métodos estudiados en el tema 3: retrospectivo, prospectivo y
recurrente. Al aplicar estos métodos, haremos un par de matizaciones.

En primer lugar, recordamos que, para calcular un saldo, debemos mantener el criterio pactado,
tanto la ley financiera como el punto de valoracidn. Sin embargo, dado que las equivalencias con
leyes compuestas son independientes del punto de valoracién elegido, en el cdlculo de capitales
vivos fijaremos p en el momento en el que se esta calculando el saldo. La razén es que el
resultado es el mismo y el calculo queda mas sencillo. Puesto que el calculo en los préstamos es,
en muchas ocasiones, laborioso, merece la pena esta simplificacion.

La segunda es que, cuando hablamos del método recurrente de obtencién del saldo en un
préstamo, habitualmente no nos referimos al obtenerlo a partir de algiin saldo anterior conocido,
como en el tema 3, sino a partir del saldo inmediatamente anterior.

Sobre el préstamo definido como caso objeto de estudio, vamos a calcular en capital vivo (saldo
financiero por la derecha) en un momento intermedio de la operaciéon T = s, donde s podria
tomar el valor s=0, 1, 2, ..., n. Representaremos el capital vivo por C;.?

Co .
’ |
1
1
0 ooy
1
a; a, as ag—q1 Qg Qg4 an-1 Qn
I I [ |
1

Cdlculo del capital vivo por el método retrospectivo p=s

De acuerdo con este método, el valor en p del saldo es el valor en p de la prestacidén pasada
menos el valor en p de la contraprestacién pasada.

Co=Co.(1+D5—[a;. A+ T4+a, 1+ ?+a;. A+ 3+ +a,_,.(1+10)+ag]

2 Obsérvese que el saldo en el momento inicial, s=0, ser4 el capital prestado, C,. Por otro lado, el saldo en
el momento final s=n, siempre sera C,=0, puesto que, si no fuera asi, el préstamo no habria finalizado.
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Cdlculo del capital vivo por el método prospectivo p=s

De acuerdo con este método, el valor en p del saldo es el valor en p de la contraprestacion futura
menos el valor en p de la prestacién futura.

Cs =1 (1+ D) +ag, A+D24+ - +a, 1. 1+ +q,. (1+i)~

El método prospectivo suele resultar bastante cdmodo para determinar el capital vivo de los
préstamos.

Cdlculo del capital vivo por el método recurrente p=s

Como se ha indicado, en este contexto, entenderemos como método recurrente la obtencidn
del capital vivo (saldo) Cs a partir del capital vivo del periodo inmediatamente anterior, Cy_1,
que se supone conocido.

C,O L

0

‘ a|1 a‘z ‘1‘3 as—li a‘s ias‘+1 an‘—l CTn
o 1 2 3 Sl 5 s+l -l n

De acuerdo con este método, el valor en p del saldo (Cs) es el valor en p del saldo anterior
conocido (Cs_1), mds el valor en p de los capitales de la prestacidon de los capitales de la
prestacion que han vencido desde entonces (entre s — 1 y s) menos el valor en p de los capitales
de la contraprestacion que han vencido desde entonces (entre s — 1y s).

Co=Coq.(1+1) — ag

5.1.4.1. Definicion

En los préstamos se suelen definir unas magnitudes o variables que ayudan a estudiar su
evolucion. No son capitales. Por el momento, lo mas importante es no olvidar su definicién.

La primera de estas definiciones es la de cuotas de interés. Se denomina cuota de interés al
interés generado en un periodo sobre la deuda pendiente al comienzo de dicho periodo. Se
representa por I.

I, =Csq.i

donde s puede tomar los valores 1, 2, 3, ..., n.
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La segunda definicién es la de cuotas de amortizacion. Se denominard cuota de amortizacién a
la disminucion del capital vivo entre dos periodos consecutivos. Estas variables suelen
representarse como A;.

donde s puede tomar los valores 1, 2, 3, ..., n.

Para intuir mejor la utilidad de estas magnitudes, trataremos de describir minuciosamente la
evolucion de un préstamo, apoydandonos en una representacion grafica.

5.1.4.2. Representacion grdfica de la evolucion de las magnitudes

En el momento inicial de un préstamo, el prestamista entrega Cy€. Cuando transcurre el tiempo,
la deuda va aumentando vy, al final del periodo, justo antes de que el prestatario entregue el
primer capital, la deuda tendra un valorde C,.(1 +1i) = Cy + Cy.1 .

En ese momento, el prestatario entrega el capital de cuantia a;, por lo que el importe de la
deudaserd C; = Co. (1 +1) — a4.

Podemos representarlo graficamente, midiendo el tiempo en el eje de abscisas y el capital vivo
(saldo) en el eje de ordenadas.

Cs

C0(1+l)=C0+C0l -----------

t

La representacidn grafica puede ayudar a observar como el término amortizativo cumple dos
finalidades:

La primera es pagar los intereses generados en el periodo cuya cuantiaes I; = Cy. i

La segunda es disminuir la deuda pendiente. La parte del término que no se ha destinado a pagar
los intereses generados reduce el capital vivo. Esta es la cuota de amortizacion 4; = Cy — C;
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Veremos que esta estructura se repite periodo tras periodo. El término amortizativo siempre es
la suma de la cuota de interés y la cuota de amortizacién del periodo:

as=I; + A;, paras =1,2,...,n

Se ha finalizado el primer periodo con una deuda de C;, y los intereses generados en el segundo
periodo serdninferiores a los del primero, ya que la deuda es menor: I, = C;.i. En ese momento
el prestatario entrega el segundo término amortizativo, a,, y la parte del término que no se
destina a pagar intereses, reduce la deuda: a, —I, = A,, donde A, = C; — C,.

El segundo periodo finaliza con un capital vivo de cuantia C,, y los intereses generados en el
tercer periodo serdn: I; = C,.i. En ese momento el prestatario entrega el tercer término
amortizativo, as, que se podra descomponer como suma de las dos cuotas: az=I3 + A3, donde
Az = Cy — Cs.

Si suponemos que el préstamo dura tres afios, la deuda al final de este tercer afo, C3, serd igual
a cero.

Cs

t=1 t=2 t=3 t

Esta representacion puede ayudar a intuir las relaciones fundamentales entre las variables.
Aungque todas las relaciones que vamos a presentar se pueden demostrar, aqui se buscara un
enfoque intuitivo que permita trabajar con agilidad sobre un préstamo. Quien tenga interés en
las demostraciones tedricas puede encontrarlas en textos de Matematicas Financieras.

5.1.4.3. Aplicaciones de las cuotas de amortizacion

Vamos a apoyarnos en esta representacion, para trabajar con las cuotas de amortizacién.
Recordamos que no son capitales. Son la parte del capital que excede a la cuota de interés y,
por tanto, la disminucién de deuda de cada periodo. De manera informal, podemos decir que
son los escalones de la escalera que marca la reduccién de la deuda. De manera formal, decimos
qgue definen la dindmica amortizativa.
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Un primer requisito que deben cumplir es que la suma de todas las cuotas de amortizacion debe
ser el capital prestado. De manera informal, podemos ver que la altura de la escalera tiene que
ser la suma de las alturas de los escalones.

C0:A1+A2+"'+An_1 +An

Puede recordar a la ecuacién de equivalencia financiera planteada con los términos
amortizativos, pero ahora no se descuenta, porque las cuotas de amortizaciéon no son capitales.
Para incidir en el tema podria decirse que el capital prestado es la suma financiera de los
términos amortizativos y es la suma aritmética de las cuotas de amortizacion.

Si son conocidas las cuotas de amortizacién, también pueden utilizarse para calcular el saldo
financiero, en lugar de trabajar con los términos amortizativos. Supongamos que queremos
determinar C, esto es, el capital vivo en el momento s. Ya hemos visto cdémo determinarlo a
partir de los capitales (los términos amortizativos). Ahora vamos a ver como podria
determinarse a partir de las cuotas de amortizacién. En la practica, se utilizard un camino u otro
dependiendo del tipo de préstamo con el que estemos trabajando y de la informacion de la que
dispongamos. Siempre seran validos todos los caminos, pero suele haber algunos que resultan
mas sencillos que otros. No se demostrara tedricamente, sino que se buscara la intuicion.

Si partimos de las cuotas de amortizacion anteriores al momento s, el saldo (la altura de la
escalera) puede obtenerse restando a la altura inicial la altura de los escalones que ya se han
descendido:

Co=0Cy—[A1 +A, + -+ A ], paras =1,2,...,n

Si partimos de las cuotas de amortizacion posteriores al momento s, el saldo (la altura de la
escalera) puede obtenerse sumandolas. La altura de la escalera es la suma de las alturas de los
escalones que aun no se han bajado:

Cs=As4q1 +Agyp + -+ Ay, paras=1,2,...,n

Si conocemos la deuda que teniamos en el periodo anterior, C,_;, basta restarle la altura del
escaldon que bajamos ahora, para llegar a la altura al final del periodo:

Co=Cs_1 —Ag,paras=1,2,..,n

Obsérvese que estas relaciones recuerdan a los métodos retrospectivo, prospectivo y recurrente,
pero sin capitalizar ni descontar. Las cuotas de amortizacién no son capitales.
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Quiza, ahora que estamos bastante familiarizados con las cuotas de amortizaciéon, como
reducciones de deuda de cada periodo, sea buen momento para comentar una posible
confusion terminoldgica. En muchas ocasiones, en la préctica a los términos amortizativos (los
capitales de la contraprestacién) se les denomina cuotas y a las cuotas de amortizacion también
se les llama cuotas. Esto no ocurrira en el entorno académicos, pero si en el entorno bancario.
El contexto dejard claro de qué se esta hablando.

Antes de concluir el planteamiento general, recordamos, como la mayor novedad, la division de
los términos amortizativos en cuota de interés y cuota de amortizacion.

as=I; + A;, paras=1,2,....n
IS = Cs—l'i

A =Cs_1 — C;

En muchas ocasiones, se define una ultima variable que se denomina capital amortizado, se
representa como M; y se define como la diferencia entre el capital prestado el capital vivo.

Mg =Cy—Cs, paras=1,2,...,n

Da una informacién interesante, pero no se recomienda utilizarla como punto de partida para
otros calculos.

Como comentario final de este planteamiento general, obsérvese laimportancia del capital vivo.
Conocidos los valores de C,, paras = 1,2, ..., n, todas las magnitudes se obtendrian facilmente
a partir de ellos.

A continuacidn, se estudiaran casos particulares. Todo lo visto hasta ahora sera siempre valido,
pero, al exponer, no se repetiran todas las relaciones en todos los casos. Unicamente se
resaltardn aquellas que sean mas importantes porque queden simplificadas en cada caso
particular.
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Este método de amortizacidén se caracteriza porque el prestatario entrega la misma cantidad
todos los periodos. Esto es:

a, =0a; = ..=0p-1 = ap=a

Este tipo de préstamos es el que mas se utiliza en la practica. El esquema del préstamo de n afios
quedaria asi:

C‘o
0

a a a a a
. ||
0 1 2 3 n-1 n

Lo primero que podemos observar es cémo se simplifica la ecuacién de equivalencia financiera,
por el hecho de que podemos utilizar |la valoracién de rentas constantes:

Co = a.ay;

Normalmente, los datos que conocemos de un préstamo suelen ser el capital prestando, el
numero de periodos en que queremos finalizar la operacion y el tanto aplicado. En ese caso,
nuestra incognita seria la cantidad a pagar en cada periodo, que obtendriamos despejando de
la ecuacidn anterior:

Co

anli

a=

También quedan simplificadas las expresiones para obtener el saldo financiero a partir de los
métodos retrospectivo, prospectivo y recurrente en un momento intermedio, s, de la vida del
préstamo:

i |
0

a a a a a E a a a
I I B A
0 1 2 3 .. sl S st1 ... n-1 n

Cdlculo del capital vivo por el método retrospectivo p=s
Cs =Co.(1+1D)° —a.sq)

Obsérvese que en la expresion del método recurrente se utiliza s tanto para el valor final de la
renta como para el numero de periodos. Podria generar confusion, pero se mantienen las dos
notaciones, puesto que son estandares y la coincidencia es anecdética.

Cdlculo del capital vivo por el método prospectivo p=s
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Cs = a.an_g;

El método prospectivo es especialmente cémodo en este caso

Cdlculo del capital vivo por el método recurrente p=s

r-—----
1
]

Q
Q
Q
Q

- wo—a oo

o
=
N
w
S 1
N

Conocida la deuda en el periodo anterior, Cs_4:

C,=Ci.(14+)—a

representacion grafica de la evolucion del saldo seria similar al del caso general. S6lo debemos
tener en cuenta que los pagos tendrian la misma cuantia entre si.

Cs

Co.(1+i)=CO+C0.i

Por supuesto, podemos descomponer los términos amortizativos (ahora constantes) en cuota
de interés y cuota de amortizacion.

a=I; + A5, paras =1,2,..,n Iy =Cs_q.10 A =Cs_q — Cs

Obsérvese que las cuotas de interés serdn cada vez menores, puesto que el capital vivo va
disminuyendo. Cada vez el interés consumira una parte menor del término amortizativo y, por
tanto, las cuotas de amortizacidon son crecientes. Es sencillo demostrar cdmo crecen las cuotas
(en progresion geométrica de razén 1+i), pero no es un resultado fundamental y lo dejamos para
quien tenga curiosidad.
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Es habitual recoger toda la informacidn de las variables de un préstamo en un cuadro, que se
denomina cuadro de amortizacién de un préstamo.

Se recomienda construir en Excel el cuadro de amortizacién del ejercicio primero del tema de
préstamos. Se trata de un préstamo amortizado por el método francés, con una duracién de 5
afios, valorado al tipo de interés del 10%. Inicialmente, partiriamos del cuadro en blanco:

numero de capital tanto de
afos prestado interés
5 100.000 0,1

Afo | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses | Amortizacion | Amortizado

100.000,00

a b~ WN-=20

El primer paso serd determinar la cuantia del término amortizativo constante y completar la
columna correspondiente. Al pagarse por afios, puede denominarse anualidad.

100.000
a= = 26.379,75
Qslo,1
numero de capital tanto de
afos prestado interés
5 100.000 0,1

Afo | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses | Amortizacion | Amortizado

0 100.000,00
1 26.379,75
2 26.379,75
3 26.379,75
4 26.379,75
5 26.379,75

A continuacién, podemos determinar la cuota de interés del primer periodo, con su definicidn:

numero de capital tanto de
anos prestado interés
5 100.000 01

Afio | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses |Amortizacidn| Amortizado

0 100.000,00
| 1| 26.379,75|=F6*3E53]

2 | 2637975

3 | 2637975

4 | 2637975

5 | 2637975

Obsérvese que conviene anclar la celda de tipo de interés, para poder copiar la celda hacia abajo.
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total pagado la cantidad que ha ido destinada al pago de intereses.

numero de capital tanto de
afnos prestado interés
5 100.000 0,1
Afo | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses | Amortizacion | Amortizado
0 100.000,00
1 26.379,75| 10.000,00 16.379,75
2 26.379,75
3 26.379,75
4 26.379,75
5 26.379,75

Conocida la cuota de amortizacidn, es inmediato obtener el capital vivo de periodo siguiente,
restandosela a la deuda pendiente que habia al comienzo del periodo.

numero de capital tanto de
afos prestado interés
5 100.000 0,1
Afo | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses | Amortizacion | Amortizado
0 100.000,00
1 26.379,75| 10.000,00 16.379,75 83.620,25
2 26.379,75
3 26.379,75
4 26.379,75
5 26.379,75

La cuota de interés del segundo periodo se calcularia a partir de la deuda que tenemos al final

del primer afio:

numero de capital tanto de
anos prestado interés
5 100.000 0,1
Afo | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses | Amortizacion | Amortizado
0 100.000,00
1 26.379,75| 10.000,00 16.379,75 83.620,25
2 26.379,75 8.362,03
3 26.379,75
4 26.379,75
5 26.379,75

De esta manera, podriamos seguir trabajando periodo tras periodo. Si las celdas se han anclado
convenientemente, bastaria copiar arrastrando con el ratdn, para completar los periodos hasta

en quinto, en el que la deuda final pendiente deberia ser nula.
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numero de capital tanto de
afos prestado interés
5 100.000 0,1
Afo | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses | Amortizacién | Amortizado

0 100.000,00
1 26.379,75 10.000,00 16.379,75 83.620,25
2 26.379,75 8.362,03 18.017,72 65.602,53
3 26.379,75 6.560,25 19.819,50 45.783,03
4 26.379,75 4.578,30 21.801,44 23.981,59
5 26.379,75 2.398,16 23.981,59 0,00

La columna del capital amortizado aporta una informacién redundante. Es la diferencia entre los
100.000€ prestados inicialmente y el capital vivo. Se recomienda cumplimentarla al final.

numero de capital tanto de
afos prestado interés
5 100.000 0,1
Afo | Anualidad Cuota de Cuota de Capital Capital Vivo
Intereses | Amortizacién | Amortizado

0 100.000,00
1 26.379,75 10.000,00 16.379,75 16.379,75| 83.620,25
2 26.379,75 8.362,03 18.017,72 | 34.397,47| 65.602,53
3 26.379,75 6.560,25 19.819,50 | 54.216,97 | 45.783,03
4 26.379,75 4.578,30 21.801,44| 76.018,41 23.981,59
5 26.379,75 2.398,16 23.981,59 | 100.000,00 0,00

Es importante saber llegar a las magnitudes sin necesidad de obtener el cuadro completo. Se
recomienda tratar de resolver el resto de los apartados del ejercicio primero del tema.

Este método de amortizacidn se caracteriza porque la reduccion de deuda es la misma en todos
los periodos. Esto es:

A=A, =...=4,=A
En este caso, las cantidades a pagar seran variables: a;=I; + A, paras =1,2,...,n

De hecho, se puede ver que los pagos serdn cada vez menores, puesto que a la cuota constante
se le suman las cuotas de interés que seran decrecientes. El esquema y la ecuacion de
equivalencia financiera no tendran simplificacién respecto del caso general.

C’o
0
‘ a|1 a‘Z 61‘3 anwl a‘n
0 1 2 3 n-1 n

Co=a;.(1+D) T +a, 1+ 2+a;. A+D) P+ +a, . A+) @Y ta, (1+i)™
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Tampoco habrd ninguna simplificacién en el cdlculo del saldo por los métodos retrospectivo,
prospectivo y recurrente. Por esta razén, no se repiten aqui.

En la representacion de la evolucidn del saldo, ahora serd constante la reduccién de deuda de
cada periodo (“la altura de los escalones de la escalera”).

Cs -

il
Co |

as

t=1 t=2 t=3 t
Las expresiones que quedan simplificadas en este caso son las relacionadas con las cuotas de
amortizacién. Asi, la condicidon de que su suma sea el capital prestado quedara:

CO = nA
El estudio de estos préstamos suele comenzar determinando el valor de la cuota constante como:
Co
A=—
n

También quedaran simplificadas las expresiones para determinar el saldo partiendo de las
cuotas de amortizacion, al tener todas ellas la misma cuantia.

Si partimos de las cuotas de amortizacion anteriores al momento s en el que determinamos el
saldo, su valor sera:

Cs=Cy—s.A,paras=1,2,...,n

Si partimos de las cuotas de amortizacion posteriores al momento s, el saldo se puede obtener
como:

Cs=mMm—s).A,paras=1,2,..,n
Si partimos de la deuda que teniamos en el periodo anterior, C;_4, quedara:
C,=Ce_q—A,paras=1,2,..,n

Obsérvese que, por cualquiera de estos métodos, conocido el valor de la cuota constante es
inmediato conocer los saldos (capitales vivos). Y, conocidos los capitales vivos, se determinan
las cuotas de interés a partir de su definicién: I = C5_4.i. Conocidas las cuotas de amortizacidn
y las cuotas de interés, los términos amortizativos pueden calcularse como la suma de las dos
cuotas. Luego, todas las variables relevantes quedarian determinadas.
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Para construir un cuadro de amortizacion de un préstamo amortizado por el método de cuotas
de amortizacion constantes no se seguiria en mismo orden que en el método de amortizacidn
francés. Podria ser comodo empezar por las cuotas de amortizacién constantes, capitales vivos,
cuotas de interés y términos amortizativos como suma de las dos cuotas de amortizacion. En
cualquier caso, es importante también aprender a obtener una magnitud concreta sin necesidad
de elaborar todo el cuadro de amortizacion.

Este método de amortizacidn es importante porque se utiliza mayoritariamente para los titulos
de Deuda Publica a largo plazo.

La descripcion dada del métodoesque A; = A4, = ...=A4,_4 =0.

A partir de esta condicidon vamos a deducir el valor del resto de las variables del préstamo.

¢Cudl serd el valor de la ultima cuota de amortizacién del préstamo?

Para encontrar la respuesta, basta recordar que la suma de todas las cuotas de amortizacion
debe ser el capital prestado, C;. Si todas las anteriores son nulas, el valor de la ultima cuota de
amortizacién debe tomar este valor: 4,, = C,.

¢Coémo evolucionara el capital vivo de este préstamo?

Para encontrar la respuesta, debemos recordar que las cuotas de amortizacién nos indican la
reduccion de la deuda pendiente, del capital vivo, del saldo: A; = C;_; — Cs. El hecho de que
las n — 1 primeras cuotas sean nulas nos informa de que los n — 1 primeros periodos el saldo
no varia y se mantiene igual al capital prestado: C;= Cy=... = C,,_1= Cj.

En el dltimo periodo, la cuota es 4,, = (. La deuda se reduce en esta cuantia: C,,= Cy — Cy =
0. De hecho, si la deuda no fuera nula, no estariamos en el final del préstamo.

¢Cual serd el valor de las cuotas de interés?
Partimos de la definicion: Iy = C5_4.i,paras = 1,2,...,n
11 = Col

I, = C;.1i, pero puesto que el capital vivo no habia cambiado C; = Cj, y la cuota del segundo
periodo, I, = Cy.1, coincide con la del primer periodo.

Podriamos repetir el razonamiento para el tercer periodo I3 = C,. 1, pero puesto que el capital
vivo no habia cambiado C, = C,, I3 = Cj.1.
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Podriamos seguir periodo a periodo hasta el ultimo.

I, = C,_4.1, pero C,_; = Cp, y la cuota de interés del ultimo periodo coincide con todas las
anteriores, I,, = Cy. .

Luego, la conclusion es que en un préstamo que se amortiza por el método americano, todas las
cuotas de interés tienen el mismo valor:

11= 12=... = In= Co.i

¢Y cual serd, por ultimo, el valor de los términos amortizativos?

Lo obtendremos como suma de la cuota de amortizacidn y la cuota de interés. Salvo en el ultimo
periodo, la cuota de amortizaciéon es nula, por lo que los términos amortizativos coincidirdn con
la cuota de interés:

a1= a2=... = an_]_: Col

El dltimo término amortizativo sera la suma de la cuota de interés I,,= Cy.1 y la cuota de
amortizacion 4,, = Cy.

an: Col + CO

Para finalizar, veamos la forma tan caracteristica de un préstamo de tipo americano de la
representacion de la evolucion del capital vivo:

Cs

La, = Col +C0

LS
3
I
)
°

=1 =2 =3 t=n-1 t=n
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Si un préstamo tiene los k primeros periodos de carencia, comienza como si fuera un préstamo
americano, pero a diferencia de este, no se amortiza toda la deuda en un solo periodo, sino en
los n-k periodos restantes.

A continuacidn, se da la representacion grafica de un préstamo de 7 afios con 3 de carencia.

Cs

[ PR,

pmm———

(ol

S

O TSR Y ——_—

t=1 t=4 ¢

T
[\]
-
T
w

Fin de la carencia

Las magnitudes durante el periodo de carencia tomarian los siguientes valores:

C1= C2=... = Ck= CO 11= 12=... = Ik= Col a1= a2=... = ak= Col

Después de la carencia, puede utilizarse cualquier método de amortizacion. Para calcular las
magnitudes, es importante tener presente que el saldo al final de la carencia sigue es el capital
prestado.

Caso particular a) Después de la carencia, los términos amortizativos son constantes.

El esquema de la operacién quedaria asi:

r-=F---
1
'

&
—
)
—Q
Q
Q
Q

) k+1 k+2 ... n-1 n

o
= —
N -
w

il O |
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La forma mas cémoda de determinar el valor de a es plantear la ecuacion del capital vivo en t=k
(cuyo valor sabemos que es Cj) por el método prospectivo, y despejar.

Co

Cr = Co = a.an_y; = a= :
An—kli

Obsérvese la analogia con la determinacion de a en el método francés (sin carencia).

Caso particular b) Después de la carencia, las cuotas de amortizacién son constantes.

La forma mas comoda de determinar el valor constante de las cuotas de amortizacién de los
términos posteriores a la carencia, que llamamos A, es plantear el calculo del capital vivo en t=k
(cuyo valor sabemos que es Cj) a partir de las cuotas de amortizacidn futuras, y despejar.

Ce=Co=m—k).A A==

Obsérvese la analogia con la determinacion de A en el método italiano (sin carencia).

Si un préstamo tiene los k primeros periodos de carencia total, durante ese periodo no se paga
nada. A diferencia de la carencia (o carencia simple), no se pagan los intereses generados, por
lo que la deuda va aumentando y, al final de la carencia, el capital vivo serd C, = C,. (1 + ).

A continuacion, se da la representacién grafica de un préstamo de 7 afios con 3 de carencia total.

Cs

Cs = Co. (14 0)3

G
Cs
Co
Cs
Fin de la carencia total
Durante la carencia, los términos amortizativos son nulos a;= a,=... = a;=0. Ni siquiera se

pagan las cuotas de interés y la deuda va aumentando. Las cuotas de amortizacidn serian
negativas. Después de la carencia, puede utilizarse cualquier método de amortizacién. Para
calcular las magnitudes, es importante tener presente que el saldo al final de la carencia es el
capital prestado capitalizado tantos periodos como dure la carencia total: C;, = Cy. (1 + i)*.
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Caso particular a) Después de la carencia total, los términos amortizativos son constantes.

El esquema de la operacién quedaria asi:

i |
0

E a a a a
] IR ||
0 1 2 3 .. k k+l k+2 .. nl n

La forma mds comoda de determinar el valor de a es plantear la ecuacion del capital vivo en t=k
(cuyo valor sabemos que es Cy. (1 + i)¥por el método prospectivo, y despejar.

a= Co.(1+i)k

An—kli

Cr =Co.- (1 + Dk = a. An—k)i =

Obsérvese la analogia con la determinacién de a en el caso de términos amortizativos
constantes tras una carencia simple.

Caso particular b) Después de la carencia, las cuotas de amortizacion son constantes.

La forma mds comoda de determinar el valor constante de las cuotas de amortizacién de los
términos posteriores a la carencia, que llamamos A4, es plantear el calculo del capital vivo en t=k
(cuyo valor sabemos que es Cy. (1 + i)¥) a partir de las cuotas de amortizacién futuras, y
despejar.

_ Co.(1+D)k
T n-k

Ce=Co-(1+Df=mn—k)-A

Obsérvese la analogia con la determinacién de A en el caso de cuotas de amortizacion
constantes tras una carencia simple.
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5.3. Préstamos hipotecarios

Un préstamo no tiene caracteristicas especiales por el hecho de contar con garantia hipotecaria.
Suelen tener gastos asociados caracteristicos, pero las comisiones y gastos no afectan a la
determinacién de los términos amortizativos, que se calculan con el tanto pactado y aplicado a
la operacidn pura. Los gastos pueden ser comisiones cobradas por la Entidad Financiera, gastos
de tasacion, que corren normalmente a cargo del prestatario (y que cobra la empresa tasadora)
y otros gastos (notaria, registro, impuestos) que, con la legislacion actual debe abonar la Entidad
prestamista. Estas comisiones y gastos afectaran al coste y rentabilidad de las operaciones.

Los préstamos hipotecarios suelen tener un capital prestado de cuantia elevada para la
capacidad adquisitiva del prestatario, por lo que suelen tener duracion superior a la de otros
tipos de préstamos. Por esta razén, las condiciones del mercado pueden cambiar mucho a lo
largo de la vida del préstamo, lo que deriva en que, ademas de los préstamos pactados a un tipo
de interés fijo, como los estudiados hasta el momento, se pactan frecuentemente préstamos a
un tipo de interés variable, referenciado a un tipo de mercado. Vamos a estudiar este tipo de
préstamos sobre un ejemplo.

Andrea, en un momento de su vida, considera la posibilidad de comprar una vivienda. Teniendo
en cuenta los ahorros que tiene y el tipo de vivienda que desea, ha calculado que pediria un
préstamo de 100.000€ y se plantea devolverlo a 25 afios.

Tiene un familiar que trabaja en un banco y le pide que le informe al respecto. Su familiar le
recomienda un préstamo a tipo de interés variable. Le facilita las condiciones que le ofreceria el
banco y un cuadro de amortizaciéon. Sobre el cuadro, le hace el siguiente comentario: “Lo normal
es aplicar un método de amortizacion francés. Fijate en el primer afio. Ese es real. Ahi tienes lo
que pagaras mes a mes y lo que deberas al final del primer afo. La informacién que aparece a
partir del segundo afio sélo es una estimacion. Lo que pagues a partir del segundo afio,
dependera de cémo evolucione el Euribor. La informacion que se da de los tipos que se aplican

I”

siempre es la del tanto nomina

Las condiciones de préstamo son las siguientes:

- Interés
Comisiones

Plazo nom. Indice ref. Diferencial |Cuota/mes (primer

bancarias

e (primer (euribor) (+) afo)

afol)

(afos)

100.000 25 1% 3,50% 3,40% 0,50% 500,62 4,03%

A continuacidn, se facilita la primera parte del cuadro de amortizacién (los primeros tres afios y
medio). Junto a estas notas, se facilita un archivo de Excel. El cuadro completo esta en la primera
hoja, denominada “cuadro en t=0"
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Cuota de Cuota de
Ano Mes Mensualidad interés amortizacion Capital vivo
0 100.000,00
1 1 500,62 291,67 208,96 99.791,04
1 2 500,62 291,06 209,57 99.581,48
1 3 500,62 290,45 210,18 99.371,30
1 4 500,62 289,83 210,79 99.160,51
1 5 500,62 289,22 211,41 98.949,10
1 6 500,62 288,60 212,02 98.737,08
1 7 500,62 287,98 212,64 98.524,44
1 8 500,62 287,36 213,26 98.311,18
1 9 500,62 286,74 213,88 98.097,30
1 10 500,62 286,12 214,51 97.882,79
1 11 500,62 285,49 215,13 97.667,66
1 12 500,62 284,86 215,76 97.451,90
2 1 521,60 316,72 204,88 97.247,02
2 2 521,60 316,05 205,54 97.041,48
2 3 521,60 315,38 206,21 96.835,27
2 4 521,60 314,71 206,88 96.628,39
2 5 521,60 314,04 207,55 96.420,83
2 6 521,60 313,37 208,23 96.212,60
2 7 521,60 312,69 208,90 96.003,70
2 8 521,60 312,01 209,58 95.794,12
2 9 521,60 311,33 210,27 95.583,85
2 10 521,60 310,65 210,95 95.372,90
2 11 521,60 309,96 211,63 95.161,27
2 12 521,60 309,27 212,32 94.948,95
3 1 521,60 308,58 213,01 94.735,94
3 2 521,60 307,89 213,70 94.522,23
3 3 521,60 307,20 214,40 94.307,83
3 4 521,60 306,50 215,10 94.092,74
3 5 521,60 305,80 215,79 93.876,94
3 6 521,60 305,10 216,50 93.660,45
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Andrea sabe algo de matematicas financieras y querria simular el cuadro, pero no entiende qué
es un préstamo con tipo de interés variable. Si sabe trabajar con un préstamo a tipo fijo. Decide
probar a calcular la mensualidad y el cuadro de amortizacidn si el préstamo estuviera pactado a
tipo fijo y su valor fuera el que le van a aplicar el primer afio.

En la informacién se le indica que el tanto nominal que le van a aplicar el primer afio es el 3,5%.
Puesto que el préstamo se paga mensualmente, interpreta que este es el valor de J(12). A partir
de este dato, calcula la mensualidad que tendria un préstamo a tipo fijo con estas condiciones.

)

5
J(12) = 0,035 =i, = = 0,0029167
La ecuacién de equivalencia financiera necesaria para determinar el valor de la mensualidad
seria la siguiente:

100.000 = a. azp0)0,0029167

Despeja el valor de la mensualidad de la ecuacién y obtiene a= 500,62. Comprueba, con
satisfaccién, que ha llegado al valor de la mensualidad que pagara el primer ano. Bastaba
trabajar como si el préstamo se hubiese pactado a tipo fijo con el valor que le aplicardn durante
el primer afio.

Animada por los buenos resultados, decide abrir un archivo de Excel y tratar de hacer el cuadro
de un préstamo de 100.000€ a 25 afios en el que se aplicase un tipo de interés nominal J(12) =
0,035. Es consciente de que este no seria su préstamo real, porque el suyo esta pactado a tipo
variable, pero empezar trabajando con este préstamo tedrico le esta dando buenos resultados
hasta el momento. Este cuadro esta en la segunda hoja del archivo de Excel. Su nombre es
“préstamo tedrico a tipo fijo”. Tal y como ella sospechaba, el primer afio coincide exactamente
con el del cuadro que le habian dado del banco. Ya sabe calcular cuanto pagaria a mes durante
el primer afio y cuando deberia al final de cada mes. En cualquier caso, le habian comentado
que esta era la parte mas importante del cuadro, porque todavia no se podia saber lo que
pagaria a partir del segundo afio.

Terminado el primer afio, tendria una deuda de 97.451,90€, tal y como habia visto ya en el
cuadro del banco. El valor de la deuda pendiente al final del primer afio le parece un dato
interesante. Es la frontera entre lo que conoce en este momento (el primer afio) y los afios en
los que todavia no entiende los calculos. Recuerda que el valor de la deuda pendiente al final
del primer afo podia obtenerse sin necesidad de elaborar el cuadro de amortizacién y decide
comprobarlo.

Primero comprueba por el método retrospectivo:

Cy, = 100000. (1 + 0,0029167)*? — 500,62. S12]0,0029167=97-451,90€
Y, luego, por el método prospectivo:

Cy2 = 500,62. A1510,0029167=97.451,90€

Le resultaba extrano aplicar el método prospectivo, porque se apoya en la parte del préstamo
que no es real. Pero comprueba que cuadra y esto le alegra, ya que en los préstamos es mas
sencillo que el retrospectivo.
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Llegada a este punto, le gustaria entender cémo van a calcular lo que pagara el segundo afio.
Habla con su familiar y le explica que el tipo de interés que le aplicaran se obtiene a partir del
Euribor a un afio. Esta es la media de los tipos de interés a los que los bancos de la zona euro se
prestan dinero entre si. El valor del Euribor va variando en el tiempo.

El tipo nominal que se aplica el segundo afio se obtendrd sumando al valor del Euribor el
diferencial que, como aparece en las condiciones, es del 0,5%. Asi, si al final del primer afio el
Euribor fuera del 3%, el tipo nominal que se aplicaria el segundo afio seria J(12) = 0,035 y todo
seguiria igual, porque el tipo aplicado no habria cambiado. En cambio, si al final del primer afio
el Euribor fuera del 2%, el tipo nominal que se aplicaria el segundo afio seria J(12) = 0,025y
el segundo afio pagarias mensualidades menores que las del primero. En cambio, si al final del
primer afio el Euribor fuera del 4,5%, el tipo nominal que se aplicaria el segundo afo seria
J°(12) = 0,05 y el segundo afio pagarias mensualidades superiores a las del primero.

Una vez que se sabe calcular el tipo de interés que se aplicard el segundo afio, basta tener en
cuenta la deuda que hay en ese momento y el niUmero de meses en los que se va a devolver. Al
igual que con los cdlculos del momento inicial, se trabajard como si siempre fuese a aplicarse,
en el futuro el mismo tipo de interés.

La situaciéon en t=1 es que se deben 97.451,90€ y se amortizaran en 24 aios (288 meses).

97.4T1,90
1
a’ a a a’ a’ a a a
| ] ] ||
1 2 25

Obsérvese que la parte real es la que corresponde al segundo afio. A partir del tercero los pagos
dependeran del valor del Euribor en t=2. También podemos hacer el esquema en meses.

I
12

a’ a’ a’ a’ a’ a’ a’ a’
I I ] |
12 13 14 15 ... 23 24 25 ... 299 300

En cualquier caso, la ecuacidn para determinar el valor de a’” seria la siguiente:
97451,90= a. a288]i’12

Si, al final del primer afio el Euribor fuera del 2%, el tipo nominal que se aplicaria el segundo afio

J@az2) _ 0025 _ 0,002083. Entonces:
12 12

seria J'(12) = 0,025, y el tanto mensual seria i’y, =

97451,90= a,. a28810,002083 = a, = 4’50,32€
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En el archivo de Excel puede encontrarse el cuadro del préstamo que quedaria en la hoja
“Tedrico desde t=1. Escenario A” y el cuadro que integra los dos primeros afios en la hoja “Afios
1y 2 reales. Escenario A”.

Si, al final del primer afo el Euribor fuera del 4,5%, el tipo nominal que se aplicaria el segundo

afio seria J'(12) = 0,05, y el tanto mensual seria i’;, = % = oi_ozs = 0,004167. Entonces:

97451,90= a,. a28810'004167 = a, = 581,69€

En el archivo de Excel puede encontrarse el cuadro del préstamo que quedaria en la hoja
“Tedrico desde t=1. Escenario B” y el cuadro que integra los dos primeros afios en la hoja “Afios
1y 2 reales. Escenario B”.

Por lo tanto, en el momento t=1, conoceriamos la cantidad a pagar en los 12 meses siguientes,
asi como la deuda con la que llegariamos al final del segundo afio. En el Escenario A, el capital
vivo en t=2 seria de 94.450,12€, mientras que, en el Escenario B, seria de 95.295,26€. Si en t=1,
el Euribor fuera del 3%, el tanto nominal aplicado en el segundo afio seria del 3,5% y el esquema
del segundo afio coincidiria con el del préstamo tedrico elaborado en t=0 con tipo de interés
constante y la deuda pendiente en t=2 seria de 94.813,17¢€.

Con este capital vivo y con 276 meses por delante, nos encontrariamos con la siguiente revision
del tipo de interés, de acuerdo con la cual se obtendrian los pagos del tercer afio. El tipo de
interés nominal a aplicar en el tercer ano se obtendria sumando el diferencial al valor que
tomase el Euribor en el momento t=2. Imaginemos que el Euribor en t=2 fuera del 2,5%.

Entonces, el tercer afio nos aplicarian un tanto nominal /7 (12) = 0,03, y el tanto mensual seria

i, =188 = 2% _ 40025
127 9o 7 12 T '

La ecuacidn para determinar el pago del tercer afio, en el Escenario A seria:
94.450,12= a”". Az760,0025 = @ = 474,15 € (Escenario AC)

La ecuacion para determinar el pago del tercer ano, en el Escenario B seria:
95.295,26= a”. dz76]0,0025 = @ = 478,40 € (Escenario BC)

En el archivo de Excel puede encontrarse los cuadros de los préstamos que quedarian en las
hojas “Tedrico desde t=2. Escenario AC”, “Tedrico desde t=2. Escenario BC” y el cuadro que
integra los dos primeros afios en la hoja “Afios 1, 2 y 3 reales. Escenario AC”, “Afios 1, 2y 3 reales.
Escenario BC”.

Asi, sucesivamente, al final de cada afio se determinarian los pagos del afo siguiente en funcién
del valor que tomase el Euribor.

Andrea ya ha comprendido que, en t=0 sélo se podian conocer los datos del afio 1, pero le queda
la duda de cdmo se elaboré el cuadro del préstamo que le facilitd el banco a partir del segundo
afio.
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Su familiar le explica que, como no se sabe qué valores ird tomando el Euribor, de acuerdo con
la normativa del Banco de Espaiia, los pagos a partir del segundo ano se estimaron bajo el
supuesto de que el valor del Euribor se mantuviera siempre en el valor que tenia en el momento
de solicitar el préstamo. Comprueba que, el valor del Euribor en ese momento era de 3,40%. Si

el Euribor tomase este valor al final del primer afio, el tanto nominal a aplicar seria igual a
j(12) _ 0,039 _

J(12) = 0,039 (Euribor + diferencial), y el tipo de interés mensual seria i;, = " "

0,003250. Y el pago se determinaria con a partir de la ecuacién ya estudiada:

97.451,90= a. a288]0'003250 =>a =521,60

Andrea revisa el cuadro inicial y ya entiende todo. De la informacién que recibid, Unicamente le
falta entender cémo se calcula la TAE. Su familiar le indica que se calcular con los criterios
habituales. Serd el tanto anual que hace equivalentes, con leyes compuestas que hace
equivalentes los capitales que intercambiardn el cliente y la Entidad, por lo que incluira tanto los
capitales de la operacidon pura como las caracteristicas comerciales bilaterales. Como al
comienzo no se conocen los capitales de la operacidn pura, salvo los del primer afio, se utilizara
la estimacién basada en el supuesto de que el indice de referencia (en este caso el Euribor)
mantuviera su valor. Por esta circunstancia la TAE se denominara TAEVariable.

La Unica caracteristica comercial bilateral que tiene el préstamo es una comision de apertura de
1000€. Por lo tanto, el esquema para el calculo de la TAEVariable sera el siguiente:

100000-1000

0

500,62 500,62 500,62 .. 50062 50062 521,60 521,60 521,60

0 1 25

Habria que buscar el tanto i, tal que:
99000= 500,62. @411, + 521,60. apggyyr,. (1 +i7,) 72
La TAEVariable serfa i* = (1 +ij,)1? — 1

Sabemos que i, no puede despejarse de la ecuacidn. Puede obtenerse con Excel utilizando la
funcidn buscar objetivo.

Puesto que, en este caso entre todos los pagos hay una diferencia de un mes, también puede
obtenerse utilizando la funcion TIR. Basta escribir todas las cuantias de los capitales de la
ecuacién en una columna, con signos diferentes segln estén en la prestacién o en la
contraprestacién, de manera que entre dos capitales siempre haya el mismo intervalo de tiempo.
En este caso seria un mes.
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Lo mas cdmodo es afiadir una columna al lado del cuadro de amortizacidon, donde tenemos
recogidos todos los capitales, salvo la comisidn de apertura. La aplicacion de la funcién TIR y la
obtencién de la TAE esta en archivo de Excel en una hoja llamada “TAEVariable”. El valor
obtenido coincide con el facilitado en las condiciones: 4,03%.

Para terminar de estudiar todos los conceptos asociados a los préstamos con tipo de interés
variable, Unicamente quedaria el concepto de Coste efectivo remanente (CER). EI CER es un
tanto anual que como la TAEVariable hace equivalentes los capitales que intercambiaran el
cliente y la Entidad, pero que no se calcula al comienzo de la operacidn, sino en los momentos
en los que se revisa el tipo de interés.

El CER es una estimacion del coste de lo que queda de operacién, incorporando toda la
informacién de la que se dispone. En el momento de revisar el tipo de interés se conocerdn los
términos amortizativos del afo que comienza, pero no de los siguientes, por lo que se estimaran
con la hipdtesis de que el indice de referencia mantiene su valor en el ultimo conocido.

Si quisiéramos obtener el CER transcurrido un afio desde el comienzo de la operacién en el
escenario A (Euribor del 2% en t=1), el esquema de los capitales a tomar en consideracion seria
el siguiente:

97.451,90
1
‘ 450,32 450,32 457,32 457,32 457,32 45(i,32 450|,32 450‘,32
1 2 25

Los capitales del préoximo afio (el segundo del préstamo, entre t=1 y t=2) son los que
efectivamente se entregaran. Los capitales posteriores son una estimacién bajo el supuesto de
que el Euribor seguiria siendo del 2% durante toda la vida del préstamo. La ecuacién para la
obtencién del CER en t=1 en el escenario A seria:

97.451,90= 450,32. a288]ig§R1A

La obtencidén del valor del tanto mensual con la funcién TIR de Excel puede verse en la jora “CER

en t=1. Escen A” del archivo adjunto. El resultado, {14 =0,002083 era de esperar, si

recordamos como se obtuvo el valor de la mensualidad en este escenario:
97451,90= a,. a28810,002083 = a, = 4’50,32€
El valor del Coste Efectivo Remanente en t=1 para este escenario seria el tanto anual equivalente:

. . 12
lCERlA — (1 + leERlA) -1

El procedimiento seria el mismo para otros escenarios y para los siguientes periodos.
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Si buscamos en el sitio web del Tesoro Publico informacion sobre las Letras del Tesoro,
encontramos lo siguiente:

-~ Caracteristicas de las Lefras, Bonos y Obligaciones del Estado.

LETRAS: Son valores de renta fija a corto plazo (3-6-9 y 12 meses), se emiten a traves de subastas.
Generalmente, las Letras a 3 y 9 meses se subastan el cuarto martes de cada mes y las Letrasa6y 12
meses se subastan generalmente el tercer martes de cada mes.

Se emiten al descuento por lo que el precio de compra sera inferior al valor nominal, salvo en el caso de
rentabilidades negativas.

VALOR NOMIMAL: 1.000 € por titulo.
En caso de invertir una cantidad mayor, siempre ha de ser en muiltiplos de 1.000 euros.

La rentabilidad obtenida por las Letras al final del periodo es la diferencia entre lo que se paga por ellas y
lo que nos devuelven a fecha de vencimiento, que es el nominal solicitado, en este caso los 1.000 €.

En esta asignatura no vamos a interesarnos por todos los detalles de las letras del Tesoro, sino
solamente por su modelizacion como operacion financiera y por la medicidn de su rentabilidad.
Las Letras del Tesoro tienen una estructura muy sencilla. Constituyen operaciones financieras
simples. En ellas se intercambian dos capitales: el precio de compra a cambio del nominal. El
momento en el que se entrega el precio de compra se denomina fecha de liquidacién y el
momento en el que se entrega el Nominal, se denomina fecha de vencimiento. El esquema de
la operacidn de inversion Letras del Tesoro es el siguiente:

Precio de compra

Fecha de liquidacion

Nominal

vencimiento

Como se indica la informacién del Tesoro Publico, el Nominal tiene que ser multiplo de 1.000€.
En lo sucesivo, por simplificar, en los ejemplos supondremos un nominal de 1.000€.

Actualmente, los vencimientos son 3, 6, 9 y 12 meses, pero son vencimientos aproximados. La
diferencia entre la fecha de vencimiento la fecha de liquidacién se mide en dias.

Los datos de las emisiones de Letras del Tesoro se publican en la pagina web del Tesoro Publico.
En el enlace Resultados de las Ultimas subastas se dan la informacidn de la Ultima emisién a cada
plazo.Y en el enlace Resultados de subastas anteriores, actualmente, se da la informacién desde
2014. A continuacion, se da la informacién de la subasta mas antigua publicada en este
momento. No vamos a trabajar con toda la informacion que se publica, sino solo con aquella
gue necesitamos para definir la operacién.
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Plazo

Fecha subasta

Fecha vencimiento

Fecha de liquidacion

Nominal solicitado

Nominal adjudicado

Nominal adjudicado (22 vuelta)
Precio minimo aceptado

Tipo de interés marginal
Precio medio

Tipo de interés medio
Adjudicado al marginal

ler precio no admitido
Volumen peticiones a ese precio
Peticiones no competitivas
Efectivo solicitado

Efectivo adjudicado

Efectivo adjudicado (22 vuelta)
Porcentaje de prorrateo

Ratio de cobertura

Anterior tipo marginal

12 MESES
21/01/2014
23/01/2015
24/01/2014
7.134,46
2.960,33
127,55
99,258
0,740
99,272
0,726
275,00
99,255
100,00
55,33
7.075,97
2.938,63

126,62

2,41

0,905

Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

Como se ha indicado, en los ejemplos, trabajaremos para un Nominal = 1.000€.
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Identificamos como datos interesantes:
- lafecha de vencimiento, que la fecha en la que finaliza la operacién con la entrega del Nominal:

Fecha vencimiento 23/01/2015

- la fecha de liquidacion, que la fecha en la que comienza la operacion con la entrega del Precio:

Fecha de liquidacidn 24/01/2014

Observamos que la duraciéon de la operacion es de 364 dias que, efectivamente, son

aproximadamente los 12 meses de plazo que se indican.

Ya podemos completar la mayor parte del esquema:

Precio de compra

24/01/2014

1000

23/1/2015

Para completar el esquema, Unicamente, nos falta conocer el precio. En la informacidn, siempre
se da el precio como porcentaje del Nominal. Si miramos la informacién, encontramos que

aparecen dos precios:

Precio minimo aceptado 99,258

Precio medio 99,272

La razén es que, efectivamente, no todos los inversores pagan el mismo precio, como
consecuencia de que, como nos indicaban al comienzo, se emiten a través de subastas. Si

buscamos la definicién de subasta en el Glosario del Tesoro, encontramos:

- Subasta

Procedimiento de emision utilizado con caracter general por el Tesoro. Los inversores presentan al
emisor su peticiones, que pueden ser competitivas (refleja los precios que estan dispuestos a pagar por
los valores) o no competitivas (no reflejan dichos precios). El emisor decide el precio minimo que acepta

recibir, rechazando todas las peticiones a precios inferiores al mismo.
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Las peticiones de Letras del Tesoro de los inversores deben informar de que solicitan Letras por
un Nominal determinado (siempre multiplo de 1.000€) y pueden indicar qué precio estan
dispuestos a pagar (se dice, entonces, que la peticion es competitiva).

En la subasta de 21 de enero de 2014, de la que tenemos informacion, quienes ofrecieron un
precio inferior al 99,258% del Nominal, no recibieron los titulos. Quienes consiguieron las Letras
al precio mas bajo fueron quienes ofrecieron 992,58€ por cada 1.000€ de Nominal. Esto es lo
que significa que el precio minimo aceptado fuera de 99,258.

El esquema, para quienes compraron al precio minimo aceptado, para 1.000€ de Nominal, seria
el siguiente:

992,58

24/01/2014

1000

23/1/2015

Los precios aceptados fueron todos los que superaron el valor de 99,258. De todos los precios
aceptados se calcula una media, a la que se denomina precio medio. En la subasta de 21 de
enero de 2014, el precio medio fue de 99,272. Como siempre, viene dado como porcentaje del
Nominal. Este serd el precio que pagaran:
- Quienes hicieron peticiones no competitivas. Esto es, indicaron el Nominal que querian,
pero no dieron indicacién del precio que estarian dispuestos a pagar
- Quienes hicieron peticiones competitivas y ofrecieron un precio igual o superior al
precio medio.

El esquema, para quienes compraron al precio medio, para 1.000€ de Nominal, quedaria asi:

992,72

24/01/2014

1000

23/1/2015

Obsérvese que nadie pagara una cantidad superior al precio medio. Quieres indicaron en una
peticidn competitiva un precio entre el minimo y el medio, pagaran el precio que indicaron.

La rentabilidad de estas operaciones se mediria, del mismo modo que todas las operaciones
financieras, por el tanto al que se hacen equivalentes los capitales entregados y recibidos. Seria
necesario incluir todos gastos derivados de la operacién y se elegiria la ley financiera que nos
permitiera comparar o responder a la pregunta buscada.
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Ademads, en estas operaciones, estudiaremos el calculo de la rentabilidad que publica el Tesoro
en su informacion para quienes compraron al precio medio, que se denomina Tipo de interés
medio y para quienes compraron al precio minimo aceptado, que se denomina Tipo de interés
marginal.

Los criterios utilizados por el Tesoro son los siguientes:

- Leyfinanciera:
Descuento simple racional, cuando la operacién es menor o igual a un afo natural (lo
gue ocurre en la mayoria de las emisiones)
Descuento compuesto, cuando la operacién dura mas de un afio natural

- Convenio para pasar los dias a afios:
Actual/360. Esto es, se cuentan los dias naturales entre la fecha de liquidacion y la fecha
de vencimiento y se transforma en afios dividiendo entre 360.
En este convenio la forma de calcular el numerador y el denominador son inconsistentes,
pero se ha utilizado de forma tradicional y se mantiene para trabajar con diversas
operaciones financieras.

Podemos comprobar, con estos criterios el calculo de los tipos medio y marginal de la subasta
gue hemos elegido a modo de ejemplo.

Para el calculo del tipo medio, tomamos el esquema para el precio medio:

992,72

24/01/2014

1000

23/1/2015

Puesto que la duracion es menor de un afio natural, el tanto se calculara con la ley financiera de

. . 1
descuento simple racional: A(z) = T, conz=t—p

La duracion es de 364 dias, que expresaremos en afios con el convenio Actual/360.

Situamos p en el inicio de la operacién y la ecuacidn para el tipo de interés medio quedara:

992,72= 1000 - ——

+1medi0'360

Si despejamos el tipo de interés de esta ecuacion, queda: iy,,4;,=0,0072528
Expresado en tanto por ciento con tres decimales seria 0,725%.

Obsérvese que hay una ligera diferencia con el tipo publicado, que es del 0,726%. Es frecuente
gue ocurra asi, porgue no se publican todos los decimales del precio.
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Para el calculo del tipo marginal, tomamos el esquema para el precio minimo aceptado:

992,58

24/01/2014

1000

23/1/2015

Puesto que la duracion es menor de un afio natural, el tanto se calculara con la ley financiera de

. . 1
descuento simple racional: A(z) = T, conz=p-—t

La duracion es de 364 dias, que expresaremos afios con el convenio Actual/360.

Situamos p en el inicio de la operacidn y la ecuacidn para el tipo de interés marginal quedara:

992,58=1000. ﬁ

1+lmarginal'360

Si despejamos el tipo de interés de esta ecuacion, queda: iy 4y ging = 0,00739332

Expresado en tanto por ciento con tres decimales seria 0,739%. Como en el caso anterior, hay
una ligera diferencia con el tipo publicado del 0,740%.

Como comentario final, podemos observar que, desde hace un tiempo, la rentabilidad de las
subastas de Letras del Tesoro es negativa. Excede el objetivo de nuestra asignatura explicar las
causas. Podemos indicar que, como inversion, en si mismas, no parecen atractivas y apuntar que
son valiosas en determinadas carteras por su aportacién reduciendo el nivel de riesgo.
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Si buscamos en el sitio web del Tesoro Publico informacidn sobre las Obligaciones y Bonos del
Estado, encontramos lo siguiente:

-BONOS Y OBLIGACIONES: Son valores de renta fija a medio y largo plazo, se emiten a traves de subastas.
Los bonos y las obligaciones tienen las mismas caracteristicas y funcionan igual, la unica diferencia son
los plazos.

VALOR NOMINAL: 1.000 € por titulo.
En caso de invertir una cantidad mayor, siempre ha de ser en muiltiplos de 1.000 euros.
BONOS: a 2, 3 y 5 anos, se subastan generalmente el primer jueves de cada mes.

OBLIGACIONES: a 10, 15 y 30 afios, se subastan generalmente el tercer jueves de cada mes

Vemos elementos comunes con las Letras del Tesoro: son titulos de Deuda Publica, emitidos por
subasta. Se paga por estos titulos el precio que corresponda (entre el precio minimo aceptado
en la subasta y el precio medio) en la fecha de liquidacidn. El nominal solicitado tiene que ser
multiplo de 1.000€.

Como primera diferencia con las Letras del Tesoro, tenemos el plazo de la operacion.

La diferencia mas importante desde el punto de vista de las matematicas financieras es la
estructura de la operacion. Mientras que las Letras del Tesoro constituyen una operacién simple,
las Obligaciones y Bonos del Estado tienen estructura de préstamo americano. La Unica
diferencia entre las Obligaciones y lo Bonos del Estado es el plazo. Por lo tanto, al final de cada
afio, el prestamista debe recibir los intereses generados en ese afo y en el vencimiento del titulo
recibird los intereses del Ultimo afio y la devolucion del nominal.

Dentro de esta estructura de préstamo americano, podemos resaltar algunas caracteristicas
especiales. La primera caracteristica curiosa es terminolégica. Los intereses periddicos que
recibe el tenedor del titulo suelen denominarse cupones.

Estos cupones (intereses) se determinan multiplicando el tipo de interés del Bono u Obligacion
por el nominal. El tipo al que se calcula el cupdn es un dato esencial para definir la operacion.
En la informacién que facilita el Tesoro Publico se da como DENOMINACION junto a la letra B, si
se trata de un bono o la letra O, si es una obligacién.

Conocido vencimiento del titulo y el tipo del cupdn, queda definida la contraprestacion:

- El dltimo capital se entrega en la fecha de vencimiento. Su cuantia sera igual al Nominal
(suponemos 1.000) mas el importe del cupdn (intereses).
- El pendltimo capital se entrega un afio antes de la fecha de vencimiento. Su cuantia sera
igual al importe del cupdn.
- Asi sucesivamente cada cupdn se entregaria un afio antes, hasta completar el nimero
total.
A continuacidn, se da una tabla informativa de una subasta de Bonos del Estado a 3 afos. Al
igual que en el caso de las Letras del Tesoro, nuestro objetivo actual no es entender todo, sino
saber extraer la informacién que es relevante para nosotros.
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Mostrar

Plazo

Denominacion

Fecha subasta

Fecha vencimiento

Fecha de liquidacion

Nominal solicitado

Nominal adjudicado

Nominal adjudicado (22 vuelta)

Precio minimo aceptado

Tipo de interés marginal

Precio medio ex-cupdn

Precio medio de compra

Tipo de interés medio

Adjudicado al marginal

ler precio no admitido

Volumen peticiones a ese precio

Peticiones no competitivas

Universidad Pontificia Comillas (ICADE)

3 ANOS

B 0,25%

17/03/2016

31/01/2019

22/03/2016

2.644,74

1.159,74

0,00

100,380

0,116

100,394

100,434

0,111

475,00

100,370

200,00

4,74
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Como se ha indicado, para identificar los capitales de la contraprestacién, para un Nominal de
1000¢€, los datos relevantes son:

Plazo 3 ANOS
Denominacion B 0,25%
Fecha vencimiento 31/01/2019

Los cupones tendran un importe del 0,25% del nominal, esto es 2,50€.

El capital a vencimiento tendrd una cuantia de 1002,50€, un afio antes, se entregara un cupdn
de 2,50€ y el afio anterior el primero de los tres cupones, con el mismo importe. Podemos
representarlo en un eje temporal:

2,5 2,5 1002,5

31/01/2017 31/01/2018 31/01/2019

En un préstamo americano, el capital Unico de la prestacidn estaria situada un afo antes del
primer cupdn. El esquema de esta operacidn tedrica seria el siguiente:

C
31/01/2016
2,5 2,5 1002,5
31/01/2016 31/01/2017 31/01/2018 31/01/2019

Sin embargo, una de las peculiaridades de este tipo de titulos es que el origen real de la
operacion no suele estar un afio antes del primer cupdn. Tomar esta fecha como referencia
tedrica si es interesante y, en el futuro, nos referiremos a ella como origen teérico de la
operacion.

Sabemos que el origen real de la operacién es la fecha en la que se entrega el capital Unico de
la prestacién, que es la fecha de liquidacidn. En este caso:

Fecha de liquidacidn 22/03/2016

La cuantia del capital de la prestacién sera el precio pagado. Vamos a suponer que el Bono se
compro al precio medio (porque se hizo una peticidn no competitiva o se ofrecié un precio
mayor o igual que el medio). En la tabla informativa observamos que aparecen dos valores del
precio medio. El que paga quien compra al precio medio es el lamado Precio medio de compra.
Todos los precios vienen expresados como porcentaje de Nominal.
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Precio medio de compra 100,434

Luego, para un Nominal de 1.000€, el precio medio de compra fue de 1.004,34€.

Tenemos los datos para completar el esquema de la operacion:

1004,34
22/03/2016
2,5 2,5 1002,5
31/01/2016 31/01/2017 31/01/2018 31/01/2019

La rentabilidad de estas operaciones se mediria, del mismo modo que todas las operaciones
financieras, por el tanto al que se hacen equivalentes los capitales entregados y recibidos. Seria
necesario incluir todos gastos derivados de la operacidn y se trabajaria siempre con leyes
compuestas, por tratarse de una operacion a largo plazo.

Ademads, en estas operaciones, estudiaremos el calculo de la rentabilidad que publica el Tesoro
en su informacidn para quienes compraron al precio medio, que se denomina Tipo de interés
medio.

Los criterios utilizados por el Tesoro son los siguientes:
- Ley financiera: Leyes compuestas
- Convenio para pasar los dias a afios: Actual/Actual.
El convenio sélo se utilizara para los periodos inferiores a un afio. En estos, se dividira el
numero de dias entre 365 o0 366 en el caso de que el afio sea bisiesto.
Podemos comprobar, con estos criterios el calculo del tipo medio de la subasta que hemos
elegido a modo de ejemplo. La ecuacién para la obtencién del tanto medio efectivo seria la
siguiente:

1004,34 = [2,5 agie + 1000. (1 + ipeqi0) ™3] (1 + ifpeqio)” /366

Obsérvese que los términos que aparecen entre corchetes estan valorados en el origen tedrico,
por lo que es necesario capitalizarlo 51 dias para situarlo en la fecha de liquidacién (29 dias de
febrero mds 22 de marzo). Estos 51 dias se expresan en afos dividiendo entre 366. Entre el
31/01/2016 y el 31/01/2017 estd mes de febrero de 2016 que tuvo 29 dias, por lo que entre
estas dos fechas hay 366 dias.

Si se sustituye el tanto medio de 0,111% en la ecuacidn, el precio que se obtiene es de 1004,32.
Al igual que ocurria en las Letras del Tesoro, puede haber pequefias diferencias, por no trabajar
con todos los decimales. El tanto medio da medida de rentabilidad del bono y no el tipo del
cupdén, como interpretan con frecuencia quienes no tienen conocimientos de matematica
financiera. El tanto medio coincidiria con el tipo del cupdn bajo determinadas condiciones. Por
ejemplo, si la fecha de liquidacion estuviera en el origen tedrico y el precio coincidiera con el
Nominal.
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Se da aqui alguna informacién adicional importante que puede responder inquietudes de
alumnos especialmente curiosos. El hecho de que la fecha de liquidacion no se sitde un afio
antes del primer cupdn puede resultar falto de sentido. La razén es que la contraprestacion de
un Bono o de una Obligacidn del Estado se suele subastar en varias fechas (emisién por tramos),

lo que impide que todas ellas estuvieran a un afio del cupén.

De una misma emision de Bonos u Obligaciones, se pueden realizar varios tramos, todos los tramos

tienen las mismas condiciones en cuanto a:
- Misma fecha de pago de cupon.
- Mismo cupon (interés anual, aplicado al valor nominal).

- Misma fecha de vencimiento.

Como ejemplo, pueden verse los datos de la subasta de bonos a 3 afios que se celebré un mes

antes de la de nuestro ejemplo:

Plazo

Denominacién

Fecha subasta

Fecha vencimiento

Fecha de liquidacién

Precio minimo aceptado

Tipo de interés marginal

Precio medio ex-cup6n

Precio medio de compra

3 ANOS

B 0,25%

18/02/2016

31/01/2019

23/02/2016

99,980

0,256

99,993

100,013

Obsérvese que la contraprestacion coincide con la de la subasta con la que hemos trabajado.

Hay muchos temas que se pueden estudiar relacionados con la emisidon por tramos, como sus
ventajas, la relacion entre los precios y las rentabilidades de sucesivas subastas, concepto de

cupdn corrido o precio ex-cupén.
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Hace unos afios, compré Bonos del Estado con cupdn al 4%. Ahora falta un afio para su
vencimiento (acabo de cobrar el cupdn) y quiero venderlo en el mercado secundario. {Qué
precio me darian? Vamos a razonar, bajo ausencia de comisiones u otros tipos de gastos. La
operacion que encuentra un comprador potencial es la siguiente:

Precio

0

1040

1
Quizd, alguna persona podria pensar que el precio sensato es 1000€, coincidiendo con el
Nominal. Si yo ofreciera este titulo por 1000€ en el mercado, estaria ofreciendo Deuda Publica
espafiola a un afio con una rentabilidad del 4%.

El hecho de encontrar o no compradores para un precio de 1.000€ dependeria de la rentabilidad
que estuviera dando en este momento la Deuda Publica a un afio. Imaginemos que fuera del 1%
(no trabajaremos con los datos de la actualidad). Cualquier inversor interesado en comprar
Deuda Publica a un afio estaria interesado en comprar a 1000€ y conseguir una rentabilidad del
4%, frente al 1% que se consigue en los mercados.

Visto esto, decido subir el precio hasta 1020€. En este caso, la rentabilidad que tendria un

, 1040-1020 , . -
comprador seria de: “Tozo = 0,01961. Todavia es superior al 1%, por lo que se seguiria

considerando un precio bajo en el mercado.

Me planteo, incluso vender por 1030, pero parece que a este precio no me comprarian. La
rentabilidad quedaria por debajo del 1% y preferirian las otras operaciones de Deuda Publica
espafola a un afio.

El precio seria aquél que diera al comprador la misma rentabilidad que dan las operaciones
analogas en riesgo y en plazo. En nuestro caso habiamos supuesto un 1%. Para conseguir este
precio, basta descontar el capital futuro a este tipo de interés.

El precio seria aproximadamente 1040-(1+0,01)= 1029,70

1040-1029,70 _

0,01.
1029,70

Efectivamente, de este modo, la rentabilidad sera:

Este principio se generaliza al caso de que quedaran pendientes mas capitales, mas plazos o
estuviéramos en otros niveles de riesgo.

Si se quiere vender en el mercado un titulo al que le quedan 4 afios de vida y da derecho a
cupones de 20€ y la devolucién de un valor nominal del 1000€, su valor tedrico de mercado
(precio aproximado) se obtendria descontando los capitales futuros a los tipos de mercado para
las operaciones analogas en riesgo y en plazo.

¢Y dénde se obtienen estos tipos de interés necesarios para valorar los titulos de renta fija? En
nuestro primer ejemplo, es relativamente sencillo encontrar una aproximacién, ya que las Letras
del Tesoro son titulos de Deuda Publica espafiola a un afio. Bastaria mirar qué rentabilidad estan
dando.
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Para casos mas generales, la manera de trabajar para definir los tipos de mercado que
utilizaremos para valorar es analoga. En primer lugar, debemos centrarnos en el nivel de riesgo
correspondiente. Si queremos valorar Deuda Publica alemana, tendremos que buscar en la
rentabilidad que estan dando sus titulos y si estamos valorando titulos de deuda privada,
situarnos en el sector correspondiente.

En cuanto al plazo, los Unicos titulos para los que se puede hablar de su plazo sin ningun tipo de
confusion son los que definen operaciones simples. Esto es, en los que se intercambia un capital
por otro. En renta fija, este tipo de titulos se denominan cupdn cero, y tienen la siguiente forma:

Co

En esta operacion, el plazo claramente es n. En un bono que paga cupones al final de cada afio,
se va recuperando cada afio una parte de la inversidn, por lo que no se puede afirmar con
propiedad que el plazo al que se recupera la inversion sea el vencimiento. Por esta razon, en la
definicion de los tipos de interés de mercado tienen especial protagonismo los llamados bonos
cupodn cero.

Al tipo de rentabilidad de un bono cupdn cero pactado en t=0, que comienza en t=0y finaliza n
afos después, se le denomina tipo al contado a n afios. En ocasiones, se utiliza la terminologia
en inglés y se les llama spot rates.

A la funcién que, asigna a cada plazo el tipo de interés al contado a ese plazo se le denomina
Estructura Temporal de los Tipos de Interés (ETTI) y a su representacién grafica, curva cupon
cero.

Un ejemplo muy significativo de curva cupdn cero es la que publica diariamente el Banco Central
Europeo para identificar los tipos de interés de mercado de la deuda publica de la zona euro.
Cada dia publica dos curvas, una se refiere a la media de los paises considerados con menor
riesgo (identificados como paises con calificacién AAA) y otra curva que se refiere a la media de
todos los paises. El enlace en el que se pueden encontrar estas curvas es:

https://www.ecb.europa.eu/stats/financial markets and interest rates/euro area yield cur
ves/html/index.en.html

A continuacién, se muestra una imagen de la curva cupdn cero del 17 de abril de 2020 para la
media de todos los paises de la zona euro. Cada punto de la curva indica el tipo al contado al
plazo correspondiente Se ha resaltado, a modo de ejemplo, el tipo a 10 afos.
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Si quisiéramos encontrar el valor de mercado de un bono para el que fuera adecuado este nivel
de riesgo, tendriamos que descontar los pagos futuros a los tipos al contado a cada plazo.

Supongamos que queremos vender en el mercado un titulo, de esta categoria de riesgo, al que
le quedan 4 anos de vida y da derecho a cupones de 20€ y la devolucidn de un valor nominal del
1000€. El esquema de la operacidn seria el siguiente:

Pre|cio
0
| 20 20 20 1020
0 1 2 3 4

Para encontrar el precio que deberia tener el bono en el mercado, debemos descontar el cupdn
que vence dentro de un afio con el tipo al contado a un afio, el cupdn que vence dentro de dos
afos, con el tipo a dos afios, andlogamente el cupdn que de dentro de tres afios con el tipo al
contado a tres anos y, el capital final, con el tipo al contado a cuatro afios.

Encontraremos dichos tipos en la curva cupdn cero para el nivel de riesgo que corresponda.
Suponiendo que fuera el de la media de los bonos de la zona euro serian los siguientes:
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Precio = 20 - [1+(-0,00129)] + 20 - [1+(-0,00066)]2 + 20 - [1+(-0,00012)] + 1020 - [1+0,00050]*

Junto con los tipos al contado (spot) suelen definirse unos tipos de interés también asociados a
los bonos cupdn cero, pero en aquellos casos en los que los términos de la operacidn se pactan
antes de que la operacion comience, que se denominan tipos a plazo o tipos forward. En la
literatura pueden encontrarse multiples notaciones diferentes para los tipos al contado y los
tipos forward. Aqui vamos a proponer una notacion con tres subindices: el primero serd el
momento en el que se pacta la operacién, el segundo subindice indicara el momento en el que
comienza la operacion y el tercer subindice serd el momento en el que finaliza la operaciéon. De
esta manera, si los dos primeros subindices coinciden, se tratara de un tipo al contado vy, si no
coinciden se tratara de tipo forward.

Si denominamos t=0 al 17 de abiril, los tipos al contado utilizados para la valoracién de nuestro
ejemplo han sido:

i0,0,1: -0,00129 io,o,z= -0,00066 io,o,3: -0,00012 i0,0,4= 0,00050
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Estos tipos se habian definido como los tantos de rentabilidad de bonos cupén cero, pero su
determinacién en la practica no es sencilla, porque no existen bonos cupdén cero en todo
momento a todos los plazos y para todas las categorias de riesgo. La determinacién de curvas
cupon cero necesita complejos procedimientos de estimacion, pero estas curvas no dejan nunca
de estimarse y publicarse porque son esenciales para la valoracién de titulos de renta fija.

Los tipos forward también se han definido como los tantos de rentabilidad de bonos cupdn cero
que se pactan antes de que comience su vida. Por ejemplo, el tipo ig1,4 €s el de una operacion
gue comienza ent=1y termina en t=4, por lo que dura 3 afios, pero se pacta en t=0. Se denomina
tipo a tres afos de dentro de un afo. Obsérvese la diferencia con el tipo i1 14, que también se
referiria al periodo entre t=1y t=4, pero se pactaria en t=1y no se conoceria hasta ese momento.

Los contratos basados en tipos forward pueden utilizarse en la practica para asegurarse pagar o
cobrar un tipo de interés determinado en un periodo futuro, sin exponerse al riesgo de que
llegado el momento tuviera que pagar un tipo muy alto o cobrar un tipo muy bajo. La
determinacién del valor de los tipos forward se consigue también a través de la curva cupdn
cero, por una relacién de coherencia con los tipos al contado que deben verificar.

La relacién de coherencia entre los tipos de interés forward y los tipos al contado se basa en que,
en un mercado que funciona razonablemente bien, una operacion debe tener siempre la misma
rentabilidad, aunque se implemente de dos formas diferentes.

Vamos a razonar esta relacion sobre un ejemplo concreto. Tratemos de determinar el valor que
deberia tomar el tipo io,1,4 €l dia 17 de abril de 2020 (t=0). Esto es el tipo que se pactaria en esa
fecha para una operacion que comenzase el 17 de abril de 2021 (t=1) y finalizase el 17 de abril
de 2024 (t=4).

Una unidad monetaria (podria ser un millén de euros), puede invertirse de t=0 a t= 4 de dos
maneras diferentes.

La primera manera seria invertirlo directamente, utilizando el tipo al contado ig0,4. La cantidad
que obtendria al final seria (1 + io0,4)*

La segunda manera seria invertirlo, en primer lugar, hasta t=1, utilizando el tipo al contado io 1.
La cantidad que obtendria en t=1 seria (1 + ig01). Ademads, en t=0, se dejaria pactada la
reinversion de la cantidad (1 + ig0,1) desde t=1 hasta t=4 al tipo ig1,4, lo que daria una cantidad
final de (1 +i0041). (1 +i0,1,4)%. La cantidad final debe ser la misma que con la primera manera:

(1 +i0,04)* = (1 +i004)- (1 +ig1,4)?

Tomamos el valor de los tipos al contado de la curva cupdn cero y lo sustituimos en la igualdad:
i0,0,1= -0,00129 io04= 0,00050 = (1 +0,00050)* = (1 - 0,00129). (1 + i,1,4)3

De donde podemos despejar el valor del tipo de interés forward que buscabamos:

i0,1,4=0,00023681
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