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Resumen

En este articulo se aplican técnicas de la Geometria Computacional a la resolucion de
problemas de competicién politica bipartidista.
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Abstract

In this paper techniques of the Computational Geometry are applied in order to solve
problems of political competition between two parties.
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1. Introduccion

Los procesos electorales son un tema relevante en el desarrollo de los paises democraticos,
ya que los resultados de las elecciones condicionan el devenir de dichos paises en periodos de
cuatro afios, teniendo impacto en las politicas econémicas, sociales, culturales, ... que se
aplican a los ciudadanos.

Es por ello que el andlisis de la competicion politica se ha realizado desde diversos puntos
de vista, no faltando el enfoque matematico en los estudios vigentes.

Se pueden distinguir dos vertientes matematicas en el acercamiento a la competicion
politica:

La teoria espacial del voto, donde destacan los trabajos de Hinich y Laver (ver [5], [6])

La utilizacién de la teoria de juegos para modelar la competicion politica (ver por ejemplo

(8])
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En los trabajos de Hinich y otros autores se define un espacio de politicas unidimensional
6 bidimensional de acuerdo con los datos de encuestas sobre determinados items (por
ejemplo, Educaciéon y Sanidad), para que el espacio de politicas modele la realidad
subyacente.

Los partidos ofrecen politicas en dicho espacio intentando ajustarse a las preferencias de
los votantes. La utilidad de la politica ofrecida por cada partido se modela seguin su distancia
a las posiciones de los votantes (a menor distancia, mas utilidad).

Laver plantea en sus trabajos con otros autores un modelo basado en agentes,
multidimensional y con varios partidos. Desecha el modelo geométrico dindamico basado en
distancias entre los partidos y los votantes por ser analiticamente intratable y lo sustituye por
un modelo computacional basado en simulaciones realizadas con ordenador.

Roemer asume un continuo de ciudadanos y estudia modelos (Downs, Wittman) desde el
punto de vista de la teoria de juegos: estrategias de victoria, analisis del equilibrio... en
diferentes casos: certidumbre, incertidumbre, una dimensién, varias dimensiones...

La aproximacion llevada a cabo en el presente articulo es parecida a la de Roemer, pero
suponiendo una poblacion discreta. En concreto, en el articulo se presenta una recopilacion de
los resultados obtenidos por el autor con varios coautores en el estudio de diferentes modelos
de competicién politica bipartidista, en un espacio de politicas bidimensional. La
consideracion de un conjunto finito de posibles ganancias de los partidos junto con un espacio
de politicas infinito constituye la originalidad del trabajo realizado. Los coautores de los
articulos de los que se presentan resultados son Manuel Abellanas, Sagrario Lantardn, Isabel
Lillo y Maria Dolores Lopez.

La organizacién del articulo es la siguiente: En la seccién 2 se presenta un modelo de
competicion politica con restricciones de entorno. En la seccion 3 se presenta un modelo de
competicion sin restricciones en las politicas ofrecidas. Por ultimo en la seccion 4 se presenta
un modelo analogo al de la seccion 3, pero con ponderaciones en el valor de los votantes. En
esta ultima seccion hay algtin resultado novedoso, que se presenta con prueba.

2 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen X, Niimero X, Xxx'XX, ISSN 2174-0410



Matematicas y competicion politica Javier Rodrigo Hitos

2. Competicion politica con restricciones
2.1 El modelo

Formalmente, el juego que se plantea en esta seccion es el siguiente (ver [1] para mayor
detalle): Tenemos dos partidos p y q que se posicionan en dos entornos circulares disjuntos del
plano de politicas, B y B’ respectivamente, segin las politicas que ofrecen sobre dos
determinados items como pueden ser Sanidad y Educacion.

Existe un conjunto finito de votantes posicionados también en el plano de politicas segun
sus preferencias sobre esos items: H = {pl, . pn}c R2.

Suponemos que cada individuo vota al partido que ofrece unas politicas mas cercanas a
sus preferencias. Por tanto, dado un perfil de estrategias t B, t,eB’ tenemos que las

ganancias de cada partido son:

I(t,t,)= (mimero de puntos p, tales que d(pi t)<d(p,t, ))
2(t,,t,) = (mimero de puntos p, tales que d(p,.t)>d(p, ,tz)):
= n_Hl(tl'tz)

Obsérvese que las ganancias son enteras, el conjunto de posibles ganancias de cada
partido es finito y el juego es de suma constante: el nimero de votantes. La distancia d que se
utiliza es la euclidea. Los puntos equidistantes se adjudican al primer partido, ya que se
supone que es el partido gobernante en el momento de las elecciones.

El objetivo de la siguiente subseccidon es encontrar posiciones de estabilidad bajo este
modelo.

2.2 Estudio del equilibrio

Se plantea en esta subseccion el estudio de las posiciones de equilibrio de Nash en el juego
planteado en la seccidn 2. La definicion de equilibrio de Nash es la siguiente:

Definicion 1: Un equilibrio de Nash es un par de estrategias para los dos partidos (t°,t°)

tal que IT'(t,,t)) <TI'(t),t7), TI*(t),t,) <IT%(t),t)) para todos los t,t, € R?

Son por tanto estrategias dptimas para cada partido estando el otro donde esta situado. A
continuacion se da una condicion necesaria y suficiente para la existencia de equilibrio basada
en las condiciones de equilibrio de von Neumann para juegos de suma constante (ver [3]):

Proposicion 1: Se consideran los niimeros:
s, = min,_, (mdxima interseccion en B'de C(p,, d(p;,t)),i=1, ..., n)
s, = min,_, (méxima interseccién en B de C(p,,d(p,,t'))i=1..,n)

Entonces existe equilibrio en el juego planteado si y solo si s1 + s2 = n. Las posiciones de
equilibrio seran los (t1, t2) tales que f1 es un punto de B donde se alcanza s1 y {2 es un punto de
B’ donde se alcanza s.
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Observacion: Seguin esta proposicion y lo establecido en la subseccion anterior, se concluye
que en las posiciones de equilibrio cada partido minimiza la méxima ganancia de votos que
busca el otro.

En [2] se desarrolld un algoritmo para hallar s1, s, verificar la condicion de existencia de
equilibrio y hallar zonas en B, B’ donde se podian situar los partidos para estar en equilibrio
cuando éste existia. El algoritmo se basa en hacer una particiéon de los dos entornos con
cuadrados y hallar las zonas de maxima interseccién en cada entorno de circulos centrados en
las posiciones de los votantes y de radios las distancias maxima y minima a cada cuadrado. Se
reduce asi un problema infinito, porque el nimero de posibles posiciones de los partidos en
sus entornos es infinito, a un problema finito, porque el niimero de cuadrados es finito,
aprovechando que las posibles ganancias de los partidos son finitas. Una idea grafica del
algoritmo esta en la figura 1.

-4

Figura 1. Idea grdfica del algoritmo para encontrar regiones de equilibrio

3. Competicion politica sin restricciones

El juego que se plantea en esta seccidon es analogo al de la seccion anterior, con la tinica
diferencia de que los partidos politicos p y q se pueden situar en cualquier punto del plano,
no tienen restringidas sus posiciones a dos entornos disjuntos. Esto puede dar una vision mas
realista de la competicion politica, al reflejar el hecho de que los partidos ofrecen a veces
politicas muy separadas de sus politicas centrales para adaptarse a sus votantes potenciales,
acercandose en muchos casos a las politicas ofrecidas por otros partidos.

Se estudia bajo este modelo estrategias de victoria y posiciones de equilibrio. Los
resultados de esta seccion estan en [4].

3.1 Estrategias de victoria

Vemos que en este modelo los dos partidos tienen posibilidades al menos de empatar para
cualquier politica que adopte el otro:
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Proposicion 2: Si n es par, hay una estrategia para el primer partido p mediante la cual
consigue empatar cualquiera que sea la posicion del segundo partido g, sin ponerse en la
posicion que elige g.

Ver la figura 2 para la idea grafica de la proposicion.

Figura 2. Estrategia para empatar con un niimero par de votantes

Observacion: Para n par hay configuraciones muy simétricas de los n votantes en las que
uno de los partidos no puede ganar con ninguna politica que ofrezca, si el otro esta situado en
el centro de la configuracion.

Proposicion 3: Si n es impar, hay una estrategia para situar a p y ganar {E} +1 votantes ,

siendo [ ] la parte entera, y por tanto ganar las elecciones, siempre que g no se encuentre en

la posicién de algtn votante.

Ver la figura 3 para la idea grafica de la proposicién.

Figura 3. Estrategia para ganar con un niimero impar de votantes

3.2 Estudio del equilibrio de Nash

Se estudia ahora las situaciones de equilibrio de Nash en el modelo planteado en esta
seccion. Se necesita una definicion previa:

Definicién 2: C ; es la interseccion de los cierres convexos de los subconjuntos de H de
n . n .
[E} +1 puntos (suponemos que {E}H <n).

La siguiente proposicion da una condiciéon necesaria y suficiente de existencia de
equilibrio.
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Proposicion 4: Existen posiciones de equilibrio en el juego presentado siy sélosi C, , es
no vacio. En este caso, las tinicas posiciones de equilibrio son los (t,t,) con t, y t, en dicho

conjunto.
Se establece ahora que este equilibrio es tinico cuando existe.

Proposicion 5: C | es vacio 6 un conjunto de un solo punto a no ser que los n puntos estén

alineados y n es par. Salvo en este caso, el equilibrio es entonces tinico cuando existe y con los
dos partidos situandose en el mismo punto.

Observacién: En este modelo las tinicas posiciones de equilibrio son en general con los dos
partidos eligiendo la misma politica. En el nico caso en que esto no pasa se pierde una
dimension al estar los votantes alineados, por lo que habra una correlacion en las preferencias
de los votantes en los dos items, lo que no suele suceder en la practica. Ademas, en muchas
ocasiones no hay equilibrio. Por ejemplo si n>1 es impar y los n puntos estan en posicion
general (no mas de dos puntos alineados), no existe ninguna posiciéon de equilibrio.

En la siguiente subseccion se debilita la definicion de equilibrio para evitar estas
situaciones poco realistas. Pero antes de entrar en dicha subseccion, se va a establecer una
curiosa relacion entre el punto de equilibrio en el juego planteado y el problema clasico en
localizacion de encontrar el punto del plano que minimiza la suma de las distancias a unos
puntos dados:

Propiedad 1: Si C,, contiene algiin punto que no esté en H, en ese punto se minimiza la

suma de las distancias de puntos del plano a los puntos de H

Demostracion: Al contener C , algin punto p que no estd en H sabemos que 7 es par y
que hay un emparejamiento de los puntos de H, digamos que {pl,pz}, e {pH, p”} de tal

forma que los segmentos que unen a los puntos emparejados intersecan en p. Entonces, como
el minimo de la suma de las distancias de un punto del plano a dos puntos fijos se alcanza en
el segmento que los une, tenemos que para todo punto x del plano:

(de,p, )+dlx,p, )+ ..+ (@, p, )+ d(x,p, )
(dp,p,)+d(p,p,)+...+dp,p, . )+dp,p,))

Por tanto el minimo se alcanza en p como queriamos.

Propiedad 2: Si n es impar y C_, es no vacio, en el punto de C_, se minimiza la suma de

las distancias de puntos del plano a los puntos de H

Demostraciéon: Al ser n impar se cumple que el punto de C, ; es de H, digamos que es p,,
y hay un emparejamiento del resto de los puntos de H, digamos que {pl, pz}, e {pH, pH} de
tal forma que los segmentos que unen a los puntos emparejados intersecan en p,, luegoen p,

se minimiza la suma de las distancias de un punto del plano a los extremos de cada segmento,
por lo que para todo punto x del plano:

(e, p,)+dlx,p, )+ ...+ [dx,p, )+ dlx,p, ) +d(xp,)=
(@, .p)+dp, p,)+..+@p,.p,.)+dpp,.)+dp,.p,)

Por tanto el minimo se alcanza en p, como queriamos.
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Estas propiedades nos indican que, bajo las condiciones de dichas propiedades, el punto
de equilibrio en el caso bidimensional se alcanza en la mediana de las posiciones de los
votantes, como ocurre en ciertos modelos unidimensionales con un conjunto continuo de
votantes (ver [8])

Observacion: Cuandonespary C, | = {p} con p e H, no siempre se minimiza en p la suma de

las distancias a los puntos de H. Por ejemplo, si Hz{pl,pz,p3,p4} con p, :(— 1,—\/5),

p,= (— 1, ﬁ), p,=(2,0), p, = {—%, —%J , entonces p,, p,, p, forman un tridangulo en cuyo

interior estd p,, porloque C,, = f%}, siendo la suma de las distancias de p, a los puntos de

H mayor que 10, mientras que la suma de las distancias del origen a los puntos de Hes 7.
3.3 Estudio del equilibrio aproximado
Se propone la siguiente debilitacion de equilibrio:

°,t?) es de equilibrio débil si:

Definicion 3: Una posicion (t1 ,

(L, €0) < TR, )+, TR0, ) S TP, )41 vt t, e R
La caracterizacion de equilibrio débil en el modelo presentado sera:
Proposicion 6: Existen posiciones de equilibrio débil en el juego presentado si y sdlo si
C,, esno vacio (n>2). Las posiciones (tl,tz) con t, y t, en dicho conjunto y ganancia % para
cada uno seran de equilibrio débil. Las otras posiciones de equilibrio débil son con uno de los

partidos ganando la mitad menos uno de los votantes y situado en C,, y el otro ganando la

mitad mas uno de los votantes (mayoria absoluta) y situado en C,_, sin es par, y la analoga si

n,1

n es impar.

Observacion: C,, es generalmente una regiéon en el plano, por lo que existen usualmente

infinitas posiciones de equilibrio débil que dan una situacion casi estable para los dos

partidos. En la figura 4 se muestra una de estas situaciones (C, , es la zona sombreada)

n,2

Figura 4. Puntos en posicion de equilibrio débil para n=5
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4. El caso ponderado

En esta seccion se mantiene el modelo de la seccion 3, con la excepcidn de que se varian las
ganancias de los partidos, al asignarse un peso positivo a cada punto de H de manera que la
suma de todos los pesos da n. El peso de un subconjunto de H sera entonces la suma de los
pesos de los puntos del subconjunto y la ganancia de cada partido sera el peso del conjunto de
los puntos de H que estan en su semiplano, asignandose el peso de los puntos en la mediatriz
al primer partido como en la seccién anterior. Estas ponderaciones intentar reflejar las
diferentes representaciones que suelen tener en la practica los diferentes tipos de votantes.
Obsérvese que el modelo de la seccidn anterior es el caso particular de éste en el que todos los
votantes tienen peso 1.

Generalizamos entonces los resultados de la seccion anterior a este caso. La mayor parte
de los resultados de esta seccién esta en [7]

4.1 Equilibrio de Nash ponderado

Para dar la condicién necesaria y suficiente de existencia de equilibrio cuando hay
ponderaciones se necesitan unas definiciones previas.

Sy - n .
Definicion 3: m; es el i-ésimo peso mayor que 7 que hay entre los pesos de subconjuntos
. n .
de H. Por ejemplo, m, es el menor peso que es mayor que 3 de un subconjunto de H, m, esel
n .
segundo menor peso que es mayor que 5 de un subconjunto de H ...

Definicion 4: C, es la interseccién de los cierres convexos de los subconjuntos de H de

peso mayor que «

Proposicion 7: Existen posiciones de equilibrio de Nash en el juego ponderado si y sdlo si

C, esno vacio. En este caso, las tinicas posiciones de equilibrio son los (t,t,) con t y t, en
2

dicho conjunto.
Se tiene el mismo caso de unicidad que en la seccién anterior:

Proposicién 8: C, es vacio 6 un conjunto de un solo punto salvo en casos en que los n
2

puntos estén alineados. Salvo en estos casos degenerados, el equilibrio es tinico cuando existe
en el juego con ponderaciones, con los dos partidos situandose en el mismo punto.

La siguiente subseccion generaliza el concepto de equilibrio débil al caso ponderado.
4.2 Equilibrio débil ponderado

La debilitaciéon de la condicion de equilibrio adecuada al modelo de esta seccién seria:

Definicién 5: Una posicién (t,t,) es de equilibrio débil si:

T, t0)< K, Tt )<K, Vit eR?
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Donde K, es el menor de entre los pesos de subconjuntos de H que son mayores que
Hl(tf,tg ), K, es el menor de entre los pesos de subconjuntos de H que son mayores que
(0, t0).

El resultado analogo a la proposicién 6 es ahora:

Proposicion 9: Si m, <n, existen posiciones de equilibrio débil en el juego con

ponderaciones siy solo si C # ¢, siendo las ganancias de los partidos en dichas posiciones al

. n
menos como la mayor posible menor que 5

Observaciéon: Los dos partidos estan por tanto cercanos a la mayoria absoluta en las
posiciones de equilibrio debil. Suelen ser infinitas dichas posiciones, al ser C generalmente

- . y . 8
una region como se muestra en la figura 5 (C,, es la region sombreada, siendo m, = 3 )

Figura 5. Region de equilibrio débil en un ejemplo ponderado
Se pueden definir otros equilibrios aproximados debilitando la condicién de las ganancias.
La condicion necesaria y suficiente de existencia de estos equilibrios seria que C, fuera no
vacio. Como las regiones C,, crecen con k, habria mas posiciones de equilibrio segin se

debilita la condicién, pero con menos estabilidad al haber mas holgura en las ganancias.

Se plantea ahora el problema de maximizar el nimero de puntos de H en C,, sobre todas
las configuraciones posibles de H con puntos en posicion general (no hay tres puntos
alineados) y todas las posibles ponderaciones de los puntos de H, suponiendo que m,, <n
para que no estén todos los puntos de H en C,_ . Esta ultima condiciéon se cumple si y sdlo si
n>log,(k +2)+1. Llamamos a este maximo max, . Dicho maximo es importante porque da el

mayor nimero posible de posiciones de equilibrio aproximado en las que los partidos se
ajustan plenamente a las preferencias de algunos de los votantes.

La siguiente proposicion da una cota superior de max, que no depende de n. Se necesita

el siguiente resultado previo:

Lema: Si n>2k+1, existe un p, que estd en la frontera del cierre convexo de H y no en
C

Mk
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Demostracion
Si consideramos que los puntos de H estan ordenados de menor a mayor segun su abcisa

(en caso de igualdad segun su ordenada: orden lexicografico) y w({p,..... p,,})>m,, donde w

es el peso del conjunto, entonces p, ¢C, , estando p, en la frontera del cierre convexo de H

mg 7

al ser el punto de mayor abcisa.
Si W({pl,..., pH})S m, , entonces:
W({pn })Z n-m, = W({pna’ pn})2 n-m,=..= W({pn—(2k+l)’ v Py })2 m,

Por tanto, si n>2k+2, p, no estd en el cierre convexo de {pnf(zw), . pn} al tener menor
abcisa que p, (., porloque p,¢C, , estando p, en la frontera del cierre convexo de H al

ser el punto de menor abcisa.

Si n=2k+2 y todo punto de H en la frontera del cierre convexo de H esta en C_,
entonces el resto de puntos de H tendria peso menor 6 igual que m, y se tendria que k>3,
teniendo los puntos de H en la frontera de su cierre convexo peso n—m, por el argumento del

caso n>2k+2.

Entonces como w({p,})=n-m,, si no estin todos los puntos de {p,,.., p,,}

equiponderados, tomando el de mayor peso, supéngase que sea p,,, se tendra que:

w({p,., p.j)>n-m,, ..., w{p,, .., p,})>m,

Entonces C, estara contenido en el cierre convexo de {p,, s P}, por lo que p, & C./

estando p, en la frontera del cierre convexo de H, contradiccion.

Entonces p,, ..., p,, estan equiponderados estando alguno de ellos en la frontera del cierre
convexo de H, por lo que los puntos de H estan equiponderados y n—m, =1, lo que implica
que m,,, =n, contradiccion. Por tanto algtin punto de H en la frontera del cierre convexo de H

no estaen C también en este caso.
Proposicion 10: Se cumple que max, <2k +1

Demostracion.

Si n<2k+1, el resultado es trivial. Si n>2k+1, podemos suponer sin pérdida de
generalidad por el lema que p, esta en la frontera del cierre convexo de Hy que p, ¢C,, . Si
suponemos ahora que el orden angular desde p, de los demas puntos de Hes p,,..., P, ¥
que i es el menor indice tal que {p,..,p,} tiene peso mayor que m,,, entonces
w({p,, ... P, P, })> m, , siendo W({pl, vy pH})S m,,. Por tanto C, estara contenido en el cierre
convexo de {p,, .., p,, p,}, por lo que contendra a lo mas i puntos de H, luego si i<2k+1 ya

esta demostrado.

Sii>2k+1,la condicién W({ Py e Piy })S m,_, implica que:

W({pw s pn})2 n-mg, ..., W({pifzw s Py })2 M.,
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Entonces C, estara contenido en la interseccion de los cierres convexos de Py B DL

{plfzk, . pn} por lo que contendra a lo mas 2k+1 puntos de H: p,,,,.., p,, como se queria

ver.

Observacion: Se pueden ver ejemplos en los que se alcanza la cota superior si n>2k+4,

con puntos equiponderados si n es par, siendo la frontera de H un poligono regular cuyos
vértices son n—(2k+1) puntos de H, y puntos casi equiponderados si 7 es impar: n—(2k +1)

puntos de peso

en los vértices de un poligono regular, un nuevo punto de peso en

n+ n+1

C, x)2 s Y 10s 2k puntos restantes de peso en C

n-2k,2 *

Si n=2k+2 también se puede ver un ejemplo en que se alcanza la cota superior, con dos

puntos de peso y uno de peso formando un tridngulo, y el resto de puntos, de

+2

peso ———, en el interior de dicho tridngulo. Si n=2k +3, un ejemplo en que se alcanza la
n+
. , 2n n iy
cota superior serfa con un punto de peso 17 dos de peso —— formando un tridngulo, y
+ +
n . . . sz
el resto de puntos de peso e el interior de dicho triangulo.
n+

Por tanto max, =2k+1si n>2k+2.

Obsérvese que esto implica, tomando el valor especial k=0, que en el caso de equilibrio de
Nash hay como mucho 1 punto de H en la zona de equilibrio si n >4, lo que también se
deduce de la proposicion 8, y en el caso de equilibrio débil hay como mucho 3 puntos de H en

la zona de equilibrio si n>4 . En la figura 6 se muestra un ejemplo en el que se alcanza el

maximo para n=5 (C_ eslazona sombreada, siendo m, = %)

Figura 6. Mdximo niimero de puntos de H en la regién de equilibrio débil
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5. Conclusiones y lineas futuras

Se ha desarrollado un modelo geométrico discreto para el estudio de la competicién
politica que se adapta a sus particularidades al haberse tenido en cuenta diferentes
consideraciones realistas para los votantes y los partidos.

Como linea de trabajo futura se toma la generalizacion del modelo a mas de dos partidos,
ya que aunque en muchos paises impera un modelo bipartidista, hay terceros partidos
emergentes que pueden condicionar el desarrollo de la competicién politica.

Se prevén resultados radicalmente distintos a los de los modelos anteriores, con
equilibrios en los que los partidos no se acercan a un centro sino que se polarizan para captar
a grupos concentrados de votantes.

Otra tarea pendiente mas técnica puede ser hallar el valor de max, para n en el rango

log,(k +2)+1<n<2k+1. A este respecto, parece dificil encontrar algo més que resultados

: . . 8
parciales. Por ejemplo, tenemos que si <n<k+3, max, =n, lo que se puede ver con un

. n Ny
conjunto con tres puntos de peso " formando un tridngulo y los n-3 restantes de peso

—4( n 3) en su interior. Se cumple también que si kK+3<n<2k+1, max, 2n-1, lo que se
n —

n(2k+5-n)
2(2k+3)

puede ver con un conjunto con dos puntos de peso y uno de peso

2k+3

formando un triangulo y los n—3 restantes de peso

N ensuinteriorsi n es impar y con
2k +3
n(2k+6-n)

formando un
2(2k +4)

un conjunto con dos puntos de peso y uno de peso

triangulo y los n—23 restantes de peso

en su interior si n es par
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