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1. Introduccion

Las técnicas de descomposicion tiene sentido aplicarlas a un problema de
optimizacién cuya estructura especifica permite identificar partes del mismo
que son facilmente resolubles de modo individual. Los problemas multietapa
y los problemas estocasticos de gran tamano son ejemplos de problemas cuya
resolucién se puede abordar mediante técnicas de descomposicién. Los prob-
lemas enteros mixtos tales que la relajacién de un conjunto de restricciones
reduce la dificultad del mismo son también ejemplos en los que el uso de técni-
cas de descomposicion puede ser preferible a la resolucién del problema de un
modo directo.

Este documento describe una implantacién de la Descomposiciéon de Ben-
ders [2, 13] y de la Relajacién Lagrangiana [6, 7] en el lenguaje de modelado
algebraico GAMS [4]. La descripcién se centra en problemas lineales determin-
istas aunque su extensién para problemas estocésticos [3, 5, 9, 10] (en el caso
de Benders) o para problemas mixtos (en el caso de Relajacién Lagrangiana)
es inmediata. A lo largo del documento se describe brevemente cada una de
las dos descomposiciones y su implantacién en GAMS para la resolucién de
problemas académicos concretos.

2. Descomposicion de Benders

El método de descomposicién de Benders [2, 13] se centra en la inter-
pretacién de un problema de optimizacién como un problema bietapa PL-2.
Para este tipo de problemas, las variables de decisién aparecen claramente
separadas en dos bloques: las variables de la primera etapa y las de la se-
gunda etapa. Esta divisién induce de modo natural un algoritmo iterativo
de resolucién en el que los problemas asociados a las variables de la primera
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etapa (problema maestro) y los asociados a las de la segunda etapa (subprob-
lema) son resueltos consecutivamente. Este método de descomposicién recibe
también el nombre de descomposicion primal (porque el problema maestro
fija variables del primal), descomposicion en L (porque se aplica a problemas
con matriz de restricciones con dicha forma) y descomposicion por recursos
(porque el maestro asigna directamente las decisiones al subproblema sobre
los recursos).
Un problema lineal bietapa PL-2 se representa matematicamente de la

forma siguiente

mine’z + ¢Ty

z,y

Te+Wy=nh

z,y >0

donde z representa el conjunto de variables de la primera etapa e y representa
el conjunto de variables de la segunda etapa. Supondremos que A € R™1*m
y W € Rm2X"2 vy que las restantes dimensiones son conformes con éstas?.
El tamarfio del problema completo es (my + msa) X (n1 + ng). La estructura
de la matriz de restricciones del problema (denominada triangular inferior
por bloques) se presenta en la figura 1. Las restricciones Az = b afectan
lnicamente a las variables de la primera etapa x, mientras que las restricciones
Tx + Wy = h afectan a ambos conjuntos de variables = e y.

Figura 1. Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en problemas
lineales bietapa.

El problema lineal bietapa PL-2 (1) se puede interpretar también de esta
manera;

minclz + 0(x)
Az =b (2)
x>0

4 . . .« ey

Por convencién en la formulacién los vectores son columna, su transposiciéon
se representa por un superindice T', las variables se ubican a la izquierda de las
expresiones y los coeficientes de las variables preceden a éstas.



Modelado de algoritmos de descomposicién con GAMS 3

donde la funcién de recurso, (x), representa la funcién objetivo de la segunda
etapa como funcién de las decisiones de la primera etapa y tiene la siguiente
expresion:

6(x) = minqTy

Y
Wy=h-Tx o (3)
y=>0

donde 7 son las variables duales de las restricciones.

El problema (2) se conoce en la literatura como problema maestro y el
problema (3), que evalia la funcién de recurso para las decisiones de la primera
etapa, como subproblema de la descomposicion de Benders. El problema mae-
stro puede ser reformulado de modo lineal utilizando la representacién dual
del subproblema. Con esta reformulacion, el algoritmo de descomposicién re-
suelve en cada iteracién un problema maestro lineal.

2.1. Representacion lineal del problema maestro

El subproblema, expresado en su forma dual es:

0(x) = méx(h — Tz)T'r
WTr <gq

(4)

Sea II = {r', 7%, ..., 7"} el conjunto finito de vértices del poliedro con-
vexo definido por la regién factible W7 < q. Obsérvese que la regién factible
del problema dual no depende del valor de x. Dado que la solucién 6ptima
de un problema lineal reside en un vértice el problema se puede resolver por
enumeraciéon de todos ellos:

0(x) = max{(h — Tz)" 7'} l=1,...,v (5)

El subproblema de Benders puede ser reformulado como:

7O
7= =T (6)

0> (h—Tx)"'nv

con § € R. Obsérvese que la variable 6 es libre. Las restricciones de esta
formulacién se denominan cortes de Benders y constituyen una aproximacion
exterior de la funcién de recurso. De la ecuacién anterior se deriva que la
funcién de recurso 6(x) es una funcién poligonal convexa de las variables .
El problema original PL-2 se puede expresar como:
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mincTz + 6
T

Ar=b
0> (h—Tx)Tr!

0> (h—Tx)'r"
x>0
Esta formulacion se denomina problema maestro completo, ya que contiene

todos los cortes posibles. Presenta todas las restricciones de la primera etapa
mas todas las condiciones necesarias derivadas de la segunda etapa. Desde
el punto de vista préactico, la resoluciéon del problema maestro completo im-
plica disponer de forma explicita de todos los cortes de Benders, lo cual es
practicamente imposible en problemas de tamano realista. Por esta razén, la
resolucién del problema original PL-2 es reemplazada por la resolucién itera-
tiva del problema maestro relajado® definido como:

minclz + 6

x,0
Az =D

8
0> (h—-Tz)Txl 1=1,...,j (®)
z>0

donde # € R y [ representa el indice de iteraciones®. De cara a una im-
plantacién eficiente del algoritmo de descomposicién, los cortes de Benders
aceptan la siguiente formulacién como linealizacion de la funcién de recurso
en torno a los valores de las variables de la primera etapa y de los valores de
la variable 6 obtenidos en cada iteracién:

0> 71T (h—Tz)=mT(h—Tx+Tx) —Tal) =
=7l [h—Tal —=T(x —29)] =797 (h - Tad) — 7/ T(x —xi) = (9)
= fI —mITT(x — 29)

siendo 27 y f7 = mIT(h —Ta7) los valores de las variables de la primera etapa

y el de la funcién de recurso para la iteraciéon j, respectivamente. De este
modo el corte para la iteracién j también se expresa como

0— fI>aTT(ad — ) (10)

o de modo equivalente como

0+ 1T Te > fI 4+ niTTal (11)
Esta expresién indica que 7777 es un subgradiente del valor de la funcién

de recurso (x) para la propuesta 27 del maestro.

®Por simplicidad de la exposicién, se denomina como problema maestro al prob-
lema maestro relajado.
5Se entiende por iteracién un ciclo maestro-subproblema, en este orden.
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Con esta formulacién el problema maestro relajado de Benders tiene ahora
esta expresién:

minclz + 6

A:Z‘:b (12)
0+ n'TTx > fl 4+ 77T l=1,...,j
x>0

y el subproblema de Benders para cada iteracién j se formula como:

f7 = ming"y
Wy=h-—TxI sl (13)
y=0

2.2. Cortes de infactibilidad

La descripcion anterior del algoritmo de Benders ha supuesto que el sub-
problema de Benders es factible y acotado para cualquier propuesta del prob-
lema maestro. Esta hipdtesis, conocida en la literatura como recurso par-
cialmente completo”, no suele satisfacerse en la prictica y el algoritmo de
descomposicion es modificado cuando esto ocurre. La modificacion del algo-
ritmo consiste en la construccion de otro tipo de corte, corte de infactibilidad,
que elimina la solucién propuesta en el problema maestro. La construccién de
este corte se comenta a continuacion.

Si el subproblema es factible para un valor de x los valores duales de
las restricciones forman un corte en el problema maestro denominado corte
de optimalidad tal como se ha presentado anteriormente. El caso en el que
un subproblema es no acotado carece de interés algoritmico, puesto que esta
situacién implica que el problema bietapa PL-2 es no acotado. La situacion
que debe destacarse es aquélla en la que el subproblema es infactible para la
propuesta del maestro. En ese caso se puede generar un corte de infactibilidad
derivado de la Fase I del simplex [13]. El subproblema de minimizacién de
infactibilidades se formula como:

0*(z) = min eTvt +eTv™
vtv—
Wy+ vt —Iv- =h—Tzx o (14)
y, o, 07 >0

siendo e’ = (1--- 1), I matriz identidad (mo x ms) y 7 las variables duales
de las restricciones para la solucién éptima. *(z) representa la funcién de
recurso asociada a la fase I del subproblema de Benders.

"En un problema bietapa por recurso completo se entiende que el subproblema
de la segunda etapa es siempre factible para cualquier valor de las variables de la
primera etapa.
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El corte de optimalidad que el subproblema de minimizacién de infactibil-
idades obtiene (siguiendo la metodologia descrita hasta el momento) viene
dado como:

0* > (h— Tx)T'ni (15)

Reemplazando la variable de recurso 6* por 0 se obtiene una condicién
necesaria para aquellas soluciones del problema maestro que son factibles en el
subproblema de Benders. Esta condicién indica que la suma de infactibilidades
para esas soluciones debe ser menor que 0. Linealizando en torno a la solucién
obtenida en el problema maestro se obtiene la siguiente expresién para el corte
de infactibilidad, similar a la del corte de optimalidad:

T Te > fI 4 T Ted (16)

donde f7 representa el valor del subproblema de minimizacién de infactibili-
dades para la solucién propuesta.

El problema maestro relajado considerando ambos tipos de cortes se for-
mula de la siguiente manera:

ml’an cTr+0
Az =10 (17)

80 + T Tx > fl + 7T T l=1,...,j
x>0

siendo 6' = 1 para los cortes de optimalidad y 6/ = 0 para los de infactibilidad.

2.3. Algoritmo de descomposicién de Benders

El algoritmo de descomposicién de Benders resuelve en cada iteraciéon el
problema maestro relajado y pasa el valor de las variables de la primera etapa
27 al subproblema. La resolucién del subproblema de Benders con el término
de la derecha (RHS) (h — T'27) genera unas variables duales 7/ que se usan
para generar un nuevo corte de Benders que se anade al problema maestro
relajado. En cada iteracién, el valor obtenido por la funcién objetivo del prob-
lema maestro relajado z es una cota inferior del problema completo PL-2. La
sucesion de estas cotas inferiores es mondtona creciente dado que en cada it-
eracion el problema maestro relajado contiene mayor niimero de restricciones.
Por otra parte, una cota superior z del valor 6ptimo de la funcién objetivo
del problema original PL-2 viene dada en cada iteracién por (c¢'a’ + ¢Ty?)
siendo 27 e 37 soluciones factibles en maestro y subproblema en esa iteracién.
El criterio de parada del algoritmo es la coincidencia de ambas cotas con una
tolerancia relativa e (por ejemplo, 107%).

z2—z  [¢"y — ¢

= _ _ 18
ERE T (18)
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En cada iteracion del algoritmo de Benders, la variable dual generada en
el subproblema es distinta del conjunto de variables duales generadas con
anterioridad por el algoritmo [13]. Dado que el conjunto de posibles valores
duales es finito, el algoritmo de descomposicién de Benders converge en un
numero finito de iteraciones.

Para obtener el valor z° de las variables de la primera etapa en la primera
iteracién del algoritmo, se suele proceder a la resolucién del problema maestro
relajado sin cortes, lo que equivale a fijar el valor de la variable de recurso a
cero, # = 0. Otra alternativa consiste en estimar razonablemente este valor en
caso de que la naturaleza del problema sea conocida.

Para el caso en que las variables de la primera etapa sean continuas, en
cada iteracién se dispone de una base del problema maestro relajado que es
infactible sélo por una variable béasica, la variable de holgura del nuevo corte.
Cuando se soluciona el dual del problema maestro relajado los cortes apare-
cen como columnas. Al anadir una nueva columna la solucién previa sigue
siendo factible y la nueva solucién éptima puede obtenerse en pocas itera-
ciones del simplex. Por ello tedricamente es conveniente resolver el maestro
mediante el simplex dual. Por otra parte, cada subproblema sélo cambia las
cotas de las restricciones en cada iteracién. Por esta razdén, suponiendo que
ninguna soluciéon del maestro ocasiona infactibilidad en el subproblema, es
conveniente resolverlo mediante el método simplex primal (siempre que su
tamaifio lo aconseje).

Esquemadticamente el algoritmo se formula a continuacién:

1. Inicializacién: j =0, Z =00 2z = —00, € = 1074
2. Resoluciéon del problema maestro

mincTz + 6

80 + 7' TTa > fL + 7T Tat l=1,...,j
x>0

Obtener la solucién 29+, §9+1 y evaluar la cota inferior z = (cTz+! +
§IFh).
3. Resolucién del subproblema de suma de infactibilidades
fitt = min efvt +eTo~
vt v- ) )
Wy + vt — Tv~™ = h — Tai+! L it (20)
y, v 0T =20

Si f7+1 >0, obtener 77+, formar un corte de infactibilidad y afadirlo al
problema maestro, incrementar el numero de iteraciones j = j + 1 e ir al
paso 2.
Si fitl =0, ir al paso 4.

4. Resolucion del subproblema de Benders
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STt =ming"y

Y
Wy =h— Tait! s il (21)
y=>0

Obtener y/*! y actualizar cota superior z = (cfa/Tt + ¢Tyi*1).

5. Regla de parada
Si li;‘zl < € detener el algoritmo. En otro caso, obtener 77!, formar
un corte de optimalidad y anadirlo al problema maestro, incrementar el
numero de iteraciones j = j + 1 e ir al paso 2.

Mientras no se haya generado ningun corte de optimalidad, se fija el valor
de la variable de recurso # a cero, pues en otro caso el problema maestro es
no acotado. Una vez obtenido algtin corte de infactibilidad, esta variable pasa
a ser libre.

La siguiente seccién presenta con un ejemplo los pasos del algoritmo de
descomposicién de Benders.

2.4. Ejemplo

Supongamos que se desea resolver el siguiente problema de programacién
lineal:

min —x1 — 2w — 2y1 — 3y2
T1,22,Y1,Y2
T+ X2 < 600
xr1 — 21’2 S 0
r1+ 22+ Y1+ y2 < 1000
T + y1 < 500
=21+ y2 <0

Ty, X2, Y1, Y2 Z 0

entonces,
1000
() () () 2= ().
0
11 11 11
A:<12), T=110 y W= 10
00 -21

El algoritmo comienza con un problema maestro que no contiene ningin
corte de Benders, por lo que el valor de la variable de recurso 6 esté fijado a
cero. La resolucién del primer problema maestro obtiene la siguiente solucién
para las variables de la primera etapa:
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(1)

Para estos valores de la primera etapa, el subproblema es factible y la cota

inferior es z = —1200,0. Como solucién se obtiene
133,3 —2,067
Y=\ 266.7 y m™= 0,000
’ —0,333
y un valor para la cota superior Z = —2266,7. Como la diferencia entre ambas

cotas es elevada (la cota superior es este momento es 0o) se continda iterando.
Con los valores duales se forma un corte para el problema maestro dado por:

6 —2,667x1 — 2,667z > —2666,7

La resolucién del problema maestro obtiene una nueva solucién
_— 0,000
0,000
y un valor para la cota inferior z = —2666,7. Al introducir en el subproblema
estos valores se obtiene como solucién

333.3 —2,667
y= 666.7 y m= 0,000
’ -0,333

Se calcula la cota superior en esta iteracién, siendo Z = —2666,7. La difer-
encia entre ambas cotas es ahora nula y, por lo tanto, acaba el algoritmo. La
funcién objetivo es z* = —2666,7 y la solucién éptima es:

« _ (0,000 « (3333
T =000/ ¢ Y T \e666,7
2.5. Descomposicion de Benders en GAMS

Dentro del lenguaje GAMS la descomposicién de Benders puede implan-
tarse creando un modelo para el problema maestro y un modelo para el sub-
problema. La adicién de cortes para el problema maestro dentro del proceso
iterativo se consigue declarando la ecuacion de cortes de Benders sobre un
indice estatico sobre el que se construye un subconjunto dindmico que rep-
resenta el conjunto de cortes activos en cada iteraciéon. Posteriormente, la
ecuacién de cortes se construye sobre este conjunto dindmico, de modo que
durante el proceso iterativo la activacién incremental del conjunto dindmico
implica la inclusion incremental de estas restricciones adicionales en el prob-
lema maestro. Estas ideas se presentan a continuacién en el siguiente codigo
que resuelve el problema académico de la anterior seccién. Se ha seguido en la
medida de lo posible la notacién y la formulacién presentada anteriormente.
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$TITLE Descomposicién de Benders (Bd)

SETS
I indice de variables de la primera etapa / il * i2 /
L indice de variables de la segunda etapa / 11 * 12 /
M indice de restricciones de la primera etapa / ml * m2 /
N indice de restricciones de la segunda etapa / nl * n3 /
J indice de iteraciones / j1 * j20 /

JJ(j) subconjunto de iteraciones

* Datos del problema

PARAMETERS
Cc(1)

Q)

B(m)

H(n)

TABLE A(m,i)

ml
m2

TABLE T(n,i)
nl
n2
n3

TABLE W(n,1)
nl

n2
n3

coeficientes funcién objetivo primera etapa
/ it -1

i2 -2/
coeficientes funcién objetivo segunda etapa
/11 -2

12 -3/
cotas restricciones primera etapa
/ ml 600

m2 0/
cotas restricciones segunda etapa
/ n1 1000

n2 500

n3 0/

matriz de restricciones primera etapa
i1 i2
1 1
1 -2

matriz de restricciones segunda etapa
i1 i2
1 1
1 0
0 0
matriz de restricciones segunda etapa
11 12
1 1
1 0
-2 1

* Fin datos del problema

POSITIVE VARIABLES

X(1)
Y1)

VARIABLES
z1
z2
theta

SCALARS
TOL
Z_INF
Z_SUP

PARAMETERS
PI(n,j)
DELTA(j)
X_J(i,j)
22_J3(3)

variables primera etapa
variables segunda etapa

funcién objetivo primera etapa
funcién objetivo segunda etapa
funcién de recurso

tolerancia relativa / le-6 /
cota inferior / -INF /
cota superior / INF /

variables duales restricciones segunda etapa en
tipo de corte (infactible O 6ptimo 1) de
valores de las variables de la primera etapa en
valor de la funcién objetivo del subproblema en

iteracién
iteracién
iteracion
iteracién

[ SR S )
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* Declaracién de las ecuaciones

EQUATIONS
EQ_OBJ funcién objetivo problema completo
EQ_Z1 funcién objetivo primera etapa
EQ_Z2 funcién objetivo segunda etapa

EQ_R1(m) restricciones primera etapa
EQ_R2(n) restricciones segunda etapa
CORTES(j) cortes de Benders ;

* Construccién de las ecuaciones

EQ_OBJ .. Z1 =E= SUM(i, C(i)*X(i)) + SUM(1, Q(1)*Y(1)) ;
EQ_Z1 .. Z1 =E= SUM(i, C(i)*X(i)) + theta ;
EQ_Z2 .. Z2 =E= SUM(1, Q(1)*Y(1)) ;
EQ_R1(m) .. SUM(i, A(m,i)*X(i)) =L= B(m) ;
EQ_R2(n) .. SUM(i, T(m,i)*X(i)) + SUM(1, W(n,1)*Y(1)) =L= H(n)
CORTES (jj) .. DELTA(jj) * theta =G= Z2_J(jj) +
SUM(n, PI(n,jj)*SUM(i, T(n,i)*(X_J(i,jj) - X(i)))) ;
MODEL MAESTRO / EQ_R1, CORTES, EQ_Z1 / ;
MODEL SUBPROBLEMA / EQ_R2, EQ_Z2 / ;

MODEL COMPLETO / EQ_R1, EQ_R2, EQ_OBJ / ;

FILE COPT / cplex.opt /

11

PUT COPT PUT ’scaind -1’ / ’lpmethod 1’ / ’preind 0’ / ’epopt 1.1e-9’ / ’eprhs 1.1e-9’

PUTCLOSE COPT ;
SUBPROBLEMA.OPTFILE = 1 ;
* Algoritmo de Descomposicién de Benders

* Inicializacién de parametros del problema
J3(3) = NO ;

theta.FX =
DELTA(j) =
72_J(j)

X_J(@E,3)
PI(n,j)

I
el eleNeNe)

* Iteraciones del algoritmo
LOOP(j $(ABS(1-Z_INF/Z_SUP) > TOL),

* Resolucién del problema maestro

SOLVE MAESTRO USING LP MINIMIZING Z1 ;
* Adquisicién de la solucién

X_J(i,j) = X.L(1) ;

* Fijacién de la variable de la primera etapa y
* Resolucién del subproblema

X.FX(i) = X.L(1) ;

SOLVE SUBPROBLEMA USING LP MINIMIZING Z2 ;

* Adquisicién de los parametros para formar un nuevo

IF (SUBPROBLEMA . MODELSTAT = 4,
* Subproblema infactible
DELTA(j) = 0 ;
Z2_J(j) = SUBPROBLEMA.SUMINFES ;
ELSE

corte
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* Actualizacién de la cota inferior
Z_INF = Z1.L ;
DELTA(j) =1 ;
theta.LO0 = -INF ; theta.UP = INF ;
* Actualizacién de la cota superior

Z_SUP = SUM(i, C(i)*X.L(i)) + SUM(1, Q(1)*Y.L(1)) ;
)

z2_J(j) = 22.L;
PI(n,j) = EQ_R2.M(n) ;
X.LO(i) = 0 ; X.UP(i) = INF ;

* Incremento del conjunto de cortes
JJ(j) = YES ;

Los lenguajes de modelado algebraico como GAMS permiten el uso de
diferentes optimizadores para resolver los problemas. En el caso anterior, el
optimizador escogido ha sido CPLEX [8]. Para que las variables duales de-
vueltas por el subproblema de Benders sean correctas para generar un corte
de Benders tanto en el caso de optimalidad como en el de infactibilidad, para
este optimizador deben ser desactivadas las opciones de preproceso (preind 0)
y de escalado (scaind -1) y el subproblema debe ser resuelto mediante el algo-
ritmo simplex primal (1pmethod 1). Con el uso de otros optimizadores se debe
comprobar la correccién de las variables duales tanto para optimalidad como
para infactibilidad. Si las variables duales no son las adecuadas para generar
un corte de infactibilidad, el subproblema de minimizacién de infactibilidades
debe de ser planteado explicitamente y resuelto en el cédigo GAMS.

2.6. Problema de transporte con coste fijo mediante
descomposiciéon de Benders

Veamos a continuacién un caso ejemplo caracteristico de la aplicacién del
método de descomposicién de Benders. Se trata del problema de transporte
donde algunos o todos los arcos tienen un coste fijo asociado a la decisiéon de
su instalacién o a su uso. El problema consiste en la minimizacién de los costes
fijos y variables sujeto a las restricciones de respetar las ofertas maximas de
los origenes y las demandas en los destinos. El problema se formula de la
siguiente manera

min - (ciizi; + fijyis)

S < an

i iy X U4

zij < Mijyij

45 > 07yij S {0, 1}
siendo ¢;; el coste variable unitario de transporte, f;; el coste fijo asociado a
la decision de inversion en el arco ij, a; la oferta maxima de producto en el
origen ¢, b; la demanda del destino j, x;; la variable que indica el flujo que
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recorre el arco ij, y;; la variable que representa la decisién de inversién en el
arco ij y M;; un cota superior de cualquier flujo en dicho arco ij (por ejemplo,
Mij = ml’n{ai,bj}).

Las variables y;; son binarias. Una vez conocidas el problema anterior
es un problema clésico de transporte. Las variables y;; son las variables que
complican la resolucién y, por consiguiente, son asignadas al problema maestro
en un entorno de descomposiciéon de Benders. El subproblema se formula de
la siguiente manera

Daf}ljn 2ij CijTij
2T S a
2 %ij 2 b (23)
xij S Mljyzkj : 7Tk4
CL’ij 2 0
y el problema maestro como
min 2250+ fijyiz)
igy
l l l l _
0+Zij(7rijMijyij) > f +Zij<7rijMijyij) I=1,....k (24)
Yij € {0, 1}

A continuacion se expresa en GAMS este problema para un caso ejemplo
en el que se suponen cuatro origenes del producto y tres puntos de demanda.
El problema debe decidir la combinacién 6ptima de arcos de entre todos los
posibles, dados en la figura 2.

Figura 2. Arcos posibles
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$TITLE Problema de transporte con coste fijo (Bd)

* Tolerancia relativa en la resolucién de problemas MIP
OPTION OPTCR = O

SETS
J indice de iteraciones / j1 * j20 /
JI(3) subconjunto de iteraciones
I origenes / il x i4 /
L destinos /11 %13 /

* Datos del problema

PARAMETERS
A(D) ofertas de producto
/ i1 10, i2 30, i3 40, i4 20 /
B(1) demandas de producto

/ 11 20, 12 50, 13 30 /

TABLE C(i,1) coste variable unitario de transporte

11 12 13
i1 1 2 3
i2 3 2 1
i3 2 3 4
i4 4 3 2

TABLE F(i,1) coste fijo de transporte
11 12 13
i1 10 20 30
i2 20 30 40
i3 30 40 50
i4 40 50 60

* Fin datos del problema
ABORT $(SUM[i, A(i)] < SUM[1, B(1)]) ’Problema infactible’

POSITIVE VARIABLES
X(@{1,D flujo por los arcos

BINARY VARIABLE

Y(i,1) decisiones de inversién en los arcos
VARIABLES

z1 funcién objetivo primera etapa

72 funcién objetivo segunda etapa

theta funcién de recurso
SCALARS

TOL tolerancia relativa / le-6 /

Z_INF cota inferior / -INF /

Z_SUpP cota superior / INF /
PARAMETERS

Y_J(i,1,j) valores de las variables de la primera etapa en

PI(i,1,j) variables duales restricciones segunda etapa en
DELTA(j)  tipo de corte (infactible O 6ptimo 1) de
22_J(3) valor de la funcidén objetivo del subproblema en

Declaracién de las ecuaciones

EQUATIONS
EQ_Z1 funcién objetivo primera etapa
EQ_Z2 funcién objetivo segunda etapa
EQ_O0BJ funcién objetivo problema completo

OFERTA (i) ofertas de los origenes

la

iteracién
iteracién
iteracién
iteracién

[ SR S
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DEMANDA(1) demanda de los destinos

LIMITE(i,1) limite
CORTES(j)  cortes

EQ_Z1 .. Z1 =E=
EQ_Z2 .. 22 =E=
EQ_OBJ .. Z1 =E=
OFERTA(i) .. SUM[1,
DEMANDA(1) .. SUM[i,

LIMITE(i,1) .. X(i,1)

de uso del arco
de Benders ;

SUM[(i,1), F(i,1)*Y(i,1)] + theta ;

SUM[(i,1), C(i,1)*X(i,1)] ;

SUM[(i,1), F(i,1)*Y(i,1)] + SUM[(i,1), C(i,1)*X(i,1)] ;
X(@i,1]1 =L= A(1) ;

X(i,1] =G= B(1) ;

=L= MIN[A(i),B(1)] * Y(i,1) ;

CORTES(jj) .. DELTA(jj) * theta =G= Z2_J(jj) -

SUM[(i,1), PI(i,1,jj) * MIN[A(i),B(1)] * (Y_J(i,1,jj) - Y(i,1))] ;

MODEL MAESTRO / EQ_Z1, CORTES / ;
MODEL SUBPROBLEMA / EQ_Z2, OFERTA, DEMANDA, LIMITE / ;
MODEL COMPLETO / EQ_OBJ, OFERTA, DEMANDA, LIMITE / ;

X.UP(i,1) = MIN[A(i),B(1)]

FILE COPT / cplex.opt

/

15

* para que los resultados de un problema infactible sean los correctos con CPLEX sélo
* se puede utilizar el método simplex y sin preproceso ni escalado

PUT COPT PUT ’scaind -1’ / ’lpmethod 1’ / ’preind O’ / ’epopt 1.1e-9’ / ’eprhs 1.1e-9’

PUTCLOSE COPT ;

SUBPROBLEMA.OPTFILE =

1

* inicializacién de parametros del problema

JI(3) = NO ;
theta.FX
DELTA(j)
Y_J(i,1,3) =
22_J3(3)
PI(i,1,j) =

|
o O O OO

* Iteraciones del algoritmo
LOOP(j $(ABS(1-Z_INF/Z_SUP) > TOL),

* Resolucién del problema maestro
SOLVE MAESTRO USING MIP MINIMIZING Z1 ;
* Adquisicién de la solucién

Y_J(i,1,j) = Y.L(i,1) ;

* Fijacién de la variable de la primera etapa y
* Resolucién del subproblema

Y.FX(i,1) = Y.L(i,1) ;

SOLVE SUBPROBLEMA USING RMIP MINIMIZING Z2 ;

* Adquisicién de los pardmetros para formar un nuevo corte
IF (SUBPROBLEMA . MODELSTAT = 4,

DELTA(j) = 0 ;

Z2_J(j) = SUBPROBLEMA.SUMINFES ;

ELSE
* Actualizacién
Z_INF = Z1.L ;
DELTA(j) =1 ;

de la cota inferior

theta.LO0 = -INF; theta.UP = INF;

* Actualizacién

de la cota superior
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Z_SUP = SUM[(i,1), F(i,1)*Y.L(i,1)] + SUM[(i,1), C(i,1)*X.L(i,1)] ;
Z2_J(j) = Z2.L;

)

PI(i,1,j) = LIMITE.M(i,1) ;

Y.L0(i,1) = 0 ; Y.UP(i,1) =1 ;

* Incremento del conjunto de cortes
JJ(j) = YES ;

La solucién 6ptima es y11 = Y23 = Y31 = Y32 = Ya2 = 1 y se alcanza en
15 iteraciones® con un coste total, fijo més variable, de 380. La evolucién de
las combinaciones de arcos propuestas por el algoritmo de descomposicién se
presenta en la figura 3. Debe destacarse que solamente las propuestas de las
iteraciones 7, 10 y 15 son factibles para el subproblema, de modo que la may-
oria de cortes que el algoritmo genera son de infactibilidad y sélo dos cortes
son de optimalidad. Por tltimo, el cuadro 1 presenta la evolucién de la cota
superior y la cota inferior del problema durante el algoritmo. En este ejemplo,
el algoritmo converge cuando la cota inferior es exactamente la misma que la
cota superior. La convergencia se alcanza también cuando aparece una prop-
uesta repetida. En este ejemplo, la propuesta de arcos de la ltima iteracion
es, de hecho, la propuesta de la iteracién 10.

Iteracion|Cota Inferior|Cota Superior
1 -00 00
2 -00 o)
3 -00 0
4 -00 o0
5 -00 00
6 -00 0
7 140 390
8 140 390
9 120 390
10 360 380
11 360 380
12 360 380
13 360 380
14 360 380
15 380 380

Cuadro 1. Evolucién de cotas en el algoritmo de Benders

8En este caso particular el subproblema tiene soluciones alternativas por lo que el
algoritmo puede converger en diferente niimero de iteraciones con otro optimizador
u otra versién del mismo optimizador.



iteracién 1

O

@)
O

(@]
O

@)
O

Modelado de algoritmos de descomposicién con GAMS 17

iteracién 2

(©]

iteracién 3

(@]

iteracién 4

©)

O

©)

iteracién 5

iteracién 6

O

iteracién 7

iteracién 8

@)

iteracién 9

©)

iteracién 10

iteracién 11

iteracién 12

iteracién 13

iteracién 14

iteracién 15

G/@

Figura 3. Evolucién de arcos propuestos por el algoritmo de Benders

3. Relajacion Lagrangiana

La Relajacién Lagrangiana [6, 7] es una de las técnicas més extendidas en
optimizacién discreta. Se emplea principalmente cuando en un problema de
programacion matemaéatica aparece un conjunto de ecuaciones que complica la
resolucién del problema. Esto es, la resolucién del problema sin esas ecuaciones
tiene una estructura cuya resolucién es mas sencilla. Esta técnica se basa en
la dualizacion de esas ecuaciones y en la formulacion de un problema dual
cuya resolucién proporciona una aproximacion del valor 6ptimo del problema
original mejor que la resolucién de su relajacién lineal®. En caso de que el
problema sea lineal y que el conjunto de ecuaciones de complicacién sean el
conjunto de restricciones del problema, este problema dual es el problema dual
del problema original.

Se considera el siguiente problema de optimizacién lineal:

9Por relajacién lineal de un problema P se entiende el problema P en el que las
variables enteras son sustituidas por variables continuas.



18 Santiago Cerisola y Andrés Ramos y Alvaro Baillo

min Tz

Dz <d
x>0

y supongamos que Ax = b son el conjunto de restricciones de complicacion.
Supondremos que A € R™*" D € M2*" y que el resto de dimensiones son
conformes con éstas.

Dado A € ™ se formula la funcién de Lagrange L(z, \) como:

L(z,\) = c"x + AT (Az — b) (26)

y la funcién dual w(A) como evaluacién del siguiente problema, subproblema
de Lagrange:

w(A) =minclx + AT (Ax — b)
Dz <d (27)
x>0

Para todo A € R™! es inmediato observar que w()\) < ¢’'z*, siendo z*
la solucién 6ptima del problema (25). El problema dual consiste en buscar el
vector de multiplicadores A para el cual esta cota inferior dada por la funcién
dual es maxima:

m}:fmxw()\)

28
A e Rm (28)

La funcién dual es concava independientemente de que el problema orig-
inal sea lineal o lineal entero mixto. Por esta razén, las técnicas basadas en
subgradientes aparecen de modo natural a la hora de maximizar la funcién
dual [11, 12]. Estas técnicas actualizan los valores de los multiplicadores sigu-
iendo la direccién del subgradiente, utilizando diferentes longitudes de paso
en cada iteracién [1]. Notese que si 27 es la solucién éptima del subproblema
de Lagrange para un valor M/ del multiplicador, Az7 — b es un subgradiente
de la funcién dual. Una alternativa a las técnicas basadas en el subgradiente
es la representacion lineal del problema dual, lo que induce de modo natural
un algoritmo de aproximacién exterior similar al algoritmo de descomposicion
de Benders. La préxima seccidén presenta este algoritmo que posteriormente
es formulado en GAMS.

La Relajacion Lagrangiana recibe también el nombre de descomposicion
dual o descomposicion por precios porque se basa en la evaluacién del sub-
problema para distintos precios o variables duales.

Se describe a continuacién la formulacién del algoritmo de aproximacién
exterior de la funcién dual, que denominaremos algoritmo de descomposicién
basado en Relajaciéon Lagrangiana.
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3.1. Representaciéon lineal del problema dual

Consideremos de nuevo el subproblema de Lagrange que evalta la funcién
dual w(\):

w(A) =minclx + AT (Ax — b)
Dz <d (29)
x>0

En caso de disponer de forma explicita del conjunto de soluciones factibles
de la regién {Dx < d,x > 0}, el anterior problema podria ser resuelto medi-
ante enumeracién de todas ellas como:

w(A) =minclz! + AT (Az! —b) l=1,...,v (30)

La expresién anterior indica que la funcién dual es céncava y que el prob-
lema dual puede reformularse como el siguiente problema lineal, denominado
problema maestro de la Relajacion Lagrangiana:

max w
w < clal + AT (Ax! —b)
. (31)

w < cla” + 2\T(AzY —b)

Cada restriccién del problema anterior se denomina corte de Lagrange.
Dado que para problemas realistas disponer del conjunto de soluciones es
practicamente imposible, la optimizacién del problema dual se reemplaza por
la resolucién iterativa de problemas maestros relajados'®, cuyo nimero de
cortes de Lagrange aumenta con cada iteracién. Cada resoluciéon de un prob-
lema maestro relajado propone un nuevo valor del multiplicador A que, una vez
evaluado en la funcién dual a través del subproblema de Lagrange, propone
un nuevo corte de Lagrange que aumenta el problema maestro relajado!.

De modo similar a la posibilidad de subproblemas infactibles en el algo-
ritmo de descomposicion de Benders, el algoritmo de descomposicién debe
afrontar la posibilidad de encontrar subproblemas de Lagrange no acotados.
Cuando esto ocurre, el multiplicador propuesto no es valido y se debe intro-
ducir una restriccion en el problema maestro que lo elimine del conjunto de
multiplicadores posibles. Este tipo de corte se denomina corte de acotamiento
y su construccién se comenta en la siguiente seccién.

10Relajado hace referencia a que no se dispone de la totalidad de los cortes, sino
solamente de un conjunto de ellos

1Por simplicidad de la exposicién, se denomina como problema maestro al prob-
lema maestro relajado.
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3.2. Cortes de acotamiento

Consideremos un valor del multiplicador A\ y consideremos de nuevo el
subproblema de Lagrange

w(A) =minc’x + AT (Ax — b)
Dz <d (32)
x>0

Supongamos que para este valor A del multiplicador existe v > 0y Dv <
0'2 tal que ¢ + AT A < 0. Entonces, si z( es una solucién del subproblema de
Lagrange, observando que tv > 0 y Dtv < 0 para cualquier valor positivo de
t se tiene que

T (zo +tv) + N (Ao +tv) — b) = Tag + AT A(wg — b) +t(c + AT A)v (33)

con lo que el subproblema no estd acotado dado que toma valores muy
pequenos cuando t tiende a oo.

Del razonamiento anterior se deduce que el conjunto de multiplicadores
aceptables debe verificar que

(T + XAz >0 Vo € {x > 0,Dz <0} (34)

La condicién anterior, una vez propuesto un valor para el multiplicador,
puede ser comprobada resolviendo el siguiente problema, que denominamos
subproblema de acotamiento:

w*(\) = minc’z + AT Az
Dx <0 (35)
0<z<1

y en caso de que tenga un valor negativo, se debe ser introducir un corte
de acotamiento en el problema maestro de la Relajacion Lagrangiana de la
forma:

0 < clad + AT Az? (36)

De este modo, el algoritmo de la Relajacién Lagrangiana itera entre un
problema maestro, formado por cortes de Lagrange y cortes de acotamiento,
y un subproblema de Lagrange que evalia los multiplicadores propuestos por
el maestro. El problema maestro, considerando ambos tipos de cortes, puede
ser formulado de la siguiente forma

max w

Slw < Tl + XT(Az! — 6'b) l=1,...,J (37)

12Es decir, v € {x > 0,Dz < 0} que es el sistema homogéneo asociado a {z >
0,Dx < d}
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considerando 6 = 1 para los cortes de Lagrange y §' = 0 para los cortes de
acotamiento. Con esta formulacién, el algoritmo de Relajacién Lagrangiana

se

describe esquematicamente en la siguiente seccién.

3.3. Algoritmo de Relajacién Lagrangiana

El algoritmo de la Relajacién Lagrangiana, considerando la interpretacién

lineal del problema dual anterior, es descrito en los siguientes pasos.

1.
2.

Inicializacién: j =0, e = 1074

Resolucion del problema maestro de la Relajaciéon Lagrangiana
max w (38)
w 38
Slw < cTal + 2\T(Ax! — 6'b) Il=1,...,J
Obtener el valor de A e ir al paso 3.
Resolucién del problema de acotamiento
w*(\) = mincTz + AT Az
Dz <0 (39)

0<z<1

Si w*(A\) > 0 ir al paso 4. En otro caso obtener la solucién x7 y formar el
corte de acotamiento

0<clad + AT Ax? (40)

Ir al paso 2.
Resolucién del subproblema de Lagrange

wA) =minclz + AT (Ax — b)
Dz <d (41)
x>0

Obtener la solucién z7 y formar el corte de Lagrange

w < clad 4+ N (Az? —b) (42)

Ir al paso 5.

Regla de parada

Calculo de la diferencia entre los multiplicadores propuestos en la iteracién
j v la anterior 5 — 1.

Si d(M — M~1) < € detener!3. En otro caso, ir al paso 2.

1B3a(A — M1 representa distancia entre A y A1
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En el algoritmo de la Relajacién Lagrangiana, los multiplicadores A en
el problema maestro estan acotados por valores suficientemente amplios que
impiden que éste sea no acotado. El problema lineal resuelto por Benders es
ahora resuelto mediante el algoritmo de Relajacién Lagrangiana para ver en
detalle los pasos del algoritmo.

Cuando la Relajaciéon Lagrangiana se aplica a problemas lineales, la suce-
sién de los valores 6ptimos del problema maestro (que siempre es decreciente)
converge al valor 6ptimo del problema lineal. Por el contrario, esto no se
satisface cuando el problema es entero mixto. Este valor al que la sucesion de-
creciente converge es simplemente una cota inferior del valor éptimo del prob-
lema. Esta diferencia entre el valor 6ptimo del problema y el valor obtenido
por la Relajacién Lagrangiana es lo que se conoce en la literatura como inter-
valo de dualidad (duality gap). La aparicién del intervalo de dualidad origina
que la solucién primal propuesta por la Relajacion Lagrangiana pueda ser
infactible. Una alternativa para evitar esta situaciéon consiste normalmente
en realizar un postprocesado de las soluciones obtenidas para encontrar la
solucién factible. Este postprocesado depende del problema concreto que se
resuelva y suele estar basado en el conocimiento especifico de dicho problema.
Otra alternativa para obtener una solucién factible consiste en aumentar la
funcién objetivo del subproblema de Lagrange con un término cuadrético que
penalize las infactibilidades asociadas a las ecuaciones relajadas. Esta técnica
es conocida como Relajacion Lagrangiana Aumentada y existen numerosas
aplicaciones en la literatura.

3.4. Ejemplo

Se desea resolver el siguiente problema lineal:

min —x1 — 229 — 2y1 — 3Y2
T1,T2,Y1,Y2
1+ o < 600
T — 229 <0
r1+ T2+ y1+ y2 <1000
1 + < 500
—2y1+ y2 <0

zy, X2, Y1, Y2 Z 0

entonces,
o 11 00 600
c=| 5| A=|1-2 00, bs={ o],
- 0 0-21 0
1111 1000
D(1010>y d<500>
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esto es, se estd considerando que las ecuaciones 1 + 22 + y1 + y2 < 1000 y
1 + y1 < 500 son las de complicacién.

Para este ejemplo académico, codificado en GAMS tal como se presenta
en la préoxima seccién, las variables A que representan los multiplicadores han
sido acotadas entre 0 y 10. El algoritmo comienza resolviendo un problema
maestro de Relajacién Lagrangiana sin ningtn corte, proponiendo un primer
valor para los multiplicadores dado por

()

Este valor de los multiplicadores no es adecuado y el subproblema de
acotamiento lo rechaza introduciendo un corte en el problema maestro dado
por

0< =542\ + 2\

Una nueva resolucién del problema maestro propone

- ()

y el subproblema de acotamiento
0<—4+1,5)\ 40,5\

con lo que una nueva resolucién del maestro obtiene

2,667
=)

Este valor de multiplicadores es aceptado por el problema de acotamiento
y el algoritmo pasa a resolver el subproblema de Lagrange. Una vez resuelto,
éste propone un corte de Lagrange para el problema maestro que es

w < —1000A; — 5002

La nueva resolucién del maestro propone el mismo multiplicador de La-
grange, por lo que el algoritmo termina.

Para problemas lineales, el algoritmo de Relajacion Lagrangiana termina
con una solucién que es éptima para el dual del problema lineal. Esta solucién
viene dada como el opuesto de este multiplicador éptimo. Este hecho puede
apreciarse en este ejemplo. Los valores de las variables duales de las ecuaciones
relajadas son (cuando se resuelve el problema completo):

(2667
= 0
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Una desventaja de este método de descomposicion es la pérdida de factibil-
idad de la solucién primal durante las sucesivas iteraciones del método. En
este ejemplo, la tltima solucién primal, aunque factible (21 x2 y1 y2 ) = (00
0 0 ) no es 6ptima. Sin embargo, puede comprobarse que la solucién 6ptima,
(21 22 y1 y2 4 ) = ( 00 333,333 666,667 ) es una solucién alternativa del
iltimo subproblema de Lagrange resuelto.

Las proximas secciones presentan la implantacion en GAMS del algorit-
mo de descomposicion basado en Relajacién Lagrangiana para el ejemplo
académico anterior y para el problema de coste fijo que anteriormente ha
sido resuelto mediante la descomposicién de Benders.

3.5. Relajacién Lagrangiana en GAMS

La implantaciéon en GAMS de un cédigo de Relajacion Lagrangiana es sim-
ilar a la implantacion de la descomposiciéon de Benders. Se formula un modelo
para el problema maestro y otro para el subproblema y éstos son resueltos
sucesivamente en un bucle de iteraciones. Las ecuaciones que representan los
cortes de Lagrange (una tnica ecuacién que engloba a los dos tipos de cortes)
es declarada sobre un conjunto estatico de indices y construida sobre un sub-
conjunto dindmico. Durante el proceso algoritmico, este conjunto dindmico se
va actualizado, aumentando por tanto el nimero de cortes de Lagrange que
contiene el problema maestro.

$TITLE Relajacién Lagrangiana en GAMS (RL)

OPTION OPTCR = O

SETS
J indice de iteraciones /j1 * j100 /
JI(3) subconjunto de indices
I indice de variables /il x i4 /
M indice de restricciones /ml * m2/
N indice de restricciones /nl * n3/

* Datos del problema

TABLE A(m,i) matriz A
i1 i2 i3 i4

mi 1 1 1 1

m2 1 0 1 0

TABLE D(n,i) matriz D

i1 i2 i3 i4
nli 1 1
n2 1 -2
n3 -2 1
PARAMETERS
C(i) coeficientes objetivo
/ i1 -1, i2 -2, i3 -2, i4 -3 /
B(m) término B
/ m1 1000, m2 500 /
Dd (n) matriz d (notacién matematica)

/ n1 600, n2 0, n3 0 /
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* Fin datos del problema

SCALARS
TOL tolerancia relativa / le-6 /
Z_INF cota inferior / -INF /
Z_SUP cota superior / INF /
DELTA 0 para subproblema de acotamiento 1 para Lagrange
DIF diferencia en iteraciones

PARAMETERS
W_J(3 funcién objetivo del problema dual en la iteracién j
X_J(,3) valores de las variables de flujo en la iteracién j
DELTAJ(j) tipo de corte (acotacién O 6ptimo 1) de la iteraciém j
LAMBDA_J(m, j) multiplicadores en la iteraciém j

POSITIVE VARIABLES
X(i) variables
LAMBDA (m) multiplicador

VARIABLES
VA variable objetivo primal (subproblema)
w variable dual

* Declaracién de las ecuaciones

EQUATIONS
EQ_OBJ funcién objetivo problema
EQ_R1(m) restricciones que se relajan
EQ_R2(n) resto de restricciones
CORTES_LR(j) cortes de Relajacién Lagrangiana
CORTE_RE corte redundante;

EQ_OBJ .. Z =E= SUM(i, C(i)*X(i))
+ SUM(m, LAMBDA.L(m)*(SUM(i,A(m,i)*X(i))-DELTA*B(m))) ;

EQ_R1(m) .. SUM(i,A(m,i)*X(i)) =L= B(m) ;
EQ_R2(n) .. SUM(i,D(n,i)*X(i)) =L= DELTA*Dd(n) ;

CORTES_LR(jj).. DELTAJ(jj)*W =L= SUM(i, C(i)*X_J(i,jj)) +
SUM(m, LAMBDA (m)*(SUM(i,A(m,i)*X_J(i,jj))-DELTAJ(jj)*B(m))) ;

CORTE_RE .. W =L= 10000 ;

MODEL MAESTRO_LR / CORTES_LR , CORTE_RE / ;
MODEL SUB_LR / EQ_OBJ, EQ_R2 / ;
MODEL COMPLETO / EQ_OBJ, EQ_R1, EQ_R2 / ;

FILE COPT / cplex.opt /
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PUT COPT PUT ’scaind -1’/ ’lpmethod 1’ / ’preind 0’ / ’epopt 1.1e-9’ / ’eprhs 1.1e-9’

PUTCLOSE COPT ;
SUB_LR.OPTFILE = 1 ; COMPLETO.OPTFILE = 1

* inicializacién de parédmetros del problema

JI(3) = NO ;
DELTAJ(j) = 0;
DELTA = 0;
X_J(,3) = 0 ;

LAMBDA.LO(m) =
LAMBDA.UP(m) = 10 ;
DIF = INF;

I
o

* Iteraciones del algoritmo
LOOP(j $(DIF>TOL),
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* Resolucién del problema maestro de Relajacién Lagrangiana
IF(ORD(j) > 1,
SOLVE MAESTRO_LR USING LP MAXIMIZING W;
W_J(j) = W.L;
ELSE
LAMBDA.L(m) = 0 ;
)
LAMBDA_J(m,j) = LAMBDA.L(m) ;

* Resolucién del subproblema de acotamiento

* Normalizacién de las cotas no nulas de las variables
X.UP(i) =1 ;
DELTA =0 ;

SOLVE SUB_LR USING RMIP MINIMIZING Z;

* Si la solucién es negativa, generar un corte de acotamiento
IF(Z.L < -TOL,
X_J(i,j) = X.L(1) ;
DELTAJ(j) = 0 ;

* En caso contrario resolver el subproblema de Relajacién Lagrangiana
ELSE
X.UP(i) = INF ;
DELTA =1 ;
SOLVE SUB_LR USING RMIP MINIMIZING Z;
X_J(i,j) = X.L(1) ;
DELTAJ(j) =1 ;
) s

* Actualizacién del conjunto de cortes de Lagrange
JJ(j) = YES;

* Actualizacién de la diferencia de multiplicadores
IF(ORD(j)>1,

DIF = SUM(m, MAX(LAMBDA_J(m,j)-LAMBDA_J(m,j-1),
LAMBDA_J(m,j-1)-LAMBDA_J(m,j))) ;
)

X.UP(i) = INF ;

LAMBDA.FX(m) = 0 ;

DELTA = 1 ;

SOLVE COMPLETO USING RMIP MINIMIZING Z ;

Debe destacarse la necesidad de resolver independientemente el subprob-
lema de acotamiento y el subproblema de Lagrange. En el cédigo presentado
esto se ha simplificado introduciendo un scalar (DELTA) que, declarado como
0 o bien como 1, genera el subproblema de acotamiento o el subproblema de
Lagrange respectivamente. Otra caracteristica de este cdédigo es la introduc-
cién de una ecuacién redundante para el problema maestro w < 10000. Esta
ecuacién es introducida en el maestro para que la variable objetivo que es
maximizada, w, no desaparezca del problema. La desaparicién de la variable
objetivo de un problema es interpretado por este lenguaje como un error.

En la siguiente seccién se presenta un cédigo en GAMS orientado a re-
solver el problema de coste fijo anteriormente descrito mediante Relajacion
Lagrangiana.
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3.6. Problema de coste fijo mediante Relajacion Lagrangiana

Consideremos el problema de transporte con coste fijo de la seccién 2 y
supongamos que son las restricciones de capacidad limite las que son relajadas
e introducidas en la funcién objetivo a través del lagrangiano. Para un valor
Aij el subproblema de Lagrange presenta la forma:

min 5 (cijig + fiyis) + Nij (@i — Mijyij)
ij

2 is S (43)
2 wij 2 b
zi5 > 0,y;; € {0,1}

que reformulado queda como
min ;s (eij + Aij)xij + (fig — XijMij)yis
ij

> T <a (44)
2 Tij = b
Tij > O,yij c {07 1}

Esta reformulacién permite observar que el subproblema es separable en
dos problemas. Un problema de transporte en el que el coste variable es liger-
amente modificado por el multiplicador y un segundo problema que es entero
puro y cuya solucién puede obtenerse de modo inmediato.

Problema de transporte

min 3, (cij + Aij )i
> T < a (45)
> i Tij 2 b
Lij Z 0
Problema entero puro
12111 > i (fig — Xig M) ys;
Yij € {0, 1}

Esta formulacién de la Relajacién Lagrangiana para el problema del trans-
porte con coste fijo puede implantarse en GAMS con el siguiente cédigo.

(46)

$TITLE Problema de transporte con coste fijo (RL)

OPTION OPTCR = O

SETS
J indice de iteraciones / j1 * j100 /
JJ(3) subconjunto de indices
I origenes / il x i4 /
L destinos / 11 % 13 /

* Datos del problema
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PARAMETERS
A(D) ofertas de producto
/ i1 10, i2 30, i3 40, i4 20 /
B(1) demandas de producto

/ 11 20, 12 50, 13 30 /

TABLE C(i,1) coste variable unitario de transporte

11 12 13
i1 1 2 3
i2 3 2 1
i3 2 3 4
i4 4 3 2

TABLE F(i,1) coste fijo de transporte
11 12 13
i1 10 20 30
i2 20 30 40
i3 30 40 50
i4 40 50 60

* Fin datos del problema

ABORT $(SUM[i, A(i)] < SUM[1l, B(1)]) ’Problema infactible’

SCALARS
TOL tolerancia relativa / le-6 /
Z_INF cota inferior / -INF /
Z_SUP cota superior / INF /
DIF diferencia en iteraciones
PARAMETERS
X_J(@i,1,3) valores de las variables de flujo en la iteraciémn j
Y_J(i,1,3) valores de las variables de inversién en la iteracién j
DELTA(j) tipo de corte (acotacién O Sptimo 1) de la iteraciém j
LAMBDA_J(i,1,j) multiplicadores en la iteracién j
POSITIVE VARIABLES
X(@,1) flujo por los arcos
LAMBDA(i,1) multiplicador
BINARY VARIABLE
Y(@i,1) decisiones de inversion en los arcos
VARIABLES
z variable objetivo primal (subproblema)
W variable dual
* Declaracién de las ecuaciones
EQUATIONS
EQ_OBJ funcién objetivo problema completo
OFERTA (i) ofertas de los origenes
DEMANDA (1) demanda de los destinos
LIMITE(i,1) 1limite de uso del arco
CORTES_LR(j) cortes de Relajacién Lagrangiana ;
EQ_O0BJ .. Z =E= SUM[(i,1), F(i,1)*Y(i,1)] + SUM[(i,1), C(i,1)*X(i,1)]
+ SUM[ (i,1), LAMBDA.L(i,1)*(X(i,1)-MIN[A(i),B(1)] * Y(i,1))];
OFERTA (i) .. SUM[1, X(i,1)] =L= A({) ;
DEMANDA (1) .. SUM[i, X(i,1)] =G= B(1) ;
LIMITE(i,1) .. X(i,1) =L= MIN[A(i),B(1)] * Y(i,1) ;

CORTES_LR(jj).. DELTA(jj)*W =L=
SUM[(i,1), F(i,1)*Y_J(i,1,jj)] + SUMI(i,1), C(i,1)*X_J(i,1,jj)] +
SUM[(i,1), LAMBDA(i,1)*(X_J(i,1,jj)-MIN[A(i),B(1)] * Y_J(i,1,jj))1;
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MODEL MAESTRO_LR / CORTES_LR / ;

MODEL SUB_LR / EQ_OBJ, OFERTA, DEMANDA / ;

MODEL COMPLETO / EQ_OBJ, OFERTA, DEMANDA, LIMITE / ;
X.UP(i,1) = MIN[A(i),B(1)] ;

FILE COPT / cplex.opt / ;

* para que los resultados de un problema infactible sean los correctos con CPLEX sélo
* se puede utilizar el método simplex y sin preproceso

PUT COPT PUT ’scaind -1’ / ’lpmethod 1’ / ’preind 0’ / ’epopt 1.1e-9° / ’eprhs 1.1e-9’
PUTCLOSE COPT ;

SUB_LR.OPTFILE = 1 ; COMPLETO.OPTFILE = 1

* inicializacién de parametros del problema

J3(3) = NO ;
DELTA(j) = 0;
Y_J3i,1,3) = 0;
X_J(i,1,3) = 0;

LAMBDA.LO(i,1) = O ;
LAMBDA.UP(i,1) = 10 ;
DIF = INF;

* Iteraciones del algoritmo
LOOP(j $(DIF>TOL),

* Resolucién del problema maestro de Relajacién Lagrangiana
IF(ORD(j) > 1,
SOLVE MAESTRO_LR USING LP MAXIMIZING W;
ELSE
LAMBDA.L(i,1) = 0 ;
)
LAMBDA_J(i,1,j) = LAMBDA.L(i,1) ;

* Resolucién del subproblema de acotamiento

* Normalizacién de las cotas no nulas de las variables
X.UP(i,1) =1 ;
SOLVE SUB_LR USING RMIP MINIMIZING Z ;

* Si la solucién es negativa, generar un corte de acotamiento
IF(Z.L < 0,
X_J(i,1,j) = X.L(i,1) ;
Y_J(i,1,j) = Y.L(i,1) ;

DELTA(j) =0 ;
* En caso contrario resolver el subproblema de Relajacién Lagrangiana
ELSE

X.UP(i,1) = MIN[A(i),B(1)] ;

SOLVE SUB_LR USING MIP MINIMIZING Z;
X_J(i,1,j) = X.L(i,1) ;

Y_J(i,1,j) = Y.L(i,1) ;

DELTA(j) =1 ;
)
* Actualizacién del conjunto de cortes de Lagrange
JJ(j) = YES;
* Actualizacién de la diferencia de multiplicadores
IF(ORD(j)>1,

DIF = SUM((i,1), MAX(LAMBDA_J(i,1,j)-LAMBDA_J(i,1,j-1),
LAMBDA_J(i,1,j-1)-LAMBDA_J(i,1,3))) ;
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)

X.UP(i,1) = MIN[A(i),B(1)] ;
LAMBDA.FX(i,1) = 0 ;
SOLVE COMPLETO USING MIP MINIMIZING Z ;

En este ejemplo, la sucesion de valores del problema maestro y la sucesién
de 6ptimos de los subproblemas convergen a la solucién dada por la relajacion
lineal del problema, véase la figura 2. En este caso, la cota inferior del valor
o6ptimo del problema dada por la relajacion lineal del mismo no puede ser
superada por la aplicacién de la Relajacién Lagrangiana'*. Por otra parte,
los valores obtenidos por las variables de decisién no son factibles en ninguna
de las iteraciones del método. Se necesita un método de postprocesado de
estas soluciones para obtener una solucién. En este problema, una posibilidad
consiste en considerar la solucién dada para las variables continuas z;; por el
problema de transporte (lineal) y adecuar las variables binarias a esta solucién,
es decir

uijzlsixij>0

Con este procesado de las soluciones se puede comprobar que en la it-
eracién 51 (el algoritmo converge en la iteracién 55) la solucién obtenida es,
en este caso, la solucién 6ptima del problema entero mixto:

Y11 = Y23 = Y31 = Y32 = Ya2 = 1

4. Implantaciéon en grandes modelos

GAMS fue desarrollado para permitir la implantaciéon rapida de mode-
los de optimizacién concentrando la labor del modelador en su formulacion.
Adems3s, dada la potencia del lenguaje permite la creacién de modelos comple-
jos con un numero reducido de instrucciones. Esto hace que el mantenimiento
o la modificaciéon de un modelo sea muy sencilla. De la misma manera es-
tas ventajas se extienden a la escritura de métodos de descomposicién. Sin
embargo, el tiempo de resoluciéon de un problema en GAMS por métodos de
descomposicién es muy elevado. Las razones son las siguientes:

= el paso de un problema definido en GAMS al optimizador encargado de su
resolucién se hace escribiéndolo en disco en lugar de a través de memoria
principal. Esto hace que se consuma mucho tiempo cuando esta tarea se
debe hacer repetidas veces para cada maestro o subproblema. Este incon-
veniente se puede soslayar parcialmente recurriendo a la creacién de un
disco virtual en memoria principal mediante un controlador RAMDISK.

14 Cuando esto ocurre se dice que el problema satisface la propiedad de integralidad
(integrality property) y tiene poco sentido el uso de la Relajacién Lagrangiana como
técnica de aproximacion del valor éptimo del problema.
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Figura 4. Evolucién de cotas en Relajaciéon Lagrangiana

= cada maestro o subproblema se crea de nuevo cada vez aunque las modifi-
caciones entre una iteracién y la siguiente para cada problema son menores.
Precisamente este idea de resolucion iterativa de problemas muy similares
es el nicleo central de la descomposicion y es la que se deberia poder
aprovechar computacionalmente tanto en la fase de creacién del proble-
ma como en el algoritmo de resolucién (mediante el simplex dual). GAMS
genera desde cero cada problema aunque si permite guardar la base previa.

En conclusién, GAMS puede ser utilizado para el desarrollo de prototipos
de modelos de optimizacién y de métodos de descomposicién. Sin embargo,
una vez validados estos prototipos se deben utilizar lenguajes alternativos de
menores tiempos de computacion.
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